Mathematik fir Wirtschaftswissenschaftler

Matthias Kiinzer

Universitat Stuttgart

21. Mérz 2022



Inhalt

1 Zahlen

1.1 Reelle Zahlen . . . . . . . .
1.1.1 Begriff . . . . o e
1.1.2 Teilmengen von R . . . . . . . . . Lo
1.1.3 Summennotation . . . . . . . .. Lo
1.1.4 Potenzen . . . . . . . . . e

1.2 Betrag und Dreiecksungleichung . . . . . . . .. .. ... o

1.3 Binomiales . . . . . . . L
1.3.1 Binomialkoeffizienten . . . . . . . .. ..o
1.3.2 Binomischer Lehrsatz . . . . . . .. ... .

Abbildungen

2.1 Allgemeines . . . . . . . . L e
2.1.1 Begriffe . . . . . . e
2.1.2 Injektiv, surjektiv, bijektiv. . . . . . . ...
2.1.3  Schnitt und Vereinigung . . . . . . . . . ... L
2.1.4 Kompositum . . . . . . . .. e e e e

2.2 Folgen und Grenzwerte . . . . . . . . . L.
2.2.1 Folgen . . . . . . e e
2.2.2  Grenzwerte . . . ... e e e e

2.3 Reihen . . . . o e
2.3.1 Begriff . . .o
2.3.2 Geometrische Summe, geometrische Reihe . . . . . . ... .. .. ... ... ...,
2.3.3 Exponentialfunktion . . . . . . ... .. ...

2.4 Stetigkelt . . . ... e
2.4.1 Abstinde im R™ . . . . . ...
2.4.2  Stetigkeit von Funktionen in einer oder mehreren Variablen . . . . . . ... .. ..
2.4.3 Funktionsgrenzwerte an endlichen Stellen . . . . . .. ... ... ... ... ....
2.4.4 Funktionsgrenzwerte an unendlichen Stellen . . . . . . ... ... ... ... ...,

Differentialrechnung

3.1 Innere Punkte und Offenheit . . . . . . . . . . . . . . . ... .
3.2 Funktionen in einer Variablen . . . . . . . . . . ...
3.2.1 Ableitung . . . . ... e
3.2.2 Monotonie . . . . . . .. e e e e e e e e e
3.2.3 Lokale Extremstellen . . . . . . . . . . . ...
3.2.3.1 Definition . . . . . . ...

3.2.3.2 Lokale Extremstellen in einer Variablen . . . . . . . . . ... ... ....

3.2.4  Umkehrabbildung, Logarithmus . . . . . . ... ... ... ... . ...
3.2.4.1 Ableitung der Umkehrabbildung . . . . . ... ... ... ... ......

3.2.4.2 Natiirlicher Logarithmus . . . . . ... ... ... ... ... ...,

3.2.4.3 Potenz- und Logarithmenregeln . . . . . . ... ... ... ... ... ..

3.2.4.3.1 Potenzregeln . . . . . . . ... L

3.2.4.3.2 Logarithmenregeln . . . . . . ... ... ... ... ... ...,

3.2.5 L’Hopital . . . . . . . e

3.3 Partielle Ableitungen von Funktionen in mehreren Variablen. . . . . . . . ... ... ...

NeRNoRNoEN BEN BEN I >e N e N



3.3.1 Definition . . . . . . .
3.3.2 Schwarz . . . . . . . . e e
3.3.3 Kettenregel . . . . . . L
3.4 Lokale Extremstellen in 2 Variablen . . . . .. .. .. ... ... ... .. .. . ...,
4 Kapitalentwicklung
4.1 Kapitalentwicklung mit Zinsen und Raten . . . . . . . .. ... .o oL
4.2 Investitionsrechnung . . . . . . . . . . . e
5 Vektoren
5.1 Matrizen . . . . . . . L e e e e
5.2 Vektoren im Standardraum . . . . . . . ...
5.2.1 Geometrische Interpretation . . . . . . . . ... oL L
5.2.2 Skalarprodukt . . . . . . ...
5.2.3 Kreuzprodukt . . . . . ...
5.3 Lineare Gleichungssysteme — Zeilenstufenform . . . . . . . . ... . ... ... .. .....
5.4 Vektorrdume . . . . . . ... e e e e
5.4.1 Definition . . . . . . . . L e
5.4.2 Dimension . . . . . . . .. e e e
5.4.3 Unterrdume . . . . . . . . Lo

6 Integration

6.1 Definition . . . . . . . L e
6.2 FEigenschaften . . . . . . . . . L
6.3 Techniken . . . . . . . . .
6.3.1 Substitution . . . . . . . . ..
6.3.2 Produktregel . . . . . .. L
6.3.3 Partialbruchzerlegung (reell zerfallender Nenner) . . . . . . ... ... ... ....
6.4 Uneigentliche Integrale . . . . . . . . . . . . L
7 Wachstumsrate und Elastizitét
7.1 Wachstumsrate . . . . . . . .. e
7.2 Elastizitdt . . . . . . .o
7.2.1 Definition Elastizitdt . . . . . . . . . .. L o
7.2.2 Gewinn maximieren, nachfrageorientiert . . . . . . . .. ... o 0oL
7.2.3 Gewinn maximieren, angebotsorientiert . . . . . ... ... oo

8 Taylorentwicklung

8.1 Taylor in einer Variablen . . . . . . . . . . . Lo
8.2 Newtonverfahren . . . . . . . . . . ..
8.3 Der Gradient und die Hessematrix . . . . . .. ... ... .. L oo
8.3.1 Der Gradient . . . . . . . . . . e
8.3.2 Die Hessematrix . . . . . .. .. .. L
8.4 Taylor in mehreren Variablen (in erster und zweiter Ordnung) . . . . . . .. .. ... ...

9 Mehr iiber Matrizen

9.1 Determinanten . . . . . . . . ... L e e
9.2 Definitheit . . . . . . . .
10 Extremstellen von Funktionen mehrerer Verdnderlicher
10.1 Lokale Extremstellen in mehreren Variablen, ohne Nebenbedingungen . . . . ... .. ..
10.2 Lokale Extremstellen in mehreren Variablen, mit Nebenbedingungen . . . . . . .. .. ..
10.2.1 Begriff einer lokalen Extremstelle unter
Nebenbedingungen . . . . . . . . . .. e e

10.2.2 Flachstellen unter Nebenbedingungen . . . . . . . .. .. .. ... ... .. ....



11

12

10.2.3 Lokale Extremstellen unter Nebenbedingungen . . . . .. ... ... ... ....
10.2.4 Beispiele . . . . . . . L

Komplexe Zahlen

11.1 Definition . . . . . . . . . e e
11.2 Euler . . . . . . e
11.2.1 Exponentialfunktion, Sinus und Cosinus im Komplexen . . . ... .. ... ...
11.2.2 FEulersche Formel . . . . . . . . . .. . L
11.3 Partialbruchzerlegung (allgemeiner Fall) . . . . . . . ... ... ... ... ..
11.3.1 Zerlegung von Briichen von Polynomen . . . . . ... .. ... ... .......

11.3.2 Integration komplexwertiger Funktionen . . . . . . ... .. ... ... ...
11.3.3 Beispiele . . . . . . . . e

Gewdhnliche Differential- und Differenzengleichungen

12.1 Allgemeine Begriffe . . . . . . . . ..
12.2 Separierbare Differentialgleichungen . . . . . . . ... ... oo oL
12.3 Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung . . . . . . .. .. ... .. ... ... ..
12.4 Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten . . . . . .
12.4.1 Allgemeine Problemstellung . . . . . . . . . . . . . . ... ... ... ...
12.4.2 Der homogene Fall . . . . . . ... .. o
12.4.3 Der inhomogene Fall . . . . . ... ... oo
12.5 Etwas zu linearen Differenzengleichungen . . . . . . . .. ... ... ... ...
12.5.1 Lineare Differenzengleichungen erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten . . . .
12.5.2 Lineare Differenzengleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten . . .

Aufgaben und Lésungen

A1 Aufgaben . . . . . .. e
A2 Losungen . . . . ... e



Vorwort

In der Vorlesung sollen grundlegende mathematische Fahigkeiten im Hinblick auf die
Wirtschaftswissenschaften vermittelt werden. Vorausgesetzt wird Abiturwissen, wenn wir
auch Teile davon wiederholen werden.

Kleingedruckte Bemerkungen sind nicht Teil des Pflichtstoffs.

Ein Dank geht an JAN EGIDY, OLIVER KUNZI und weitere Studenten, die mich auf Fehler
in Skript und Ubungen aufmerksam gemacht haben.

Ein Dank geht an HANYUAN HANG, TILLMANN JENTSCH und KRISTINA KOHLS fiir
Mitarbeit an den Ubungen und fiir Korrekturen und Vereinfachungen.

Fiir weitere Hinweise auf Fehler und Unklarheiten bin ich dankbar.

Stuttgart, den 26.02.2012

Matthias Kiinzer



Kapitel 1

Z.ahlen

1.1 Reelle Zahlen

1.1.1 Begriff

Die Menge R der reellen Zahlen besteht aus den beliebigen Dezimalbriichen, die
*a,an,_1...09, G_10_2G_3...

mit ganzen Zahlen 0 < a; < 9 geschrieben werden, wobei n > 0. So z.B. sind —2 =
—2,00...,7/8=0,87500..., V5 =223606... und 7 (= 3,14159...) reelle Zahlen.

Sind r, s € R, so kénnen wir r + s, r — s, r - s und, falls s # 0, auch /s in R bilden.

Reelle Zahlen kénnen miteinander verglichen werden, ggf. ist » < s resp. r < s.

1.1.2 Teilmengen von R

Fiir a € R schreiben wir R-, := {x € R : z > a}. Etc.

Fiir a, b € R schreiben wir die Intervalle

la,b] = {zeR : a<z<b}
la,b) == {x€eR : a<z<b}
(a,b) == {x€eR : a<x<b}
(a,b) == {x€R :a<z<b}.

Ublich ist auch (a,00) := R, fiir das unendliche Intervall, etc. Auch R = (—o0, 00)
selbst gilt als Intervall.

Wir haben die Teilmengen



Hierbei besteht Z aus den ganzen Zahlen, d.h. den reellen Zahlen, deren Nachkommastel-
len gleich 0 sind.

Ferner besteht QQ aus den rationalen Zahlen, d.h. den Briichen ganzer Zahlen. Dies sind
die abbrechenden oder aber periodischen Dezimalbriiche. Hierbei ist fiir £ € Z>,

a_1a_9...0_f
0, a1_—9o..._p — ———

108 — 1
Z.B. wird 0,4123123 - = 04123 = & + 228 = 1318

1.1.3 Summennotation

Seien k, { € Z.

Ist £ < ¢ und ist fiir ¢ € Z mit k <@ < £ je eine reelle Zahl x; € R gegeben, so verwenden
wir die Summennotation
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E Ti = T+ Tpp1 + T2+ +2¢ .
i=k

Dazuhin setzen wir Y¢_, z; := 0 falls k > /.
Z.B. wird 3;_,i% = 3% + 42 + 52 = 50.

1.1.4 Potenzen

Ist z € R und k € Z, so setzen wir

x-x---x mit k Faktoren, falls £ > 1
1 falls k =0
%%% mit —k Faktoren, falls z # 0 und k£ < —1.

Insbesondere ist also 0° = 1.

1.2 Betrag und Dreiecksungleichung

Von r € R koénnen wir den Betrag

v = r fallsr >0
T —r fallsr <0

bilden.

Lemma (Dreiecksungleichung). Es ist |r + s| < |r| + |s| fiir r, s € R.
Zum Beispiel ist |7+ 3| =4 < 10 = |-7| + |3|.



r+s fallsr+s>0

Denn es ist |r+s|—{ s fallsr4+s<0

}g 7| + |s].
Lemma. Es ist |[r — s| > ||r| — ||| fiir r, s € R.

D.U.
Denn esist |r| =|r—s+s| < |r—s|+]s|, und also |r| — |s| < |r — s|. Genauso folgt auch
Is| = |r| < |s —r| = |r — s|. Insgesamt ist also ||r| — |s|| < |r — s].

1.3 Binomiales

1.3.1 Binomialkoeffizienten
Fiir n € Z-; schreiben wir n! :=1-2-3---n, gesprochen “n Fakultidt”. Ferner setzen wir
0!':=1. Z.B. ist 4! = 24.

Fiir a, b € Z schreiben wir

iy flls 0<b<a
0 sonst,
gesprochen “a iiber b”.

ZB.ist (3) = 55 = 1234 —¢.

212! 1.2.1-2

7.B. ist (8 :“—l.zlund (g):%l:lﬁira20.

)
Fiir 0 <b <aist (5) = gty = (a%)- ZBist (3) = (3) = o5 = 151393 = 10.
Ist 1 <b<a,soist

a a\ __ al al _al(b+(a—b+1)) (a+1)! _ (a+1
(b—l)Jr(b) - (b—l)!(a—b+1)!+b!(a—b)! = bla=b+D)! T bl((at+1)=b)! T ( ) :

Ferner ist (_§) + (§) =04+ 1= ("¢") und (§) + (o$1) =1+0= (if1).

Insgesamt ist also fiir 0 < b<a+1
(b%) +(5) = ("37) -

Dies liefert das (links und rechts um Nullen ergénzte) Pascalsche Dreieck

(-1) @) (¥) vy
(-1)(6) () (2) R
(DG HEGE - 01210
(-1) (3) () (2) (5) (3) 013310
(HDHOEOEH®HE 0146410



In diesem gibt die Summe aus je zwei horizontal benachbarten Eintrédgen den mittig
darunterstehenden.

Korollar. Es ist (j) € Zx fiir a, b € Z.

Denn im Pascalschen Dreieck wird nur addiert.

1.3.2 Binomischer Lehrsatz

Lemma (Binomischer Lehrsatz). Seien z, y € R und n € Z>( gegeben. Dann ist

(z+y)" = Z (r;) g iyt = (3) 2™y + (1;) 21yl (Z) 2% (Z) 2Oy .

Yy =1

ry = Tty

2yt + (3) 2% = 2%+ 2zy + y?

5) aty? + (%) 2% = 2+ 32%y + 3wy’ + ¢°
4 4

2 3

Dieses Lemma wollen wir mit Induktion zeigen. Bei diesem Verfahren liegt fiir ein k& € Z-,
eine fiir alle ganzen Zahlen n > k zu zeigende Aussage A(n) vor; z.B. eine Gleichung, in
welcher n vorkommt. Man zeigt hierzu zunéchst in einem Induktionsanfang, dai A(k)
gilt. Sodann zeigt man in einem Induktionsschritt, daf fiir n > k aus A(n) folgt, dal auch
A(n+1) gilt; hierbei spielt A(n) die Rolle einer Induktionsvoraussetzung. Somit gilt A(k),
also auch A(k + 1), also auch A(k + 2), usf. Insgesamt gilt dann A(n) fir alle n € Z, .

Beweis des Lemmas.

Induktionsanfang. Sei n = 0. Die linke Seite unserer zu zeigenden Gleichung gibt
(z+y)° = 1. Die rechte Seite gibt 37, (7) 2°~*y* = (§) 2°° = 1. Somit ist die Gleichung
in diesem Fall erfiillt.

Induktionsschritt. Sei n > 0. Sei die Gleichung fiir n erfiillt, d.h. sei die Gleichheit
(z+y)" =31, (%) 2""y" bekannt (Induktionsvoraussetzung).

Wir haben zu zeigen, dafl die Gleichung fiir n 4 1 erfiillt ist, d.h. daf}

n+1

(z + y)"H L Z (n—zl—l) gHligi

=0

Byt + (5) 2%y? + (3) 2y + (1) 2% = 2t + 42ty + 62%y? + day® + v
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Dazu rechnen wir

(& +y)"

§1.3.1

Somit ist unser Lemma bewiesen.

(z+y)(z +y)"

(x+y) (i, (1) =" y)

(X (1) e hy) + (i, (1) 2y )
(3 (3)am=y') + (e, (3) ey
(i (1) am™y) + (5 (M) a7 +y)
(g (1) 1y) + (X2 "“(:1) "y
Soito ((3) + (iM))am =y

iy (MH) ety



Kapitel 2

Abbildungen

2.1 Allgemeines

Seien X, Y und Z Mengen.

2.1.1 Begriffe

Es bezeichnet () die leere Menge, die kein Element enthélt.
Schreibe X x Y :={(z,y) : x € X, y € Y} fiir das kartesische Produkt von X und Y.

Schreibe X" = X x --- x X = {(x1, ..., x,) : x; € X} fiir das kartesische Produkt aus
n Faktoren, wobei n € Z-;. Seine Elemente heiflen n-Tupel aus Elementen von X. Wir
setzen noch X° := {()}, mit dem leeren Tupel als einzigem Element.

So etwa bezeichnet R™ die Menge aller n-Tupel reeller Zahlen.

Eine Vorschrift f, die jedem Element x € X ein Element f(z) € Y zuordnet, heifit
Abbildung oder Funktion, geschrieben f: X — Y x+— f(z).

Z.B.ist ¢: R— R, o+ q(x) := 22 eine Abbildung.

Z.B.ist h:{1,2,3} —{1,2,3}, 1+~1, 2+~ 1, 3+ 3 eine Abbildung.

Z.B.ist k:{1,2,3,4,5} — {1,2,3,4}, 113, 211, 34, 4+~ 4, 5+~ 3 cine Abbildung.
Es heifit id = idx : X — X, x+— x die identische Abbildung.

Es heifit X die Startmenge oder der Definitionsbereich von f : X — Y.

Es heifit Y die Zielmenge oder der Wertebereich von f: X —Y.

Fiir U C X schreiben wir f(U) :={f(u) : we U} CY fiir das Bild von U unter f.
Fiir V C Y schreiben wir f~1(V):={z € X : f(z) € V} fiir das Urbild von V unter f.
7.B. ist k({1,2,5}) = {1,3}. Z.B. ist k~'({1,2,4}) = {2,3,4}.

11



12

Sei f : X —Y eine Abbildung. Seien U C X und V C Y mit f(U) C V gegeben. Die
dementsprechende Einschrinkung von f ist als f|; : U —V, ur— f(u) definiert.

Ist V =Y, so schreiben wir auch f|y := f|.

Der Graph einer Abbildung f : X — Y sei definiert als

Iy = {(z,f(z)) - 2 X} € X xY.

Funktionen f, g : X — R werden punktweise addiert und multipliziert, f+g¢: X — R,
(f+9)(@) = f(x)+g(@)und fg=f-g: X —R, (f-9)(z) :== f(2) - g(2).

2.1.2 Injektiv, surjektiv, bijektiv

Sei f: X —Y eine Abbildung

Besteht f~!({y}) aus wenigstens einem Element fiir alle y € Y, so heifit f surjektiv.
Besteht f~!({y}) aus hochstens einem Element fiir alle y € Y, so heifit f injektiv.
Besteht f~!({y}) aus genau einem Element fiir alle y € Y, so heifit f bijektiv.

Es ist also f genau dann surjektiv, wenn f(X) =Y. Es ist f genau dann injektiv, wenn
verschiedene Elemente stets auf verschiedene Elemente abgebildet werden. Es ist f genau
dann bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

Ist f: X —Y bijektiv, so gibt es die Umkehrabbildung f~! : ¥ — X mit der Eigen-
schaft, daf8 f(x) =y genau dann gilt, wenn z = f~(y).

Der Zusammenhang zur Urbildoperation ist diesenfalls: f~*({y}) = {f~1(y)}.

Z.B. ist obiges h nicht surjektiv wegen A1 ({2}) = (), d.h. wegen 2 & h({1,2,3}). Ferner
ist A nicht injektiv, da A='({1}) = {1, 2} mehr als nur ein Element aufweist, d.h. da 1 # 2,
aber h(1) = h(2).

Z.B. ist obiges g weder injektiv (z.B. da ¢(—1) = ¢(1)) noch surjektiv (z.B. da —1 & ¢(R)),
aber seine Einschriankung ¢, := q\gig ist bijektiv, mit (¢+)™' : Rsg — Rso, y— /¥

2.1.3 Schnitt und Vereinigung

Seien A, B C X Teilmengen. Wir erinnern an den Begriff des Schnitts A N B =
{x€X : x€ Aund z € B}, der Vereinigung AUB ={z € X : x€ Aoderz € B}
und der Differenz AN B={x € X : x € A, aber z ¢ B }.

Sei f: X — Y eine Abbildung. Seien Uy, Uy C X.
Es ist f(U1 U UQ) == f(Ul) U f(UQ)



13

Es ist f(U; NUy) C f(Up) N f(Us). Gleichheit gilt hier, falls f injektiv ist, sonst im
allgemeinen nicht.

Seien Vi, Vo, C Y.
Esist f~1(V; U V,)

V) U fH(Va).
Esist f~1(ViNVy) Vi) N

= f-
— 17

2.1.4 Kompositum

Seien f: X —Y und g : Y — Z Abbildungen. Ihr Kompositum, auch Verkettung ge-
nannt, ist durch

gof : X — Z, x+— (gof)(z) = g(f(x))

definiert (gesprochen “g nach f7).

2.2 Folgen und Grenzwerte

2.2.1 Folgen

Sei k € Z. Sei Y eine Menge. Eine Abbildung f : Z-; — Y heifit auch eine Folge und
wird auch

f =)zt = (fa)nze = (fadn = (fas frrrs frra, o)

geschrieben.
Ist Y = R, so spricht man auch von einer reellen Folge.

So z.B.ist (1/n),>1 = (1/1,1/2,1/3,...) eine reelle Folge.

2.2.2 Grenzwerte

Sei (xy,)n>k eine reelle Folge. Es heit x € R ihr Grenzwert oder Limes, falls fiir alle
e € Rogein l € Zop mit |x — x,| < e fiir n > ¢ existiert. Diesenfalls ist dieser eindeutig
bestimmt und wird

lim z, = limz, = x
n—oo n

geschrieben.
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Es ist « also ein Grenzwert von (z,,), , falls fiir jede beliebig kleine Fehlerschranke ¢ eine
Stelle £ gefunden werden kann, ab der der Abstand |z — x| diese Fehlerschranke nicht mehr
iiberschreitet.

Eine reelle Folge (x,,), konvergiert oder ist konvergent, falls sie einen Grenzwert hat. Sie
divergiert oder ist divergent, falls sie keinen Grenzwert hat.

Grenzwerte werden {iiblicherweise berechnet, indem man mittels Regeln die zu betrach-
tende Folge auf bekannte Beispiele zuriickfiihrt.

Beispiel.

(1) Fir z € R konvergiert die konstante Folge (x), = (z,z,z,...) gegen z, d.h.
lim,, oo T = .

(2) Seia € Zsy . Es ist 0 der Grenzwert von (n™=%),>, d.h. lim,, ;oo n™® = 0. Denn fiir
gegebenes € > 0 ist [n™* — 0] < ¢, falls n > 1//e. Als £ kann somit jede ganze Zahl
> 1/ /e gewihlt werden.

(3) Sei g € (—1,1). Esist 0 der Grenzwert von (¢")n>o0, d.h. lim,, . ¢" = 0.

Dazu kénnen wir h := 1/|¢g| — 1 > 0 setzen und erhalten |q| =
binomischem Lehrsatz aus §1.3.2 also |¢" — 0| = |¢|* = 1/(1+h)" <
erhalten wir fiir € > 0 bereits [¢" — 0| < 1/(1 + nh) < e, falls nur n
sodafl wir fiir £ jede ganze Zahl > (¢~! — 1)/h wihlen konnen.

1/(1 + h), gemiB
1/(14+nh). Daher
> (e71 —1)/h ist,

Bemerkung. Seien (z,,), und (y,), konvergente reelle Folgen. Seien A\, p € R. Dann ist
Ist lim,, o ¥, # 0 und ist y,, # 0 stets, dann gilt auch

lim,, 00 Yn n—00 Y,
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So wird z.B.

. 3n?44 . 34+4n7? lim,, 3 + 4lim,, n—? 3
lim ———— = lim = — 8 = —.
n 2n?+3n n 2+ 3n7! lim,, 2 + 3lim,, n—! 2

Bemerkung. Sei (x,,),>, eine reelle Folge mit Grenzwert x. Sei ¢ > k. Dann ist auch die
(vorne abgeschnittene) Folge (z,),>¢ konvergent und hat den Grenzwert x.

Lemma. Sei (z,), eine reelle Folge mit z,, < x,.; stets. Gibt es ein s € R mit z,, < s
fiir alle n, dann konvergiert (x,,),,

Als Grenzwert ergibt sich hier der “minimale Wert, der nicht von Folgengliedern iiberlaufen
wird”. Genauer kennen wir ihn aber im allgemeinen nicht !

Lemma (Sandwich). Seien (), , (yn)n und (z,), reelle Folgen. Sei z,, < y,, < z, stets.
Seien (), und (z,), konvergent mit lim, z,, = lim,, z, . Dann ist auch (y,), konvergent,
und es ist

limz, = limy, = limz, .
n n n

COSTS") < + stets, und da die duBeren beiden Folgen gegen 0 konver-

cos(n) - 0.

n

Beispiel. Da —}1 <

gieren, ist auch lim,,

2.3 Reihen

2.3.1 Begriff
Sei k € Z. Eine (reelle) Reihe ist eine reelle Folge der Form
ng a; = (Z?:k ai)nsk = (ag, ap + Qgg1, ak + aps1 + Qgga, -..)

wobei a; € R fiir i > k.

Es handelt sich also um eine Folge von Teilsummen der nun zu definierenden “unendlichen
Summe”.

Existiert ihr Grenzwert, so schreiben wir diesen

[o.¢] . n
Doimp i = lm YT, a4 = ap 4 Qppr +agge o
n—0o0

Lemma. Konvergiert ) .., |a;|, dann konvergiert auch ) .., a; .
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2.3.2 Geometrische Summe, geometrische Reihe

Sei ¢ € R~ {1}. Wir haben die geometrische Summe

n

> -

=0

1 — qn+l

1—q
n i n i n i n i n+l 4 n
denn (1 - q)(X7Led") = (i) —a(XiLed’) = (Ziod)) = (i ¢) =" — ¢
Diese liefert fiir ¢ € (—1,+1) die geometrische Reihe . q" mit Grenzwert
1 — qn+1 1 — hmn qn—H 1

Xioq = MYl = e = T =

1

Soz.B.ist 335, (1/2) = 14+1/24+1/4 4+ = 5 Tk

2.3.3 Exponentialfunktion

Fir x € R konvergiert die Reihe Z@O z"/n!, sodal wir die Exponentialfunktion
exp : R— R durch die Fxponentialreihe

00 ;
" 2 x& ZL'4

T
e’ = exp(x) = ZF = 1+x+?+€+2—+~~

definieren konnen.

Begriinden wir die Konvergenz.

Sei € Rxq. Sei n € Z mit |z| < n gewdhlt. Fiir m € Z,, ist

[/ (m + 1))

[z fml] = |z|/(m+1) < |z|/n = ¢q.

Die Summanden wachsen von n an also langsamer als die der Reihe Em>n q"cmit c € Ryg
konstant. Da letztere konvergiert, konvergiert auch erstere; vgl. §2.3.2 und erstes Lemma in
§2.2.2.

Fiir allgemeines = € R vgl. nun das Lemma aus §2.3.1.

Z.B.ist e =1. Esist e := e! = exp(1) = 2,71828182845. . ..
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Der Graph der Exponentialfunktion exp hat folgende Gestalt.

exp(x)

-2 1 o 1 2

X

Um die Exponentenschreibweise e zu rechtfertigen, sollten wir begriinden, dafl

etV = % .Y

ist fiir x, y € R. Dazu rechnen wir

xT

e’ - e¥

(ano—o %) (Z;O*O yn_T'L)
Zm 0 Zn 0 m' n'
e Y e Yoo o ey

= Zkﬂk'ZmOm'km)'Iy

= > o i ) Zm:O (m) gyt

= > orco mlT +y)
— ex-‘,—y .

—m

Um die Giiltigkeit dieser Rechnung zu belegen, miifite man sich noch die Erlaubnis zu diesem
Umsortieren der Summanden besorgen.

7 = ¢*+(=2) = 0 = 1, und somit e~ = (&%)~

Nun folgt e®
Insbesondere ist e® fiir z € Z in der Tat die z-te Potenz von e im iiblichen Sinne.

Es folgt auch, daff e* > 0 ist fiir x € R. Denn ist > 0, so entnimmt man dies der
Definition. Ist dagegen x < 0, so ist e* = 1/e™* > 0.

Die die Exponentialfunktion definierende Reihe ist ein Beispiel einer Potenzreihe. Einiges
mehr dazu in §8.1 und §11.2.1.
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2.4 Stetigkeit

2.4.1 Abstinde im R"

Sei n > 1. Wir schreiben z := (21, ..., xz,) € R™ Solche Tupel sollen eintragsweise
addiert und subtrahiert werden, also
T+y = (¥1+y, o, Tt ),
T —y = (T1—=Y, . Tn—Yn)
fir z, y € R".
Wir schreiben
lzll = [z, szl = (] 4+ ap)' 2

fiir die Norm von z. Es ist
2
HE o Z_JH = ((751 - 91)2 + (Ig — y2)2 4+t (xn _ yn)Q)l/

der Abstand von x und y in R".

y

To T
((x17y1)2+(x2*y2)2)1/2
lz2—y2|
Y2 T o
lz1—y1]
} }
I hn

Z.B. ist der Abstand von (—1,2,3) und (1,1,1) gleich
(-1—=1,2—1,3=1)| = /(-22+12+22 = V9 = 3.

Wir identifizieren R auch mit R', indem wir kurz z; := (x;) schreiben fiir das einelemen-
tige Tupel mit dem Eintrag z; € R. Es wird [|(z1)|| = |z1].

2.4.2 Stetigkeit von Funktionen in einer oder mehreren
Variablen

Sein>1 Sei D CR"™ Sei f: D—R, (x1,...,2,)— f(z1, ..., x,) eine auf dem
Definitionsbereich D erkldrte Abbildung. Es ist f also eine Funktion in n Verénderlichen.

Beispiel. Das Volumen eines Kegels mit Hohe h und kreisférmiger Grundfliche mit Ra-
dius r berechnet sich zu V (r, h) = %7?7“2h. Esist V : Ry X R>p— R also eine Funktion
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in den beiden Verdnderlichen r und h; erklart nur auf (r,h) € Ryg X Rsp, damit das
noch einen geometrischen Sinn hat.

Unsere Funktion f wollen wir als stetig bezeichnen, wenn “keine Spriinge” auftreten, d.h.
keine plotzlichen Anderungen des Funktionswertes. Was also vermieden werden sollte, ist,
daf bei einer kleinen Anderung der Veriinderlichen eine unméBig grofie Anderung des Wertes
von f auftritt. Dies formalisiert man wie folgt.

Definition. Es heile f stetig an der Stelle z = (21, ..., x,) € D, wenn fiir alle ¢ € R+
ein 0 € Rxg so existiert, daf fiir alle Z € D mit ||Z — z|| < J§ auch

1£(@) = f@)] = [f(@r, o Tn) = flor, oy @n)| < €

ist.
Umformuliert lautet die Bedingung, daf} fiir alle € > 0 ein § > 0 existieren soll mit
f{zeR" : |z —z|| <d}) C{yeR:|ly—flz)<e}.
Ist also Z nur nahe genug bei z (Abstand < ), so sollte auch f(Z) nahe bei f(z) sein
(Abstand < ¢).
Umgekehrt ist f also nicht stetig an der Stelle x = (z1, ..., x,), wenn es ein € € R.q so

gibt, daB fir alle 0 € Ry ein Z € D mit [|Z — z|| < ¢ so existiert, daf

1f(2) = f(z)] > €

ist.

Dies sollte man wie folgt lesen. Es gibt eine Fehlerschranke e so, dafl fiir jeden noch so
kleinen Wert ¢ diese Fehlerschranke im Abstand < § von z nicht eingehalten wird. Bei der
Stelle x liegt also ein Sprung um mindestens € vor, da fiir Z beliebig nahe bei x plotzlich
eine Anderung von > ¢ auftritt.

Ist n = 1, so wird hierbei ||Z — z|| zu |Z — z|.

A A

f ist stetig an der Stelle x: g ist nicht stetig an der Stelle z:
fiir alle £ > 0 gibt es eine 6-Umgebung, fiir ein € > 0 wird jede 0-Umgebung
die voll in den (schraffierten) e-Streifen nicht voll in den (schraffierten) e-Streifen
abgebildet wird abgebildet
,/; Q
/ AN
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Definition. Es heifit f : D — R stetig, wenn f an jeder Stelle z € D stetig ist.

Ist f : D — R stetigund ist £ C D, so ist mit also auch die Einschriankung f|g : F— R
stetig.

Im Falle n = 1 und eines Intervalls D C R ist, anschaulich gesprochen, eine Funktion
f:D—R, x> f(z) stetig, falls man ihren Graph zeichnen kann, ohne den Stift abzuset-
zen.

Bemerkung.

(1) Sei yo € R konstant. Es definiert f(z) = f(z1, ..., x,) := yo eine stetige Funktion
f:R"—R.

(2) Sei 1 < i < n. Es definiert f(z) = f(z1, ..., z,) = x; eine stetige Funktion
f:R"—R.

(3) Produkte und Summen stetiger Funktionen sind stetig.
(4) Esist f: RN {0} —R, z+— f(z) = 1/x stetig.

(5) Esist f: R— R, z+— f(z) = " stetig.

(6) Esist f: R— R, x+— f(x) = sin(z) stetig.

(7) Esist f: R— R, x+— f(z) = cos(x) stetig.

sin(x) cos(x)

0.5

(8) Sei D C R™ Sei £ C R.
Sei f: D — R stetig. Sei f(D) C E.
Sei g : E— R stetig.
Dann ist go (f|5) : D —R, z+— g(f(x)) stetig.
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(9) Sei D C R ein Intervall. Sei f: D — R injektiv.
Es ist fI’\”) bijektiv; ihre Umkehrabbildung heifie g : f(D) — D.
Ist f stetig, so ist f(D) ein Intervall und die Abbildung f(D)— R, z+—g(z)
stetig.
Damit kann man nun zusammensetzen.
Beispiel.
(1) Es sind mit (1), (2), (3) alle Polynome stetig, wie etwa
iR Rz f(2) = f(z1, 29, 73) := 2173 — Sxy70 + 1.
(2) Es definiert f(x) := e"/** eine stetige Funktion von R . {0} nach R.
Denn mit (4) und (3) ist f: R\ {0} — R, z+— 1/2? stetig.
Mit (5) ist g : R— R, '+ €7 stetig.
Mit (8) ist also auch

gof :RxA0} —R, @ — g(f(x)) = g(1/a%) = &'/"

stetig.

(3) Es definiert f(z,y) := 24 oine stetige Funktion von D := {(z,y) e R* : xy # 1}

T ooy—1
nach R. Wir haben in (8) also das D dem E durch Urbildnahme angepaft und dann
noch (3) angewandt.

(4) Esist mit f: Rso— R, 2+ f(x) = 2 dank (9) auch
9:Reo—R, 2—g(x) = Vz

stetig.

Bemerkung. Sei D C R. Sei f: D — R stetig. Ist (z,,), eine konvergente reelle Folge
mit x, € D stets und Grenzwert in D, so ist (f(z,)), konvergent mit

hinf(xn) = f(117£nxn) :

Schreibe hierzu « := lim, 2, € D. Wir wollen zeigen, daf} lim,, f(x,) L f(zx) ist. Seie >0
gegeben. Da f an der Stelle x stetig ist, gibt es ein ¢ > 0 so, daf fiir £ € D mit |2 —z| < ¢
noch |f(Z) — f(z)| < € ist. Da (z,), gegen x konvergiert, gibt es ein ¢ mit |z, — x| < ¢ fir
n > £. Nach Wahl von ¢ ist dann aber auch |f(z,) — f(z)| < € fiir n > ¢. Damit ist gezeigt,
daB (f(xn))n gegen f(z) konvergiert, wie gewiinscht.

Beispiel. Zusammen mit (4) aus dem vorigen Beispiel gibt diese Bemerkung

lim, /1+ 1 = \/lim,(1+2) = V1 = 1.
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0 firz<o0
1 firz>0"
Diese Funktion ist an der Stelle 0 nicht stetig, da fiir ¢ = 1 fiir alle § > 0 sicher f((—4,+6)) =

{0,1} ¢ (—%,%) ist. Desweiteren konvergiert die Folge (—%,%,—%,%,—% i,...) ge-

gen 0, wihrend die Folge der Bildpunkte (f(—3),f(3), f(=%), f(3), f(=3). f(3),...) =
(0,1,0,1,0,1,...) divergiert.

Das gilt fiir nichtstetige Funktionen nicht. Sei etwa f : R — R, f(z) := {

Bemerkung. Sei D C R. Sei f: D — R stetig. Sei [ C D ein Intervall. Dann ist auch
f(I) € R ein Intervall.
2.4.3 Funktionsgrenzwerte an endlichen Stellen

Sein>1.Sei D CR™ Seiz € D.Sei f: D~ {z} —R.

Fiir y € R setzen wir

>

D — R

f(z) falls
— {y falls

[ISX

€ D~ {z}

18 1832

Definition. Ist f stetig in x fiir ein y € R, so heifit f konvergent an der Stelle x, und es
heifit y der Grenzwert (oder Limes) von f fiir Z — x, geschrieben

y =: lim f(Z) .

Tz

Anschaulich gesprochen fiillt dann der Punkt (z,y) die Liicke des Graphen von f bei z.

Skizze im Fall n = 1:

/y//\\_//f

T

Umgekehrt gesprochen ist eine Abbildung g : D — R genau dann stetig in x € D, falls
g(z) = limz 5 g|p 12} (Z). Ist g stetig an einer Stelle z € D, so stimmen dort insbesondere
Grenz- und Funktionswert iiberein.
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Mehr Beispiele als nur mit den folgenden Regeln werden wir rechnen kénnen, sobald wir die
Regel von de I’'Hopital kennen, fiir die wir noch den Ableitungsbegriff brauchen.

Bemerkung. Seien f, g : D ~\ {z} — R konvergent in z. Seien A\, u € R. Dann ist

lims o (AF(E) + pug(2) = Aims, f(Z) + plims ., o(2)
limg o (f(2) - 9(2) = (limgoy f(Z)) - (g, 9(2))

Ist limz,, ¢(Z) # 0 und ist g(Z) # 0 stets, so ist

lim (f(z)/9(z)) = (lim f(z))/(lim g(z)) .

=T T g

IS

Ist £ C R derart, daB f(D ~ {z}) C F und limz_,, f(Z) € F ist, und ist h : F—R
stetig, so ist

lim A(f(2)) = h(lim f(Z)) -

T T

2.4.4 Funktionsgrenzwerte an unendlichen Stellen

Sei D CR.Sei f:D—R. Seiy € R.

Sei D = R oder D = (a,00) fiir ein a € R. Es ist y = lim,_, f(z), falls fiir alle ¢ € R+
ein s € D so existiert, dafl

[f(z) =yl < e
ist fiir alle z € (s, 00).

Sei D = R oder D = (—o0,a) fir ein a € R. Es ist y = lim,,_ f(x), falls fiir alle
e € Ryg ein s € D so existiert, dafl

[f(z) —yl < e
ist fiir alle z € (—o0, s).

Die Regeln entsprechen denen fiir Grenzwerte an endlichen Stellen.

Beispiel. Es ist

, . Va2 , \/ x? \/1. x?
11 1m —_— = 1m _— = 1m =
z—00 /] 4+ LU2 z—00 /1 + 2 T—00 1+ x? z—oo 1 4 x?

(wobei beim Umformen = > 0 verwandt wurde, um auf z = v/ 22 zu schlieffen) und

I T = lim T = Y R ]

(wobei beim Umformen = < 0 verwandt wurde, um auf z = —v/22 zu schlieflen).
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In der Tat hat der Graph dieser Funktion folgende Gestalt.

N
0.5

10 20

|
—0.5H




Kapitel 3

Differentialrechnung

3.1 Innere Punkte und Offenheit

Sein > 1. Sei D C R". Ein Element x € D heif3t inner, wenn ein € > 0 so existiert, daf3
{zeR": |z2—z|<e} C D.

Eine Teilmenge D C R™ heifit offen, falls alle ihre Elemente inner sind.
Anschaulich gesprochen, eine offene Teilmenge enthélt keine Randpunkte.

Z.B. ist (a,b) C R offen in R, wobei a < b.

Dagegen ist (a, b] nicht offen in R, da b kein innerer Punkt ist. Denn es ist (b—e,b+¢) &
(a, b], wie klein man ¢ € R+ auch wéhlt.

Z.B. ist die offene Kreisscheibe { (z,y) € R* : 2% + y? < 1} von Radius 1 offen in R?.

3.2 Funktionen in einer Variablen

3.2.1 Ableitung
Sei DC R. Sei f: D—R.

Definition. Sei x € D ein innerer Punkt.

Falls existent, so schreiben wir
o) i HE @) s f@ )~ ()
I—x Tr—x t—0 t
Diesenfalls heifit f differenzierbar an der Stelle x.

Ist f differenzierbar an der Stelle z, so ist f dort auch stetig.

25
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Da w die Steigung der Geraden durch die Punkte (x, f(z)) und (Z, f(&)) ist, wird
daraus nach Grenziibergang & — x, da§ f/(z) die Steigung der Tangenten an den Graphen
von f im Punkte (z, f(x)) ist.

Ist f stetig an der Stelle x, so lautet die Merkregel: f ist differenzierbar an der Stelle z,
wenn der Graph von f dort keinen Knick und keine vertikale Tangente hat.

f ist differenzierbar an der Stelle x:

es konvergiert (f(z) — f(z))/(z — x)

( d.h. die Steigung der Geraden durch

(z, f(z)) und (Z, f()) ) fir & — =

gegen die endliche Tangentensteigung bei x

g ist zwar stetig, nicht aber differenzierbar
an der Stelle x: es gibt dort keine eindeutige
(und dabei endliche) Tangentensteigung

] / / P ///
f(z) / 9(x)
f(Z)

Definition. Ist D C R offen und ist f differenzierbar an jeder Stelle x € D, so heifit
[ differenzierbar. Es heifit f' : D— R, x+— f'(x) die (erste) Ableitung von f. Man
schreibt auch % = f.

Ist f wieder differenzierbar, so heifit f” := (f’) die zweite Ableitung von f. Usf.
Gebriuchlich ist auch die etwas laxe Schreibweise (f(x)) := f'(x), also z.B. (2%) = 2u.

Bemerkung.

Sei D C R offen. Seien f, g : D — R differenzierbar. Seien A\, un € R.

(1) Ist D ein Intervall, so ist f'(z) = 0 fiir alle z € D genau dann, wenn f konstant ist,
d.h. wenn es ein ¢ € R gibt mit f(z) = ¢ fiir x € D.

(2) Esist A\f + ug: D— R, x+—— Af(x) 4+ pg(x) differenzierbar. Es ist
(Af+ng) = M'+ug .
(3) Esist f-g: D—R, x+— f(x) - g(x) differenzierbar. Die Produktregel besagt, dafl

(f-9) =f-9+f49.
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(4) Sei g(x) # 0 fur alle x € D. Esist f/g: D—R, v+ f(x)/g(z) differenzierbar.

Die Quotientenregel besagt
<z>’ _ fy—1d
g 9?

Merksatz: “Zahler zuerst ableiten.”

(5) Sei f : D—R differenzierbar. Sei £ C R offen mit f(D) C E. Sei h : E—R
differenzierbar. Die Kettenregel besagt

(ho (flp)) = (Wo(fIp)-f
Etwas lax ausgedriickt ist also
(h(f(2)))" = W (f(x))- f'(x).

Den ersten Faktor, h'(f(x)), nennt man hierbei die duffere Ableitung, den zweiten,
f'(x), die innere Ableitung,.

(6) Ist f: R—R, 2+ f(x) = €”, so ist auch f'(x) = €”.
Kurz, exp’ = exp, d.h. (e*)" = e”.

(7) Ist f: R—R, o+ f(x) = sin(z), so ist f'(x) = cos(x).
Kurz, sin(z)" = cos(z). Noch kiirzer, sin’ = cos.

(8) Ist f: R— R, x+— f(z) = cos(z), so ist f'(z) = —sin(z).

Kurz, cos(x) = —sin(z). Noch kiirzer, cos’ = — sin.

Ist n € Z> und sind f1, fo, ..., fn : D — R differenzierbar, so wird
(freforeefu) = D frofimr - fl S fa
i=1

Denn mit (3) und Induktion folgt

Sr-fer fu) = (- (faree o))
= o (fo S+ S (fore fu)

LV.

= ffr'L(fQ"'fn) + (X for fir fle fiva o )
= DS S S i S

Fiir n € Z, folgt insbesondere aus 2’ = 1 die Ableitung

(%) (2" = na" .

Fiir Polynome ergibt sich mit (2) also

(2™ + ap 2™ ' 4+ apxt +ap2®) = apna™ Tt Fap(n— 2" F 4 day 120,
wobei a; € R.
Fiir n € Z3; wird mit (4) auch (z7") = (&) = ig:)/ = _Yfﬁ_l = —nx "1 Dies zeigt

die Giiltigkeit von (%) fiir n € Z, da diese Formel fiir n = 0 und n = 1 ohnehin gilt.



28

Begriinden wir die Produktregel. Es wird
flz+t)g(z+1t) - fx)g(x)

(f-9)(x) = lim; -
iy fl@+t)glz+1t) - flx+t)g(=) + f(z+t)g(z) — f(z)g(x)
- t
— (limeo flx+t)gle+ ti — floz+ t)g(x)) + (limi flz+ t)g(xi - f(x)g(x))
= Qimmo o+ 0) - (timeg DD IO 4 gy, JEED 2T

f(@)-g'(@) + f'(z) - g(x) .

Begriinden wir die Kettenregel im Falle E = R. Es wird

(ho ) () - limg_,, 2

. L hU@) b)) @) )
T f@) — fl) T—x
. L RG@) S RG@) @) - )
- (imeme = =y imame =5 )
§=f@y=I@ 9) =)y . FE) Sl
= (Hmgpy == ") - (limnge =2 7)
= W (y) - f'(x)
W (f(x))- f(x)
Begriinden wir, da§ (e*)’ = e” ist. Es wird
o - ", ~ ", ~ nmn—l ~ xn—l - "

() = (EaZory) = Xato(5y) = ol —7— = an1m = a0,y =

Die Vertauschbarkeit von Ableitung und > 7, miifite man hierzu noch rechtfertigen.

Anhand folgender Skizze kann man sich die Ableitungen von sin(x) und cos(x) plausibel
machen.

1 —
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Es ist ' ) . .
sin(x + ti — sin(x) - sin(z + t)g — sin(z) _ cos(i) ~ cos(z)
und
cos(x + ti — cos(x) o _ cos(x) — 7(;os(:zc +t) _ _sin() ~ —sin(a)

wobei die Ndherungen umso besser sind, je kleiner |¢| ist.

Beispiel.

Es ist (z* + 32% + 22 — 1)’ = 423 + 62 + 2.

Esist (1/x) = —1/2%

Es ist (1/23) = —3/2".

Es ist ( 5 11)/ (z+1) (x%jg +(1:§j DGy ($2+(1:22 ﬁ;rl) 2 _(x;ff)ﬁl nach Quotientenregel.
Es ist (ze*) = (x + 1)e* nach Produktregel.

Es ist (e®?)) = €@ . 2z nach Kettenregel.

Es ist (sm(l/x)) = cos(1/z) - (—1/x?) nach Kettenregel, wobei D = R\ {0}.

3.2.2 Monotonie
Sei D C R ein offenes Intervall. Sei f : D — R differenzierbar.

Lemma.

(1) Es ist f'(x) > 0 fiir alle z € D genau dann, wenn f(z1) < f(xq) ist fiir alle
r1, o € D mit 1 < xo. Diesenfalls nennt man f monoton wachsend.

(2) Es ist f'(z) < 0 fiir alle x € D genau dann, wenn f(x;) > f(x2) ist fir alle
r1, o € D mit 71 < x5. Diesenfalls nennt man f monoton fallend.

Lemma.

(1) Ist f'(z) > 0 fir alle x € D, so ist f(x1) < f(xg) fur alle 21, 9 € D mit 21 < x9;
kurz, f ist streng monoton wachsend.

(2) Ist f'(z) <O fir alle x € D, so ist f(x1) > f(xo) fiir alle 21, o € D mit x; < 5
kurz, f ist streng monoton fallend.

Die Umkehrung gilt nicht. Denn z.B. ist f : R— R, 2+ f(2) = 2® streng monoton
wachsend, aber f’(z) = 3z%, und also f'(0) = 0.

Beispiel. Es ist cos(x) streng monoton fallend auf (0,7), da cos(z)’ = —sin(z) dort
negative Werte aufweist.
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3.2.3 Lokale Extremstellen
3.2.3.1 Definition
Sein > 1. Sei D C R" offen. Sei f: D — R eine Abbildung. Sei € D.

Definition.

(1) Es heiit Z eine lokale Mazimalstelle von f, falls es ein ¢ € R.g so gibt, dafl
f(&) = f(z) ist fir alle z € D mit ||z — 2| < e.

(2) Es heifit  eine lokale Minimalstelle von f, falls es ein ¢ € Ry so gibt, dafl
f(z@) < f(x) ist fiir alle z € D mit ||z — Z|| < e.

(3) Es heifit & eine lokale Extremstelle von f, falls & eine lokale Maximal- oder Mini-
malstelle von f ist.

Skizze einer lokalen Maximalstelle £ von f im Fall n = 2.

T2

3.2.3.2 Lokale Extremstellen in einer Variablen

Sei D C R offen. Sei f: D — R differenzierbar. Sei z¢ € D.

Definition. Ist f'(x¢) = 0, so heifit xy eine Flachstelle von f.

Bemerkung. Ist x( eine lokale Extremstelle von f, so ist xg eine Flachstelle von f.

Lemma. Sei auch f': D — R differenzierbar.

(1) Ist f'(z9) =0 und f"(zo) < 0, so ist x( eine lokale Maximalstelle von f.

(2) Ist f'(zo) =0 und f"(z) > 0, so ist z( eine lokale Minimalstelle von f.
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Es geniigt im allgemeinen nicht, f'(z¢) = 0 und f”(zp) > 0 zu haben, um auf eine lokale
Minimalstelle schlieBen zu kénnen. Denn z.B. ist fiir f : R — R, x — f(z) = 23 durchaus
f/(0) =0 und f”(0) =0 > 0, aber 0 ist keine lokale Minimalstelle.

Anschaulich sollte bei einer Maximalstelle die Tangentensteigung links davon positiv und
rechts davon negativ sein. Also sollte f’ in einer Maximalstelle das Vorzeichen von + (links)
nach — (rechts) wechseln. Somit sollte f’ an einer Maximalstelle den Wert 0 haben und
fallen, d.h. ihrerseits negative Tangentensteigung haben. Dies wiederum bedeutet, daf§ f”
an dieser Stelle negativ sein sollte.

Beispiel. Sei f(x) = 2° — 3z. Es ist f/(z) = 32* — 3, mit Nullstellen bei —1 und bei 1.
Dies sind die beiden Flachstellen von f. Es ist f”(x) = 6z. Also ist f’(—1) = —6 < 0,
und mithin ist —1 eine lokale Maximalstelle. Nur lokal, weil der Wert f(—1) = 2 bei —1
ja fiir gentigend grofle x noch iibertroffen wird. Aber immerhin wird der Wert bei —1 in
der unmittelbaren Umgebung von —1 nicht tibertroffen. Desweiteren ist f”(1) = 6, und
also 1 eine lokale Minimalstelle.

Skizze von f, f' und f”:

-3

3.2.4 Umkehrabbildung, Logarithmus

3.2.4.1 Ableitung der Umkehrabbildung

Sei D C R ein offenes Intervall. Sei f : D — R differenzierbar. Sei f'(z) > 0 fir alle
x € D (resp. f'(z) < 0 fiir alle z € D). Dann ist f streng monoton wachsend (resp.
streng monoton fallend), vgl. zweites Lemma in §3.2.2. Insbesondere ist f injektiv. Es ist

E := f(D) C R ein offenes Intervall, und es ist f|5 bijektiv. Sei

g : FE — R
y +— g(y):=(fIp) ")

Es ist also g(f(x)) =« fir v € D und f(g(y)) =y fir y € E.
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y=f(=) z=g(y)

Bemerkung. Sei z € D. Sei y := f(z). Esist ¢'(y) =1/f"(z) =1/f'(9(y)).
Denn aus g(f(z)) = z fiir x € D folgt mit der Kettenregel, dal ¢'(f(x)) - f'(x) =1 ist.

Beispiel. Sei D := (—7/2, 7/2). Sei f(x) := sin(z). In obigen Bezeichnungen wird
E =(—1,1) und g(y) =: arcsin(y). Fiir y = sin(z) wird
1 1 1 1

arcsin(y)’ = ¢'(y) = () - cos(z) - 1 — sin(z)2 B 1—y2.

arcsin(y)

0.5+

-1 —-0.8 —0.6 —0.4 —0.2]/#" 0.2 04 06 0.8 1

y

3.2.4.2 Natiirlicher Logarithmus

Definition. Fiir exp : R— R ist exp(z)’ = exp(z) > 0 fiir alle x € R, sowie exp(R) =
R.¢; vgl. §2.3.3.

Fiir letzteres kann man exp(x) > 1 + « fiir > 0 und exp(—z) = 1/ exp(z) anfiihren.

Sei, in den Bezeichnungen von §3.2.4.1, D = R, F = R~ und ¢(y) =: In(y) (= log(y))
fiir y € R~q. Dies liefert die Abbildung

In: Ryg — R, y+— In(y), genannt natirlicher Logarithmus.



Es ist also In(exp(z)) = In(e”) = x fiir € R und exp(In(y)) = e™® =y fiir y € Ry .
Speziell ist In(1) = Ine® = 0 und In(e) = In(e') = 1.

Firy, y > 0ist
In(yy) = In(y) +1n(y) ,

da W9 = yj = W@ = nW+@) ynd exp injektiv ist.

Bemerkung. Fiir In: R.g— R, y+— In(y) ist, mit y = e”,

1 1 1 1
In(y)" = g(y)’ = = = = = =;
R (N
vgl. Bemerkung in §3.2.4.1.
Kurz, und wieder in gewohnter Variablenbezeichnung,
/ 1 ..
In(z) = — fir x > 0.

x
3.2.4.3 Potenz- und Logarithmenregeln
3.2.4.3.1 Potenzregeln
Seien a, b € R+ . Seien z, y € R.
Definition. Sei a® := e*™(®),
Es ist ¢ = 1 und a! = e™® = q.
Es ist a*t¥ = a®a¥, da a*t¥ = e@ty) @) — grin(a)gylnta) — grgy

Insbesondere ist " =g -a---q firn € Z-; .
——

n Faktoren

Es ist (am)y = a", da (a:p)y — (exln(a))y — eyln(ezln(a)) _ eyxln(a) — qv.
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Es ist (am)<baf;) — (ab)x’ da (ax)(bx) — ezln(a)exln(b) — ex(ln(a)+ln(b)) — ea:ln(ab) — (ab)x

Bemerkung. Sei A € R. Setze f : Rug— R, 2+ f(z) := 2*. Dann ist f'(z) = \a*!
fir r € Ryo . Kurg,

(*) = ! gilt fiir jedes A € R..

Denn (x)\)/ _ (e)\ln(:c))/ _ e)\ln(:v) X % — )\e)\ln(:c)e—ln(z) — )\e()\—l)ln(z) — )\x)\—l'

Bemerkung. Auf R ist (a)’ = (e/™@)" = ! In(q) = a’In(a).

3.2.4.3.2 Logarithmenregeln

Seien a, b € Rog \ {1}. Seien z, y € R-¢. Sei z € R.

_ In(a)

Definition. Sei log,(z) := n(a) (Logarithmus zur Basis a).

Insbesondere ist log,(z) = In(x).

Fiir die folgenden Aussagen vergleiche man Aufgabe 41.
Es ist log,(zy) = log,(z) + log,(v).

Es ist a'°%(®) = g,

Es ist log,(a®) = z.

s log,(z) _ In(b) _ _ 1
Ist w7 1, so ist 0 = 5y = log,(b) = TROR

3.2.5 L’Hopital

Lemma. Sei D C R offen. Sei 2y € D. Seien f, g : D — R differenzierbar.
Sei f(xg) =0 und g(z) = 0.

Dann ist
!
lim _f(a:) = lim ! (3:) ,
e gle) ek g'(a)

vorausgesetzt, die rechte Seite konvergiert.

Dies ist nicht mit der Quotientenregel aus §3.2.1 zu verwechseln.

Beispiel. Wir wollen lim,_,; 1;1(_901) berechnen. Zéhler und Nenner sind auf (0, co) differen-

zierbar und haben beide Funktionswert 0 bei z = 1. Also ist

In(z) 1
i 2 ) e
r—=11 — 1 r—1 (:1; — 1)/ z—1 1

Y
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sofern letzterer Grenzwert existiert. Dies ist wegen 1/x stetig an der Stelle x = 1 der Fall.
Wir erhalten lim,_,; 9—16 = 1. Insgesamt ergibt sich also

1
im 2
m%lx—l

Sei limy_, 4, f(z) = oo, falls es fiir alle s € R ein € > 0 gibt mit f((xg —e,20 +€)ND) C (s,00).

Enthalte D ein Intervall (u,o0) fiir ein v € R. Dann sei lim,_,« f(z) = oo, falls es fiir alle
s€Reint € Ry, gibt mit f((¢,00)) C (s,00).

Etc.

Bemerkung. Die obige Regel von I’'Hopital gilt genauso im Falle lim,_,,, f(z) = oo und
lim, ., g(x) = 0.

Bemerkung. Die Regel von I’'Hopital gilt genauso fiir co anstelle von zy. Entsprechend
auch fiir —oo anstelle von zg .

Dies schliet auch vorstehende Bemerkung ein.

3.3 Partielle Ableitungen von Funktionen in
mehreren Variablen

Sein > 1. Sei D C R" offen. Sei f : D — R eine Abbildung.

3.3.1 Definition

Definition. Sei z = (2, ..., z,) € D.
Seilgién.SeiDi::{tER:(xl,...,:I:i,l,t,xiﬂ,...,xn)ED}.
Betrachte die Funktion D; — R, t+— f(xy, ..., 51, t, Tiz1, ..., T,). Falls die Ablei-

tung dieser Funktion an der Stelle t = x; existiert, so heiit f partiell nach x; differenzierbar
an der Stelle x; den Wert dieser Ableitung bezeichnen wir mit

fxi<x1) "')xn)7

genannt die partielle Ableitung von f nach x; an der Stelle x.
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y Die Steigung der eingezeich-
/ neten Tangente ist f,,(z).

z2

18
~

¥

Ist f partiell nach z; differenzierbar an jeder Stelle x € D, so heifit f partiell differenzierbar
nach x; . Diesenfalls resultiert die partielle Ableitung f,, : D — R. Man schreibt auch

0

8;2 = fu, -

In anderen Worten, die partielle Ableitung nach x; erhélt man, indem man alle anderen
Variablen xy, ..., ©;_1, x;11, ..., T, als konstant betrachtet, nur x; als variabel, und

dann die Funktion in dieser verbliebenen Variablen z; ableitet.

Beispiel. Sei f(z1, 2, 23) = 23 23 2} auf R?. Es ist

Joi (1, T2, 13) = 214 x% ajg
for (w1, w0, w3) = 3af a3}
fog(1, w2, x3) = Tafajas.

3.3.2 Schwarz

Ist nun die partielle Ableitung f,, selbst wieder partiell differenzierbar nach x; fiir be-
stimmte 1 < 7, 7 < n, so bezeichnen wir die partielle Ableitung von f,, nach z; mit

fxixj = (fxl)x] .
Ust.

Lemma (Schwarz). Sei f,., : D — R existent und stetig fiir alle 1 < 7, j < n. Dann
ist

fxixj = ijxi
firalle1 < 7, 5 < n.

Beispiel. Sei f(x,y,z) = e ¥’ 297 quf R3. Es ist

(22 + yz)ex2+y2+acyz

fac (ff, Y, Z) o
for(2,y,2) = (y+ 227y + :EyQ,z)ex +y*+zyz
fz (ZE, Yy, Z) = Q;ye$2+y2+xyz
fZI (‘Tu Y, Z) = (y + 2$2y + nyZ)eOCQ'i‘yQ-&-xyz

Also ist fo. = foz.
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3.3.3 Kettenregel

Sei £ C R offen. Sei g; : E — R differenzierbar fiir 1 < ¢ < n. Wir setzen

(91, ---,92) : E — R"
o (g1, g)(t) = (91(D);-- -, ga(t)) -
Sei (g1, ..., gn)(F) C D. Sei f: D— R partiell differenzierbar nach z; fiir 1 <7 < n.

Lemma (Kettenregel). Es ist

n

(folg, v gn)ld) =D (fuolgr, - gn)lB)- -

i=1

In anderen Worten, fiir t € E ist

(F@r(®)s- s 0m(®) = D frlgr(®), - 9a(0) - 6i(8) -
i=1
Im Fall n = 1 wird dies zur bereits aus §3.2.1 bekannten Kettenregel.

Beispiel. Sei f(z,y) = z?y auf R?. Es ist f,(z,y) = 2zy. Es ist f,(z,y) = 2. Mit der
Kettenregel wird also

(f(e'sin(t))) = fu(e',sin(t))e’ + f,(e',sin(t)) cos(t) = 2e* sin(t) + e* cos(t) .
Eine direkte Rechnung gibt ebenfalls

(f(e',sin(t))) = (e*sin(t)) = 2e*sin(t) + e* cos(t) .

3.4 Lokale Extremstellen in 2 Variablen

Sei D C R? offen. Sei f: D —+R mit for, fuy, fyzs fuyy : D — R existent und stetig.

Wir erinnern an die Begriffe der lokalen Maximal-, Minimal- und Extremstelle von f
aus §3.2.3.1.

Definition. Ist f,(x¢,v0) = 0 und f,(xo,y0) = 0, so heiBt (z¢,yo) eine Flachstelle von f.

Bemerkung. Ist (z¢,y0) € D eine lokale Extremstelle von f, so ist (zg, o) eine Flach-
stelle von f.

Lemma. Sei (z9,y0) € D.

(1) Ist an der Stelle (x¢,yp) zum einen f, = 0 und f, = 0, und zum anderen f,, < 0
und foe fyy — ffy > 0, so ist (2o, yo) eine lokale Maximalstelle von f.
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(2) Ist an der Stelle (x¢,yp) zum einen f, = 0 und f, = 0, und zum anderen f,, > 0
und foo fyy — f2, >0, s0 ist (xg,%0) eine lokale Minimalstelle von f.

(3) Ist an der Stelle (zo,yo) zum einen f, = 0 und f, = 0, zum anderen aber
foafyy — fgy < 0, so ist (xg,yo) keine lokale Extremstelle von f, sondern eine Sat-
telstelle von f.

Bei einem anderen Verhalten der zweiten partiellen Ableitungen an einer Flachstelle machen
wir keine Aussage iiber das Vorliegen einer lokalen Extremstelle.

In (1) darf statt f,, < 0 &dquivalent auch f,, < 0 verwandt werden.

In (2) darf statt f,, > 0 dquivalent auch f,,, > 0 verwandt werden.

Beispiel. Sei f(z,y) = 2? + y* + zy, definiert auf D = R?. Wir wollen die lokalen
Extremstellen von f bestimmen.

Notwendig ist f.(z,y) =2 +y = 0 und fy(z,y) =2y+x = 0. Aus der ersten Gleichung
erhalten wir y = —2x, dies eingesetzt in die zweite Gleichung gibt —3x = 0, also insgesamt

(z,y) = (0,0).
Es bleibt also zu untersuchen, ob die einzige Flachstelle (0,0) von f eine lokale Extrem-
stelle ist.

Es ist foo(x,y) = 2, foy(z,y) = 1 und fy,(z,y) = 2 (in unserem einfachen Beispiel alle
konstant). Da speziell f;,(0,0) =2 > 0 und (fou fyy — f2,)(0,0) = 3 > 0 ist, liegt in (0,0)

eine lokale Minimalstelle vor.

Beispiel. Sei f(z,y) = zy, definiert auf D = R?. Wir wollen die lokalen Extremstellen
von f bestimmen.

Notwendig ist f.(z,y) =y = 0 und fy(z,y) =2 = 0. Also ist (z,y) = (0,0) die einzige
Flachstelle von f.

Es ist f2(0,0) =0, f,,(0,0) =0 und f,,(0,0) = 1. Also ist (fuzfyy — f2,)(0,0) = —1, und

Ty
somit liegt keine lokale Extremstelle, sondern eine Sattelstelle vor. Woher dieser Name

kommt, entnehme man folgender Skizze des Graphen von f.
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Beispiel. Sei f(r,y) = 2%y — 2% — y?, definiert auf D = R2 Wir wollen die lokalen
Extremstellen von f bestimmen.

Notwendig ist f,(x,y) = 2zy — 2x = 0 und fo(z,y) =a*—2y = 0. Aus ersterer Gleichung
entnehmen wir x = 0 oder y = 1. Zweite Gleichung liefert fiir x = 0 die Flachstelle (0, 0),
und fiir y = 1 die Flachstellen (—+/2,1) und (v/2,1).

Es ist fi.(z,y) =2y — 2, fo (2, y) = 22 und fy,(z,y) = —2.

Es ist f,,(0,0) = —2 < 0 und (foufyy — :?y)(0,0) =4 > 0. Also ist (0,0) eine lokale
Maximalstelle von f.

Es ist (foofyy — f2,)(£v2,1) = =8 < 0. Also sind (—v/2,1) und (v/2,1) Sattelstellen
von f.




Kapitel 4

Kapitalentwicklung

4.1 Kapitalentwicklung mit Zinsen und Raten

e Sei K das Startkapital zum Zeitpunkt 0.
Wir lassen Ky € R zu; ein negativer Wert bezieht sich auf eine Schuld zum Zeit-
punkt 0.

e Das Kapital werde in jeder festen Zeitspanne T" mit p Prozent verzinst.

Wir lassen p € R\ {0} zu; ein negativer Wert bezieht sich auf eine Abschreibung,
d.h. auf eine prozentuale Reduktion des Kapitals aufgrund von Abnutzung u.dgl.

Es heifle

der Zinsfaktor.
Die Zeitintervalle [0, T, [T,2T], [2T,3T], ... heiBen Zinsperioden.

e Bei vorschiissiger (bzw. nachschiissiger) Zahlung werde am Anfang (bzw. am Ende)
jeder Zinsperiode eine Rate R eingezahlt.

Wir lassen R € R zu; ein negativer Wert bezieht sich auf eine regelméflige Kapital-
entnahme.

e Sei K, das entstandene Kapital zum Zeitpunkt n7’, wobei n € Z .

Lemma.

(1) Bei vorschiissiger Zahlung ist

firn € Zy.

40
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(2) Bei nachschiissiger Zahlung ist

fir n € Z;() .
(3) Ohne Zinsen wird, vor- wie nachschiissig,

fir n € Z>o . (Das ist der oben nicht zugelassene Fall p = 0 und also ¢ = 1.)

Mit 'Hépital ergibt sich {ibrigens lim £—= = lim ng" (auch richtig fiir n = 0).
q—1 971 a—1 1
Beweis von (1) fiir n > 0. Wir wollen die Aussage mit Induktion beweisen.
Induktionsanfang n = 0. Auf der rechten Seite ergibt sich in der Tat

qo
¢ Ko+q- .

1
R =1-Kyt+q-0-R = K.

Induktionsschritt. Sei die Gleichung fiir n > 0 bekannt. Wir haben sie fiir n+ 1 zu zeigen.

Da das zum Zeitpunkt n7T" vorhandene Kapital K, mit p Prozent verzinst wird, fallen
Zinsen vom Betrag 55 - K, auf dieses Kapital fiir die Zinsperiode [nT, (n + 1)T] an.

Ferner wird zu Beginn der Zinsperiode [nT, (n+ 1)T] die Rate R eingezahlt. Auf die Rate
R fallen ferner Zinsen vom Betrag &5 - R an.

Somit ist

p p
Kpii = K, +— - K, ~ R=gq-K,+q R.
1 tiog Knt R4 {5 B = a Kita R

Unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung wird also
Kny1i = ¢ Kn+q R
=g (¢ Ko+q- 25 R)+q R
¢ Ko+q- (¢S5 + 1) R
¢ Ko+ q- ("M —@)+(g—1) ‘R

q—1

qn+171 .
=R,

[

= Kot

Damit ist Teil (1) unseres Lemmas bewiesen.

Zu (1) und (2) vgl. man auch die geometrische Summe aus §2.3.2.
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Beispiel.

(1) Seien Ky = 1000 Euro mit 6% Jahreszins fiir 4 Jahre verzinst. Es ist also 7' = 1 Jahr.
Es mogen keine Ratenzahlungen stattfinden. Es ist ¢ = 1,06. Nach Ablauf von 4
Jahren erhalten wir ein Kapital von

K, = 1,06*-1000 ~ 1262,48
Euro.

(2) Sei nun Ky = 1000 Euro mit 0,5% Monatszins fiir 4 Jahre verzinst. Es ist al-
so T'=1 Monat. Es mogen ebenfalls keine Ratenzahlungen stattfinden. Es ist
g = 1,005. Nach Ablauf von 4 Jahren = 48 Monaten erhalten wir ein Kapital von

Ky = 1,005%.1000 ~ 1270,49

Euro.

Beispiel.

(1) Sei in einem Sparvertrag Ky = 5000 Euro angelegt, mit 1,8% Jahreszins und einer
am Ende jeden Jahres einzuzahlenden Sparrate von R = 500 Euro. Es ist also
g = 1,018. Nach Ablauf von 5 Jahren erhalten wir ein Kapital von

1,018° — 1
K- = 1.018°- A ~ 1
5 ,018” - 5000 + 10181 500 8058,13

Euro.
(2) Bei vorschiissiger Zahlung hétte sich sogar ein Kapital von

1,018 — 1
K, = 1.018° - 1,018 — . ~ 8104
5 ,018° - 5000 + 1,018 081 500 ~ 8104,78

Euro ergeben.
(3) Ohne Zinsen hétten sich nur
K5 = 50004 5-500 = 7500

Euro ergeben.

Beispiel. Sei zum Zeitpunkt 0 ein Kredit iiber 100.000 Euro aufgenommen worden. Es
ist also Ky = —100.000. Die Kreditzinsen betragen 12% jahrlich. Es ist also ¢ = 1,12.
Es wird eine Rate von jahrlich 10.000 Euro zum Ende jeder Zinsperiode (nachschiissig)
vereinbart. Es ist also R = 10.000. Nach Ablauf von 5 Jahren wird

1,12° — 1

K5 = 1,12° - (~100.000) + ~=7—— - 10.000 ~ —112.705,69 .
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Die Restschuld belduft sich also auf 112.705,69 Euro. Die Rate war im Vergleich zu den
Zinsen zu niedrig vereinbart.

Zuweilen ist auch das Kapital zum Zeitpunkt nT" vorgegeben, und man mochte bei be-
kannten Konditionen auf das benotigte Kapital zum Zeitpunkt 0 zuriickschlieBen.

Ahnlich hierzu méchte man auch bei jeweilig bekannten sonstigen Daten auf den Zinssatz,
auf die Rate, auf die Dauer usf. schlielen konnen.

Bemerkung. Sei durchweg nachschiissige Zahlung vereinbart.

(1) Seien n, K, , ¢ und R bekannt. Dann wird

gt —1
qg—1

Ko = ¢ (K, — R).

(2) Seien n, Ky, K, und R = 0 bekannt. Dann wird
q = (Ku/Ko)'"
und p =100 (¢ — 1).

(3) Seien n > 1, Ky, K, und ¢ bekannt. Dann wird

K, + 2
~ In (K()T)/m( ).

Dieses n, eine ganze Zahl oder nicht, gibt in der Praxis die nétige Mindestlaufzeit,
um ein festgelegtes K,, zu erreichen.

Begriinden wir (4). Es ist

1 1
K, = Ko+—— R ——— R,
(0+ ) 7—1
also n
;= Kot
— —,
KO—FE
und somit

log,(¢") =1 n+qi
n = log,(q¢") = log,| ——= | -
1 "\ Ko+ 2
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Beispiel. Seien 1000 Euro zu 2% jahrlich verzinst. Seien keine weiteren Sparraten ver-

einbart. Es dauert mindestens
2000
| — | =
0g1’02<1000> 35,003

Jahre, in der Praxis also mindestens 36 Jahre, bis die Summe von 2000 Euro erreicht ist.

Mit einer zusétzlichen Sparrate von 10 Euro jéhrlich, zahlbar jeweils am Jahresende,
dauert es nur noch mindestens

2000 + 55
10g1,02 m ~ 25,796

0,02

Jahre, in der Praxis also mindestens 26 Jahre, bis die gewiinschte Summe von 2000 Euro
erreicht ist.

Ohne Zinsen hiétte es bei dieser Sparrate 100 Jahre gedauert.

4.2 Investitionsrechnung

e Wir téitigen eine Investition. Wir wihlen eine Zeitspanne 7" und wollen die Investi-
tion in den Zeitintervallen [0, T, [T,2T], ..., [(n — 1)T, nT] planen, fiir ein n > 1.

e Sei 0 < ¢ < n. Zum Zeitpunkt ¢T" haben wir Ausgaben und Einnahmen, die sich zur
Kapitalbewegung F; € R addieren. Ist E; negativ, so heifit dies, dal zum Zeitpunkt
iT (bzw. im vorangegangenen Zeitintervall) mehr ausgegeben werden mufite, als
eingenommen werden konnte.

e Wir gehen davon aus, dafl allgemein Geld im Zeitintervall der Lange 7" mit p Prozent,

also mit Zinsfaktor ¢ = 1 + ;&5 , verzinst wird.

Unsere Investition wird am Ende

Z q"'E;

i=0
eingebracht haben, da die Kapitalbewegung F; iiber eine Zeitspanne (n—)T zu verzinsen
ist (in der Regel als mehr oder minder abbezahltes Darlehen).

Eine Summe K wichst bei Festanlage {iber eine Zeitspanne nT" auf
"K

an. Unsere Investition wird also genausoviel abwerfen wie eine Festanlage, wenn

'K =) ¢"E;,
=0
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d.h. wenn
K =Y q'E.
i=0

Dieses K heifit der Kapitalwert unserer Investition.
Eine Investition lohnt sich, falls K > 0.

Der kritische Zinsfaktor, ab dem sich eine Investition lohnt, ist also das g, mit

=0

Der zugehorige kritische Zinssatz piy, heifit auch interner Zinssatz. Diesen sollte man zu
unterschreiten suchen, wenn man mit der Bank iiber Darlehenszinsen verhandelt.

Sei z¢ die graphisch ndherungsweise ermittelte Nullstelle von f(x) := Y"1 jz'E; auf dem
Intervall (0, 1). Dann ist

Gnt = T und, entsprechend, P = 100(zgt — 1)

Beispiel. Sei ¢ = 1,05. Wir planen eine Investition, die zu Beginn 10.000 Euro kosten wird,
nach einem Jahr noch einen Zuschufl von 5.000 Euro benétigt, und in den Folgejahren
jeweils 7.000 Euro abwirft, vom zweiten bis zum fiinften Jahr.

Es sei also n = 5, sowie Fy = —10.000, £, = —5.000, Ey = 7.000, E3 = 7.000, £, = 7.000
und E5 = 7.000.

Der Kapitalwert unserer Investition belduft sich auf

S ¢ B = (1,05)° - (~10.000) + (1,05)7" - (~5.000) + (1,05)2 - 7.000
i=0 +(1,05)% - 7.000 + (1,05)~* - 7.000 + (1,05)~% - 7.000
8.877,77

Q

Euro.

Fiir den internen Zinssatz unserer Investition bestimmen wir graphisch die Nullstelle von

fx) == a'E; = —10.0002° —5.000z" + 7.0002” + 7.000 2* + 7.000 2* 4 7.000
=0
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auf dem Intervall (0, 1).
1500 +

//
f(x) 1000 +

10000

/
/
500
0.84 0.85

5000
/
/
1
0.82

06 /é
0 0.81
X

/

0.2
X

=500 +

—5000 -

-10000 +—
Es ist 2o ~ 0,816. Also ist g, = 75" ~ 1,225.
Die Investition ist also, zumindest gemé&f3 Plan, unkritisch, es sei denn man hat eine Bank,

die 22,5% oder mehr an jahrlichen Darlehenszinsen verlangt.



Kapitel 5

Vektoren

5.1 Matrizen

Seien m, n, p, ¢ = 0.

Definition. Eine (reellwertige) m x n-Matriz

1,1 a1,2 1,3 ... Qlnp-1 aln
21 a2 Q23 ... Q2np-1 a2 n
3,1 asz2 @33 ... Q3np—1 az,n
A = (Oéi,j)Kz‘gm,lgjgn = (Oéz‘,j)z',j =
am—-1,1 Om—-1,2 Om—-1,3 +++. Om—-1n—-1 Om—1,n
Qm,1 am,2 am,3 .. QOmmn—1 Am,n

ist eine rechteckige Tafel aus reellen Zahlen mit m Zeilen und n Spalten.
Es heifle «; ; der Eintrag von A an Position (i, j).

Die Menge aller m x n-Matrizen werde
R™" = {(ij)ij i €eRfirI<i<mund 1 <j<n}

geschrieben.

Formal ist eine solche Matrix eine Abbildung von {1,...,m} x {1,...,n} nach R.

Bei den Indizes merke man sich “Zeilenzéihler zuerst, Spaltenzihler spater”.

ZB.ist (§71-3) € R¥3.
Wir identifizieren R mit R'*!, schreiben also a1 1 = (a1,1).

Wir identifizieren R" mit R"", schreiben also (a1, ..., a1,) = (o1101n) 5 vgl. §2.4.1.

Definition. Sei A = (ai,j)lgiém,lgjgn e R™*™. Sei A = (agyj)léigm,léjgn e R™ ", Sei
B = (/Bj,k)lgjgn,lgkgp € R"P. Sei A € R.

47
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Wir setzen
A+ A = (Oéi,j + Oé;’j)lgigm, 1<j<n e R™™
M = XA = (i) i<icm, 1<i<n € R™
_ R n X
AB = A-B = (Zj:l Qi j ’ﬁj,k)Kigm,Kkgp € R™P.
Wir setzen o 00
01.2 00 00.70
E =E, = . e R, 0 = 0pun = | :: ] e R™
00...10 s :
00...01 00...0
FEinheitsmatriz Nullmatriz

Fiir A € R™" setzt man noch A° := E,, und A" := A- A--- A (k Faktoren) fiir k > 1

Beispiel.

~12 04
Es ist (,3 2 §) (j 130) = ().
Es ist 2 ((1)(1)) =E,

Definition. Ist A = (a;;);; € R™*", so sei A" := («;;);; € R"*™ ihre Transponierte.

. . . 173\t 12
Beispiel. Es ist (202) = (gg)
Bemerkung. Seien A, A", A” € R™*". Seien B, B’ € R™*?, Sei C' € RP*1.

Seien A, X, u, i/ € R.

Es ist AL A = A4 A

A+ 0m><n = A
A+ A+ A" = (A+A)+ A = A+ (A + A"
AA+NA)YpuB+ B = MAB+ NpA'B+ M AB' + N/ A'B’

AE, = E,A = A
AOpry = OpxnB = Opp
ABC = (AB)C = A(BC)
(AB)t = B'A*.

Bemerkung. Sind A, B € R™ " von quadratischer Form und ist AB = E,,, dann ist
auch BA = E,, . Diesenfalls ist B durch A eindeutig bestimmt, und wir schreiben auch
A=l := B, genannt die inverse Matrix von A. Zur Berechnung der Inversen siehe §5.3,
Bemerkung sowie Beispiel, (3).

Beispiel. Sei A = (¢5) € R*2. Sei ad—be # 0. Sei B := —— (_¢72). Dann ist AB = E,
und also B = AL
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5.2 Vektoren im Standardraum

Sein > 0.

5.2.1 Geometrische Interpretation

a2

a1
Eine Matrix in R™*! wird oft a = (o;); = ()1<i<cn = ( : ) € R™! geschrieben und oft

als Vektor in R™! bezeichnet. an
Die geometrische Interpretation eines solchen Vektors ist die eines Pfeils von (0, ...,0)
nach (ay, ..., a,) in R™

Die geometrische Interpretation der Vektoraddition ist das Aneinandersetzen von Pfeilen.

Die geometrische Interpretation des A-fachen eines Vektors ist das Strecken um den Fak-
tor A (Richtungsumkehr, falls A < 0).

Beispiel. Sei n = 2.

5.2.2 Skalarprodukt

i B1
Seiena:(§>,b:(§> c R
Qn ﬁ'n

Definition. Das Produkt a'b = a' - b € R heifit Skalarprodukt von a und b.
Esist a'b= a6, + -+ a,8, = ba.
Die Norm oder Linge von a ist als ||a|| := (ata)'/? = (a?+- - -+a2)'/? definiert. Vgl. §2.4.1.
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Lemma (Cauchy-Schwarz). Es ist |a*b| < ||a|| - [|0]].

Bemerkung. Seien a, b # 0. Ist ¢ der von a und b eingeschlossene Winkel, so ist

a'b = [lal| - [[b] - cos(y) -

Es ist also ¢ = afCCOS(HanW)'

Insbesondere stehen a und b genau dann orthogonal aufeinander, wenn a'b = 0.

[[b]] cos(«)

t
Beispiel. Es ist (i) (_i) = 0. Also stehen (
aufeinander.

DN = =

) und (_i) orthogonal, d.h. senkrecht,

Beispiel. Sei a = (%) Sei b = (%) Esist a*b = 5. Also ist der von a und b eingeschlossene
Winkel gleich arccos(m) = arccos(ﬁ) ~ arccos(0,98058) ~ 0,19740 ~ 11.310°
(erstere Winkelangabe im Bogenmaf).

Beispiel. Sei D C R? offen. Sei f : D—R, (z,y)— f(x,y) partiell differenzierbar

nach z und nach y. Sei (2o, ) € D.

Sei E C R offen. Sei sy € E. Sei (g,h) : E— D so, da8 (g(so), h(s0)) = (z0,¥o), und so,
daB f(g(s), h(s)) konstant ist, d.h. nicht von s abhéngt. In anderen Worten, die Abbildung
(g, h) bilde E in eine Héhenlinie oder Isoquante von f durch (zq,1o) ab.

Mit der Kettenregel aus §3.3.1 wird

0 = (f(9(s):h(s)))" = falg(s),h(5)) - g'(s) + fy(g(s) h(s)) - H'(s) -

Dies trifft insbesondere fiir s = sy zu. Dort wird also
0 = . q R _ [ faz(=0,30) ([ g(s0)

Der Vektor (iiﬁi(;%) zeigt bei (o, yo) tangential in Richtung der von (g, h) beschriebenen

Kurve in D. Darauf steht der Vektor (jﬁzggggg), Gradient genannt, also senkrecht.

Der Gradient von f bei (xq,yo) steht somit senkrecht auf der Richtung der Hohenlinie
von f bei (xq,yo). Er zeigt in Richtung des stérksten Anstiegs von f.
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y
!
/
fa(zo,y0)
) ) // (fy(zg,zZ))
T T - -
S0 S /5 7( ) Yy
(zo,y0) (Z'(SZ>)
(g;h) P

Beachte in dieser Skizze die perspektivische Verzerrung des rechten Winkels, den (?Eigzgg)
y )

und der Tangentenvektor (ii%igg) an die Bildkurve von (g, h) einschliefien.

5.2.3 Kreuzprodukt

. B
Seien a = (3;) b= (Bé) c R3!L.
as B3

Das Kreuzprodukt von a und b ist definiert durch
oy B azfz—aszfB2
axb = <042) X (52) = azf1—ai1Bs3
&3 Ps a1 fB2—azf1
Bemerkung.

(1) Es steht a x b orthogonal auf a und auf b; vgl. Aufgabe 75.(2).

(2) Es ist ||a x b|| der Fliacheninhalt des von a und b aufgespannten Parallelogramms.
Insbesondere ist a x a = 0.

Wenn, wie iiblich, die xz1-Achse bzw. die xo-Achse bzw. die z3-Achse in Richtung des Dau-
mens bzw. Mittelfingers bzw. Zeigefingers der linken Hand eingezeichnet werden, und a bzw.
b in Richtung des Daumens bzw. Mittelfingers der linken Hand zeigt, dann zeigt a X b in

Richtung des Zeigefingers.

axb
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Bemerkung. Seien a, a’, b, v/, ¢ € R**!. Seien \, X, u, i’ € R.

1) Esist (Aa+ Na') x (ub+ p/'b') = Ap(a x b) + Np(a' x b) + A/ (a x V) + N (@' x b').

(1)
(2) Esist a x b= —(b x a); vgl. Aufgabe 75.(1).

(3) Esistax (bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0;vgl. Aufgabe 75.(3).
(4)

4) Es ist |a* (b x ¢)| der Rauminhalt des von a, b und ¢ aufgespannten Parallelepipeds.

Denn dieser Rauminhalt ist gleich der Grundfléiche ||b x ¢||, multipliziert mit der Hohe
la® (b x ¢)|/]|b x ¢|| des Parallelepipeds.

Beispiel.

o mein (8) < ()= () - ()

(2) Seien (o), (gg) € R?*!. Das von (§}) und (gg) aufgespannte Parallelogramm hat

a2 a2
den Fldcheninhalt H (%ﬁ) X (go;> || = H( |1 By — g B

a1ﬁ29a2B1> H -

5.3 Lineare Gleichungssysteme — Zeilenstufenform

Seien m, n > 0. Sei A = (;;);; € R™ ™. Sei b = (;); € R™*!. Wir wollen die Losungs-
menge
{z e R Az =10}
bestimmen.
Ist b = 0, so spricht man von einem homogenen linearen Gleichungssystem.

Ist b # 0, so spricht man von einem inhomogenen linearen Gleichungssystem.

Sei allgemein C' = (v;,):; € R™* (1) gegeben. Seien 1 < k < m und 1 < ¢ < n so, daf
Yee # 0. Wir sdubern mit dem Eintrag an Position (k, ) die {-te Spalte von C, indem wir
die k-te Zeile mit ;- z} multiplizieren und dann das v, ¢-fache der entstandenen k-ten Zeile
von der i-ten Zeile subtrahieren fiir alle 1 < ¢ < m mit ¢ # k. Wir erreichen so, dafl die
(-te Spalte der umgeformten Matrix bei (k, ) den Eintrag 1 hat, und ansonsten Nullen.
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Algorithmus. Es entstehe die Matrix (A[b) € R™ ™+ durch Anfiigen von b an A als
(n + 1)-te Spalte. Wir wollen (A|b) schrittweise umformen.

Sei 1 < /1 < n minimal so, dafl unsere Matrix einen Eintrag ungleich 0 in der ¢;-ten Spalte
besitzt. Wihle einen solchen. Vertausche die Zeile mit diesem Eintrag mit der ersten Zeile.
Séubere mit dem Eintrag an Position (1, ¢;) die ¢;-te Spalte.

Sei 1 < £y < n minimal so, dal unsere Matrix einen Eintrag ungleich 0 in der /5-ten Spalte
besitzt, der nicht in der ersten Zeile sitzt. Wihle einen solchen. Vertausche die Zeile mit
diesem Eintrag mit der zweiten Zeile. Sdubere mit dem Eintrag an Position (2,/s) die
ly-te Spalte.

Sei 1 < /3 < n minimal so, dafl unsere Matrix einen Eintrag ungleich 0 in der ¢3-ten Spalte
besitzt, der nicht in den Zeilen 1 bis 2 sitzt. Wéhle einen solchen. Vertausche die Zeile
mit diesem Eintrag mit der dritten Zeile. Siubere mit dem Eintrag an Position (3, (3) die
/3-te Spalte.

Sei 1 < /4 < n minimal so, dal unsere Matrix einen Eintrag ungleich 0 in der /4-ten Spalte
besitzt, der nicht in den Zeilen 1 bis 3 sitzt. Wahle einen solchen. Vertausche die Zeile
mit diesem Eintrag mit der vierten Zeile. Sdubere mit dem Eintrag an Position (4, ¢4) die
(4-te Spalte.

Fahre so fort, bis f,,; nicht mehr existiert; was dann der Fall ist, wenn s + 1 > m ist
oder aber die Zeilen s 4+ 1 bis m unserer Matrix nur Nulleintrége in den Spalten 1 bis n
aufweisen.

Wir haben also insgesamt die Spalten ¢y , ..., ¢, gesdubert. Numeriere die anderen Spalten
aufsteigend durch mit ¢}, ¢4, ..., 0 __.

Die umgeformte Matrix heifle (A|b). Man sagt, A ist in Zeilenstufenform. Die Stufen von
A befinden sich in den Spalten ¢;, ..., /.

Falls b einen Eintrag ungleich 0 an einer Position s + 1 bis m hat, dann ist

{zeR™ : Az =b} =0

Falls b nur Nulleintriige an den Positionen s + 1 bis m hat, dann verfahre wie folgt.

Lies das 2o € R™! mit Eintrag 0 an Position ¢ fiir alle 1 < j < n—s ab, das Azg =
erfiillt.

Lies fiir 1 < i < n — s das 2; € R™! mit Eintrag 1 an Position ¢; und Eintrag 0 an
Position £} fiir 1 < j <n — s mit j # 4 ab, das Ax; = 0 erfiillt.

Dann ist

{zeR" Az =0b} = {zo+ o1+ +Asns: NERTFir1<i<n—s}

Ist b =0, so ist auch xy = 0.
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Bemerkung. Dieselbe Umformung, angewandt auf n > 0, A € R"*" und (A|E,), gibt
(E,|A™1), falls die Umformung eine solche Matrix liefert, und ansonsten die Aussage, dafl
A nicht invertierbar ist.

Bemerkung. Eine Matrix C' = (;;);; € R™*" ist also in Zeilenstufenform, falls es fiir
ein 1 < k < n Stufenspalten mit den Nummern 1 < ¢ < ly < --- < {p < n gibt, fiir
welche die Bedingungen (1,2) gelten.

Sei hierzu noch ¢y := 0 und 4,1 =n + 1.

(1) Sei 1 < i <k, sei also ¢; die Nummer einer Stufenspalte. Dann ist v;,, = 1. Es ist
Voo, =0flir 1 <s<i—1und fiiri4+1<s<m.

(2) Sei 1 < 7 < n die Nummer einer Nichtstufenspalte, sei also ¢; < j < ¢;41 fiir ein
0<i<k Dannisty,; =0fiiri+1<s<m.

Beispiel.

0022 0
(1) Sei A = (2246>, sei b= <2>
2235 0
Wir wollen {x € R¥! : Az = b} und zugleich auch noch {z € R*! : Az =0}
bestimmen.
0
2
)

Es ist /1 = 1. Wir sdubern mit dem Eintrag an Position (2, 1) die erste Spalte, indem
wir die zweite Zeile mit 1/2 multiplizieren und sodann ihr 2-faches von der dritten
Zeile subtrahieren. Schliellich wird noch die zweite Zeile in die erste getauscht. Das

gibt :
11 2 3 1
00 2 2 0).
00-1-1|-2

Die zweite Spalte mufl nun iibersprungen werden, da die Eintrdge an den Positionen
(2,2) und (3,2) null sind, hier also nicht gesdubert werden kann.

Es wird ¢, = 3. Wir sdubern mit dem Eintrag an Position (3,3) die dritte Spalte,
indem wir die dritte Zeile mit —1 multiplizieren und ihr mit 2-faches von der ersten
Zeile und von der zweiten Zeile subtrahieren. Schliefllich wird noch die dritte Zeile
in die zweite getauscht. Das gibt :

1101
0011
0000

Die Umformungen sind beendet. Die dabei nicht gesduberten Spalten von A werden
durchnumeriert mit ¢} := 2 und ¢, := 4.

Zunachst bilden wir

0022
2246
2235

(Alp) = (

durch Nebeneinanderstellen.

) = (Al
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Wir lesen ab, dafl
{zeR™ Az =0b} = {zecRY : Az =0b} = 0

ist, da die dritte Zeile nicht erfiillbar ist.
Ferner lesen wir ab, daf3
-1 —1
{zeR¥ : Az =0} = {zeR"™ : Az =0} = {)\ +As @ t A1, A2 € R}
[o]

ist, wobei wir an den Positionen £; (also in die Késtchen) jeweils eine 1 und ansonsten
Nullen eingesetzt und dann so ergéinzt haben, dafl jeweils Az = 0 ist.

Eine Probe macht man, indem man in die urspriingliche Gleichung einsetzt.

(2) Wir suchen alle ¢, 7, s, t, u, v, w € R, welche das inhomogene lineare Gleichungs-

system
Og —+ 2r + 4s + 6t + Ou —+ v + qw = 0
Og + r 4+ 25 + 3t + u + Qv + 3w = 0
Oqg + ro+ 2s + 3t + Ou + 4o + 3w = 1
0g + (=r + (=2)s + (=3)t + Ou + (—4)v + (2w = 0
a
erfiillen. In anderen Worten, wir suchen {z := Z € R : Ar = b} fiir
02 4 60 8 40 b
(Alp) == (8 S & I g?).Dazu formen wir wie folgt um.
0—1-2-30-4-2/0

sdubern mit (2, 2) 86%3_%_8_%8 séubern mit (4,5) 8(1)%)?)(1)?)%8
(A‘b) ~ 0000-1 —5 0|1 ~ 000000 0/0
0000 1 5 1]0 000000 1|1
sdubern mit (4,7) 8%%%??8:% - Ai)
~ 0000001 1 = (|)
0000000 0

Wir erhalten
{reR™ : Az =0b} = {zcR™ : Az =0}
[o]

—2
[0] ) .
= { o] | +M A eRfir 1 <6 <4} .
—1
[0]
1

+ Ao (0] + M\
0

|
o

=[=]=l=][=]=[-]
(=[]
N
+
&
[2]&[=]
[ell=]i[]

=[]
=
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und also ist A nicht invertierbar.
101

Fir A = (111> wird
110

101100 10 1
111010 ~ 01 0
001 01-1

100 10 1
—-110 ~ 01 0
-101 00-1

und also A~! = (% 1 (1)>

1-1
Eine Probe macht man jeweils, indem man A - A~! (oder A~!- A) berechnet.

Wer keine Probe macht, ist selbst schuld.

5.4 Vektorriaume

5.4.1 Definition

Definition. Ein (R-) Vektorraum ist eine Menge V', zusammen mit Abbildungen

(+) : VxV — V,  (vyw) — v+w,
() : RxV — V., (\Mv) — Xv=:)v,

derart, daB folgende Eigenschaften (V 1-7) gelten.

1) Es gibt ein Element 0 € V mit v+ 0=v fir v € V.
2) Fiir alle v € V gibt es ein Element —v € V mit v + (—v) = 0.

Esistv+w=w+wv firv,w € V.

6) Esist A+ p)- (v+w)=X-v+ X w+p-v+p-wiir A\, p € Rund v, w € V.

(V
(V
(V3)

(V4) Esistv+w+z:=(v+w)+z=v+ (w+2)firv,w, z € V.
(V5) Esist 1-v=wvfirveV.

(V6)

(V1)

Esist Acp-v:=N-p)-v=A-(p-v) fir \, p € Rundov € V.

Die Elemente eines Vektorraums heiflen Vektoren, in Verallgemeinerung des bisherigen

Begriffs; vgl. Beispiel, (1).

Wir schreiben auch v — w = v + (—w) fiir v, w € V.

Beispiel.

(1) Seien m, n > 0. Es ist R™*", zusammen mit der in §5.1 eingefithrten Matrixaddi-
tion und der Multiplikation von Elementen aus R mit Matrizen, ein Vektorraum.

Insbesondere ist der Standardraum R™*! ein Vektorraum.
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Sei M eine Menge. Sei RM := {f : M — R : f ist eine Abbildung}. Setze
(f +9)(m) = f(m)+g(m)
(A-f)m) = A-f(m)

fir f, g € R™, A€ Rund m € M ; vgl. §2.1.1. Damit wird R™ zu einem Vektor-
raum.

Bemerkung. Sei V' ein Vektorraum, sei A € R und sei v € V. Es ist A - v = 0 genau
dann, wenn A = 0 oder v = 0. Es ist (—1) - v = —v.

(V124 (Ve (V2)

IstveV,soist 0.0 " =0 04+0v-0-v % 0+0)-v—0-v=0-v—0-v ="0.
Analog zeigt man auch A -0 =0 fir A € R.

Ist umgekehrt Av = 0, und ist dabei A # 0, dann ist v = A"' v = 0.

, (V12 (V5.6)

() +1)-v-—v=0-v—0= —v.

Es ist (—1) - (-)-v+1-v—1-v

5.4.2 Dimension

Sei V' ein Vektorraum. Sei n > 0. Sei (vq, ..., v,) ein n-Tupel aus Elementen von V.

Definition.

(1)

Das Erzeugnis von (v, ..., v,) ist die Menge

(vi, ..., v,) = R{VL, ...y un) = {Nu+ -+ v, yeRfir1<i<n} CV

aller Linearkombinationen dieses Tupels.

Es heifit das Tupel (vq, ..., v,) erzeugend, wenn
V:<Ul, ...,Un> .
Es heifit das Tupel (vq, ..., v,) linear unabhdingig, wenn mit A\; € R fiir 1 <i < n

die Gleichung
MU+ -+ A0, = 0

nur fiir Ay = --- = A\, = 0 erfiillt ist.

Es heifit das Tupel (vq, ..., v,) eine Basis von V, falls es linear unabhéngig und
erzeugend ist.

Ist (vq, ..., v,) eine Basis von V', so heifit dim(V') := n die Dimension von V.
Hat V' eine (endliche) Basis, so heiBle V' endlichdimensional.

Hat V keine (endliche) Basis, so heifie V' unendlichdimensional, und wir schreiben
dim (V) := oc.
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Bemerkung.
(1) Esist (v1, ..., v,) genau dann eine Basis von V, wenn fiir alle v € V' genau ein
n-Tupel (A1, ..., A\,) € R" mit
Vo= AU+ A+ AU,
existiert.

(2) Die Dimension von V' héngt nicht von der gewahlten Basis von V' ab. In anderen

Worten, sind (vq, ..., v,) und (vy, ..., v),) Basen von V, dann ist n = n’.
0

0
Bemerkung. Sei 1 < i < n. Schreibe ¢; := 1l e R"*!  wobei die 1 an Position (i, 1)
sitzt, fiir den i-ten Standardbasisvektor.

0
Esist (er, ..., e,) eine Basis von R™! die Standardbasis. Also ist dim(R™!) = n.
Bemerkung. Sei m > 0. Sei (21, ..., z,,) ein m-Tupel in R™*!.

Habe A € R™™ die i-te Spalte z; € R™! fiir 1 < i < m; d.h. entstehe A durch
Nebeneinanderstellen der Vektoren z; .

(1) Esist (x1, ..., z,) genau dann erzeugend, wenn die Zeilenstufenform von A keine
Nullzeile enthalt.

(2) Esist (z1, ..., o) genau dann linear unabhéngig, wenn die Zeilenstufenform von
A genau m Nichtnullzeilen enthélt.

(3) Esist (z1, ..., @) genau dann eine Basis von R™! wenn m = n ist und A die
Zeilenstufenform E,, hat.

Beispiel.
. 2 2 _1 2 . . .
(1) Esist (<%> , (*%) , (_(1J> , (%)) weder linear unabhéngig noch erzeugend. Denn die
zugehorige Matrix wird zur Zeilenstufenform

2 2-12 (1 1 —1/2 1) 10 —1/4 3/2
(171 0 2) 02 12 1) s <0 1 —1/4—1/2>
1 3-10 0 2 -1/2-1 00 0 0
umgeformt, und diese hat 1 (> 0) Nullzeile und 2 (< 4) Nichtnullzeilen.
1 1 1
(2) Es ist (<%) ) (%) : (:1)))) eine Basis von R?, denn die zugehorige Matrix wird zur

Zeilenstufenform
11 111 100 10
11) ~ (0—1—1) ~ (011) > (01
13 0 0 2 002 00
(3) Ist M eine unendliche Menge, dann ist auch dim(R™) = ooc.

=N =

umgeformt.
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5.4.3 Unterraume
Sei V' ein Vektorraum.
Definition. Ein Unterraum (oder Teilraum) von V ist eine Teilmenge U C V so, dafl
0 € U und da8 fiir alle A, N’ € R und u, v’ € U auch
Au+Nu' e U
ist.
So z.B. sind 0 := {0} und V' Unterrdume von V.
Bemerkung. Ist U ein Unterraum von V', so ist U, zusammen mit den eingeschrinkten

Abbildungen (+)|Y..;; und (+)|%.; , selbst ein Vektorraum.

Skizze eines zweidimensionalen Unterraumes U C R3.

ut+2u’ e U

Beispiel. Seien a, b € R mit a < b. Sei M := (a,b). Es ist
{f:M—R : fist differenzierbar } € RM

ein Unterraum.

Bemerkung. Seien T, U C V Unterrdume. Dann sind auch 7'N U und
T+U = {t+u:teT,ueclU}
Unterrdume.
Sei V' nun endlichdimensional.
(1) Esist dim(U) < dim(V).
Es ist dim(U) = 0 genau dann, wenn U = 0.
Es ist dim(U) = dim(V') genau dann, wenn U = V.
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(2) Es ist dim(7) + dim(U) = dim(T + U) + dim(T' N U).

Bemerkung. Sei n > 0. Sei (vq, ..., v,) ein n-Tupel in V. Dann ist
U:=(v,...,v,) CV
ein Unterraum. Das Tupel (vy, ..., v,) enthélt eine Basis von U als Teiltupel.

Ist m > 1 und V = R™*!, so kann eine solche Basis von U wie folgt ermittelt werden.
Habe A € R™*" die i-te Spalte v; fir 1 < ¢ < n. Sei A die Zeilenstufenform von A.
Seien dabei die Spalten /1 , ..., ¢, gesdubert worden; Bezeichnungen wie in §5.3. Dann ist
(ve, , ..., vg,) eine Basis von U.

Bemerkung. Seien m, n > 0. Sei A € R™*". Es ist U := {z € R™! : Az = 0} ein
Unterraum von R™*!.
Zur Bestimmung einer Basis von U bestimmen wir die Zeilenstufenform von A wie in §5.3.

In der dortigen Bezeichnung ist dann (z1, ..., x,_s) eine Basis von U.

Bemerkung. Seien m, n, p > 0.

Sei (ty, ..., t,) ein linear unabhingiges n-Tupel in R™*!. Sei
T = (ty,..., t,) CR™.

Sei (ug, ..., u,) ein linear unabhéngiges p-Tupel in R™*!. Sei
U:= {(u,...,u) CR™.

Schreibe v; :=t; flir 1 <i<nund v; :==u;_, firn+1<i<n+p.

Habe A € R™*("*P) die i-te Spalte v; fiir 1 < i < n+ p. D.h. entstehe A durch Nebenein-
anderstellen aller Vektoren ¢; und wu; .

Sei A die Zeilenstufenform von A. Seien dabei die Spalten /1, ..., £, gesiubert worden;
Bezeichnungen wie in §5.3. Dann ist (v, , ... , vp,) eine Basis von T'+ U.
Sei, in der Bezeichnung von §5.3, (21, ..., Zy4p—s) die dort gefundene Basis von

1,
{z € R"P*1 . Ay = 0}. Schreibe z; =: ( : ) fir 1 <i<mn+p-—s. Dann ist

gn«l»p,i
(51,1 tl + -+ gn,l tn 3ottt fl,n-ﬁ-p—s tl +--+ 5n,n+p—s tn)
eine Basis von T'NU.
&1
Denn A : = 0 ist dquivalent zu &1 t1+ -+ &t = —(Epprur + -+ Enpp Up), und
£W+P

diese Bedingung charakterisiert Elemente in TN U.

Da dim(T") = n, dim(U) = p, dim(T +U) = s und dim(T’'NU) = n+p — s, wird in der Tat
dim(T) + dim(U) =n+p =dim(T + U) + dim(T N U).
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Kapitel 6

Integration

6.1 Definition

Sei D C R. Seien a, b € R mit a < b und [a,b] C D. Sei f: D—R, z+— f(z) eine
stetige Abbildung.
Definition.

Sei I, der vom Graphen von f und der z-Achse oberhalb der z-Achse zwischen = = a
und x = b eingeschlossene Fléacheninhalt.

Sei I_ der vom Graphen von f und der z-Achse unterhalb der z-Achse zwischen = = a
und x = b eingeschlossene Fléacheninhalt.

Sei das (bestimmte) Integral von f in den Grenzen von a nach b definiert durch

/bf(a:)dx =1, -1 .

f(=)

It I,

Wir setzen noch [ f(z)dz == — [ f(x) dz.

Auch auf die Frage, was denn ein Flicheninhalt ist, hat die Mathematik Antworten gefunden,
etwa durch das sogenannte Riemann-Integral.
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Definition. Ist g : D — R stiickweise stetig auf [a,b], d.h. gibt es

a =c¢ < < - < 1 < c=b
und g; : [¢;, ciy1] — R stetig mit gl (e, cip1) = lier,ci0) filr 0 <4 < k — 1, dann setzen
wir
b k—1 Cig1
/g(:z:)dx = Z/ gi(z)dz .
a i=0 v ¢

Anschaulich gesprochen ist g stiickweise stetig auf [a, b], wenn sein Graph zwischen a und b
nur endlich viele Sprungstellen aufweist.

6.2 Eigenschaften

Sei D C R.
Bemerkung.

(1) Seiena, b, c € Rmita <b<cund [a,c] C D.Sei f: D—R, 2+ f(x) eine auf
la, c] stiickweise stetige Abbildung. Dann ist

JRECEE
/acf(x)dx _ /abf(x)da:Jr/bcf(x)dx

(2) Seien a, b € R mit a < bund [a,b] C D. Seien f, g : D — R auf [a, b] stiickweise
stetig. Seien A\, € R. Dann ist

/abw( )+ pgla /f dx+u/ g(x)da .

(3) Seien a, b € Rmit a < bund [a,b] C D. Sei f: D— R auf [a, b] stiickweise stetig.

Die Dreiecksungleichung aus §1.2 liefert |1y + (—1_)| < |I4|+|-I-| = I + I und
damit die erste Ungleichung in

und

\/f<x>dx\ < /\f(x)|dx < (b a) max |f(z)]

z€a,b]

Die zweite resultiert daher, daf die fragliche Fléche in ein Rechteck der Breite b —a
und der Hohe m[a)g] | f(x)| eingeschlossen werden kann.
z€la,



64

Definition. Sei D C R offen. Sei f : D — R stetig. Eine differenzierbare Funktion
F : D— R heifit Stammfunktion oder Aufleitung von f, falls

F=f.

Bemerkung. Sei D C R ein offenes Intervall. Sei f: D — R stetig.

Sind F und F Stammfunktionen von f, dann gibt es ein yo € R mit ist F(z) — F(z) = y,
fiir alle x € D.

In anderen Worten, die Aufleitung von f ist nur bis auf eine Konstante bestimmt.

Denn es ist (F — F)'(z) = F'(z) — F'(x) = f(z) — f(z) = 0 fiir z € D.
Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).
Seien a, b € R mit a < b und [a,b] C D.

(1) Sei D C R offen. Sei F': D — R differenzierbar. Sei f := F” stetig. Dann ist
b
/j@mx:F@—F@.
(2) Sei D C R ein offenes Intervall. Sei g : D — R stetig. Dann ist die Funktion
G:D—R, 2+ Gx) = / g(u)du
differenzierbar, und es gilt G' = g.

Begriindunyg.
Zu (2). Sei x € D. Wir haben lim;_,q w < g(z) zu verifizieren.
Schreibe E := {Z—x : & € D } fiir den um z nach links verschobenen Definitionsbereich D.

Wir haben zu zeigen, dafl

E — R
(Gz+t)— Gx))t™t firte B~ {0}
bt { g9(z) fiir t = 0

stetig in t = 0 ist.

Fiir t € E ~ {0} ist

(Gl +1) =GNt —glx) = (7 gu)du) = ([ glu) dw)t™" ~ g(a)
f;:+tg(u) du)til - 9(17) konst.

(
( —~
= (ff“g(u) du)t™! — (ffﬂ g(z) du)t™*
(J " (g(u) = g(x)) du)t=" .
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Der Betrag dieses Ausdrucks wird klein fiir kleines ||, da g(u) dann wegen u € (z—|t], z+|t|)
nahe bei g(x) liegt. Dies wollen wir noch etwas formalisieren.

Sei € > 0 vorgegeben. Da g stetig ist, gibt es ein § > 0 mit (z — d,z + ) C D so, dafl
lg(u) — g(z)| < e ist fiir alle u € (x — §, 2 + §). Damit wird

(G(z +1) — Gla)t — g()] (2 (g(u) — g(x)) du)t |

Bcr; (3) 1
< (It] - maxyepe—je), ate) [9(w) — g(@)]) ]t
= maXyelz—|t|, z+|t|] |g(u) - g($)|
< 15

fiir ¢ € (=6, +9).

Skizze im Fall t > 0. Wir erkennen darin, da8 G(’c+t1_G($) ~ L -‘i(x) = g(z); der Fehler im
Zahler bei der Ndherung ist der kleine schraffierte Flacheninhalt.

A
g (Gz+t) — G(x)) =t - g(x) = ([T g(u) du) — (f7 g(u) du) —t - g(x)

t-g(z)

a x x+t

Zu (1). Bsist ([ f(u)du) @ f(z) = (F(z)), und also [ f(u)du — F(z) = yo fiir eine
von x unabhéngige Konstante yg € R.

Setzen wir z = a, so wird yo = [ f(u) du — F(a) = —F(a).

Setzen wir nun = = b, so wird f; f(u)du — F(b) = yo = —F(a), und also

b
/ flu)du = F(b)— F(a) .

Man nimmt den Hauptsatz auch zum Anla8, [ f(z)dz = F(x) + konst. zu schreiben, um
auszudriicken, daf§ F' eine Stammfunktion von f ist.

Ist F' eine Stammfunktion von f, so schreibt man auch
b
[ @y = F@L-, = FO) - Fla).

Beispiel.

(1) Fiir @ € R~{—1} hat f(z) = 2 auf Ry die Stammfunktion F(z) = (a+1) 'z
Z.B.ist [[ Vxde = [[ 2" de = [25* - 4/5)T_ = (794 — 1) - 4/5 ~ 8,3088,
Ist « € Z>, so gilt diese Stammfunktion uneingeschrénkt auf R.
Z.B.ist [* atde = [27/5]2__, = 32/5 — (—1)/5 = 33/5 = 6.6.

Ist « € Z<_5, so gilt diese Stammfunktion separat auf R~y und auf R .
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(4)

ZB. st [atde = [072/(=2));2 5 = (=47 = (=5)7?)/(~2) = —9/800 ~
—0,01125.

Sonderfall. Es hat g(z) = 2~! = 1/z fiir > 0 die Stammfunktion G(x) = In(z).

7.B.ist [Z2~tdz = [In(z)]2_, = In(2) ~ 0,6931.
1 1

T

2.8+

1.6

2.4

1.2

Es ist ¥ auf R eine Stammfunktion von e*.

Z.B.ist [ etdr =[]0, = —e ' =1—1/e~0,6321.

Es ist arctan(x) auf R eine Stammfunktion von (z? 4+ 1)7!; vgl. Aufgabe 38.(2).
Z.B. ist fol(x2 + 1)t dx = [arctan(z)]l_, = m/4 &~ 0,7854.

Es ist arcsin(z) auf (—1,+1) eine Stammfunktion von (1 — 22)7'/2; vgl. §3.2.4.1.

Z.B. ist fj{%(l — )2 de = [.‘:chsin(a:)]i/:{l/2 =7/6— (—7/6) = 7/3 ~ 1,0472.
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6.3 Techniken

6.3.1 Substitution

Sei £ C R offen. Sei f: E— R stetig.

Sei D C R offen. Seien a, b € R mit a < bund [a,b] C D. Sei g : D —» R differenzierbar,
mit ¢’ stetig. Sei g([a,b]) CE.

Lemma (Substitutionsregel). Es ist

g(b) b
w)du = xT "(z)dzx
/g(a) f(u) /af(g( ) o)

Denn ist F(u) eine Stammfunktion von f(u), dann ist nach Kettenregel (F(g(z))) =
F'(g(x))g'(z) = f(g(z))g’'(x), mithin F(g(x)) eine Stammfunktion von f(g(z))g’(x). Wir

erhalten [ f(u) du = F(g(b)) — F(g(a) = [, f(9(x)) - ¢/ (x) da.

Beispiel.

(1) Wir wollen f14 % dx berechnen. Wir setzen g(z) := 1 + 2% Es ist ¢/(z) = 22. Wir
erhalten

Uit de = 1 i dede = GG e)de = gl du
=1/, (1—u*1)du = ffu—In(u)]lZ, = (15 -In(%))) ~ 6,4300 .
(2) Wir wollen [ tan(z) da berechnen fiir v € (—/2, +7/2). Da tan(z) = 22;((9;)) , setzen
wir g(z) := cos(x). Es ist ¢'(z) = —sin(x). Wir erhalten
Jy tan(z) dz = —fovﬁ- (—sin(x)) = —f (L g (zr)der = — lcos(v)%du
- fCOS U /Ii du = [ln(u>]1]:b COS 'U ( ( ))

(3) Seien A € R~ {0} und € R. Wir wollen ff f(Az+ p) dz berechnen unter Verwen-
dung einer Stammfunktion F' von f. Wir setzen g(x) := Az + u. Es ist ¢'(x) = A.
Wir erhalten

L fQz+pde = [) f(g() - A g'(a)dr = [0 fw) - A tdu = HFOAb+p) — FQa+p) .

m

6.3.2 Produktregel

Sei D C R offen. Seien a, b € R mit a < b und [a,b] C D. Sei f D — R stetig. Sei F
eine Stammfunktion von f. Sei g : D — R differenzierbar, mit ¢ stetig.
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Lemma (Produktregel). Es ist

/ f(x)-g(x)de = [F(z)-g(x)]’_, — / F(x)- ¢ (z)dx .

Denn nach der Produktregel aus §3.2.1 ist F(z) g(z) eine Stammfunktion von f(z)g(x) +
F(z) ¢'(z), woraus sich fa (z) g(z) + F(z) ¢'(v)) dz = [F(x) g(z)]’_, ergibt.

Diese Regel nennt man auch partielle Integration.

Beispiel.

=

(1) Es ist folex-xdx = [e*- x|}, —fol e ldr=e—[e*]l, =1

(2) Fir v € Ry ist

[{In(z)dz = [[1-In(z)dz = [z-In(z)]’_; — [[z -2 dz = v-In(v) —v+1.

6.3.3 Partialbruchzerlegung (reell zerfallender Nenner)

Sei m > 1. Seien s; € R fiir ¢ € [1,m] gegeben mit s; # s; fiir 4, j € [1,m] mit ¢ # j.
Sei D:=R~{s1,..., sm}

Seien k; € Z, fiir ¢ € [1,m].

Sei f(z) ein Polynom, dessen Grad kleiner als " | k; ist.

Wir wollen Konstanten a; ; € R so finden, daf§

S

f(l’) - Gy
(x —s1)Fr - (. — s9)F2 -+ (= 8p)m Z (x — 8;)7

=1 j=1

fir alle x € D.

ki, .

Zur Bestimmung der a; ; multipliziere man beide Seiten mit (x — s;) (= 8y und

vergleiche die Koeffizienten. Dies liefert ein lineares Gleichungssystem.

In der Praxis verwendet man iiblicherweise Bezeichnungen A, B, C, ... statt der a;; .
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Beispiel.

(1)

0000
0001
1113
2103
1001

Wir wollen f;’ m dx bestimmen.

Der Ziahler hat nicht kleineren Grad als der Nenner. Also multiplizieren wir
aus, (r — 1)(x + 1) = z* — 1, und fithren eine Polynomdivision durch, welche
2t = (22 — 1)(2* + 1) + 1 liefert. Das gibt

3 3 1
s (r—i—l)(m 5 dr = fz ? + 1) de+ [} g do -

Davon ist f23(x2 +1)de = 2.
Nun suchen wir A, B € R mit
1 1A B

= + ,
(x4+1)(x—1) r+1 z-1
Durchmultiplizieren mit (z — 1)(x 4 1) liefert die Bedingung
!

1 = Alx—-1)+B(zx+1).

Koeffizientenvergleich liefert also die Bedingung (_% %) (g) = ((1)) Wir rechnen
CH) =~ (339 ~ (5335)
Also ist A= —1/2 und B = 1/2. Damit wird
f3 —L _dx = f2 L —5 Iz + 1)+ 35 [In(z — 1),

2 (z+1)(z—1) z+1 x— 1

_ _%.(1n(4)—1n(3))+5-(ln(2)—1n(1)) = 3In(3/2).

4

Insgesamt wird somit f23 i de =2+ 11In(3/2) =~ 7,5361.

(z+1)(z—1)
Wir wollen f2 —dx bestimmen. Dazu suchen wir A, B, C, E, F € R mit
z—1 1 A n B N C EF F
(x+13-22 2+1 (z+1)2 (z+13 2z 22’

Durchmultipliziert liefert das die Bedingung

-1 = A(x* 22° 42+ B(2* +22)+Co* + E (' +32° +-32° +2) + F (2 4+-32° +32+1) .

Koeffizientenvergleich gibt folgendes lineare Gleichungssystem fiir
welches wir sogleich umformen.

VR
TEQe

> c R5X1,

-1 10010 0 100100 10010 0 1000-3—1 10000
3 1 0000 1|—1 010110 01011] 0 0100-2-1 01000
3 0)~|00013 1]|~s[00001-1)~s[00112 0]~s[0010-1-1]|~s[00100
10 011230 000131 0000 1|-1 0001 31 00010
ol 0 01011] 0 00112 0 00013 1 0000 1|-1 00001
Alsoist A= -4, B=-3,C=—-2, E=4und F = —1, und wir erhalten

3

IS —(ngxzdx = f2 x+1 x+12+(x+1)3+ + = )d:c

= [4ln(z+1)+3(z+1)"* +(x+1)* +41In(z) +z712_,
= 4In(9/8) — 67/144 =~ 0,005854 .
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Man beachte noch, daf§ keine der Nullstellen s; des Nenners im Intervall liegen sollte, iiber
das integriert wird.

Die Partialbruchzerlegung mit nicht mehr reell zerfallendem Nenner wird spéter in §11.3
mittels komplexer Zahlen behandelt. Das Beispiel x21+ 1 hierfiir haben wir in §6.2 schon
integriert.

6.4 Uneigentliche Integrale

Seien a, b € R mit a < b gegeben. Sei f : (a,b] — R stetig. Wir setzen
b b
/ f(z)dz = lim [ f(z)dx,
a u—a u

sofern die rechte Seite definiert ist. Diesenfalls sagt man auch, das vorliegende uneigent-
liche Integral konvergiert.

Sei ¢ € R. Sei g : [¢,00) — R stetig. Wir setzen

/ g(x)dx := lim [ g(x)dx,

vV—00 a

sofern die rechte Seite definiert ist. Diesenfalls sagt man auch, das vorliegende uneigent-
liche Integral konvergiert.

Die weiteren Fiélle endlicher oder unendlicher undefinierter Integralgrenzen entsprechend
— wann immer der Integrand an der Grenze selbst nicht definiert ist, ist ein Grenzwert zu

bilden.

Beispiel.
(1) Esist fol 2 dz = limy_ ful 2712 dz = lim,_0[20Y/2]1_, = lim,_,0(2 — 2u'/?) = 2.

10

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 16 1.8 2

x
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(2) Esist [ 272 de = limy o [; @72 d = limyoo[—2 ] = limyoo(—v 1 +1) = 1.

(3) Esist
fooo(l +2)tdr = lim, o fov(l + 23t dx
= lim,_,[arctan(z)]y
= lim,_,(arctan(v) — arctan(0))
= 7w/2—-0
= 7/2.

1.5

arctan(x)

0.5+




Kapitel 7

Wachstumsrate und Elastizitat

7.1 Wachstumsrate

Sei eine differenzierbare (Kapital-)Funktion

K : R — R
t — K(t)

gegeben, die das Kapital K (t) abhéngig von der Zeit ¢ angibt. Sei hierbei K (t) > 0 stets.

Man denke etwa an festangelegtes Kapital.

Es ist auch moglich, einen kleineren Definitionsbereich zu wéhlen, etwa ein Zeitintervall.

Definition. Die Wachstumsrate von K zum Zeitpunkt ¢ € R ist gegeben durch

Die zweite Gleichheit resultiert hierbei aus der Kettenregel.

Beispiel. Seien 250 Euro zu 5% Jahreszins angelegt. Sei die Zeiteinheit 1 Jahr gewéhlt.
Es wird K(t) = 250 - 1,05¢ = 250 - e"12(1:05) Die Wachstumsrate ergibt sich zu

K'(t) 250 -1n(1,05) - etn(1.05)
Reelt) = K(t) 950 - etIn(1,05) = In(1,05) ~ 0,04879 .

Die Wachstumsrate ist bei fester Verzinsung konstant, wofiir wir eben ein Beispiel sahen.

Allgemein mifit die Wachstumsrate den “momentan benétigten Faktor A im Exponenten”,
so man die gegebene Funktion K (t) um einen gewihlten Zeitpunkt mit einer Exponential-
funktion a - e* bestméglich anndhern will.

72
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Beispiel. Seien 250 Euro zu 5% Jahreszins angelegt. Sei die Zeiteinheit 1 Jahr gewéhlt.
Seien jahrlich 10 Euro Kontofithrungsgebiihr fillig, die zwischen den vollen Jahren anteilig
berechnet werde. Es wird

1,05 -1
K(t) =250-1,05" — —1’ BT 10 = 250-1,05" — (1,05" — 1) - 200 = 50 - 1,05" + 200 ;
vgl. 84.1. Also wird
K'(t) 50 - In(1,05) - 1,05¢ 1
Rk(t) = = = In(1,05) - — .
k(1) K(t) 50 - 1,05¢ + 200 n(1,0) 1+4-1,05-¢
R_K(t)

t

Erst als sich geniigend Zinsen und Zinseszinsen angesammelt haben, schlagen die Kon-
togebiihren nicht mehr so zu Buche, was die Wachstumsrate angeht, so daf sich letztere
nach einiger Zeit wieder der Wachstumsrate 0,04879 bei blofler Verzinsung annéhert.

7.2 Elastizitat

7.2.1 Definition Elastizitit

Sei eine auf R zweimal differenzierbare Funktion

gegeben, wobei f(z) > 0 stets.

Definition. Die FElastizitit von f bei x € R+ ist gegeben durch

f'(x)

Ef(l’) =
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Die zweite Gleichheit resultiert hierbei aus der Kettenregel.

Beispiel. Sei zyg > 0. Sei f(z) = (z + x0)® fiir ein o € Ry . Dann wird

fll@)  al@tm)t @
L N

Es(z) =

Bemerkung. Gehort zu x die Einheit A (z.B. Euro/kg), zu f(z) die Einheit B (z.B. kg),
so gehort zu f'(z) die Einheit B/A, also zu E;(z) die Einheit BTéA - A = 1. Die Elastizitét
ist also auch in der Anwendung eine blofle Zahl, ohne Einheit.

7.2.2 (Gewinn maximieren, nachfrageorientiert

Sei f(x) aus §7.2.1 nun die Nachfrage nach einem Produkt in Abhéngigkeit vom Stiick-
gewinn x (auch Gewinnmarge genannt), d.h. von der Differenz von Preis und Kosten pro
Einheit.

Der Gesamtgewinn ergibt sich zu

G(z) = f(x)-z,

sofern die Nachfrage voll befriedigt wird, wovon wir ausgehen wollen.

Diese Variante findet also Anwendung, wenn das Angebot grofler als die Nachfrage ist.

Ublicherweise sinkt die Nachfrage bei steigendem Stiickgewinn.

Lemma. Sei f(z) > 0 fiir v € R>g. Sei f'(z) <0 fiir x € Ry
Sei ferner vorausgesetzt, dal E¢(z) > —2 oder Ef(z) < —1 ist fur z € Rxy.

Sei g € Ry Ist Ef(xg) = —1, so nimmt der Gesamtgewinn beim Stiickgewinn von
ein Maximum G(x¢) = f(zo) - 2o an, bei einer Nachfrage von f(zy) Einheiten.

Genauer, es ist G(xg) > G(z) fiir alle € Rog ~ {z0} .

Das Maximum ist also nicht nur lokal im Sinne von §3.2.3.1 zu verstehen.

Fiir alle € Ry zu verlangen, dafl E¢/(z) > —2 oder Ef(x) < —1 ist, ist dquivalent dazu,
zu verlangen, da8 fiir kein € R+ sowohl Ef/(z) < —2 als auch Ef(x) > —1 ist. Es ist fur
die Anwendung des Lemmas also giinstig, wenn E¢ und E stets nahe beieinanderliegen.

Begrindung. Es ist G'(z) = f'(x)z + f(z) = f(z)(Ef(z) +1). Aus Ef(zo) = —1 folgt also
G'(x9) = 0, so daBl G bei xg eine Flachstelle hat.

Ferner ist G"(z) = f"(x)x + 2f'(z) = f'(z)(Ep(z) + 2). Da stets Ey/(x) > —2 oder
Ef(xz) < —1, ist an jeder Stelle G”(x) < 0 oder G’'(x) < 0. Somit ist G’(x) streng monoton
fallend, solange G’(xz) > 0 und um zp. Sobald G’(x) zum ersten Mal in den negativen
Bereich lduft, kann es diesen nicht mehr verlassen, da es diesenfalls eine Stelle mit sowohl
G'(z) > 0 als auch G"(z) > 0 gibe. Also ist G'(x) > 0 fiir < xo und G'(x) < 0 fiir
x> xg. Es folgt G(z) < G(xg) fir z < xp und G(z) < G(xp) fiir x > zg; vgl. §3.2.2.
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Beispiel. Sei f(z) = 100-0,94*. Wir haben f(z) > 0 stets.
Ferner ist f'(z) = 100 - In(0,94) - 0,94* < 0 stets, da In(0,94) ~ —0,062.
Die Elastizitédt von f ergibt sich zu

f(x) 100 - In(0,94) - 0,94
== - r = .
f(z) 100 - 0,047

Ef(x) x=1n(0,94) -z .

Die Elastizitat von f’ ergibt sich zu

~f"(x) 100 (In(0,94))? - 0,94

Es(z) -2z =1n(0,94) - x .

Da diese beiden Elastizitdten zufillig iibereinstimmen, ist nie Ep(z) < —2 und
Ef(z) > —1, und also stets Ey/(x) > —2 oder E¢(z) < —1.

Aus der Bedingung E¢(zg) = In(0,94) - g = —1 erhalten wir 2 = —1/1n(0,94) ~ 16,1615.
Der maximale Gesamtgewinn ist also bei einem Stiickgewinn von 16,1615 erzielbar und
betrigt G(zo) = 100 - 0,947/ . (_1/1n(0,94)) ~ 594,55, bei einer Nachfrage von
f(zg) =100 - 0,941/ (099 ~ 36 7879,

600 -
500 - /
400 /

G(x) 300+
200

|
100 |

7.2.3 Gewinn maximieren, angebotsorientiert

Sei f(z) aus §7.2.1 nun der Stiickgewinn eines Produkts in Abhéngigkeit vom Angebot x.
Der Gesamtgewinn ergibt sich zu

G(z) = f(x)-,

sofern das Angebot voll abgesetzt werden kann, wovon wir ausgehen wollen.

Diese Variante findet also Anwendung, wenn die Nachfrage grofler als das Angebot ist.

Ublicherweise sinkt der Stiickgewinn bei steigendem Angebot.
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Das Problem ist nun aus mathematischer Sicht dasselbe wie in §7.2.2, sodafl wir wieder
folgendes erhalten.

Lemma. Sei f(z) > 0 fiir z € Roq. Sei f'(z) <0 fiir x € Ry
Sei ferner vorausgesetzt, dafl Ey(z) > —2 oder Ef(z) < —1 ist fir x € Ryy.

Sei zg € Rsg. Ist Ef(zg) = —1, so nimmt der Gesamtgewinn beim Angebot von
Einheiten ein Maximum G(zo) = f(x¢) - ©o an, bei einem Stiickgewinn von f(zo).

In anderen Worten, es ist G(zg) > G(xz) fiir alle x € Rxo \ {20} .



Kapitel 8

Taylorentwicklung

8.1 Taylor in einer Variablen

Sei D C R eine offenes Intervall. Sei die Funktion f : D — R beliebig oft differenzierbar.
Thre k-te Ableitung werde auch mit f*)(x) bezeichnet; also z.B. f®(z) = f"(z).
Satz (Taylor). Sei zp € D. Sei n > 0. Fiir x € D ist
Taylorpolynom von Ordnung n Restglied
= (Sioo & O o) —20)*) 50 [ SO (@) — 1)
= f(mo) + f'(w0)(x — o) + L ["(wo) (@ — x0)? + -+ 4+ L [V () (z — xo)’i—k\ni! f;o FOE () (2 — ) dt .

-~

~
Taylorpolynom von Ordnung n Restglied

Man spricht von der Taylorentwicklung von f(x) um z von Ordnung n.

Die Entwicklung ohne das Restglied heifit auch Taylorpolynom von f(z) um xy von Ord-
nung n, vgl. oben.

Das Restglied ist fiir  nahe bei z( als klein im Vergleich zu den anderen Summanden zu
denken.

Wenn fiir ein gegebenes z € D die Folge (2 f{:o fO () (z — t)" dt)n>0 der Restglieder
gegen 0 konvergiert, dann ist

flz) = Y200 1/ (o) (x — mo)* .

Diesenfalls spricht man schlicht von der Taylorentwicklung von f(z) um xq .

Begriindung fir die Taylorentwicklung (mit Restglied). Die Produktregel der Integration

7
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aus §6.3.2, mehrfach angewandt, gibt

f(@)
= [flzo)+ [, f'(t)-1dt
= flzo) + [/ (O — 2)]izs, — [, f'() - (¢ —x)dt
= flxo) + f'(t)(x — z0) — f '@t (t—x)dt
= flzo) + f'(t)( —zo) — [f"(t) - %(t ) iy + [y, F(8) - 5(t — ) dt
= f(wo) + ['(t)(x — o) + ["(w0) - 3(x — w0)* + [ f(t) - 5(t —x)*dt
= f(xo) + f(t)(x — wo) + [ (w0) - 5(zx — w0)® + [ () - 5(t — x)? ]t w0~ Sy f(4)( t)- l(t—x)gdt
= fwo) + ['(t)(x — o) + [ (w0) - (& — @0)® + [ (w0) - g (& — w0)* — [ fO(t) - §(t —x)dt

Bemerkung. Manchmal verwendet man in der Situation des Satzes von Taylor fiir die
Taylorentwicklung auch das alternative Restglied in

alternatives Restglied
7\

F@) = (S 2 (@0)(@ — 20)) + gy S (0 + s(z — 20))(w — o)™

mit einem s € [0, 1], welches von zy, f und = abhéngt.

Beispiel.
(1) Sei D = R. Sei f(z) = (z + 1)3. Wir wollen die Taylorentwicklung von f(x) um

o = 0 in dritter Ordnung betrachten, also n = 3 setzen.

Es ist f®(x) = 0, also verschwindet das Restglied.

Wir erhalten

(0418 = flro) + fx0)(x — o) + L (@0) (@ — 20)? + & 1" (o) (& — 20’

= (0+1)*+30+1)*(z —0) 4 5 6(0+1)(x — 0)* 4 5 6(x — 0)?
= 143z + 322+ 22,

wie man auch aus der binomischen Formel erkennt.

So kann man einsehen, daf§ der Satz von Taylor eine “auf beliebige Funktionen verall-
gemeinerte binomische Formel” ist.

(2) Sei D = R. Sei f(z) = e*. BEs ist f(x) = e® fiir n > 0. Taylorentwicklung um
o = 0 in n-ter Ordnung gibt
o = (Ciomf® (xo)(x - 930)'“) + % f;; f("“)( )(z —t)"dt
= (Cioomel@—0)) + f tdt
= (Cioom®") i fyefl@—1)" dt :
Fiir das Restglied gilt, daf3

§6.2
L [et(x —t)ndt] < L |o| maxye; o y0) et — )" < & 2] - el 22
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wobei das Maximum {iber einen etwas grofleren Bereich als nétig genommen wurde.
Dies zeigt, dafi das Restglied gegen 0 konvergiert fiir n — oo. Also ist

= Yicom2"
fiir x € R. Wir haben also die Definition von e” zuriickerhalten; vgl. §2.3.3.

Wir zeichnen zum Graph von e” die Graphen der Taylorpolynome in erster, zweiter
und dritter Ordnung ein, d.h. von 1+ 2z, von 1+ 2z + % z? und von 14z + % %+ % x3.

—2

Sei D = R. Sei f(x) = sin(z). Sei z¢ = 0.

Es ist f®%(2) = (=1)*sin(z) und f&**Y(z) = (~1)¥cos(x) fiir k& > 0. Insbeson-
dere ist f%(zg) = (=1)¥sin(0) = 0 und fE+V(z0) = (=1)¥cos(0) = (—1)*. Bei
Taylorentwicklung um zy = 0 in (2n + 1)-ter Ordnung verbleibt also

sin(z) = (ZZZO mf(%ﬂ)(xo)(x — x0)2k+1) + (2n}|—l)! f; fen+2) (t)(z — t)2+1 dt
n —1)k _ .
- <Zk:0 (ék+)1)! x%H) + ((2n+1 [ fo sin(t)(x — t)***1dt .

Fiir das Restglied gilt, daf3

+
22:1)! fo sin(t) (v — ¢)*"+! dt|

< —<2n+1 i || - maxie(— o), 410 | sin(t)(z — ¢)
<

|2x|2n+1 ,

2n+1 ’

(2n+1 el

wobei das Maximum iiber einen etwas gréfferen Bereich als nétig genommen wurde.
Dies zeigt, dafi das Restglied gegen 0 konvergiert fiir n — oo. Also ist

3 ( 1)k 2k+1 _ ozt 3 z® z7 _ x3 x5 7
sin(z) = Yo mEmt S o E TR owE =Tt % tim o swm o

5040
fir x € R.

8

®
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Der rechten Seite ist die Periodizitéit sin(a 4+ 27) = sin(z) nicht mehr ohne weiteres
anzusehen.

Wir zeichnen zum Graph von sin(x) die Graphen der Taylorpolynome in erster,

dritter und fiinfter Ordnung ein, d.h. von 2, von « — ¢ 2* und von z — % + 35 2.

34

&Ny T ® 9 T e 4

—3-

Die Taylorentwicklung des Cosinus in zg = 0 betrachten wir in Aufgabe 107.

8.2 Newtonverfahren

Sei D C R ein offenes Intervall. Sei f : D —» R eine beliebig oft differenzierbare Funktion,
insbesondere also stetige Funktion; vgl. §3.2.1.

Seien a, b € D mit a < b, f(a) < 0 und f(b) > 0. Sei f'(z) > 0 und f"(z) > 0 fiir
x € [a,b].

Insbesondere ist f([a,b]) ein Intervall; vgl. §2.4.2. Wegen f(a) < 0 und f(b) > 0 folgt,
daB 0 € f([a,b]), d.h. f(x) hat eine Nullstelle in [a,b]. Da f'(z) > 0 fur z € [a,b], ist f
dort streng monoton wachsend; vgl. §3.2.2. Also hat f(x) genau eine Nullstelle in [a, b].

Wir wollen diese Nullstelle von f(x) in [a, b] rechnerisch annéhern.

Setze x1 := b. Wir ndhern f(x) durch seine Taylorpolynom in z; in erster Ordnung an,
f(z) = f(x1) + f'(x1)(z — x1). Die Nullstelle x5 dieser Geraden wollen wir als Nédherung
fiir die Nullstelle von f(x) verwenden. Aus

Fl@n) + f/() (s — 11) = 0

erhalten wir

o f@)
)

Ty —
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Wir setzen so fort und definieren schrittweise eine Folge (x,,),>1 mit, wie gesagt, x; := b

und fe)
T
et T T )

firn > 1.
Lemma. Die so definierte Folge (z,),>1 konvergiert.
Setzen wir £ := lim,, ,, , , so ist f(§) = 0.

Die Konvergenz ist also unter den oben gemachten Voraussetzungen garantiert. Fiir die
Konvergenzgeschwindigkeit hilft manchmal noch folgende a-priori-Abschétzung: fiir n > 1
ist

o =€ < (b= a)”"" - (3 maxpeqap [ ()
Um diese Abschitzung verwenden zu kénnen, sollte man b — a hinreichend klein wéhlen.

Folgendes Schaubild zeigt die ersten beiden Schritte des Verfahrens.

f(@)

a 3

L/ 3 Zo r1=0b x

Es gibt noch Varianten fiir monoton fallende Funktionen etc.

Beispiel. Wir wollen v/2 niherungsweise bestimmen. Sei D = R Sei f(z) = 2% — 2.

Damit die garantierte Konvergenzgeschwindigkeit greift, sollte man a bereits nahe an b
wéhlen, d.h. die Nullstelle schon vor dem ersten Schritt etwas eingrenzen. Sei also a = 1,4
und b = 1,5.

Esist f(a) = —0,04 < 0und f(b) =0,25 > 0.
Es ist f'(z) = 2z und f"(z) = 2. Beide sind positiv fiir « € [a,b] = [1,4,1,5].
Es soll nun also die Nullstelle ¢ = /2 angenihert werden.

Wir erhalten
ry = 1,5
T 1,416
T3 = 1,4142156862745

1.

8 K

(V) —
[
=
—~
8 K

o
~ T
]
S
o
o —
Q|
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Es ist § max,epy |f/(2)| = 1. Also ist uns garantiert, daf

71 —v2| < (b—a)? 1270 = 107!
o — V2| < (b—a)” 12771 = 1072
lzs —v2| < (b—a)® " 12771 = 107*
lzs —v2| < (b—a)* 12770 = 1078

Tatsichlich ist, wie man mit dem bekannten Wert von /2 im nachhinein feststellt,

lz1 — V2| ~ 8579-1072 < 107!
lzg — V2| =~ 2453-107% < 1072
lrs — V2| ~ 2,124-107¢ < 1074
lzg — V2| ~ 1,595-1072 < 10°%®

8.3 Der Gradient und die Hessematrix

Seim > 1.
Wir erinnern an die abkiirzende Schreibweise z := (x1,...,2,,) € R™; vgl. §2.4.1.

Sei D C R™ eine offene Teilmenge. Sei f : D — R, x+— f(z) eine beliebig oft partiell
differenzierbare Funktion; vgl. §3.3.1.

8.3.1 Der Gradient

Definition. Der Gradient von f in x € D ist gegeben durch

Der Buchstabe V spricht sich “nabla”.

Vgl. Beispiel in §5.2.2.

Beispiel. Sei m = 3. Sei D = R?. Sei f(z) = f(x1,22,23) = 23 + 1123 + x17273 . Es ist

fasl (z) 31§+x§+m2x3 1
vf(i) = Vf(ljl y L2 ax3> = | fexl®) | = < 2z 172 +T1703 > e R,
fwg(@) 122

Beispiel. Ist m = 2, und verwenden wir die Variablenbezeichnungen = und y anstelle von

) »(x, kurz z
zy und x5, s0 ist Vi(z,y) = (2&3) - (};)



83

8.3.2 Die Hessematrix

Definition. Die Hessematriz von f in x € D ist gegeben durch

lezl(z) lez2(z) fIlzm( )
Hf(l’) = 221 222 2 i

Fomer @) fomag @) oo fomom (@)

Nach dem Lemma von Schwarz ist Hy(z) = Hy(x)"; vel. §3.3.1, §5.1. Man sagt auch, die
Hessematrix ist symmetrisch.

Beispiel. Sei m = 3. Sei D = R3. Sei wieder f(z) = f(x1,22,%3) = 2% + 2125 + 217273 .
Es ist

fxlxl (@) fxlxz(g) faclxg( ) 6x1 2xo+x3 o

Hf(z) = Hf<371,l’27373) = <f12z1(x)fzzzz(x)fzzzs(z)> = (2962+$3 2z 301) .

fzg,zl (@) fzSZQ (@) fzg,zs( ) T2 T1 0
Wir sehen, daf in der Tat Hy(z) = Hy(z)" ist.

Beispiel. Ist m = 2, und verwenden wir die Variablenbezeichnungen = und y anstelle von
Jaa(®,y) f:cy(fvy)> kgz (facx f-m;)

x1 und xo, so ist Hy(z,y) = (fyz(x,y) ) P

8.4 Taylor in mehreren Variablen (in erster und zwei-
ter Ordnung)

Sei D C R™ eine offene Teilmenge. Sei € D.
Sei f: D— R, z+— f(z) eine beliebig oft partiell differenzierbare Funktion.

Fiir x € R™ schreiben wir
[,2] == {2 +s(x—2):s€[0,1]} € R"

fiir die Strecke von Z nach x.

Wir betrachten nur die Taylorentwicklungen um 2 in erster und zweiter Ordnung.

Lemma (Taylorentwicklung in erster Ordnung). Fiir z € D mit [z,z] C D ist

Taylorpolynom Restglied
N 7\

fl) ="F@) + (@ — 1) V(@) + 3@ — &) Hp(@ + s(z — 2)) - (2 — 2)F

mit einem s € [0, 1], welches von Z, f und x abhéngt. Das Restglied ist fiir  nahe bei &
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als klein im Vergleich zu den anderen Summanden zu denken.

Lemma (Taylorentwicklung in zweiter Ordnung). Fiir z € D mit [Z,z] C D ist

fla) = f(@)+(@—2)- Vi(@) + Al(:c—ﬁ;)-Hf@) (z— )
\%El 12] 1Zk 1fzz]mk<$+5($—i’))<l‘ — T

Rest ghed

i)z — ;) (xk — xk)/

mit einem s € [0, 1], welches von Z, f und x abhingt. Das Restglied ist fiir  nahe bei &
als klein im Vergleich zu den anderen Summanden zu denken.

Im Falle m = 1 spezialisiert dies zur Taylorentwicklung erster bzw. zweiter Ordnung aus
§8.1 mit dem alternativen Restglied.

Skizze zur Bedingung [z, z] C D. Der Rand gehore dabei nicht zu D.

)

&>
18

Beispiel. Sei m = 2. Wir verwenden wir die Variablenbezeichnungen x und y anstelle
von r; und x5, und xy und ¥y, anstelle von £; und 2, .

Ferner kiirzen wir & := x4+ s(x —x) und 19 := yo+s(y —yo) ab, fiir ein jeweils geeignetes
s €[0,1].
Als Taylorentwicklung erster Ordnung um (xg,yo) erhalten wir so

Taylorpolynom Restglied

. P Jz(20,y0) \ rl o faz(0:m0) fay(€0sm0) z—20 \
f(l", y) = f(ﬂfo >?JO) + ( o yo) (fy(l‘myo)) T2 ( oY yo) <fyz(fo,770) fyZ(&WO)) <y—yo>

Taylorpolynom
= ,rf(fﬂo ,Y0) + (2 — 20) fo(20 , ¥0) + (¥ — yo) fy(xo 7y03
+5(2 = 20)* faz (€0, 70) + (2 = 20)(y = Y0) fay (0 70) + 5(U = 10)* Fy (€0, 70) -

~
Restglied

Als Taylorentwicklung zweiter Ordnung um (zg,yo) erhalten wir

f(z,y)
= f(% 2 Y0) + (2 — 20) f2(20 , ¥0) + (¥ — yo) fy(z0 , o) } Taylorpolynom
(x — Zo Qfmm(xo ) yo) + (I - xo)(y - yo)fzy(xo 7y0) + %(?J - yo)nyy(Io ,?Jo)

)
(l’ - xO) fa:mf(£0 7770) (l’ - LL’o) (y - yo)fmy(fo ) 770) } Restglied
(x —20)(y — ?Jo) fmyy<€077]0) g(y - yo)gfyyy(foano) .
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Beispiel. Sei D = R2. Sei f(x,y) = e*™%.
Wir wollen Taylorentwicklungen um (¢, yo) := (0,0) berechnen.

Es wird f,(z,y) = "™, f,(z,y) = 26", fo.(z,y) = e, fo,(z,y) = 2" und
Ju(,y) = 4€"72Y. Fiir das Restglied der Entwicklung in zweiter Ordnung brauchen wir
N0Ch fowa(7,y) = Y, fouy(x,y) = 26", foy,(2,y) = 46" und f,y,(7,y) = 8e* 2.

Als Taylorentwicklung erster Ordnung um (0,0) erhalten wir mit s € [0, 1] geeignet und
0 := sz und ng := sy

et = £(0,0) + 2 f2(0,0) + £, (0,0) + 522 far (€0, M0) + 2y fay (0. 10) + 542 Fyy (€0, 0)

A - g
Vv Vv
Taylorpolynom Restglied
1
= l4a+2y+ (32?4 20y + 2¢?) - 5@
w_/ (. ~ >
Taylorpolynom Restglied

Als Taylorentwicklung zweiter Ordnung um (0, 0) erhalten wir mit s € [0, 1] geeignet und
& i=sx und 1y 1= sy

e* = £(0,0) + 2£,(0,0) + yf,(0,0)
+322 £20(0,0) + 2y £y (0,0) + 252 £,,(0,0)
+\%x3.fxacx(£0 7770) + %$2yfx:ty(£0 7770) + %xy2fxyy(§0 7770) + %y3fyyy(€0 ! 170)/
Rest‘glied

= l4z+2y+ 22+ 22y + 202 + (3 2% + 2%y + 20y + 3 4%) - 52

J/

} Taylorpolynom

Vv Vv
Taylorpolynom Restglied

Insbesondere ist also €% ~ 14z + 2y + 2% + 22y + 2y in der Nihe von (z,y) = (0,0).

Man vergleiche auch mit e*t2¥ =1+ (z + 2y) + 5 (z +2y)? + 5 (x +2y)3 +---.



Kapitel 9

Mehr iiber Matrizen

9.1 Determinanten

Algorithmus (und Definition). Sei n > 1.
Sei A € R™" eine Matrix von quadratischer Gestalt.
Wir wollen die Determinante von A, geschrieben det A, definieren und berechnen.

Hierzu bringen die Matrix A auf Zeilenstufenform; vgl. §5.3. Wird dabei bei einem Saube-
rungsschritt eine Zeile durch einen Faktor dividiert, um in der operierenden Zeile an
vorderer Stelle eine 1 zu bekommen, so notieren wir uns diesen Faktor. Beim Hinauf- oder
Hinuntertauschen einer Zeile um k Zeilen notieren wir uns den Faktor (—1)F.

Falls die Zeilenstufenform von A gleich E,, ist, so ist det A das Produkt dieser notierten
Faktoren.

Falls die Zeilenstufenform eine Nullzeile enthélt, so ist det A = 0.

Beachte, dafl beim ersten Auftreten einer Nullzeile wiahrend der Umformung die Rechnung
mit dem Ergebnis det A = 0 abgebrochen werden kann, da im weiteren Verlauf diese
Nullzeile erhalten bliebe.

222

Beispiel. Sei A = ( 522 € R¥*. Wir formen um. Auf die Pfeile schreiben wir uns
223

n

jeweils die zu notierenden Faktoren.

223 1113/ 111 3/2 Lo/l 11 3/2 10 1 52
2 2 2 (322 oy (0-1-1-52) D foo1 0 L1y . (o1 0 “1
32 232 01 0 -1 0—1-1-5/2 0 0-1-7/2
23 223 00 1 -1 00 1 -1 00 1 -1

0

0

0

1

2223
Also ist det A = det(g 33 %) =2 (=Dt (=1)-(-9/2) = —9.
2232
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3—-1 233 1 1-103/2 1 1-10 3/2 1 1-10 3/2

2 2-203\ (-2 [3-1 233 0-4 53-3/2\ (-1)23 (0 1 20

4 3 213 ~ 4 3 21 3 ~ 0-1 61 =3 ~ 0-4 5 3-3/2

2 5 403 2 5 40 3 0 3 60 0 0-1 61 =3

2 2 313 2 2 31 3 0 0 51 0 0 0 51 0
10-30 3/2 10-3 0 3/2 100 3/5 3/2 100 3/5 3/2
01 20 0 01 2 0 0 010-2/5 0\ (—1)l(=3/5 [010-2/5

~ 00133—3 00 11/5 0 ~ 001 1/5 0 001 1/5 0
00 81 0013 3-3/2 000 2/5-3/2 000 1 5
00 51 7% 00 8 1 -3 000-3/5 -3 000 2/5-3/2
1000-3/2 10000
0100 2 — 01000

~ 0010 -1 'V\-> 00100 .
0001 5 00010
0000-7/2 00001

Somit wird det A = (—1)1 -2+ (—1)2-3- (=1)% -5 (=1)' - (=3/5) - (~7/2) = 63.

Spéater werden wir das Herausziehen der Faktoren und das Séubern der entsprechenden
Spalte wieder in einem Schritt vollziehen.

101
Beispiel. Sei A = (5 1 5) Wir formen um.

Also ist det A = 0.

Bemerkung.

(1) Esist det(o11) =0y ;.
Es ist det(gé Lo ;) =102 — Q2027 .

Es ist

Q1,1 01,2 01,3
det (ggi gg; ggg) = 1] Qo2 33+ 2 Qo33 1+ 3021 Q32— 1 Qg3 32— 2 Qg1 (33— 3 (Vg2 (V31

(genannt Regel von Sarrus).
Hierbei sei o; ; € R fiir ¢, j € {1,2,3}.

Die Regel im Fall 2 x 2 ist fast immer niitzlich, die im Fall 3 x 3 zuweilen.

(2) Seien k, £ > 1. Sei S € R¥* sei T € R¥ und sei U € R, Es ist

det (%) = (detS) - (detU) .

) = det(32) det(7) = (1-1—-2-3)-7 = —35.

Dies kann man auch iterieren.

12
So z.B. ist det<31
00

~NUtw
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Ein paar Begriffe. Die (Haupt-) Diagonale einer Matrix A = («; ;);; € R™", wobei
n = 1, besteht aus den Eintrdgen oy, ..., o, . Eine obere Dreiecksmatriz hat
unterhalb der Diagonalen nur Nulleintrige. Eine untere Dreiecksmatrixz hat oberhalb
der Diagonalen nur Nulleintrédge. Fine Diagonalmatriz hat aulerhalb der Diagonalen
nur Nulleintrége.

Iteration obengenannter Tatsache liefert nun z.B., dafl die Determinante einer oberen
Dreiecksmatrix gleich dem Produkt der Diagonaleintrige ist. Z.B. ist det(égg) =
3-2.7=42.

Insbesondere ist die Determinante einer Diagonalmatrix gleich dem Produkt der
Diagonaleintréige. Z.B. ist det<§§§> =3-2-7=42

Sein > 1.

(a) Sei A € R™™. Es ist det A = det(A").
Insbesondere gilt alles in (2) Gesagte auch in der transponierten Version.
(b) Esist detE, = 1.
(c) Esist det(A- B) = (det A) - (det B) fiir A, B € R"*".
Sein > 1.8 1 < i< n Sel(x1,...,%1,%i41,-..,2,) ein Tupel von n — 1
Vektoren aus R"*!. Seien A\, u € R. Seien y, z € R™.
Sei Y € R™" die Matrix mit dem Spaltentupel

(T1 e T Yy Tt s e e ey Tp) -
Sei Z € R™" die Matrix mit dem Spaltentupel

(X1 e Tyt 2y X1 e ey Ty
Sei A € R™" die Matrix mit dem Spaltentupel

(X1, T, AY + U2, Ty e, X))
Dann ist
det A = Adet(Y) + pdet(Z2) .
Kurz, man kann Linearkombinationen, insbesondere also Faktoren, aus jeder Spalte
einzeln herausziehen.

Dank (3.a) gilt entsprechendes fiir die Zeilen.

Sein>1.Sei A € R,

Es ist das Tupel der Spalten von A genau dann linear abhéngig, wenn det A = 0.
Insbesondere ist det A = 0, falls A wenigstens eine Nullspalte enthélt.

Es ist das Tupel der Zeilen von A genau dann linear abhéngig, wenn det A = 0.

Insbesondere ist det A = 0, falls A wenigstens eine Nullzeile enthélt.
Vel. §5.4.2.
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(6) Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile éndert den Wert der
Determinante nicht.

Addition eines Vielfachen einer Spalte zu einer anderen Spalte &ndert den Wert der
Determinante nicht.

Vertauschen von zwei Zeilen andert das Vorzeichen der Determinante.
Vertauschen von zwei Spalten dndert das Vorzeichen der Determinante.

Multiplikation einer Zeile mit einem Faktor A € R multipliziert auch den Wert der
Determinante mit diesem Faktor \; vgl. (4).

Multiplikation einer Spalte mit einem Faktor A € R multipliziert auch den Wert der
Determinante mit diesem Faktor \; vgl. (4).

In anderen Worten, ein Schritt im Algorithmus der Form % #indert die Determinante

um den Faktor p~!; ein Schritt der Form ~ #ndert die Determinante nicht; wobei

u e R~ {0}

Beschreiben wir noch kurz die Laplace-Entwicklung.

Sein > 2. Sei A= (v ;)i; € R"*".

Firl < k, £ <nsel Ay € R(—Dx(n=1) §ie Matrix, die aus A durch Streichen der
k-ten Zeile und der ¢-ten Spalte entsteht.

Wihlen wir ein 1 < k < n, dann wird

n

det A = Z(—l)k“ak,g - det(Ag.e) (Laplace-Entwicklung nach der k-ten Zeile)
=1

Wihlen wir ein 1 < ¢ < n, dann wird

n

det A = Z(—l)lﬁ'eau -det(Ag.¢) (Laplace-Entwicklung nach der ¢-ten Spalte)
k=1

Sowie die Leibniz-Formel, welche man aus einer iterierten Anwendung der Laplace-
Entwicklung gewinnen kann.

Sein>1.Sei A= (Oé@j)@j e R™*™,

Sei S,, die Menge aller Bijektionen der Menge M(n) := {1,2,...,n} in sich.
Fir o0 €8S, sei f, die Anzahl der Elemente in {(i,j) € M(n) x M(n) :
i< jund o(i) > o(j) }. Sei das Signum von o definiert durch sign(o) := (—1)/=. Die
Leibniz-Formel besagt nun, daf}

det(4) = Z sign(o) a16(1) 2,0(2) *** Uno(n)

c€ES,

ist. Fiir n = 2 wird dies zu det(4) = a11 @22 — a1 2021. Fir n = 3 wird dies zur
Regel von Sarrus. Vegl. (1).

Fiir n = 4 erhalten wir eine vorzeichenbehaftete Summe aus 24 Produkten aus je 4
Faktoren (und nicht eine alternierende Summe von 8 Produkten, wie schon mancher
in falscher Verallgemeinerung der Regel von Sarrus gedacht hat).

Fiir n > 4 wiirde die Anwendung dieser Formel zu einem erheblichen Rechenaufwand
fiihren.
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Beispiel.

3
2
3

WwWwH—
=N N

Wir wollen die Determinante von A := ( ) auf verschiedene Weisen berechnen.

e Nach Definition wird

132 1 3 2\ (-7 10 2/7\ (-11/7) /100
322 ) ~» [(0-7-4 ~ 01 4/7 > 010
331 0—6—-5 00-11/7 001/’

und also det A = (=7) - (—11/7) = 11.
e Mit Sarrus wird

132
det(%g%) — 1.2.143-2.342-3.3-1.2.3-3.3.1-2.2.3 = 38—27 = 11.
o Wir konnen auch Methoden mischen. Z.B. wird

132\ B©) (13 2\ BO) s BD
et (333) "L det (31 -1) PL det(1)-det(57E) "L 1-(-1)(-5)~(~4)(~6)) = 35-21

Dank Bemerkung, (3.a) kann man auch tricksen und zur Berechnung der Determinan-
te abwechselnd Zeilen- und Spaltenumformungen durchfithren. Wer sich dabei nicht
wirklich sicher ist, was er da tut, sollte damit vorsichtig sein.

9.2 Definitheit

Sein>1.

Definition. Eine Matrix A = (o ;);; € R™*" heile symmetrisch, falls A = A"
In anderen Worten, es ist A symmetrisch genau dann, wenn «; ; = o, fiir alle ¢, j € [1,n].

Vel. §5.1, §8.3.2.

Definition. Sei eine symmetrische Matrix A € R"*" gegeben.
Es heifie A positiv definit, falls ' Az > 0 fiir alle x € R™* \ {0}.
Es heifie A negativ definit, falls 2* Az < 0 fiir alle z € R™! . {0}.

Beispiel.
(1) Esist (57) positiv definit, da
(&) (3 () =28+& >0

fiir (¢£) € R {(0)}-
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(2) Esist (77 _3) negativ definit, da

(6&) (_:1)) —é) (g) = =36 — 38 +24& = —3(& — %52)2 - %fg <0

fir (&) € R¥ \ {(§)}, wofiir wir hier einmal den Trick der quadratischen
Ergénzung verwandt haben.

st _[1]) weder positiv noch negativ definit, da auf der einen Seite
(10) ((1)_[1)) ((1)) = 1, auf der anderen Seite aber (01) (é_?) (?) = —1 ist.

Bemerkung. Sei A = (q;;);; € R"™" eine symmetrische Matrix.

(1) Esist A genau dann positiv definit, wenn —A negativ definit ist.

(2) Gibt es ein 1 < ¢ < n mit o;; <0, dann ist A nicht positiv definit.

Vorsicht, die Umkehrung gilt nicht. Z.B. ist (%%) wegen (1-1) (%%) (_%) = —2 nicht
positiv definit. Aber die Hauptdiagonaleintriage sind alle positiv.

Gibt es ein 1 <7 < n mit a;; > 0, dann ist A nicht negativ definit.

Vorsicht, die Umkehrung gilt nicht. Z.B. ist (:% :?) wegen (1-1) (Z% :%) (,}) =2
nicht negativ definit. Aber die Hauptdiagonaleintriage sind alle negativ.

Ist insbesondere ein Hauptdiagonaleintrag von A gleich 0, so ist A weder positiv
noch negativ definit.

Zu (1). Es ist 2'(—A)z = —2° Az < 0 genau dann, wenn z* Az > 0 fiir z € R"*1.

Zu (2), positive Definitheit. Ist o; ; < 0, dann ist et Ae; = a; ; < 0 nicht positiv; vgl. §5.4.2.

Definition. Sei A = (o ;);; € R™™ eine symmetrische Matrix.

Sei 1 < k < n. Der k-te Hauptminor von A ist definiert als

My (A) = det< Y ) .

Ak 1 -« Ak k

111
Beispiel. Die Hauptminoren von A := (%%%) sind

M(A) = det(1) = 1
My(A) = det(75) = 1
My(A) = det(ﬁi) .
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Satz (Hauptminorenkriterium).

Sei A = (v ;)i; € R™™ eine symmetrische Matrix.

(1) Esist A positiv definit genau dann, wenn M (A) > 0 fiir 1 < k < n.

Es ist also A genau dann positiv definit, wenn alle Hauptminoren von A positiv
sind.

(2) Es ist A negativ definit genau dann, wenn (—1)% - My (A) > 0 fiir 1 < k < n.

Es ist also A genau dann negativ definit, wenn die Hauptminoren von A abwech-
selndes Vorzeichen haben, angefangen mit M;(A4) < 0.

Beispiel.
111
(1) Es ist A := (%%%) positiv definit, da M;(A) = 1 > 0, Ma(A) = 1 > 0 und
M3(A) = 2 > 0 sind; vgl. vorstehendes Beispiel.

(2) Esist B := (75_3) negativ definit, da M;(B) = det(-3) = —3 < 0 und My(B) =
det(75_3) = (=3)-(=2) —2-2=2> 0 sind.



Kapitel 10

Extremstellen von Funktionen
mehrerer Veranderlicher

10.1 Lokale Extremstellen in mehreren Variablen,
ohne Nebenbedingungen

Sei n S Z;l.

Den Fall von n = 1 Variablen haben wir schon in §3.2.3.2 betrachtet, den Fall von n = 2
Variablen in §3.4.

Sei D C R" offen.
Sei f: D—R gegeben mit f,., : D — R existent und stetig fir 1 < 7, 7 < n.

Wir erinnern fiir x € D an den Begriff der lokalen Maximal-, Minimal- und Extremstelle
von f aus §3.2.3.1.

Wir erinnern an die Begriffe des Gradienten Vi (z) = (f,(2))1<i<n € R™! und der Hesse-
matrix Hy(2) = (fr,e,(2))1<i,j<n € R™" aus §8.3; und daran, daf letztere symmetrisch
ist.
Definition. Es heifit 2 € D eine Flachstelle von f, falls V¢(Z) = 0 ist.
Bemerkung. Ist 2 € D eine lokale Extremstelle von f, so ist & eine Flachstelle von f.
Lemma. Sei 2 € D mit V;(Z) = 0 gegeben. Sei also & eine Flachstelle von f.

(1) Ist Hy(Z) negativ definit, so ist Z eine lokale Maximalstelle von f.

(2) Ist Hy(Z) positiv definit, so ist Z eine lokale Minimalstelle von f.

93
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(3) Ist Hf(Z) weder positiv noch negativ definit, und ist det H¢(Z) # 0, dann ist Z keine
lokale Extremstelle von f, sondern eine Sattelstelle.

Ist det Hf(2) = 0, so machen wir keine Aussage iiber das Vorliegen einer lokalen Extrem-
stelle.

Man vergleiche mit dem Lemma aus §3.4 und dem Hauptminorenkriterium aus §9.2; siehe
auch Losung zu Aufgabe 126.

Begriindung zu (1). Um & kénnen wir f durch das Taylorpolynom in zweiter Ordnung um &
annahern,

fl@) = f@) +(2—2) V(@) +3(2—2) Hy(2) (- 2)" = f(@)+3(2—2) Hy @) (- 2)";

vgl. §8.4. Fiir das lokale Verhalten geniigt die Betrachtung dieses Taylorpolynoms. Nun ist
H/(Z) negativ definit, also %(g —2) -Hp@) (z—2)" <0 firz e D~ {&}, und = 0 fiir
x = Z. Somit ist der Wert unseres Taylorpolynoms an der Stelle £ maximal.

Beispiel. Sei n = 3, sei D = R? und sei f(z,y,2) = 2?2 + y* + 2% — xsin(z). Wir wollen
untersuchen, ob bei (0,0, 0) eine lokale Extremstelle vorliegt.

. fz 2z—sin(z) 0 A .
Es ist Vi(z,y,2) = <§u) = < 2y ), also V((0,0,0) = (8). Somit liegt bei (0,0, 0)

2z—x cos(z)

eine Flachstelle vor.

. . Jre foy foz 2 0 —cos(z)
Desweiteren ist Hy(x,y, 2) = | fuz fow fuz | = (_ 0( : 2 ’t 0 ( )), und also H¢(0,0,0) =

zx Jzy Jzz

(_3 3*0) Es wird M, (H,(0,0,0)) = det(2) > 0, My(H(0,0,0)) = det(39) = 4 > 0 und

10
M2 (H((0,0,0)) = det( ) = 6 > 0. Mithin ist H¢(0,0,0) positiv definit; cf. §9.2.
Folglich liegt bei (0,0, 0) eine lokale Minimalstelle vor.

£(0,0
20—
02
10

10.2 Lokale Extremstellen in mehreren Variablen,
mit Nebenbedingungen

Sein € Zsy. Sei D C R” offen.
Sei f: D—R gegeben mit f;.,, : D — R existent und stetig fiir 1 < 7, j <n

Sei { € Z~1 . Sei gk :D—R fiir 1 <k < £ gegeben mit (gi)e,e; - D — R existent und
stetig fiir 1 < 4, 5 < n. Wir fassen diese Funktionen zusammen zur Abbildung

g : D — R'
z — g(2) = ()., 9(2)) .
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10.2.1 Begriff einer lokalen Extremstelle unter
Nebenbedingungen

Definition. Sei 2 € D.

(1) Es heifit 2 eine lokale Mazimalstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0, falls
g(2) = 0 und falls es ein € € Ry so gibt, daB f(z) > f(z) fir alle z € D mit
|z — 2| <& und g(z) = 0.

(2) Es heifit & eine lokale Minimalstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0, falls
g(z) = 0 und falls es ein ¢ € Ry so gibt, dal f(Z) < f(z) fir alle x € D mit
|z — 2| <& und g(z) = 0.

(3) Es heiBBt Z eine lokale Extremstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0, falls &
eine lokale Maximal- oder Minimalstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0 ist.

10.2.2 Flachstellen unter Nebenbedingungen

Seiz € D.
Bezeichne N(z) € R™* die Matrix mit dem Spaltentupel (V,,(2), V,,(Z), ..., V,,(2)).

Definition. Wenn ¢(z) = 0 ist, wenn das Spaltentupel von N(Z) linear unabhéngig ist
und wenn V;(2) = N(Z) - r eine Losung r € R™! besitzt, dann heiBt 2 eine Flachstelle
von f unter der Nebenbedingung g = 0.

Der dann eindeutig festliegende Vektor r heifit Lagrangemultiplikator zur Flachstelle z.
Lemma. Ist 2 eine lokale Extremstelle von f unter der Nebenbedingung ¢ = 0 und ist

das Spaltentupel von N(z) linear unabhéingig, dann ist & eine Flachstelle von f unter der
Nebenbedingung g = 0.

Falls die Flachstellen erst gesucht werden miissen, dann fafit man
Vi(@) = N(@)-r
g (i) = 0,

d.h.
V(@) = Vg (Z)pr+ Vg, (L) po + -+ Vg, (Z) pe

g (i) = 0,
als (im allgemeinen nichtlineares) Gleichungssystem in den Unbekannten

L1, T2y «-v 5y Tny P11y P25 -+ P2

auf. Ist fiir eine Losung Z schliellich noch das Spaltentupel von N(z) linear unabhéngig,
dann ist  eine Flachstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0.
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Falls dagegen eine zu untersuchende Stelle Z € D in der Aufgabenstellung vorgegeben ist,
so reduziert sich die Frage, ob z eine Flachstelle unter der Nebenbedingung g = 0 ist,
darauf, zu priifen, ob tatséchlich g(z) = 0 ist und ob es auf eindeutige Weise py, ..., py
gibt mit V(&) = Vi, (&) p1 + Vi (&) p2 + - + V() pr

10.2.3 Lokale Extremstellen unter Nebenbedingungen

Jedenfalls miissen die Flachstellen aus §10.2.2 nun daraufhin gepriift werden, ob sie Ex-
tremstellen sind, alles unter der Nebenbedingung g = 0.

Sei £ € D eine Flachstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0.
Wir l6sen das lineare Gleichungssystem N(z)'u =0 in u € R™*!.
Sei dann U € R™ ™= die Matrix mit dem Spaltentupel (u;, ..., u,_¢) in den Bezeich-
nungen von §5.3. D.h. sei das Spaltentupel von U eine Basis von
{ue R : N@)u=0};
vgl. §5.3, vorletzte Bemerkung.

Schreibe ferner
F(z) = f(z) —pror(x) — - — pege()

unter Verwendung des zur Flachstelle & gehorigen Lagrangemultiplikators

P1

P2
r:<>ERM.

Pe

Wir bilden die Hessematrix Hp(z) von F' an der Flachstelle .

Lemma ().

Sei, wie gesagt, £ € D eine Flachstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0. Seien dazu
Hp(2) und U wie vorstehend beschrieben gebildet.

(1) Ist Ut Hp(2) U € RM=9%(=0 negativ definit, so ist & eine lokale Maximalstelle von
f unter der Nebenbedingung g = 0.

(2) Ist Ut Hp(2) U € RM9%(=0 positiv definit, so ist & eine lokale Minimalstelle von
f unter der Nebenbedingung g = 0.

(3) Ist U*Hp(&) U weder positiv noch negativ definit und ist det U* Hp(2) U # 0, so ist
2 keine lokale Extremstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0, sondern eine
Sattelstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0.

Ist det(U*Hp(Z) U) = 0, so machen wir keine Aussage iiber das Vorliegen einer lokalen
Extremstelle.

Wgl. [2, Kap. 14.7, Aufg. 15], [4, Satz 8.4.12], [7, Th. VIIL.4.5], [10, Extrema, und Extrema mit
Nebenbedingungen].




97

floy,@2) |

/‘/m T2

T = (&1,22)

o/

10.2.4 Beispiele

Beispiel. Sei n = 2. Sei D = R2. Sei f(z,y) = xy.
Sei ¢ = 1. Sei gy(z,y) = 2* + y* — 2.
Wir suchen alle lokalen Extremstellen von f unter der Nebenbedingung g = 0.

In anderen Worten, wir suchen die Maxima und die Minima von f auf dem Kreis um (0, 0)
von Radius v/2.

1. Bestimmung der Flachstellen unter der Nebenbedingung g = 0.
Es ist V(z,y) = (¥).
Es ist V, (z,y) = (57) und wegen ¢ = 1 also auch N(z,y) = (5 ).
Wir haben das Gleichungssystem
() = ()o
Yy —2 =
zu l6sen.

Ist o = 0, dann ist yo # 0, also wegen 0 = z¢ = 2ygp; auch p; = 0, was dann wiederum
Yo = 2z9p1 = 0 nach sich zieht, was nicht geht.

Somit mufl zy # 0 sein.
Notwendig ist nun xy = 2yop1 = 2(2x0p1)p1 = 4x0p7 .
Damit muf aber 1 = 4p? sein, also p; € {—% ,+%}.
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Fall py = —% .

Es ist zg = —yo . Wegen 2 = 22 +y2 = 222 liefert dies die Flachstellen (zg,v0) = (+1, —1)
und (xg,y0) = (—1,+1) von f unter der Nebenbedingung g = 0, denn an beiden Stellen
ist das Spaltentupel von N(z¢,yo) linear unabhéngig, d.h. die Spalte von N(zq,yq) ist
ungleich 0.

Fall p1 = +% .

Es ist 79 = yo. Wegen 2 = 22 + y7 = 222 liefert dies die Flachstellen (zg,%0) = (+1,+1)
und (zo,yo) = (—1,—1) von f unter der Nebenbedingung g = 0, denn an beiden Stellen
ist das Spaltentupel von N(zg,yo) linear unabhéngig.

Zusammen haben wir die Menge der Flachstellen
{<+17 _1)7 (_17 +1)> (_17 _1)a (+1a +1)}

gefunden, die ersten beiden mit Lagrangemultiplikator (-1/2), die letzten beiden mit La-
grangemultiplikator (+1/2).

2. Entscheidung auf lokale Extremstellen unter der Nebenbedingung g = 0.
Ist py = —3, dann ist F(z,y) = f(z,y) — poi(z,y) = 2y + 5(2* + y* — 2) und also

Ist p1 = +3, dann ist F(z,y) = f(z,y) — proi(z,y) = zy — 3(2® + y* — 2) und also
HF(Iay) = (_% 7%) .

Fall (zg,y0) = (+1,—1). Es ist p; = —1, also Hp(+1,—1) = (71). Es ist N(+1,-1)" =
(2-2). Somit ist eine Basis von {u € R™! : (2-2)u =0} gegeben durch ((})), und wir
erhalten U = (1). Nun ist U Hp(zo,40) U = (11) (11) (1) = (4) positiv definit. Also ist

(41, —1) eine lokale Minimalstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0. Dort nimmt
f den Wert —1 an.

Fall (zo,y0) = (—=1,41). Esist py = —3, also Hp(—1,+1) = (11). Es ist N(—1,+1)" =
(-22). Somit ist eine Basis von {u € R™! : (2-2)u =0} gegeben durch ((})), und wir
erhalten U = (%) Nun ist U*Hp(xg,y0) U = (11) (H) (%) = (4) positiv definit. Also ist
(—1,+1) eine lokale Minimalstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0. Dort nimmt
f den Wert —1 an.

Fall (z¢,y0) = (—1,—1). Esist p; = 43 , also Hp(—1,—1) = (’% _%) Esist N(—1,-1)" =
(-2-2). Somit ist eine Basis von {u € R™? : (-2-2)u = 0} gegeben durch (( 1)),
und wir erhalten U = (7). Nun ist U Hp (2o, y0) U = (-11) (71 1) (1) = (-4) negativ
definit. Also ist (—1, —1) eine lokale Maximalstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0.
Dort nimmt f den Wert +1 an.

Fall (zg,yo) = (+1,+1). Esist p; = +3, also Hp(+1,+1) = (71 _1). Esist N(+1,+1)" =
(+2+2). Somit ist eine Basis von {u € R™? : (+2+2)u = 0} gegeben durch (( 1)),
und wir erhalten U = (77). Nun ist U Hp (2o, yo) U = (-11) (71 1) (1) = (~4) negativ
definit. Also ist (41, +1) eine lokale Maximalstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0.
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Dort nimmt f den Wert 41 an.

Weniger umfangreich ist die Entscheidung an einer bereits gegebenen Stelle :

Beispiel. Sei n = 4. Sei D = R*. Sei f(z,y,2,w) =1+ 2® + y* + yz + 2z + w.
Sei ¢ = 2. Sei g1(x,y, z,w) = xy + z. Sei go(z,y, z,w) = + yz + z + w.

Wir wollen entscheiden, ob (0,0,0,0) eine lokale Extremstelle von f unter der Nebenbe-
dingung g = 0 ist.

1. Ist (0,0,0,0) eine Flachstelle von f unter der Nebenbedingung g =0 ?
1+2x

1
Es ist V(z,y, z,w) = (25/:22)’ somit also V(0,0,0,0) = (8)
: 1

y 1
Es ist V, (z,y, z,w) = (f) und V,, (z,y,z,w) = <yjl).
0 1

y 1 01
Also ist N(z,y, z,w) = <”fyil), mithin N(0,0,0,0) = <(1)(1)), mit linear unabhingigem
01 01

Spaltentupel.
1
0 _
1

Wir finden

mit dem Lagrangemultiplikator r = (g;) = (1)

Also ist (0,0,0,0) in der Tat eine Flachstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0.
2. Ist (0,0,0,0) eine lokale Extremstelle von f unter der Nebenbedingung g =0 ?

Es ist N(0,0,0,0)" = (4010), mit Zeilenstufenform (599o).

0-1
Also enthélt U = (é 8) in den Spalten eine Basis von {u € R*! : N(0,0,0,0)'u =0}.
01
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Es ist

F(x7yazaw) = f(xayazaw) _plgl(xayazaw) _0292(33;%2710)
= (z+22+ ¥ +yz+22+w)— (zy+2) — (r+yz + 2 +w)
= :v2—|—y2—xy.

corwN
oo
cococo
cococo
\—/

2-100
So wird Hp(x,y, z, w) = (_(1) 29 8), insbesondere also auch Hg(0,0,0,0) = <_
Es ergibt sich 0 000

2—-100 ?
UV HR(0,0,0,0)0 = (L0489) ( 333) (
0 00O 0

Da Ml((%é)) = det(2) =2 > 0 und Mg((%%)) = det(%%) = 3 > 0 ist, ist diese Matrix
positiv definit; cf. §9.2.

Folglich ist (0,0,0,0) eine lokale Minimalstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0.



Kapitel 11

Komplexe Zahlen

11.1 Definition

Definition. Die Menge der komplexen Zahlen ist definiert durch
C :={a+bi:a beR},

wobei a +bi=a+bi fiir a, b, @ b € R genau dann gelte, wenn @ = @ und b = b ().

Auf C sind Addition und Multiplikation erklart durch

(+) C x C — C
(a+bi , a+bi) — (a+0bi)+@+0bi) = (a+a)+ (b+Db)i
() : C x C — C

(a+bi , a+bi) — (a+0bi)-(@+bi) = (aaq—bb)+ (ab+ab)i,

wobei a, b, a, b € R. D.h. es wird ausmultipliziert unter Beachtung von

i’ = -1

Der Multiplikationspunkt wird oft unterschlagen.
Wir schreiben a = a 4+ 0i und bi = 0 + bi fiir a, b € R.
Esist 1-z2=zund 0+ 2 = z fiir z € C.

Ist z = a+bi € C,wobeia, b € R,s0ist —z = —a+(—b)i. Wir schreiben z—w := z+(—w)
fiir z, w € C, usf.

Es gelten das Assoziativ- und das Kommutativgesetz der Addition und der Multiplikation,
d.h. (zw)v = z(wv), 2w =wz, (z+w)+v=2+(w+v), z+w=w+ z fir z, w, v € C.

2Formal sollte man a + bi als Paar (a,b) reeller Zahlen einfiihren, auf solchen die Grundrechenarten
definieren und im nachhinein i := (0, 1) setzen. Das gibt im Ergebnis dasselbe.

101
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Es gilt das Distributivgesetz, d.h. (z + w)v = zv + wo fir z, w, v € C.

Komplexe Zahlen der Form a = a + 0i mit a € R heiflen reell.

Esist R={a:aecR}={a+0i:acR} CC.

Komplexe Zahlen der Form bi = 0 + bi mit b € R heien (rein) imagindr.

Wir konnen jeder komplexen Zahl ihren Realteil und ihren Imagindrteil zuordnen,
Re(a+bi) := a (Realteil)
Im(a+0bi) := b (Imaginérteil)

wobei a, b € R. Also Re, Im : C—R.

Ist z = a + bi € C, wobei a, b € R, so bezeichnet |z| := (a® 4 b*)'/2 € R, den Betrag

von z.

Lemma (Dreiecksungleichung). Es ist |z + w| < |z| 4 |w] fiir z, w € C. Vgl. §1.2.

Bemerkung. Es ist |z - w| = |z| - |w] fiir 2z, w € C.

Vgl. Aufgaben 138 und 3.(1).

Geometrisch deutet sich dies wie folgt. Eine komplexe Zahl a+bi bekommt in der reellen
Ebene, in diesem Zusammenhang auch Gaufsche Zahlenebene genannt, die Koordinaten
(a,b) zugewiesen. Thr Betrag ist ihr Abstand vom Punkt (0,0), d.h. die Lénge des Vektors
von (0,0) nach (a,b). Reelle Zahlen liegen auf der reellen Achse {(a,0) : a € R}.
Imaginére Zahlen liegen auf der imagindren Achse { (0,0) : b€ R }.

Addition Multiplikation 2w, [zw| = |2]|w]

z4w, |ztw| < |z[+|w]

Bei der Multiplikation werden die mit der positiven reellen Achse eingeschlossenenen
Winkel addiert und die Langen der Vektoren multipliziert.

Bemerkung. Ist z = a + bi € C\ {0}, wobei a, b € R, dann ist

Z—l _ a _ _b i = a—bi
a2+b2 a2+b2 a2+b2 :

Begriindung. Da a + bi # 0, ist a # 0 oder b # 0, und so jedenfalls a? + b* > 0.



103

. . . y oo a2 =07 a? b L
Es wird (a +b1) - (25 — w=ol) = TIR Caip 1. Dies zeigt die Bemerkung.
Um vom Vektor von 0 nach z zum Vektor von 0 nach 27! zu kommen, muf an der reellen
Achse gespiegelt werden und die Léange des Vektors invertiert werden.

2+31_(2+31)(1+21)_2+41+31+612_—4+7i__é+zi
1-2i (1—2i)(1+2i) 12422 5 55"

Potenzen mit ganzzahligen Exponenten werden in der iiblichen Bedeutung verwandt. Die

Potenzgesetze gelten hier, also (zw)® = 2%w?, 29%° = 292b) 29 = () fiir a, b € Z,

z, w € C~ {0}. Der binomische Lehrsatz aus §1.3.2 gilt genauso auch in C.

Beispiel. Es wird

Definition. Die komplere Konjugation ist erklart durch

cC — C
z=a+bi — Z:=a-—-0bi.
wobei a, b € R. Geometrisch ist dies die Spiegelung an der reellen Achse.
Esist 2+ w=Zz+wund z-w = z - w fiir 2, w € C. Vgl. Aufgabe 138.(1,2).
Esist [2]* = 22, Re(z) = 3(2+2) und Im(z) = 5-(2—2) fiir z € C. Vgl. Aufgabe 138.(3,4).

Es ist 27! = = ; vgl. vorstehende Bemerkung.

|2]?
Konjugation,
Inversion
e
L1 i@ ]
11.2 Euler

11.2.1 Exponentialfunktion, Sinus und Cosinus im Komplexen
Viele Begriffe und Tatsachen aus §2.2 und §2.3 gelten entsprechend auch im Komplexen.

Definition. Sei k& € Z.
Eine Folge (z,)n>r = (25)n mit Werten z,, € C fiir n > k heiit auch komplexe Folge.

Es heifit z € C ihr Grenzwert oder Limes, falls fiir alle € > 0 ein £ € Zyy, mit |z — z,| < &
fiir n > ¢ existiert. Diesenfalls ist dieser eindeutig bestimmt und wird

lim z, = limz, = z
n—0o0 n
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geschrieben. Eine komplexe Folge (z,), konvergiert, falls sie einen Grenzwert hat, anson-
sten divergiert sie.

Bemerkung. Seien (z,), und (w,), konvergente komplexe Folgen. Seien A\, u € C.
Dann ist

limy, oo (A2, + pwy,) = Alimy, oo 2,) + p(limy, o wy,)
limy, oo (zpwy) = (limy, 00 2,) (limy, o0 wy,)
My oo Zn = iMoo 2n
lim, oo 20| = [limy, o0 2]

. z
= hmn—>oo —

h limy, o0 2n
Wn

Ist lim,, ,o w, # 0 und ist w, # 0 stets, dann gilt auc

Es konvergiert die komplexe Folge (z,), genau dann, wenn die rellen Folgen (Re(z,)),
und (Im(z,)), konvergieren, und diesenfalls ist

lim z, = lim Re(z,)+1 lim Im(z,)
n—o0 n— oo n—oo

Definition. Eine (kompleze) Reihe ist eine komplexe Folge der Form

Zt}kz Ct = (Z?:k: Ct)nzk »

wobei ¢; € C fiir t > k. Existiert ihr Grenzwert, so schreiben wir diesen

[oe) . n
Yoopcr = lm Y = g+ Cppr FChat
n—00
Definition.

(1) Fiir z € C konvergiert die Reihe ) ., 2"/n!, soda8 wir die Ezponentialfunktion
exp : C— C durch

OOZn 22 ZS 2’4
n=0

definieren konnen.

Weiterhin gilt € = 1 und ™% = e fiir z, w € C; vgl. §2.3.3.

(2) Fir z € C konvergiert die Reihe )
funktion sin : C — C durch

(=1)"22T1/(2n + 1)!, sodaB wir die Sinus-

n=0

00
22n+1 2,3 25 2,7

: = —1)" - L, 4L -
sin(2) = D Ve T 6 T om0 T

definieren konnen.

Es ist sin(—z) = —sin(z) fiir z € C, da nur ungerade Exponenten auftreten.
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(3) Fiir z € C konvergiert die Reihe Y, . (—1)"2"/(2n)!, soda§ wir die Cosinusfunk-
tion cos : C — C durch

e ZQn 22 2,4 26
— —1)” — 14z = 4.
cos(2) nz%( oI > " ot

definieren konnen.

Es ist cos(—z) = cos(z) fiir z € C, da nur gerade Exponenten auftreten.

Fiir z € R stimmen diese Funktionen mit den bekannten gleichnamigen reellen Funktionen
iiberein; vgl. §2.3.3, §8.1, Beispiel, (3), Aufgabe 107.(1).

11.2.2 Eulersche Formel

Fiir z € C ist

el* = ZZO:O (iZ!)n
= (Y + (i, )
= (O 12 ) + (g i - i )
= (1) ) + 1 (e (1) )

cos(z) + isin(z)

Hieraus folgt :
Satz (Eulersche Formel). Fiir z, y € R ist
"tV = %l = e®(cos(y) + isin(y)) .
Folglich ist
69| = |e?(cos(y)+isin(y))] = le]l(cos(y)+isin(y))| = e (cos(y)+sin(y)?)2 = o .

Ferner ist y gleich dem vom Vektor von 0 nach e**'¥ und der positiven reellen Achse
eingeschlossenen Winkel. Denn der Cosinus dieses Winkels ist gleich Re(e®¥)/|e®T1¥| =
cos(y), und der Sinus dieses Winkels ist gleich Im(e”1¥)/|e*™1¥| = sin(y).

Fiir jedes w € C \ {0} gibt es eindeutig bestimmte z € R und y € [0, 27) mit w = e*™1¥.

A

ez+1y
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Da e* 1V . o741 = o(@+8)+HiW+9) ist fiir , y, Z, § € R, liefert dies eine Erklarung fiir die
bereits festgestellte Addition der mit der positiven reellen Achse eingeschlossenen Winkel
bei der Multiplikation.

Beispiel.

(1) Esist e'™ =¢e" - (cos(m) + isin(7)) = —1.
(2) Esist e?17/3 = e? . (cos(n/3) + isin(n/3)) = €*(3 + 1 V/3) ~ 3,6945 + 6,3991i.

Bemerkung. Fiir z € C ist

Beweis. Es ist

z) +isin(z)) + (cos(—z) + isin(—z)))
z) + isin(z)) + (cos(z) — isin(2)))

s(e+e7) = 1((cos

Mit der Eulerschen Formel lassen sich auch folgende Additionsregeln herleiten.
Lemma. Es ist

sin(z +w) = sin(z)cos(w) + cos(z) sin(w)

cos(z +w) = cos(z)cos(w) — sin(z) sin(w)

fiir z, w € C. Siehe Aufgabe 148.(3).

11.3 Partialbruchzerlegung (allgemeiner Fall)

In §6.3.3 hatten wir Partialbruchzerlegung mit reell zerfallendem Nenner betrachtet. Dies
wollen wir nun auf beliebige Nenner ausdehnen.

11.3.1 Zerlegung von Briichen von Polynomen

Bemerkung. Sein > 1. Sei f(2) := a, 2" + ap_1 2" '+ -+ +ap 2° ein Polynom in z € C
mit a; € C fiir 0 < ¢ < n und mit a, # 0.

Es gibt ein z; € C mit f(2) = 0.
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Iteriertes Abdividieren von Nullstellen liefert daraus, dafl es 2y ,..., z, € C gibt mit

F(2) = an(z = 2)(z = 2) o (2 = 2)

fiir z € C. Es zerféllt f(z) also in ein Produkt von Linearfaktoren.

Der Nachweis dieser Bemerkung, auch bekannt als Fundamentalsatz der Algebra, ist nicht
ganz einfach. Fiir uns spielt sie nur die Rolle einer “prinzipiellen Moglichkeit”, ein Polynom
stets zerlegen zu koénnen.

Sei m > 1. Seien s; € C fiir i € [1,m] gegeben mit s; # s; fiir ¢, j € [1,m]| mit i # j.
Sei D:=C~{s1, ..., Sm}-

Seien k; € Z, fur i € [1,m].

Sei f(x) ein Polynom, dessen Grad kleiner als > " | k; ist.

Wir wollen Konstanten a; ; € C so finden, daf}

f(z) _ S @i,
(x —s1)k1 - (= s9)k2 -+ (z — sp ) Fom Z (x — s;)7

fiir alle z € D.

Zur Bestimmung der a; ; multipliziere man beide Seiten mit (x — s1)* - -+ (z — $,,,)* und

vergleiche die Koeffizienten. Dies liefert ein lineares Gleichungssystem iiber C.

In der Praxis verwendet man iiblicherweise Bezeichnungen A, B, C, ... statt der a;; .

Das ist wortgleich der Inhalt von §6.3.3, nur iiber C statt iiber R.

11.3.2 Integration komplexwertiger Funktionen

Definition. Sei D C R offen. Sei f : D — C gegeben mit Imof und Reof stetig. Seien
a, b € R mit a <bund [a,b] C D. Wir setzen

b b b
/ f@)de = / Re(f()) dz + i/ Im(f(z)) dz
vgl. 86.1. Ist f reellwertig, so stimmt dies mit der bisherigen Definition iiberein.

Bemerkung. Sei D C R offen. Seien f, g : D — C gegeben mit Imof, Reof, Imog,
Re o g stetig. Seien a, b € R mit a < b und [a,b] C D. Seien A\, u € C. Es ist

SIS (@) + pg(@)dz = A [f) f(z)do+p ) g(x) da
) f@)de| < f)]f(2)] dx (Dreiecksungleichung)
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Vgl. Aufgabe 151.

Bemerkung. Seien a, b € R mit a < b. Sei s € C ~\ {0}. Es ist
fab et dr = [% esz]g:a — %(esb o esa) )

Vgl. Aufgabe 152.(1).

Bemerkung. Seien a, b € R mit a < b. Sei m € Z ~ {—1}. Sei s € C. Falls m < -2,
dann sei noch s ¢ [a,b] . Es ist

[@—s)mde = [ (@ —s)™ P, = Lo((b—s)™ — (a—s)™*)

1
m+1 ( r=a m+1

Denn der Realteil von ﬁ (x — s)™T1! ist eine Stammfunktion des Realteils von (z — )™ ;
entsprechend fiir den Imaginérteil.

Ein Problem stellt sich also nur bei m = —1. Ein komplexer Logarithmus steht uns
ja nicht zur Verfiigung. Oft kann man jedoch konjugierte Summanden zusammenfassen
und folgende, im wesentlichen dank Substitution bzw. dank §6.2, Beispiel, (3) bekannte
Bemerkung verwenden; vgl. Aufgabe 152.(2, 3).

Bemerkung. Seien a, b € R mit a < b. Sei s € C \ R.

(1) Es ist f;( L+ Lydr = [ln((a:—Re(s))2+Im(s)2)]b

r—Ss r—S r=a *

r=a *

(2) Esist fab(ﬁ — —L)da = [2i arctan((z — Re(s))/ Im(s)) %

11.3.3 Beispiele

Beispiel.
(1) Es wird
fowﬂ e” Sin(aj) dr = foﬂ/Q et . %(eix _ e—ix) dz

= 2i 07r/2(e(1+i)x _ e(lfi):v) dr
i)x —i)gp17/2

= Q_ﬂ[ﬁe(H Jx ﬁe(l ) ]xio

o e T

(el RT 1 o1-) (1211100 _ L3ig0-100)

= 2_11<(151 e71‘/2 elTr/2 _ %eﬂ/Q e*lﬂ‘/2) o (1;1 _ 1;—1))

(Lhem/2. i — Hem2. (—i)) +1)
(5 + 552+ 1)

= 3(e"?+1)

2,90523869 .

N— DN

Q
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(2) Wir wollen f; —— da berechnen. Zunéchst ist

=1 = (@ -1 +1) = (a—D(x+1D)(z—i)(z+1i).
Wir machen demgeméfl den Ansatz

1 1 A B C D

-1 (z—-D+1)(z—i)(z+i) c—1 r+1 r=i z+i

und suchen A, B, C, D € C. Multiplikation mit (z — 1)(x + 1)(z — i)(z + 1) auf
beiden Seiten gibt die Bedingung

1+ A(@P+2°+2+ 1)+ B2 —2* +2—-1)+C(2® +ix® —z—i)+ D(2° —ix* —x +1) .

A
Koeffizientenvergleich gibt folgendes lineare Gleichungssystem fiir (3) € C¥1,

welches wir sogleich umformen. b
101 i _1,i| 1 1 i1 1000
—1-i i1l 1-1  —i i1 0§2§+2 2 00 i 2 0100
1-1-1{0 0 2—1+4i—1—i|—1 01—44i 1 1] 1 010 —il-1 -
-1 ;—;g)“(gglg 1—2@)“* o0 "2 o) 7 oo [ o) 7 foeoro
00 2 21 0 000 —4i|-1 000 1]|—
Folglich ist A = % :—i,C:i,D——i.Eswird

f;’ﬁdx = %Lfgﬁ x—i > 71 Ao +4f2 o~ o) de

iln(z = D3, — gln(z + DI, + [2i arctan (2 — Re(i))/ Im(1))]3-,
= 1In(2) — 1In(4/3) — S[arctan(z)]3_,

+In(3/2) — i(arctan(3) — arctan(2))

0,

2

0304177 .

Q

(3) Wir wollen fo dz berechnen. Zunéchst ist

@A)
(2 +1D)*x+1) = (@ +i)(x—i)(z+1).

Wir machen demgeméfl den Ansatz

T x | A N B n C n D n FE
(22 +1)2(x+1) (z+i)2(@x—i)2(@x+1) z+i (z+i)2 z—-i (z—i)2 z+1

und suchen A, B, C, D, E € C. Multiplikation mit (z + i)*(z — i)*(x + 1) auf
beiden Seiten gibt die Bedingung

T

Al + (1 -2+ (1 —-1)22+ (1 —i)x —i)) + B(x® + (1 — 2i)a® + (=1 — 2i)x —
Clla*+(1+1)*+(1+1)2?+ Q1+ 1)a+1))+ D@ + (1+21)2? + (-1 + 2i)z —
E(x*+ 222 +1).

1)
1)

NN

IS



110

A
B
Koeffizientenvergleich gibt folgendes lineare Gleichungssystem fiir | € | € Ccxt
welches wir sogleich umformen. E

—i -1 i -11|0 1 01 0 10 10 10 1|0
1-i —1-2i 1+i —14+2i 0|1 0 —12i —1 14i|0 01 —2i 1-1—-i|0
1—-i 1-2i 1+i 142i 2|0 | ~» [0 —1-2i 2i —142i —14+i|1 | ~» |00 44i —2i|1
1-i 1 1+i 100 0 1-2i 2i 1420 1+i|0 0 0 4+4i 4i 400
1 0 1 01]0 0 12i 1 —14i|0 00 41 0 2i|0
100—i 1+45] -1 1000 1+i - 10000 i
: ) : Lo
010-1 —i i 0100 -1 —iﬁ 01000—g+§
~ oo1 i -4 1 ~ 0010 %-i i ~ 00100 3
000 4 2+42i|—1-i 0001 i4i] 11 00010|—2-1%
000 4-—242i| —i 0000 -4 1 00o0o01| -1
AlsoistA:%, :—é—l—é,C:%, :—%—g undE:—i.
Somit wird
1 X
o @02 (z+1) dz
1 1 i 1
_ /s —5ts ~8~8 1
- fO (1‘+i + (z+1)? + + (z—1)? :B+1) dz
_ 11 1 1 iyl 1, iy [l
= shGo+m)de+(=5-9) @—1)2 do+ (=5 +35) Jo x+1)2 dz — 4f0 o1 d
_ 1 2 1 1 i 171 1 i 171
= sln@@®+ Dm0 + (=5 — §)l—350=0 + (=5 + 9 zr7le=0 — 1[ln(z + Dl
_ 1 1 i 1, i 1, i 1 i 1
= §(In@2)-In(1))+ (-5 —g)(—5+3) + (=g +5)(—3—3) —3In(2)

= -3 11’1(2) + -
0,16335660243 .

Q



Kapitel 12

GewoOhnliche Differential- und
Differenzengleichungen

12.1 Allgemeine Begriffe

Definition. Eine Gleichung, welche eine Funktion, ihre Ableitungen, sowie ihre Variablen
beinhaltet, heilt Differentialgleichung.

Handelt es sich dabei um eine Funktion in einer Variablen, so spricht man von einer
gewohnlichen Differentialgleichung.

Die maximal auftretende Ableitungsordnung heift Ordnung der Differentialgleichung.

Eine Funktion, welche eine gegebene Differentialgleichung erfiillt, heifit Losung der Diffe-
rentialgleichung.

Beispiel. Es ist

/"

y = -y

eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, wobei y : R— R, x+—y(z) eine zweimal
differenzierbare Funktion bezeichnet.

Es ist y(x) = sin(z) eine Losung dieser Differentialgleichung. Denn es ist
y" = (sin(x))” = (cos(z)) = —sin(x) = —y.
Es ist auch y(x) = cos(z) eine Losung dieser Differentialgleichung.

Beispiel. Es ist
zy = 2y

eine Differentialgleichung erster Ordnung, wobei y : R — R, 2+ y(x) eine differenzier-
bare Funktion bezeichnet.
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Es ist y(z) = 2? eine Losung dieser Differentialgleichung. Denn es ist
vy = x(2?) = z-22 = 2% = 2y.

Allgemeiner ist y = Ca? eine Losung dieser Differentialgleichung fiir jede Konstante
C eR.

12.2 Separierbare Differentialgleichungen

Sei g € R.. Sei g € D C R ein offenes Intervall. Sei f: D — R x+— f(z) stetig.

Sei yp € R. Sei yp € E C R ein offenes Intervall. Sei g : E— R, t+— g(t) stetig. Sei
g(t) #0furt € E.

Wir suchen eine differenzierbare Funktion y : D — R, x+— y(x) mit y(z) = yo , welche

erfillt fir x € D.

Kurz, wir suchen die Losung der Differentialgleichung erster Ordnung

(*) y = f(x) g9(y)

auf D unter der Anfangswertbedingung y(zo) = yo -

Hierbei sollte y = y(x) fir « € D keine Werte auflerhalb von E annehmen. Da sich
ohnehin am Ende eine Probe durch Einsetzen empfiehlt, fillt einem dabei auch auf, ob
dies verletzt ist.

Lemma. Es sei y(z) € E fiir v € D.

Wir setzen F(z) := fai) f(t)dt fur z € D.

Wir setzen H(w) := fylj ﬁ dt fir w € E.

Esist H : E— R injektiv, da H'(w) = ﬁ entweder stets positiv oder stets negativ ist.

Es ist y(z) genau dann eine Losung der Differentialgleichung (x) mit Anfangswert y(x¢) =
Yo , wenn

gilt fiir z € D.
Kennen wir eine differenzierbare Umkehrfunktion U von H|#(®) so kann hieraus eine

Losung

von (*) gewonnen werden.



(H(y(x))=F(x)) = H'(y(x)) y'(x)-F'(x) =
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Begriindung. Erfiille y die Gleichung H(y(z)) = F(x). Differentiation auf beiden Seiten

gibt mit der Kettenregel
1 /
Y .73) =f J)),
O

also y'(z) = f(x) - g(y(x)) fiir x € D, d.h. y(z) erfilllt (x). Es ist H(y(zo)) = F(ag) =0 =
H(yp), dank H injektiv mithin auch y(zo) = yo -

Erfiille umgekehrt y(z) die Differentialgleichung (x) und sei y(z¢) = yo . Wir wollen zeigen,
daBl H(y(x)) — F(z) konstant in z ist. Da D ein Intervall ist, geniigt es zu zeigen, dafl die
Ableitung dieser Funktion verschwindet. Aber es ist

fir x € D.

Einsetzen von xo gibt nun, da8 H(y(z)) — F(z) = H(y(zo)) — F(z9) = 0—0 = 0 ist fiir
x € D, wie gewiinscht.

Beispiel.

(1)

Wir suchen eine Funktion y(x) auf R mit yo = y(0) = 1 bei 2p = 0 und
y =Y.
Esist f(x) =1 und g(y) = v.
Es wird F(x) = [, f(t)dt = [§1dt =u.
Es wird H(w) = f;;, ﬁ dt = [ 1dt = In(w) auf Rs,.
Aus In(w) = v folgt w = ¢e" =: U(v).
Also ist y(z) = U(F(z)) = €®. Definiert ist diese Funktion auf R, wie gewiinscht.

Machen wir die Probe. Es wird ¢/ = (e*) = e” = y, wie erwartet. Ferner wird
y(zg) = e® = 1 = g, wie erwartet.

Wir suchen eine Funktion y(x) auf R mit yy = y(0) = —1 bei 20 = 0 und
vy =Y.
Esist f(z) = 1 und g(y) = .
Esw1rdF(x) f f)dt = [T 1dt = .
Es wird H(w) = [* 5 s dt = [Y, $dt = In(—w) auf R .
Aus In(—w) = v folgt w = —e’ =: U(v).
Also ist y(x) = U(F(x)) = —e”. Definiert ist diese Funktion auf R, wie gewiinscht.

Machen wir die Probe. Es wird ¢ = (—e*) = —e® = y, wie erwartet. Ferner wird
y(zg) = —e® = —1 =y, wie erwartet.
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(3) Wir suchen eine Funktion y(z) auf R mit yo = y(0) = 1 bei g = 0 und

Es ist f(z) =z und g(y)
Es wird F(z) = [ f(t)dt = [[tdt =

Zo
Bs wird H(w) = [ "5 dt = [["¢*dt = § (w® — 1).
Aus 1 (w® — 1) = v folgt w = (3v + 1)Y/3 = U(v).
Also ist
y = ylx) = U(F(z)) = (G22+ 1.
Definiert ist diese Funktion auf R, wie gewiinscht.
Machen wir die Probe. Es wird
vo= ()
= 1322+ 1)723 3
= /(G2 + 1)) =a/y*,

wie erwartet. Ferner wird y(zg) = (302 4+ 1)1/3 =1 = yo, wie erwartet.
(4) Wir suchen eine Funktion y(z) mit yo = y(1) = 1 bei g = 1 und

y = y/a’
auf einem offenen Intervall, das xq = 1 enthélt.
Esist f(x) =272 und g(y) = v.

Es wird F(z) = [7 f(t)dt = [[t72dt =1 —a7".
Es wird H(w) = f;s Ilt) dt = [ t7'dt = In(w).
Aus In(w) = v folgt w = ¢e" =: U(v).

Aufgelost nach y wird

—1

v = y@) = UF@) = o

Definiert ist diese Funktion auf dem offenen Intervall (0, 00), welches 2o = 1 enthélt.

Machen wir die Probe. Es wird

y = (el—:cfl)/
= X ~¢

. . _1—1 .
wie erwartet. Ferner wird y(zo) = e!™!' =¢? = 1 =y, wie erwartet.

Wer keine Probe macht, ist selbst schuld.
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12.3 Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung

Sei D C R ein offenes Intervall. Sei zy € D. Sei yy € R.
Seia:D—R, z+—>a(zx) und b: D — R, z+— b(z) stetige Funktionen.

Wir suchen eine differenzierbare Funktionen y : D — R, z+—y(x) mit y(zo) = o,
welche

y'(z) = a(z)y(z) + b(z)
erfillt fir z € D.

Kurz, wir suchen die Losung der linearen Differentialgleichung erster Ordnung

() Y = a(z)y + b(x)

auf D unter der Anfangswertbedingung y(zo) = o -
Ist b(x) = 0 fir alle z € D, so nennt man (*%) homogen, ansonsten inhomogen.

Setze

fir x € D.

Lemma. Ist speziell b(z) = 0 fir € D, sind wir also im homogenen Fall, so ist die
Losung der Differentialgleichung () unter der Anfangswertbedingung y(z¢) = yo ein-
deutig gegeben durch

fir x € D.

Bemerkung. Im homogenen Fall liegt eine separierbare Differentialgleichung vor, wie
in §12.2 behandelt. Das dortige Verfahren fiihrt fiir yo # 0 auch auf die hier gegebene
Losung.

Setze
F(z) = [7b(t)e 40 dt

fir x € D.

Lemma. Die Losung der Differentialgleichung (x%) unter der Anfangswertbedingung
y(xo) = yo ist eindeutig gegeben durch

y(x) = O(F(2) +yo)

fir € D. Vgl. Aufgabe 165.(1).

Bemerkung. Wir erkennen, dal im homogenen Fall jede Losung der Differentialgleichung
(¥*) von der Form Ce?® ist fiir eine Konstante C' € R. Die Menge ihrer Losungen ist
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also der eindimensionale Unterraum

<eA(w)> g RD,

wobei R” den Raum der reellwertigen Funktionen auf D bezeichnet; vgl. §5.4.1, Beispiel,
(2). In anderen Worten, es ist (e“(®)) eine (einelementige) Basis des Losungsraums (e?(*)).

Im inhomogenen Fall kommt noch ein Summand hinzu.

Ahnlich also wie bei linearen Gleichungssystemen; vgl. §5.3.

Beispiel.

(1)

Sei D = R~ . Wir suchen eine Funktion y(z) auf R-¢ mit yo = y(1) =2 bei 2y = 1
und
y = a7y +a”.
Es ist a(x) =z ! und b(z) = 22
Esist A(z) = [ ¢! dt = In(x).

Esist F(z) = [[t?e ™0 dt = [[tdt = 1(2? - 1).

1
2

Als Lb'sung erhalten wir also

y(z) = eln(x)(%(x2—1)+2) =¥+ 3z.

Machen wir die Probe. Es ist y(1) = $1° + 21 = 2. Es wird ¢/(z) = 222 + 3 =
rly(x) + 2%, wie erwartet.

Sei D = R. Wir suchen eine Funktion y(x) auf R~ mit yo = y(1) = 0 bei zp = 1

und
/

Yy = zxyt+oa.
Es ist a(z) = 2 und b(x) =
Esist A(z) = [[tdt=1x —%.
2 FtP—3 lg2 1 1
Esist F(z) = [} testtadt T = J2 e tdu=1—e"2%3; vgl. §6.3.1.
Als Lijsung erhalten wir also
y(x) = % %(]_ —e %xQ—i—%) — e(x2—1)/2 —1.

Machen wir die Probe. Es ist y(1) = e*=D/2 _ 1 = (. Es wird y '(z) = zel®=1/2 =
z(e (@-1)/2 _ 1) + x = zy(x) + x, wie erwartet.
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12.4 Lineare Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten

12.4.1 Allgemeine Problemstellung

Sei D C R ein offenes Intervall. Sei zy € D. Seien vy, vy, € R.
Seia € R. Sei b € R.
Sei ¢ : D — R, o+ ¢(x) eine stetige Funktion.

Wir suchen eine zweimal differenzierbare Funktion y : D — R, x +—y(z) mit y(x¢) = yo
und ' (zo) = y;, , welche

y'(x) + 20y (z) + by(x) = c(x)
erfiillt fiir z € D.

Kurz, wir suchen die Losung der Differentialgleichung zweiter Ordnung

(xxx) y" +2ay + by = c(z)

auf D unter den Anfangswertbedingungen y(zo) = yo und y'(zo) = vy, -

Ist c(x) = 0 fur alle x € D, so nennt man (*x*x) homogen, ansonsten inhomogen.

Vorsicht, der Faktor 2 im Summanden 2ay’ darf nicht vergessen werden.

12.4.2 Der homogene Fall

Sei D = R. Sei ¢(x) = 0 fiir alle x € R in der Situation von §12.4.1. Wir befinden uns
also im homogenen Fall.

Lemma. Wir erinnern daran, daf§ nun ¢(z) = 0 ist fiir alle z € R.
(1) Fall a*> > b. Schreibe v := v/a2 —b € Ry . Fiir r, s € R ist
y(r) = e “(re” +se )
eine Losung von (xxx) auf R, und jede ihrer Losungen ist von dieser Form.
(2) Fall a®> < b. Schreibe w := /b — a? € R+ . Fiir r, s € R ist
y(x) = e (rsin(wzx) + s cos(wz))

eine Losung von (x#x) auf R, und jede ihrer Losungen ist von dieser Form.
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(3) Falla®? =b. Fiirr, s € R ist

y(a) = e *(r+ sx)

eine Losung von (kxx) auf R, und jede ihrer Losungen davon ist von dieser Form.

In jedem Fall stellen die beiden Anfangswertbedingungen nach Einsetzen von z ein linea-
res Gleichungssystem in den zu bestimmenden konstanten Gréflen r und s dar; vgl. §5.3.

Vgl.

Komplexe Zahlen helfen hier beim Verstédndnis.

Von vorneherein sieht man, dafl Linearkombinationen mit konstanten Koeffizienten von
Losungen von (k) wieder Losungen davon sind.

Setzen wir y(x) = e* an und fragen, ob es ein A € C so gibt, daB ” + 2ay’ + by = 0, dann

erhalten wir (A2 + 2a\ + b) e’ = 0, woraus A = —a + /a2 — b folgt.

Falls a® > b, so schreibe v := va2 — b € R+ . Es sind (=%t und e(=9=)% Lasungen.
Falls a® < b, so schreibe w := /b — a2 € Rsg. Es sind e(-¢+1w)z ypd e(=a=iw)z komplex-
wertige Losungen. Da nun Linearkombinationen von Losungen wieder Losungen sind, sind

auch )
i(e( atiw)r _ ( a—1w)z) = e—‘”sin(wx)

2
(ematiw)z 4 o(ma—iw)zy  —  o=az cog(qg)

(SIS

Losungen; vgl. §11.2.2. Letztere sind reell, wie gesucht.

Falls a® = b, so ist e~%% eine Losung. Mit etwas Gliick sieht man die weitere Losung x e~ 9%,

Aufgabe 165.(2).

Beispiel. Wir l6sen

y' +y +y =0

auf R unter den Anfangswertbedingungen yo = 0 und y{, = 1 bei zy = 0.

Day”+y +y=y"+2(1/2)y +yist, ist a = 3 und b = 1; vgl. (sx). Somit ist a® = } <

4

1 = b und wir befinden uns im zweiten Fall des Lemmas. Es ist w = Vb — a? = %\/5 Wir

suchen also Konstanten r, s € R so, daf die Funktion

y(z) = e %/?(rsin(2 f)+scos( f))

die Anfangsbedingungen erfiillt. Halten wir dazu zunéchst fest, daf3

Also

y'(z) = _ie —/2(p Sm(m\[) + scos(x‘[)) + ‘[ —2/2(y COS(r\[) - ssin(%g)) :

y(zo) = e 2(rsin(3v3) + scos(2v3))

y(z0) = —5e2(rsin(2L2) + scos(2L2)) + L3 e /2(r cos(LL2) — ssin(

_1 E]
St 5T

1.

o
1\3%
w

)
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Auch ohne Verfahren erkennt man, daf§ s = 0 und r = % 3 zu sein hat. Dies gibt die

Losung
y(@) = B e/ sin(2f)

der gegebenen Differentialgleichung unter den gegebenen Anfangswertbedingungen.

Zur Probe setze man ein.

12.4.3 Der inhomogene Fall

Nun ist ¢(z) beliebig vorgegeben in der Situation von §12.4.1. Wéihle eine Losung 4(x)
der zugehorigen homogenen Differentialgleichung u” + 2au’ + bu = 0 derart, dafl 4(z) # 0
fiir alle x € D; vgl. §12.4.2.

Im Falle a® < b withle man dabei die (eigentlich nicht zu betrachtende) komplexe Losung
i(z) = eiv=27 = =9 (cos(ww) + 1 sin(wx)), wobei w = v/b — a2, und verwende am Ende,
dafl der Realteil der so gefundenen Losung ebenfalls eine Losung ist; vgl. §11.2.2.

Auch in den anderen beiden Féllen empfiehlt es sich, dabei eine Exponentialfunktion mit
entsprechendem Exponenten zu wéhlen.

Setze
G(z) = [ c(t)a(t)e* dt .

tir € D. Es darf G(z) noch durch Addition einer Konstanten abgeédndert werden.

Setze
H(z) = fjo a(t) e 2 G(t)dt .

fir € D. Es darf H(z) noch durch Addition einer Konstanten abgeéndert werden.
Lemma. Wir erinnern daran, dafi nun ¢(z) beliebig vorgegeben ist.
(1) Fall a® > b. Schreibe v := v/a2 —b € Rxg. Fiir r, s € R ist
y(z) == e (re"™ +se ) +u(x)H(z)
eine Losung von (xxx) auf D, und jede ihrer Losungen ist von dieser Form.
(2) Fall a> < b. Schreibe w := v/b — a? € Ry Fiir 7, s € R ist
y(z) = e *(rsin(wzx) + scos(wz)) + u(z)H (x)
eine Losung von (xxx) auf D, und jede ihrer Losungen ist von dieser Form.
(3) Falla®> =b. Fiirr, s € R ist
y(z) == e (r + sz) +u(x)H(x)

eine Losung von (x#x) auf D, und jede ihrer Losungen ist von dieser Form.
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In jedem Fall stellen die beiden Anfangswertbedingungen nach Einsetzen von x( ein li-
neares Gleichungssystem in den zu bestimmenden Gréflen r und s dar; vgl. §5.3.

Auf H(z) kommt man durch den Ansatz, eine Losung der Form 4(z)H (x) zu suchen. Dies
fithrt auf die Bedingung H” = 7(2% +a)H' + £, welche nach Substitution h = H' zur
linearen Differentialgleichung erster Ordnung h' = 7(2% + a)h + £ wird, die mit dem

Verfahren aus §12.3 gelost werden kann. Aus h gewinnt man dann H durch Bilden einer
Stammfunktion.

Vgl. Aufgabe 170.(1).

Bemerkung. Wir erkennen, dafl im homogenen Fall die Menge der Losungen von (skx)
ein zweidimensionaler Unterraum des Raums aller Funktionen auf D ist, ndmlich, in den
Bezeichnungen des Lemmas,

(elv—a)z o(-v—a)z) RP falls a® > b
(e7% sin(wx), e cos(wz)) C RP falls a® <b

(e7o% g e~a2) C RP fallsa’?=b;

N

vgl. §5.4.1, Beispiel, (2). In anderen Worten, es bilden jeweils die beiden angefiihrten
Funktionen eine (zweielementige) Basis des Losungsraums.

Im inhomogenen Fall kommt noch ein Summand hinzu.

Wiederum &hnlich also wie bei linearen Gleichungssystemen; vgl. §5.3.

Beispiel. Wir losen

vty ty =
unter den Anfangswertbedingungen yo = 1 und y, = 1 bei zyp = 0 in einem offenen
Intervall, das 0 enthélt. Es ist also a = 5, b =1 und ¢(z) = =.

Im Beispiel in §12.4.2 haben wir den linearen Fall gelost. Eine (eigentlich nicht betrachtete
komplexe) Losung von u” + v’ + u = 0 ist

Mit ihr wird
G(x) = [T c(t)a(t)e dt

= [t L — [ - B e
1
2

vel. §6.3.2.



Wir andern noch durch Addition einer Konstanten ab zu

G(z)

Es wird

b.a. Konst.

vgl. §6.3.2. Also wird

fiir gewisse r, s € R. Es ist

y(x) = —3

Die Anfangswertbedingung
y'(xo) = y'(0) = 1 = yp gibt

e /2 (r sin(%

1,iV3
5+

(z (3 =52 + (5 + )l

Jo a(t) 2 e G(t) dt
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T

S ettt (1 (5 — BB) 4 (4 4 BBy et at
(L =8y (L 1)) ety

(G = 182) + G+ 12 & + 1) eGPz,
GG+ e ar

[+ (=1 + 142)) e

— s Gt 4t

(24 (= + 14%)) 3140

—(3+ 1) e

(w4 (=4 + 52 o=

—(3 + 18 3

(z — 1)8(%—1\2/5)96

“(rsin(wz) + s cos(wz)) + 4(x)H

e /2 (r sm(m‘[) + s cos(&¥2 V3)) 4 (z

f) + s cos(Z ‘[)) - ‘/73

y(iUo) = y(O) =
dann s = %ﬁ .

Insgesamt erhalten wir als Losung

y(z) =
auf R.

Bemerkung.

e~ /2 (2L gin(2L3) 4 2 cos(2L2)) +

e/2(r cos( ’”‘[)

()
—1)

s sm("“f)) +1.

1 =y gibt t = 2. Die Anfangswertbedingung

(-1

Noch ein paar Tricks zum Auffinden einer Losung von (kxkx). Ist ¢(z) in der folgenden Auf-
listung enthalten, so braucht man G und H nicht zu bestimmen, sondern kann vorgehen
wie im folgenden angegeben. Das ist in der Regel eine erhebliche Erleichterung.
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Hat man eine Losung ¢(x) von y” 4+ 2ay’ + by = ¢(x) bestimmt, so ist jede Losung davon
von der Form ¢(z) + u(x), wobei u” + 2au’ 4 bu = 0.

In anderen Worten, wir miissen uns nur eine Losung von (%) beschaffen, die {ibrigen
erhalten wir durch Addition der allgemeinen Losung der zugehorigen homogenen Diffe-
rentialgleichung aus dem Lemma aus §12.4.2.

(1) Sein € Zs;. Ist ¢(x) ein Polynom von Grad < n, so suche man eine Losung ()
von (#xx), die ebenfalls ein Polynom von Grad < n ist. Um dessen Koeffizienten
zu bestimmen, setze man ein beliebiges solches Polynom in die Differentialgleichung
ein und vergleiche Koeffizienten.

(2) Sei c(x) = pe fiir gewisse A, u € C.

Falls A? + 2a\ + b # 0 ist, dann suche man eine Losung §(x) von (s*x) der Form
v e mit v € C, welches durch Einsetzen dieses Ansatzes in die Differentialgleichung
bestimmt wird.

Falls A2 + 2a\ + b = 0, aber A + a # 0 ist, dann suche man eine Losung ¢(z) von
(+#%) der Form vz e mit v € C, welches durch Einsetzen dieses Ansatzes in die
Differentialgleichung bestimmt wird.

Falls A2 4+ 2aA +b = 0 und A + @ = 0 ist, dann suche man eine Lésung §(x) von
(xxx) der Form va?e* mit v € C, welches durch Einsetzen dieses Ansatzes in die
Differentialgleichung bestimmt wird.

(3) Sei ¢(x) = pcos(Ax) + ' sin(Ax) fiir gewisse A, p, ¢/ € R. Man lose Cosinus und
Sinus auf mittels der Eulerschen Formel aus der Bemerkung aus §11.2.2, wende (2)
auf alle entstandenen Summanden an und addiere die erhaltenen Lésungen zu einer
Losung g(x) von (x+x); vgl. Bemerkung aus §11.2.2.

(4) Ist ¢(x) eine Summe von Funktionen wie in (1,2, 3), so suche man Losungen fiir die
Summanden als rechte Seiten einzeln und addiere diese dann zu einer Losung g(z)
von ().

Beispiel. Im vorigen Beispiel v’ + ¢ + y = x war ¢(z) = x ein Polynom von Grad < 1.
Wir suchen also eine Losung von ¢’ + 3 +y = x von der Form ¢(x) = Az + p fiir gewisse
A, 1 € R. Einsetzen gibt die Bedingung

r = M4 +Oz+p) +Aetp) = A+ A+p).
Koeffizientenvergleich bei 2° und ! fiihrt auf das lineare Gleichungssystem
1 = A
0 = A+upu

mit der Losung A = 1 und p = —1. Dies gibt die Losung g(z) = = — 1. Also ist jede
Losung von y” + ' + y = x von der Form

y(z) = (z—1) +§_"/2(7" sin(2Y3) + s cos( 2 )
)

S

=9
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fiir gewisse 7, s € R, unter Verwendung der allgemeinen Losung u(x) der zugehorigen
homogenen Differentialgleichung aus Beispiel aus §12.4.2.

Nun kénnen r und s noch durch Einsetzen der Anfangswertbedingungen bestimmt werden,
wie dies bereits im vorangegangenen Beispiel geschah. Man vergleiche auch den jeweilig
betriebenen Aufwand.

12.5 Etwas zu linearen Differenzengleichungen

12.5.1 Lineare Differenzengleichungen erster Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten

Seien a, b, ¢ € R gegeben, wobei ¢ # 0.

Wir suchen alle reellen Folgen (z,)n>0, fir die
Tpi1 = ax, + bc"
ist fiir alle n € Z .

Lemma.

(1) Ist a # ¢, dann ist jede Losung von der Form

(wn)n>0 - (L "+ Ta”)n}O

c—a

mit r € R. Ist der Anfangswert z, vorgegeben, so wird r = g — -2 .

(2) Ist a = ¢, dann ist jede Losung von der Form
(Tn)nzo = ((bn+ra)a™ " )nzo
mit r € R. Ist der Anfangswert x vorgegeben, so wird r = z .
Vgl. Aufgabe 170.(2).
Beispiel. Wir suchen die reelle Folge (x,,),>0 mit z,41 = 2z, +3" fir n > 0 und zy = 0.

Esist a =2, b=1und ¢ = 3. Also sind wir in Fall (1). Wir erhalten r = —-% = —1 und
also

T, = =" +ra® = 3" —2"

c—a

fiir n > 0, also (x,)n=0 = (0,1,5,19,...).
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12.5.2 Lineare Differenzengleichungen zweiter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

Seien a, b, ¢, d € R gegeben, wobei d # 0.

Wir suchen alle reellen Folgen (z,),>0, fir die
Tpio = 2aTp4q + bx, + cd”

ist fiir alle n € Zy .

Sei A\ ;=a+vVa2+be Cund \y :=a— Va2 +be C, wobei V/—t =iVt fiir t € R+ .
Lemma.
(1) Falls a®> + b # 0 und d? — 2ad — b # 0, dann ist jede Losung von der Form

(Tn)nz0 = (Geg A"+ TAT + 8A3)n>0

mit r, s € C.

(2) Falls a®> +b # 0 und d* — 2ad — b = 0, dann ist d # a, und jede Losung ist von der
Form

(Zn)nzo = (5570 nd" !+ AT+ sA3) =0

mit r, s € C.

(3) Falls a®> +b =0 und d # a, dann ist jede Losung von der Form

(Tn)nz0 = ((dfa)a d" +ra" + sna")pzo

mit r, s € R.

(4) Falls a®> +b =0 und d = a, dann ist @ # 0 und jede Lésung ist von der Form

(Zn)nzo = (§n%a"? +ra” + sna™)p=o

mit r, s € R.

Sind xg und x; vorgegeben, so kénnen daraus r und s durch Einsetzen von n = 0 und
n = 1 bestimmt werden.

Vgl. Aufgabe 170.(3).
Beispiel. Sei eine reelle Folge (2,),>0 so gesucht, dal 2o = 0, 1 = 1 und
Tp+2 = Tp+1 + z,

ist fiir n > 0 (Fibonacci-Folge).
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Esist a=3,b=1,c¢=0und d egal. Wir sind im Fall (1) oder (2), was wegen ¢ = 0 auf
dasselbe hinauslauft.

Esist)q:%—i-% 5und)\1:%—%\/5.

Wir suchen r, s € R so, dafl r + s = 0 und rA1 + SAo = 1. Auch ohne Verfahren sehen

wir, da s = —r und daher 1 = r(A1 — A2) = 7v/5 sein sollte. Wir erhalten r = 1/+/5,
s = —1/\/3 und also

re = LV X = (VB - (- VE))

fiir n > 0. Also (2,)ns0 = (0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,...).



Anhang A

Aufgaben und Losungen

A.1 Aufgaben

Aufgabe 1 (§1.1.2)
(1) Schreibe = als Dezimalbruch.

(2) Schreibe 0,2916 = 0,2916666 . . . als vollstéindig gekiirzten Bruch ganzer Zahlen.

Aufgabe 2 (§1.1.2)
(1) Schreibe als Dezimalbruch.
(i) 7
(i) &
(2) Schreibe als vollstédndig gekiirzten Bruch ganzer Zahlen.

(i) 0,629 = 0,629629629 . . ..
(ii) 0,31122 = 0,3112211221122... ..

Aufgabe 3 (§1.2) Seien r, s € R.
(1) Ist |rs| =|r||s|?
(2) Ist |r —s| =|r| —|s|?
(3) Tst Vr2 = |r|?
Aufgabe 4 (§1.2) Schreibe R x R :={(z,y) : z, y € R}. Skizziere in der Ebene.
(1) {(z,y) e RxR : |z+y| €]1,2)}.
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(2) {(z,y) e RXR [z +y[ <[z —yl}
Aufgabe 5 (§1.3.2) Leite eine Formel fiir (z — y)® aus dem binomischen Lehrsatz ab.
Aufgabe 6 (§1.3.2) Leite eine Formel fiir (z — y)* aus dem binomischen Lehrsatz ab.

Aufgabe 7 (§1.3.2) Finde eine Formel fiir

n

fn) = (k+1)

k=1

fiir n > 1 ohne Summenzeichen. Beweise diese mit Induktion. (Hinweis: 3n® +...)

Aufgabe 8 (§1.3.2)

Finde eine Formel fiir f(n) ohne Summenzeichen. Beweise diese mit Induktion.
(1) f(n)=>"r_, (5) fiir n > 2. (Hinweis: ("3').)
(2) f(n)=>"p_ 2k fir n > —1. (Hinweis: n® +...).

Aufgabe 9 (§2.1.1,§2.1.2,§2.1.4)

Sei X :={x1, x2, 23}, Y :={y1, o} und Z := {21, 22, 23}.
Hierbei sei jeweils z; # x;, y; # y; und z; # z; falls © # j.
Sei f: X —Y, x1—ys, xob>y1, T3t>1Ys.

Seig:Y — 7, y1t>23, Yot 21 .
1) Berechne f({x1, x2}).

(1)
(2) Berechne f~!({y2}).

(3) Berechne (go f)™' ({21, 23}).
(4)

4) Ist g o f injektiv oder surjektiv?

Aufgabe 10 (§2.1.1,§2.1.2, §2.1.3, §2.1.4)
Sei X :=1{1,2,3,4}, Y :={1,2,3} und Z :={1,3,5,7}.
Sei f: X—Y, 12 21,32, 4+3.
Seig:Y —27 1+5 21,35,
(1) Berechne f({1,2,3}).
(2) Berechne f~1({2,3}).
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(3) Ist g o f injektiv oder surjektiv?

(4) Berechne (go f)~1({5}).
(5) Finde Teilmengen Uy, Uy C X mit f(U; NUy) # f(Uy) N f(Us).

Aufgabe 11 (§2.1.1) Seien X und Y Mengen. Sei G C X x Y.
Ist G der Graph einer Abbildung von X nach Y ?

(1) X ={1,2,3,4}, Y ={1,2,3}, G ={(1,2), (3,1), (2,1), (4,2)}.
(2) X = {1,2,4}, Y = {15}, G = {(4,5), (1,6)}.
(S)X:R>0,Y:R,G:{(y2,y) yeR}

Aufgabe 12 (§2.2.2,§2.3.2, §2.3.3)

Entscheide auf Existenz und berechne gegebenenfalls. Das Ergebnis darf e beinhalten.
Vergleiche mit dem Wert fiir n = 3 bzw. mit der Summe der ersten 3 Terme.
Vergleiche mit dem Wert fiir n = 10 bzw. mit der Summe der ersten 10 Terme.
1+ 4n3 —2n

n*+1

2—n?—2n

N3 +n2—n+1

(1) lim, o0

(2) lim, s

Aufgabe 13 (§2.3.3)

(1) Bestimme eine Niiherung von e*?2 unter Verwendung der ersten 5 Summanden der
definierenden Reihe. Vergleiche mit dem tatséchlichen Wert.

(2) Bestimme eine Niherung von e~! unter Verwendung der ersten 2, 3 und 4 Summan-
den der definierenden Reihe. Vergleiche mit dem tatsdchlichen Wert.

(Taschenrechner!)
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Aufgabe 14 (§2.3.3)

(1) Bestimme eine Niherung von e = e! unter Verwendung der ersten 8 Summanden
der definierenden Reihe. Vergleiche mit dem tatséchlichen Wert.

(2) Bestimme eine Niherung von 2 unter Verwendung der ersten 3 und der ersten 10
Summanden der definierenden Reihe. Vergleiche mit dem tatsédchlichen Wert.

(3) Bestimme eine Ndherung von ¢~V2 unter Verwendung der ersten 7 Summanden der
definierenden Reihe. Vergleiche mit dem tatsidchlichen Wert.

(Taschenrechner!)

Aufgabe 15 (§2.4.1) Welche zwei Elemente in R? aus
A= (2,0), B := (-3,-5), C = (4,-2)

haben voneinander minimalen Abstand, und welche maximalen?

Aufgabe 16 (§2.4.1) Welche zwei Elemente in R? aus
(1,0,1), (1,4,1), (3,2,-2), (—1,—1,-1)
haben voneinander minimalen Abstand, und welche maximalen?

Aufgabe 17 (§2.2.2,8§2.3.3)

(1) Sei k € Z~q . Bestimme lim,,_,,, nfe™".

(2) Sei k € Z>o . Bestimme lim,, ., n*/n! .
Aufgabe 18 (§2.3.2)

(1) Berechne

> () w ()

k=2 k=2
(2) Berechne
10 1 2k [e¢) 1 2k
S(5)  we X(g)
k=2 k=2

Aufgabe 19 (§2.3.2,8§2.4.2)

(1) Berechne 2212 (—%)k und 7, (_g)k'
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(2) Gib eine Formel ohne Summenzeichen an fiir Y, _.(¢" + (—¢)*), wobei ¢ € R\ {0}
und n € Z>3 ungerade.

(3) Sei f(z) = o e " fiir v € Rg.
Definiert dies eine stetige Funktion f : Ryo— R 7 Skizze!

Aufgabe 20 (§2.3.1) Bestimme
w2 . ) .
o >k fiir n € {5,10,50}.
k=1
Welche Vermutung ergibt sich fiir den Grenzwert fiir n — oo ?

Aufgabe 21 (§2.3.1,§2.3.3)

(1) Sei f(n) := (1+n~')" fiir n € Z>; . Bestimme f(100), f(10000), f(10°). Wende den
Binomischen Lehrsatz auf f(n) an und bestimme darin fiir £ > 0 den Grenzwert des
k-ten Summanden fiir n — co. Welche Vermutung ergibt sich fiir lim,, oo (1+n71)"?

2) Bestimme Z- — »_ k78 fiir n € {5,10,50}. Welche Vermutung ergibt sich fiir den
945 k=1

Grenzwert fir n — oo ?

Aufgabe 22 (§2.4.2) Sei f : R— R eine Funktion. Sei 25 € R.
Entscheide, ob f in z( stetig ist. Skizze!

(1) f(z) = |z], 2o := 0.

(2) f(z) =2 firz <0, f(x) ==z +1 fir x>0, 75 := 0.

Aufgabe 23 (§2.4.2) Sei f : R— R eine Funktion. Sei 2y € R.
Entscheide, ob f in x( stetig ist. Skizze!

(1) f(z) ==z firz < -1, f(x) := —x fir x > -1, 29 := —1.
(2) f(z) =—afire <1, f(z) =2z -3 firz>1, zo:=1.
(3) f(x):=sin(1/z) fur = # 0, f(0) :== 0, 2 := 0.

Aufgabe 24 (§2.4.2)

Warum ist f stetig? Begriinde so weit wie moglich mit der Bemerkung aus §2.4.2.
(1) f: R~ {0} —R, f(z) :=1/a3. Skizze! (Taschenrechner!)
(2) /R R, f(r,y) = e,
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Aufgabe 25 (§2.4.2)

Warum ist f stetig? Begriinde so weit wie moglich mit der Bemerkung aus §2.4.2.
Skizze (aufler in (3); und (4,5) zusammen)! (Taschenrechner!)

:R—R, f(z) = vz — 2 +sin(z).
RN {72421 : 2€Z}—R, f(x) = tan(z)>.

(1) f

2) f

(3) f:R>—R, f(z,y) :=sin(a? + y?).
(4) f:RN{0}—R, f(z) :=e 1",
(5) f

‘R—R, f(z):=e/*" falls # # 0, und f(0) := 0.

Aufgabe 26 (§2.4.4)
_ gz

Bestimme Polynome ¢(z) und h(z) so, da f(z) := ch die folgenden Eigenschaften hat.

lim f(z) = 1,  f(=1) =3,  f(0) = 2.

T—00

Skizze! (Hinweis: Grad 1/Grad 1.)

Aufgabe 27 (§2.4.4)

Bestimme Polynome ¢(z) und h(z) so, da} f(x) := % die angegebenen FEigenschaften
hat. (Die Losung ist jeweils nicht eindeutig.) Skizze !

(1) lim, o f(z) =1, f(1) =0, f(0) =1, f(—1) = 0. (Hinweis: Grad 2/Grad 2.)

(Hinweis: Grad 3/Grad 3.)

Aufgabe 28 (§3.2.1) Sei f : R— R eine Abbildung.

Ist f differenzierbar an der Stelle 0? Uberpriife direkt mit der Definition. Skizze !
(1) f(z) =a>
(2) fz) ==l

Aufgabe 29 (§3.2.1) Sei f : R— R eine Abbildung.

Ist f differenzierbar an der Stelle 0?7 Uberpriife direkt mit der Definition. Skizze !
(1) flz)=(z—- D"
(2) flz) = V=
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(3) flx) =z -|z|.

Aufgabe 30 (§3.2.1) Sei D C R offen. Sei f : D — R eine Abbildung,.
Berechne f" und f”.

(1) f(x) = £, D=R~{-1}.

(2) f(z) =e"sin(x), D =R.

(3) f(x) =sin(cos(z)), D = R.

Aufgabe 31 (§3.2.1) Sei D C R offen. Sei f: D — R eine Abbildung.
Berechne f/, f” und f".

(1) f(z) =4, D=R~{1}.
(2) flz) =522 D=R.

24-cos(z) ?

(3) f(z) =sin(z?), D =R.

(4) f(z) =eYE*D D =R~ {-1,+1}.

(5) f(z) = cos(e'/*), D = R~ {0}.
Aufgabe 32 (§3.2.1) Leite die Quotientenregel aus Produkt- und Kettenregel her.

Aufgabe 33 (§3.2.2) Seien a, b € R mit a <b. Sei f : (a,b) — R.

Untersuche unter Verwendung von f’, in welchen Teilintervallen f monoton wichst und
in welchen monoton fallt. Skizze von f und f’!

(1) f(z) =2 -2z, (a,b) = (—=2,2).
(2) fl2) =e*a?, (a,b) = (=2, 3).

Aufgabe 34 (§3.2.2) Seien a, b € R mit a < b. Sei f : (a,b) — R.

Untersuche unter Verwendung von f’, in welchen Teilintervallen f monoton wéchst und
in welchen monoton féllt. Skizze von f und f’!

(1) f(z)=a* — 422, (a,b) = (—2,2).

f(x) = sin(2?), (a,b) = (—2,2).
(3) f(x)= %2 + cos(x), (a,b) = (—1,1). (Hinweis: f” hilft fir f’.)

—~
[\
~—
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Aufgabe 35 (§3.2.3.2) Sei f: R—R.

Bestimme alle lokalen Maximal- und Minimalstellen von f. Skizze (sinnvoller Ausschnitt) !

(1) f(z) =32* — .

Aufgabe 36 (§3.2.3.2) Sei f: R—R.
Bestimme alle lokalen Maximal- und Minimalstellen von f. Skizze (sinnvoller Ausschnitt) !
(1) f(z) = 2* — 222

(2) f(z) = sin(z) + cos(x).
(3) f(z) = arctan(z) + In(1 + 2?). (Hinweis: Vgl. Aufgabe 38.(2).)

Aufgabe 37 (§3.2.2,83.2.4.1) Ist f: (0,7) — (—1,1), x+— cos(z) bijektiv? Skizze!

Falls ja, so bezeichne mit arccos : (—1,1) — (0, 7) die Umkehrfunktion und bestimme
arccos’ ().

Aufgabe 38 (§3.2.2,8§3.2.4.1)

(1) Ist f: R— R, o+—>¢e" — e~ " bijektiv? Skizze!
Falls ja, so bezeichne mit g : R — R die Umkehrfunktion und bestimme ¢'(x).
(Hinweis : betrachte f(z)?.)

(2) Ist f: (—=7/2,7/2) — R, z+— tan(z) = 22 bijektiv? Skizze!

cos(x)
Falls ja, so bezeichne mit arctan : R — (—7/2,7/2) C R die Umkehrfunktion und
bestimme arctan’(z). (Hinweis: betrachte f(z)2.)

Aufgabe 39 (§3.2.4.3.2) Berechne log,(8) und 3'°8:(®) mit Taschenrechner.

Aufgabe 40 (§3.2.4.3.2) Berechne mit Taschenrechner.
(1) logr(9), 767

(2) log,,(25), 17%e17(25)

Aufgabe 41 (§3.2.4.3.2) Seien a, b € Roo ~ {1}. Seien z, y > 0. Sei z € R.

Leite her, daf log,(zy) = log,(x) + log,(y), daB8 a'°%(®) = z daB log,(a*) = z und daB,

falls x # 1, auch % = log,(b).
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Aufgabe 42 (§3.2.5) Berechne unter Verwendung von I’'Hopital. Skizze !

(1) lim ===

=0 %2

. T —In(1
(2) lim 2 nlie)

z—0 x

Aufgabe 43 (§3.2.5) Berechne unter Verwendung von I’'Hopital. Skizze !

(4) lim (L — 21).

x—0 7T e?—1

Aufgabe 44 (§3.3.1) Sei D C R? offen.

Habe f: D — R stetige zweite partielle Ableitungen.

Verifiziere das Lemma von Schwarz, d.h. berechne f,, und f,, und vergleiche.
(1) f(z,y) =aY, wobei D = R+ x R.
(2) f(z,y) = 5+, wobei D = R?~.{(0,0)}.

2 1y2’

Aufgabe 45 (§3.3.1) Sei D C R? offen.
Habe f: D — R stetige zweite partielle Ableitungen.

Verifiziere das Lemma von Schwarz, d.h. berechne f,, und f,, und vergleiche.
(1) f(z,y) = 3°"¥, wobei D = R2.
(2) f(z,y) =In(;r ), wobei D =R?\ {(0,0)}.

x4+y2

Aufgabe 46 (§3.3.1) Sei D:=R~{kr+5 :kcZ} CR.

Seien f, g : D — R definiert durch f(t) := 1/cos(t) und g(t) := tan(t).

Sei h : R?* — R definiert durch h(z,y) := 2? — y*.

Berechne (ho (f,g)) (t) einmal nach Kettenregel und einmal direkt. Vergleiche !

Aufgabe 47 (§3.3.1) Sei D C R offen. Seien f, g : D — R differenzierbar.
Sei h : R? — R partiell differenzierbar.
Berechne (h o (f,g))'(t) einmal nach Kettenregel und einmal direkt. Vergleiche!



(1) f(t) =12, g(t) = 1/t, h(z,y) = 2y, D = R~ {0}.
(2) f(t) =sin(t), g(t) = cos(t), h(z,y) = 2* +y*, D =R.
Aufgabe 48 (§3.3.1) Seien f, g : R — R differenzierbar.
Sei h: R?—R, h(z,y) = zy.
Leite aus einer Anwendung der Kettenregel auf h o (f,g) die Produktregel
(fg)' = flg+ fg
ab.

Aufgabe 49 (§3.4) Sei f: R>—R.
Bestimme alle lokalen Minimal- und Maximalstellen von f.
(1) f(z,y) = —32° + 22y — y*.

(2) f(z,y) = (14 €Y)cos(z) —yev.

Aufgabe 50 (§3.4) Sei f: R*—R.

Bestimme alle lokalen Minimal- und Maximalstellen von f.
(1) f<x7y) = ‘12 - y2 - 1134.
(2) f(z,y) = sin(z)sin(y).

(3) f(x,y) = xye™™.
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Aufgabe 51 (§3.4) Habe ein Quader die Kantenlédngen a, b, ¢ > 0 und die Oberfliche
6. Diese Bedingung liefert ¢ in Abhéngigkeit von a und b. Insbesondere hiangt das Volumen
unseres Quaders unter dieser Bedingung nur noch von a und b ab. Uberpriife, daf§ dieses
Volumen nur bei (a,b) = (1,1) eine lokale Maximalstelle besitzt, an der dann ein Wiirfel

vorliegt.

Aufgabe 52 (§4.1) Es sollen 10.000 Euro fiir 50 Jahre zu jéhrlich 2,5% verzinst werden.

Es sollen davon am Anfang jeden Jahres 100 Euro ausbezahlt werden.

(1) Wieviel Kapital steht nach Ablauf der 50 Jahre zu Buche?

(2) Wieviel Kapital stiinde nach Ablauf der 50 Jahre zu Buche, wenn die 100 Euro

jeweils am Ende jeden Jahres ausbezahlt wiirden?

Aufgabe 53 (§4.1) Es sollen 2.000 Euro fiir 10 Jahre zu jéhrlich 4% verzinst werden.

Es sollen davon am Ende jeden Jahres 200 Euro ausbezahlt werden.
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(1) Wieviel Kapital steht nach Ablauf der 10 Jahre zu Buche?

(2) Wieviel Kapital stiinde nach Ablauf der 10 Jahre zu Buche, wenn die 200 Euro
jeweils am Anfang jeden Jahres ausbezahlt wiirden?

Aufgabe 54 (§4.1) Wir legen 10.000 Euro festverzinslich an.

(1) Bei welchem jahrlichen Zinssatz belduft sich das Kapital nach 5 Jahren auf 15.000
Euro?

(2) Bei welchem monatlichen Zinssatz belduft sich das Kapital nach 5 Jahren auf
15.000 Euro?

Aufgabe 55 (§4.1)

(1) Wieviel Kapital mufl man anlegen bei einem jdhrlichen Zinssatz von 2,5% und
zusétzlichen Sparraten von 1.000 Euro am Ende jeden Jahres, um nach 4 Jahren
5.000 Euro zu erreichen?

(2) Wir legen 10.000 Euro festverzinslich an. Bei welchem jdahrlichen Zinssatz belduft
sich das Kapital nach 10 Jahren auf 18.000 Euro?

(3) Wir legen 10.000 Euro zu einem jéhrlichen Zinssatz von 5,2% an, mit einer zusétz-
lichen Sparrate von 500 Euro an jedem Jahresende. Nach wieviel Jahren ist die
Summe von 30.000 Euro erreicht?

(4) Welcher monatliche Zinssatz entspricht einem jéhrlichen Zinssatz von 4,3% ?

Aufgabe 56 (§4.1)

(1) Wieviel Kapital mu man anlegen bei einem jéhrlichen Zinssatz von 4,2% und
zusétzlichen Sparraten von 83 Euro am Ende jeden Jahres, um nach 3 Jahren 1000
Euro zu erreichen?

(2) Bei einem Anfangskapital von 5.000 Euro und einem jahrlichen Zinssatz von 3,5%,
wie hoch muf} die am Ende jeden Jahres einzuzahlende Sparrate sein, um in 5 Jahren
10.000 Euro auf dem Konto zu haben?

(3) Einem Jahreszinssatz von 5% entspricht welcher Tageszinssatz? (Ein Jahr habe 365
Tage.)

(4) Wie lange mufl ein Anfangskapital von 1.000 Euro bei 3% Jahreszins und einer
monatlichen Kontofithrungsgebiihr von 2 Euro angelegt werden, um 1.100 Euro zu
erzielen? Wie lange wiirde es ohne Kontofiihrungsgebiihr dauern? (Die Bank rechne
die Zinsen monatlich ab, jeder Monat sei 1/12 Jahr.)
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(5) Wie lange braucht es, bis ein Kredit von 800.000 Euro abbezahlt ist bei einer Rate
von 10.000 Euro an jedem Monatsende und Kreditzinsen von 7,3% jéihrlich? Wie
lange wiirde es ohne Kreditzinsen dauern?

Aufgabe 57 (§4.2) Ein Investitionsplan sieht vor, zu Beginn 10.000 Euro Anschaffungs-
kosten zu verbuchen, in den ersten 4 Jahren mit den Einnahmen gerade die Ausgaben
decken zu kénnen, und im 5-ten Jahr und im 6-ten Jahr je 6.000 Euro Gewinn verbuchen
zu koénnen.

Welchen Darlehenszins sollte man der Bank hochstenfalls zahlen, so man kein Verlust-
geschaft machen mochte?

Aufgabe 58 (§4.2) Ein Investitionsplan sieht vor, zu Beginn 5.000 Euro Anschaffungs-
kosten zu verbuchen, nach dem ersten Jahr 8.000 Euro zuschieflen zu miissen, im zweiten
Jahr mit den Einkiinften gerade die Kosten decken zu koénnen, und in den folgenden 3
Jahren jeweils 5.000 Euro Gewinn verbuchen zu kénnen.

Welchen Darlehenszins sollte man der Bank hochstenfalls zahlen, so man kein Verlust-
geschéft machen mochte?

Aufgabe 59 (§5.1)

Bilde alle bildbaren Produkte von je zwei verschiedenen der folgenden Matrizen.

o), (1), (3

N =

Aufgabe 60 (§5.1)

Bilde alle bildbaren Produkte von je zwei verschiedenen der folgenden Matrizen.
3 10-1 21 010
02 ()L G (). (190)
103\3
Aufgabe 61 (§5.1) Berechne (%1?) :

Aufgabe 62 (§5.1)

(1) Sei A := <

=

10
9 %) Bestimme AF fiir alle 0 < k < 5.

(2) Sei A := (Z1 (). Bestimme A fiir alle £ > 0.

Aufgabe 63 (§5.1) Ist A2 0 fiir alle A € R?*2~ {0} ?
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Aufgabe 64 (§5.1)

(1) Seien A, B € R?*?. Kann man aus AB = 0 auch BA = 0 folgern ?

(2) Ist AB # E, fiir alle A € R**! und alle B € R'*%?

Aufgabe 65 (§5.1) Sei f: R*>! —R> br— (_ig)b.

(1) Bestimme f((1))-
(2) Bestimme {b € R**! : f(b) =0b}.

(3) Gib eine (moglichst kurze) Abbildungsvorschrift fiir f o f an.
Aufgabe 66 (§5.1) Sei a = (é) € R, Sei f: R¥*! — R¥ br—b— (a'b)a.

(1) Berechne (1)), £((1)) wnd 7((5)).

(2) Bestimme {b € R : f(b) =b}.

(3) Bestimme {b € R™! : f(b) = ~b}.

(4) Gib eine Abbildungsvorschrift fiir f o f an.

Aufgabe 67 (§5.2.2)

Bestimme den Winkel zwischen je zwei verschiedenen der folgenden Vektoren (in Grad).

cm () b= () e = (1)

Aufgabe 68 (§5.2.2)

Bestimme den Winkel zwischen je zwei verschiedenen der folgenden Vektoren (in Grad).

= (e () o0

Aufgabe 69 (§5.2.2) Sein > 1. Seien a, b € R™*! \ {0}. Verifiziere, dafl a und (a'a) -
b — (a'b) - a zueinander orthogonal sind. Wann ist letzterer Vektor null?

=0 =

Aufgabe 70 (§5.2.2) Sein > 1. Seien a, b € R™!. Bestiitige folgende Dreiecksunglei-
chung fiir Vektoren unter Verwendung von Cauchy-Schwarz.

la+bl < llafl + ol
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Aufgabe 71 (§5.2.2) Sei f : R*—R mit f(z,y) = xy. Skizziere die Hohenlinien
f(z,y) = 1 und f(x,y) = 2. Verifiziere anhand der Skizze, dafl der Gradient <§:83)
orthogonal zur Hohenlinie durch den Punkt (1,1) steht.

Aufgabe 72 (§5.2.2) Sei f: R? — R mit f(z,y) = sin(z)-sin(y). Skizziere die Hohen-
linien f(x,y) = 0,25, f(z,y) = 0,5 und f(x,y) = 0,75. Verifiziere anhand der Skizze, daf

der Gradient (}ng?g:@) orthogonal zur Hohenlinie durch den Punkt (7/6,7/2) steht.

Aufgabe 73 (§5.2.3)

(1) Sei a = (?) Sei b = < é) Berechne a'b und a x b. Bestimme den Flicheninhalt

des von a und b aufgespannten Parallelogramms.

(2) Seia= (é) .Sei b= (g). Sei ¢ = (%). Bestimme den Rauminhalt des von a, b und

¢ aufgespannten Parallelepipeds. Vergleiche mit der Anschauung.

Aufgabe 74 (§5.2.3)

(1) Seia = (é) Sei b = <—z> Berechne a'b und a x b. Bestimme den Flicheninhalt

des von a und b aufgespannten Parallelogramms.

(2) Seia = G) . Sei b = (§> Sei ¢ = <:z> Bestimme den Rauminhalt des von a, b

und ¢ aufgespannten Parallelepipeds.

Aufgabe 75 (§5.2.3) Seien a — (%) b= (g) o= (3%) e R¥ .

(1) Uberpriife, da a x b = —(b x a). Folgere erneut, daf a x a = 0.
(2) Uberpriife, daB8 a x b senkrecht auf a und auf b steht.
(3) Uberpriife, daB a x (b x ¢) +bx (¢ x a) + ¢ x (a x b) = 0.

(4) Uberpriife, daB a' (b x ¢) = —0b' (a x c). Folgere erneut, daf8 a senkrecht auf a x b
steht.

Aufgabe 76 (§5.2.3) Sei E die von <é> und (_?) aufgespannte Ebene durch (§)

0
in R**!. Sei P := <(1)> Sei g die Gerade durch P senkrecht zu E. Bestimme den Schnitt-
punkt von g mit E. (Hinweis: Kreuzprodukt der aufspannenden Vektoren!)
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Aufgabe 77 (§5.2.3) Sei E die von GJ) und G) aufgespannte Ebene durch (E)

3
in R3*!. Sei P := (8) . Sei g die Gerade durch P senkrecht zu F. Bestimme den Schnitt-

punkt von g mit E. Bestimme den Abstand von P und E. Spiegele P an E.
(Hinweis: Kreuzprodukt der aufspannenden Vektoren!)

Aufgabe 78 (§5.3) Seien m, n > 1. Sei A € R™*". Sei b € R™*1.
Bestimme {x € R™*! : Az =b}.

Aufgabe 79 (§5.3) Seien m, n > 1. Sei A € R™*". Sei b € R™*1.
Bestimme {z € R™! : Az =0} und {z e R™' : Az =10},

Aufgabe 80 (§5.3) Wir suchen alle s, t, u, v, w € R, welche das Gleichungssystem

s + t + u + v+ w = 1
5 + v + (=2v + (-l)w = 0
2s + t + (—1l)u + w = 0

erfiillen. Gibt es eine Losung mit s, ¢, u, v, w € Z7

Aufgabe 81 (§5.3) Bestimme, falls moglich, die Inverse von A := (

O
=

O
—

Aufgabe 82 (§5.3)

=0

(1) Bestimme, falls moglich, die Inverse von A := < %

1
1.
0



=]

0
(2) Bestimme, falls moglich, die Inverse von A := (?
1

11
11
10 J-
00

(3) Seien «, (3, v, d € R so gegeben, dafl ad # (. Zeige, daB
apB\L o —
(7§> = aéi,ﬁ’y (*7 g) :

Aufgabe 83 (§5.4.2) Seien z;, o, 3 € R3*1
Ist (1, x2, x3) linear unabhéngig 7
Ist (z1, z2, x3) erzeugend ?

Ist (z1, z2, x3) eine Basis von R3*!?

Aufgabe 84 (§5.4.2) Sein > 1. Seien z;, 7o, v3 € R
Ist (21, =2, x3) linear unabhéngig ?
Ist (z1, z2, x3) erzeugend ?

Ist (z1, x2, z3) eine Basis von R™1?

Aufgabe 85 (§5.4.3) Sei T := ((1) , (?)) Sei U = <<?) , <i>>.

0 2 1

(1) Verifiziere die lineare Unabhéngigkeit der angegebenen Tupel fir 7" und fiir U.

(2) Bestimme Basen von T’NU und T'+ U.

141
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Aufgabe 86 (§5.4.3) Sei T := ((

OO~ O
OO O
=
pDOoOwWwWN

) (-6

(1) Verifiziere die lineare Unabhéngigkeit der angegebenen Tupel fir 7" und fiir U.
(2) Bestimme Basen von TNU und T+ U.
(3) Verifiziere im vorliegenden Fall, daff dim(7") 4+ dim(U) = dim(7 + U) + dim(7T'NU).

Aufgabe 87 (§5.4.3) Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Seien m, n > 0.
Seien T', U, W C V Unterrdume.
Verifiziere oder gib ein Gegenbeispiel.
(1) Esist TN(U+W)=(TnNnU)+ (TNW).
(2) Esist dm(T’NW) —dim(T'NU) =dim((T+U)NW) —dim((T'+ W) NU).
(3) Esist dim(R™*™) =m - n.

Aufgabe 88 (§6.2) Berechne ff x dz einmal mittels Hauptsatz und einmal mittels aus
der Geometrie bekannter Formeln fiir Fldcheninhalte.

Aufgabe 89 (§6.2) Vergleiche den Flicheninhalt zwischen der Parabel f(z) := 1 — z?
und der z-Achse mit dem aus der Geometrie bekannten Fliacheninhalt eines Halbkreises
von Radius 1. Welcher Fliacheninhalt ist gréfler ? Skizziere die fraglichen Fléchen iiberein-
ander !

Aufgabe 90 (§6.2) Berechne.
2
(1) J7, 2% da.

2) [?zda.
(3) [ (sin(z)) da.

Aufgabe 91 (§6.2) Berechne.
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Aufgabe 92 (§6.3.1) Berechne [ +/sin(z) - cos(z) dz. (Hinweis: g(z) := sin(x).)

Aufgabe 93 (§6.3.1, §6.3.2) Berechne. Skizze!

(1) [ lnUn - ) dz. (Hinweis: ¢(z) := In(z), h(u) := In(u).)

3 ln(w
) fls 1% dz fiir s € Rsg. (Hinweis: g(x) := 2/2.)

) f_+11 V1 —2?dz. (Hinweis: © = g(t) := sin(¢). Dann Produktregel und Pythagoras.)
Aufgabe 94 (§6.3.2) Berechne ff(ln(ac))x_2 dx. (Hinweis: Produktregel.)

Aufgabe 95 (§6.3.2) Berechne.

(1) fo e? dr. (Hinweis: Zweimal Produktregel.)
(2) [ (zIn(z) — z) dz fir u € Ryo.

(3) [, arctan(z) dz fiir s € R. (Hinweis: Produktregel mit Faktor 11)

Aufgabe 96 (§6.3.3) Berechne f2 xQ iy dz. (Hinweis: Partialbruchzerlegung.)

I

Aufgabe 97 (§6.3.3) Berechne. (Hinweis: Partialbruchzerlegung.)

4

fZ 422241 dz.

1
J2 sy 4
Aufgabe 98 (§6.4) Berechne [°_e* dx. Skizze!

Aufgabe 99 (§6.4)
(1) Berechne fol r~*dz fir a € (0,1).

(2) Zeige durch Vergleich mit [ z7%/2 dz, daB die Reihe Y-, —5 konvergiert. Skizze!
Welchen Wert hat das Integral? Vergleiche mit 2100 1

n=1 n3/2 :

(3) Zeige durch Vergleich mit [~ 27! dz, daf Zn>1 divergiert. Skizze !

Aufgabe 100 (§7.1) Ein Vermogen wird zum Teil mit Zins und Zinseszins angelegt, zum
Teil als Barreserve zuhause gehortet. Der Jahreszins betréigt 6 Prozent. Angelegt werden
50.000 Euro zum Zeitpunkt ¢t = 0, gehortet werden weitere 50.000 Euro. Bestimme die
Wachstumsrate des Gesamtkapitals in Abhéngigkeit von der Zeit ¢, gerechnet in Jahren.
Wie grof3 ist diese nach 10 Jahren?
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Aufgabe 101 (§7.1)

(1)

Der Wert einer Wohnung betrage 100.000 Euro zum Zeitpunkt ¢ = 0. Die Wertstei-
gerung betrage 2% jéahrlich. Zum Gesamtkapital werden die Miteinnahmen dazuge-
rechnet, welche jahrlich 6.000 Euro betragen. Berechne die jahrliche Wachstumsrate

des erzielten Gesamtkapitals in Abhéngigkeit von der Zeit ¢, gerechnet in Jahren.
Wie hoch ist sie nach 0, nach 10 und nach 20 Jahren? Skizze!

Der Wert einer Wohnung betrage 100.000 Euro zum Zeitpunkt ¢ = 0. Die Wert-
steigerung betrage 2% jéhrlich. Zum Gesamtkapital werden die Miteinnahmen da-
zugerechnet, welche zu Beginn jéhrlich 6.000 Euro betragen, mit einer jahrlichen
Mieterhohung um 10%. Berechne die jéhrliche Wachstumsrate des erzielten Ge-
samtkapitals in Abhéngigkeit von der Zeit ¢, gerechnet in Jahren. Wie hoch ist sie
nach 0, nach 10 und nach 20 Jahren? Skizze !

Aufgabe 102 (§7.2.1) Berechne die Ableitung und die Elastizitit der Funktion

f:Reg—R, z+— f(z) =4

% .

Aufgabe 103 (§7.2.2,8§7.2.3)

(1)

Erfahrungsgemifl werden am Hafenmarkt f(z) := 910%30;)2 Tonnen Eternit nachge-

fragt, wenn der Verkdufer den Gewinn zu z Euro pro Tonne ansetzt. Es kann die
Nachfrage auch immer voll befriedigt werden. Bestimme die Elastizitdt von f(x)
und von f'(z). Wie mufl der Verkdufer den Gewinn pro Tonne ansetzen, um sei-
nen Gesamtgewinn zu maximieren? Wieviel betrégt der maximale Gesamtgewinn?
Skizze des Gesamtgewinns in Abhéngigkeit von x|

Pro Kilogramm Zirkonium lassen sich f(z) := 12.000 - (2 + 1)~'* Yen Gewinn
erzielen, wenn x Kilogramm auf dem Markt sind, so die Faustregel. Es werde auch
immer die gesamte angebotene Menge abgesetzt. Bestimme die Elastizitéat von f(x)
und von f’(x). Wieviel Zirkonium mufl der Verkdufer demgeméfl auf den Markt
werfen, um seinen Gesamtgewinn zu maximieren? Wieviel betrdgt der maximale
Gesamtgewinn? Skizze des Gesamtgewinns in Abhéngigkeit von x !

Aufgabe 104 (§8.1) Gib das Taylorpolynom von f(z) := /x um zy := 1 in 2-ter
Ordnung an. Skizziere f(z) und das Taylorpolynom!

Aufgabe 105 (§8.1) Sei D C R ein offenes Intervall und f : D — R eine Funktion.
Gib eine Taylorentwicklung von f(x) um zy in n-ter Ordnung an. Skizze von f(z) und
vom zugehorigen Taylorpolynom !

(1)
(2)
(3)

Sei D = (—o0,1), f(x)=(1—2)"", 2o =0und n = 3.
Sei D = (—00,1), f(z)=(1—2)"2 2o=0und n = 3.
Sei D = (0,00), f(z) =lnz, xg =1 und n = 5.
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(4) Sei D = (0,00), f(x) = 2?3, 2y = 1 und n = 3.

Aufgabe 106 (§8.1) Bestimme das Taylorpolynom zweiter Ordnung von f(x) := e” in
0, um das Integral f_ll e” dz zu approximieren. Vergleiche das approximative Ergebnis mit
dem tatsdchlichen Wert des Integrals.

Aufgabe 107 (§8.1)
(1) Bestimme die Taylorentwicklung von cos(z) um xy = 0.

(2) Verwende das Taylorpolynom von cos(x) in 2-ter, 4-ter und 6-ter Ordnung, um
f_t:r/; cos(z) dr anzunihern. Vergleiche mit dem exakten Wert des Integrals.

Aufgabe 108 (§8.2) Sei f(z) = 2? 4+ 2z — 1. Skizze von f!
Uberpriife, dal das Newtonverfahren fiir f(z) auf dem Intervall [0, 1] anwendbar ist.
Fiihre die ersten zwei Schritte des Newtonverfahrens aus. Skizze vom ersten Schritt !

Berechne die tatséchliche Nullstelle € € [0, 1] von f(x) direkt. Vergleiche z3 mit &.

Aufgabe 109 (§8.2) Sei D C R ein offenes Intervall. Sei f : D — R eine beliebig oft
differenzierbare Funktion. Seien a, b € D mit a < b gegeben.

Uberpriife die Voraussetzungen fiir das Newtonverfahren zur Néherung einer Nullstelle
von f(z) in [a, b].

Falls die Voraussetzungen zutreffen, so fiihre die ersten drei Iterationsschritte durch, d.h.
berechne x4, und vergleiche die Abweichung von x4 von der tatsédchlichen Nullstelle mit
der vom Lemma aus §8.2 garantierten oberen Schranke fiir diese Abweichung.

Falls die Voraussetzungen nicht zutreffen, so fithre die ersten drei Iterationsschritte den-
noch durch und beobachte das Verhalten der Iteration.

Skizze von f(x) und des ersten Iterationsschritts wie in §8.2!
(1) D=Rso, f(zx)=x+2'=3,a=2,b=14
(2) D=R, f(z) =23 a=—1,b=1.
(3) D=R, f(x)=¢"—4x,a=2]1,b=22.
Aufgabe 110 (§8.2) Bestimme ein geignetes Intervall [a, b], um /3 mit Hilfe des New-

tonverfahrens mit einem Fehler von < 10~* anzun#hern, wie mit der a-priori-Abschétzung
aus §8.2 sichergestellt werden soll. (Hinweis: [a,b] = [1,7,1,8], f(z) = 2% — 3.)

Aufgabe 111 (§8.2) Bestimme £ ndherungsweise unter Verwendung von f(z) mit dem
Newtonverfahren bis eine Abweichung von < 107% genau, wobei dies mit der a-priori-
Abschétzung aus dem Lemma aus §8.2 sichergestellt werden soll. Finde dazu ein geeignetes
Intervall [a, ], in der dortigen Notation.
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(1) € =54 f(z) = a* — 5.
(2) £ =In(2), f(r) =e" —2.

Aufgabe 112 (§8.3) Bestimme den Gradienten und die Hessematrix von f(z,y) = zy.

Aufgabe 113 (§8.3) Bestimme den Gradienten und die Hessematrix von f(x,y, 2).

(1) flz,y,2) =2 + 2xyz.

(2) f(l’,y, Z) = $4y — 2wz ™Y,

Aufgabe 114 (§8.4) Bestimme die Taylorentwicklung in erster Ordnung von f(z,y) =
x + 2%y um (1,1). Berechne den Betrag der Differenz zwischen Funktionswert und Wert
des Taylorpolynoms bei (z,y) = (1,1, 1,2).

Aufgabe 115 (§8.4) Bestimme die Taylorentwicklung in erster Ordnung von f(z,y) =
e” ¥ um (0,0). Berechne den Betrag der Differenz zwischen Funktionswert und Wert des
Taylorpolynoms bei (z,y) = (0,2,0,3).

Aufgabe 116 (§8.4) Bestimme die Taylorentwicklung in erster und die Taylorentwick-
lung in zweiter Ordnung von f(x,y) um (xq,yo).

Berechne jeweils den Betrag der Differenz zwischen Funktionswert und Wert des Taylor-
polynoms bei (g + 0,1,y + 0,1).

(1) flzy) =2+ 2"+ 2y°, (20, 5) = (0,0).
(2) flz,y) =z +2% +2y’, (20,90) = (1, -1).
(3) f(x,y) = cos(z — 2y), (z0,%0) = (0,0).

Aufgabe 117 (§8.4) Bestimme das Taylorpolynom erster und zweiter Ordnung von
f(z,y,2) = cos(x)e¥* um (0,0,0).

Berechne jeweils den Betrag der Differenz zwischen Funktionswert und Wert des Taylor-
polynoms bei (0,1, 0,1, —0,1).

QO = =
DO DO DN
= w

Aufgabe 118 (§9.1) Berechne det(33) und det(

Aufgabe 119 (§9.1) Berechne.
(1) det (3)
(2) det(%g)
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12
Aufgabe 120 (§9.1) Berechne det(gg
00

N = © 00
00 00 00 Co

> und det((3 %)4) auf geschickte Weise.

Aufgabe 121 (§9.1) Berechne.

Aufgabe 122 (§9.1)

(1) Sei A € R¥ mit A = —A" gegeben (antisymmetrische Matrix).

Bestimme det(A) auf zwei Wegen, einer davon mit Sarrus.

(2) Sein > 1. Sei A € R™" invertierbar.
Bestimme det(A™!) in Abhéingigkeit von det(A).

Aufgabe 123 (§9.2) Sein > 1. Sei A € R™" eine symmetrische Matrix.
Untersuche A auf Definitheit.

7§ g) (Hinweis: vgl. (2).)

Aufgabe 124 (§9.2) Sein > 1. Sei A € R™" eine symmetrische Matrix.
Untersuche A auf Definitheit.
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(6) A= (8 13 é) fir a € R. (Fallunterscheidung!)
110a

Aufgabe 125 (§9.1,85.2.3,89.2) Sein > 1. Seien A, B € R™*".

1) Falls A und B symmetrisch und positiv definit sind, ist dann A + B positiv definit?

2) Ist stets det(A + B) = det(A) + det(B) 7

(1)
(2)
(3) Sei n =3 und seien z7, x5 und 3 die Spalten von A. Ist det A = 2 (xg X x3) 7
(1)

Falls A symmetrisch und negativ definit ist, ist A dann invertierbar?

Aufgabe 126 (§3.4,8§10.1)
Untersuche f(x,y) = z* — 222y + y* + 22% auf R? auf lokale Extremstellen.

(1) Verwende hierzu die alte Methode aus §3.4.

(2) Verwende hierzu die neue Methode aus §10.1.
Inwiefern stimmen die Methoden iiberein?

Aufgabe 127 (§10.1)
Untersuche f(x,y,2) = 2y + yz + 2o + 22 + y?> + 2% auf R? auf lokale Extremstellen.

Aufgabe 128 (§10.1) Definiere f auf R? durch f(x,y, z) := sin(z) sin(y) sin(z).
Ist (20,0, 20) eine lokale Extremstelle von f 7 Wenn ja, was fiir eine ?

(1) (zo0,y0,20) = (w/4,7/4,7/4)

(2) (x0,Y0,20) = (7/2,7/2,7/2)

(3) (wo,90,20) = (7/2, —7/2,7/2)
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Aufgabe 129 (§10.1) Definiere f auf R?® durch f(x,y, z) := sin(xyz) — sin(z).

Ist (20,0, 20) eine lokale Extremstelle von f 7 Entscheide, falls moglich.

(1) (zo,90,20) = (0,0,7/2)
(2) (x0,40,20) = (1,1,0)
Aufgabe 130 (§10.1) Untersuche f auf lokale Extremstellen auf R™.
(1) n=3, f(x,y,2) = 22% — 2zy +y* — 2y — x2% + 222
(2) n=3, flz,y,2) = (x +y)e @+ +),

(3) n=4, f(x,y,z,w) =223 + y* + 2% + w? — 22 — 22w.

Aufgabe 131 (§10.2)
Der Fliacheninhalt eines Rechtecks mit den Seitenléngen z und y betrigt f(z,y) := zy,

Verwende die Methode aus §10.2.1, um fiir den Fldcheninhalt eine lokale Maximalstelle
unter der Nebenbedingung, daf§ der Umfang des Rechtecks 4 ist, d.h. dal g¢;(z,y) =
2x + 2y — 4 = 0 ist, zu finden.

Bestétige durch direkte Verifikation, dafl dort der Flédcheninhalt in der Tat maximal wird
(also nicht nur lokal maximal).

Aufgabe 132 (§10.2)

Das Volumen eines Quaders mit den Kantenlédngen z, y und z betragt f(z,v,2) = zyz,
wobei (z,y,2) € D :=Rso x Ryg X Ryg.

Seine Oberfliche betrigt a(x,y, z) 1= 2zy + 2xz + 2yz=.

Seine Gesamtkantenlédnge betrigt k(x,y, 2) 1= 4o + 4y + 4z.

(1) Zeige, daB (zo,%0,20) = (1,1,1) eine lokale Maximalstelle der Volumenfunktion
f(x,y, z) unter der Nebenbedingung ¢, (z,y, z) := a(z,y,z) — 6 = 0 ist, d.h. unter
der Nebenbedingung, dafl die Oberfliche 6 betrigt.

(2) Zeige, daB (zo,y0,2) = (& ,3,3) eine lokale Maximalstelle der Volumenfunktion
f(z,y, z) unter den Nebenbedingung ¢, (x, y, z) := a(z,y, 2)—6 = 0und gs(z,y, 2) :=
k(x,y,z) — 15 = 0 ist, d.h. unter den Nebenbedingungen, dafl die Oberfliche 6 und

die Gesamtkantenldnge 15 betragt.

Aufgabe 133 (§10.2, §3.2.3.2)

Untersuche f(z,y) := 22% — y? auf R? unter der Nebenbedingung ¢,(z,y) =y — 2> = 0
mit der Methode aus §10.2.1.

Bestitige das Resultat durch Einsetzen der Nebenbedingung y = z? in f(z,y) und Ver-
wenden der Methode aus §3.2.3.2.
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Aufgabe 134 (§10.2)

(1)

(2)

(3)

Ist (0,0,0) eine lokale Extremstelle von f(x,vy, z) := 2® +y* + ryz + 2y auf R? unter
der Nebenbedingung ¢;(z,y,2) == 2> +y* + 22 +y =07

Ist (1,—1,—1,1) eine lokale Extremstelle von f(z,y,z,w) = 23 + ¢y* + 23 + w?®
auf R* unter den Nebenbedingungen ¢ (z,y, z,w) := 22+ y* + 22 + w? — 4 = 0 und
gz, y, z,w) = zyz+yzw—2=07

Untersuche f(x,y, 2, w,v) := 2?+y*+22—w?—v? auf (R~()° auf lokale Extremstellen
unter den Nebenbedingungen g;(z,y, z,w,v) := zyz — 4 = 0 und go(z,y, 2, w,v) :=
zow —1=0.

Aufgabe 135 (§10.2)

(1)

Fiir eine Dose von der Form eines Zylinders wird bei gegebenem Volumen nach dem
minimalen Materialaufwand gefragt, d.h. nach der minimalen Oberfléache.

Sei h die Hohe und r der Radius des Zylinders.

Das vorgegebene Volumen ist 167 cm?® (also & 50 ml).

Es geniige, eine lokale Minimalstelle fiir die Oberfliche zu finden.

(Hinweis: Das Volumen betrigt 7r?h, die Oberfliche 27 (r? + rh).)

Fiir eine Dose von der Form eines Zylinders, dem ein Kegel aufgesetzt wird, wird
bei gegebenem Volumen nach der minimalen Oberfliche gefragt.

Sei h die Hohe und r der Radius des Zylinders. Sei k£ die Hohe des aufgesetzen
Kegels.

Das vorgegebene Volumen ist 45(5 4 3v/5)7 cm?® (also ~ 1655 ml).
Es geniige, eine lokale Minimalstelle fiir die Oberfliche zu finden. Taschenrechner !

(Hinweis: Das Volumen der Dose betrégt Z(r*(3h + k)). Die Oberfliche der Dose
betrigt 7(r? 4+ 2rh 4 r(r? + k2)'/2).)

Aufgabe 136 (§11.1)
Berechne, d.h. schreibe das Resultat in der Form a + bi mit a, b € R.

(1)
(2)
(3)

(4)

(2+3i)— (5+1)
(2 4+ 31)(5 + 2i)
(1+1)2. Skizze!

2+1
1—-1
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Aufgabe 137 (§11.1)
Berechne, d.h. schreibe in der Form a + bi mit a, b € R oder als reelle Zahl.

1) &5 -1

(2) (2+1)°

(3) (1+1)*

4) (57)°

(5) (3 +4i)°|

(6) Re((1+2i)7(2~1))

Aufgabe 138 (§11.1) Seien z, w € C. Begriinde.

(1) Esist z +w =z 4+ w.

(2) Esist z-w =z - w.

(3) Esist |2]|*> = 22.

(4) Esist Re(z) = 3(z + 2) und Im(2) = 5-(z — 2).
(5) Esist |zw| = |z||w]|. (Hinweis: (2) und (3).)

(6) Esist |27 = |2|7! falls 2 # 0. (Hinweis: (5).)

Aufgabe 139 (§11.1)
(1) Finde alle z € C mit 2z? = —i (ohne Verwendung von §11.2).

(2) Finde alle z € C mit 2* = —1 (ohne Verwendung von §11.2).

Aufgabe 140 (§11.1)
(1) Finde alle z € C mit 2*> = 1 (ohne Verwendung von §11.2).

(2) Finde alle z € C mit 2% = 1 (ohne Verwendung von §11.2).
Aufgabe 141 (§11.1) Seien z, w € C.
Begriinde unter Verwendung der Dreiecksungleichung.

(1) Esist |z] < |Re(z)] + | Im(z)].

(2) Esist ||z] — |w|| < |z — w| und ||z]| — |w|| < |z + w].
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Aufgabe 142 (§11.2.1) Berechne sin(i) ndherungsweise iiber die Potenzreihe, unter

Verwendung von
3 5

. 2n41
sin(z) = 220:0(_1)”—(;;1)! Rzt 5

Bestiitige, daB sin(i) = 4(e —1). Vergleiche numerisch mit der zuvor erreichten Néherung.

Aufgabe 143 (§11.2.2) Berechne.

(1) eﬂi/Q
(2) e1n(2)—|—7ri/3

Aufgabe 144 (§11.2.2)

Berechne. Gib eine Niherung mit einem Fehler < 1075 im Real- und im Imaginérteil.

1 1+3i7/2

) e
2) I ( 71n + i7r)
) (1+1)~
)

3) ell

ln(3)(1+1

(
(
(
(4
Aufgabe 145 (§11.2.2)

(1) Finde ein z € C mit cos(z) € Rss.

(2) Finde ein z € C mit cos(z) € Ro_».

Aufgabe 146 (§11.2.2)
(1) Finde alle z € C mit 2° = 1.
(2) Finde alle z € C mit 2% = 1.
Verwende nun, im Unterschied zu Aufgabe 140, den Ansatz z = e**¥ mit x € R und
y € [0,2m).
Aufgabe 147 (§11.1,§11.2.2)
(1) Finde alle z € C mit 2% + 2z 42 = 0.

(2) Finde alle w € C mit w* + 2w? +2 = 0.

Aufgabe 148 (§11.2.2)

(1) Bestitige, dafl e* = €7 fiir z € C.
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(2) Bestitige, dafl sin(z)? + cos(z)? = 1 auch fiir alle z € C gilt.
(3) Bestétige, daB

sin(z +w) = sin(z)cos(w) 4 cos(z) sin(w)
cos(z+w) = cos(z)cos(w) — sin(z) sin(w)

fir z, w € C.

Aufgabe 149 (§11.2.2,§11.3.2)

(1) Leite aus der Additionsregel fiir den Cosinus her, daB cos(z)? = 3(cos(2z) + 1) ist
fir x € R.

(Hinweis: cos(z)? = 1(cos(z)? — sin(z)?) + 1(cos(x)? + sin(x)?), beide Klammern
lassen sich umformen.)

(2) Leite direkt mit Euler her, daf cos(z)? = $(cos(2z) + 1) ist fiir z € R.
(3) Verwende (1) (oder (2)) zur Berechnung von [ cos(z)? dz.

(4) Verwende direkt Exponentialfunktionen zur Berechnung von foﬂ cos(z)? dz.

Aufgabe 150 (§11.2.2,8§11.3.2) Berechne.
(1) f, e da.

(2) fow/ ®sin(z) cos(z) dz, einmal unter Verwendung der Additionsregel fiir den Sinus,
einmal unter Verwendung von Exponentialfunktionen.

(3) [y sin(z)? cos(x)? dz, unter Verwendung von Exponentialfunktionen.

Aufgabe 151 (§11.2.2,811.3.2,86.2) Sei D C R offen. Sei f : D — C gegeben mit
Imof und Reof stetig. Seien a, b € R mit a < b und [a,b] C D. Sei A € C.

Bestétige durch Nachrechnen.
(1) Esist [*Af(z)dz = A [} f(z)da.

(2) Esist | [* f(z)dz] < [7]f(x)] da.

(Hinweis: Multipliziere zunéichst Integral mit Faktor e'? so, daf} es reell wird.)
Aufgabe 152 (§11.3.2,8§6.2) Seien a, b € R mit a < b. Sei s € C.
Bestitige die folgenden Formeln mittels Hauptsatz aus §6.2.

(1) Sei s # 0. Es ist fab estdr = [Les]b

s Tr=a '
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(2) Esist ['(= + -1)dz = [In((z — Re(s))? + Im(s)?)]"

r—Ss r—S§ r=a '

(3) Esist f;( L — L) dz = [2i arctan((z — Re(s))/Im(s))]’_

r—Ss r— r=a "

Aufgabe 153 (§11.3)

Berechne fol m dx. (Hinweis: z° + 1 = (z + 1)(z — i), Partialbruchzerlegung.)

Aufgabe 154 (§11.3) Berechne.

1 (z 2
(1) fo &5 da.

1 L .

2) |, x%% dz. (Hinweis: (&1 £i)* = —4.)
1

3) |, —(:c211)3 dx.

Aufgabe 155 (§12.2) Bestimme eine Funktion y(z) mit y(1) = 2 und
y =Y

auf einem offenen Intervall von R, das 1 enthélt.

Aufgabe 156 (§12.2 (oder §12.3))

Bestimme eine Funktion y(z) auf R mit y(2) = 1 und

/

Yy = xy.
Aufgabe 157 (§12.2)
(1) Bestimme eine Funktion y(z) mit y(0) = 1 und
y =Y
auf einem offenen Intervall von R, das 0 enthélt.
(2) Bestimme eine Funktion y(x) mit y(0) = —1 und
y =Yy
auf einem offenen Intervall von R, das 0 enthélt.

(3) Gibt es eine Funktion wie in (1), die aber auf ganz R definiert ist?

Aufgabe 158 (§12.2) Bestimme eine Funktion y(z) mit y(1) =0, /(1) = 2 und
y// — y/2/$2

auf einem offenen Intervall von R, das 1 enthélt. (Hinweis: Substituiere u :=y/.)



Aufgabe 159 (§12.2) Bestimme eine Funktion y(z) auf R mit y(0) = 0 und

Aufgabe 160 (§12.2) Bestimme eine Funktion y(z) mit y(1) = 1 und

y? =y

auf einem offenen Intervall von R, das 1 enthélt. (Hinweis: Zuerst Wurzel.)

Aufgabe 161 (§12.3) Finde eine Losung der Differentialgleichung
y =y+w

auf R mit yo = y(0) = 0 bei 2o = 0.

Aufgabe 162 (§12.3)
(1) Finde eine Losung der Differentialgleichung
y =yl +a+1
auf R~ mit y(1) = 1.

(2) Finde eine Losung der Differentialgleichung

/

Y = In(z)y+In(z)
auf R~ mit y(1) = 0.

Aufgabe 163 (§12.4.1, §12.4.2) Finde eine Losung der Differentialgleichung
y'+2 +y =0

auf R mit yo = y(0) = 0 und y{, = ¥'(0) = 1 bei xy = 0.

Aufgabe 164 (§12.4.1, §12.4.2)
(1) Finde eine Losung der Differentialgleichung
v'+2y +2y = 0
auf R mit y(0) =0 und ¢/'(0) = 1.
(2) Finde eine Losung der Differentialgleichung
y'+2y -2y = 0

auf R mit y(0) = 2 und ¢/'(0) = —2.

155
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(3) Finde alle Losungen der Differentialgleichung
y// + y/ _ 2y — 0

auf R.

Aufgabe 165 (§12.3,812.4.2)
(1) Verifiziere das zweite Lemma aus §12.3, allerdings ohne die Eindeutigkeit zu belegen.

(2) Verifiziere das Lemma aus §12.4.2 durch Nachrechnen, allerdings ohne zu belegen,
daf} jede Losung von dieser Form ist.

Aufgabe 166 (§12.4.1,§12.4.3, Aufgabe 163)

Finde eine Losung der Differentialgleichung
y'+2 +y =

auf R mit yo = y(0) = 0 und y;, = ¢'(0) = 0 bei zg = 0.

Aufgabe 167 (§12.4.1,8§12.4.3, Aufgabe 164)
(1) Finde eine Losung der Differentialgleichung
y'+2y +2y = 227
auf R mit y(0) = 0 und 3/'(0) = 0.
(2) Finde alle Losungen der Differentialgleichung
v+ 2y — 2y = sin(x)

auf R.

Aufgabe 168 (§12.5.1) Finde eine reelle Folge (x,,),>0 mit g = 1 und
Tpy1 = xn—|—33n

fir n > 0.

Aufgabe 169 (§12.5.1,§12.5.2)
(1) Finde eine reelle Folge (x,,)n>0 mit o = 0 und
Tpyl = %xn +1

fir n > 0.



(2) Finde eine reelle Folge (2,),>0 mit o = £, 21 = % und
Tpao = 4wp +42, +1
fir n > 0.
(3) Finde eine reelle Folge (x,,)n>0 mit o = 1, z; = 0 und

n
xn+2 = —an_,_l — Tp + 2

fir n > 0.

Aufgabe 170 (§12.4.1,§12.4.3,§12.5.1, §12.5.2)

157

(1) Verifiziere, in der Notation von §12.4.3, da y(z) := u(x)H(z) eine Losung der

Differentialgleichung y” + 2ay’ 4+ by = ¢(x) ist.

(2) Verifiziere, daf§ die im Lemma aus §12.5.1 angegebenen Folgen im jeweiligen Fall

eine Losung darstellen.

(3) Verifiziere, dafl die im Lemma aus §12.5.2 angegebenen Folgen im jeweiligen Fall

eine Losung darstellen.
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A.2 Losungen

Aufgabe 1
(1) Es wird ,
= 0, 09.
(2) Fowid 291 6 2625 7
02916 = 7500 " 5000 ~ 9000 24
Aufgabe 2

(1) (i) Es wird = 0,142857, da sich bei schriftlicher Division nach 6 Stellen der Rest 1 einstellt.
(ii) Es wird 2 = 0,09756, da sich bei schriftlicher Division nach 5 Stellen der Rest 4 einstellt
(2) (i) Es wird 0,629 = 823 = 1T
- - TT95 _ 3 . 1122 _ 3 . 102 _ 909 34 _ 943
(ll) ESerd0,31122—ﬁ+99990 —E+m—m+m—m

Aufgabe 3

(1) Ja.
Falls r > 0 und s
Falls r < 0 und s
Falls r > 0 und s < 0, ergibt sich wegen rs < 0 links —rs und rechts r(—s), also dasseSecInt-

0, ergibt sich wegen rs > 0 links wie rechts rs.

VoWV
NV

0, ergibt sich wegen rs < 0 links —rs und rechts (—r)s, also dasselbe.

TechSublbe.
Falls r < 0 und s < 0, ergibt sich wegen rs > 0 links rs und rechts (—r)(—s), also dasselbe.
(2) Nein. ZB.ist [1—-2|=|—1] =1, aber |1|—|2|=1-2=—1.

(3) Ja. Denn nach Definition ist V72 die eindeutig bestimmte Zahl = aus Rxq mit 22 = 2.

1
Und in der Tat ist |r| € Rso und |r|? @ 72| = r2.

Aufgabe 4
(1) Wir erhalten folgende Skizze.

h
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Die Streifen sind nach links oben und rechts unten fortgesetzt zu denken.
Hierbei gehoren die obere und die untere Gerade nicht zur fraglichen Menge, die mittleren beiden
aber schon.

(2) Es sind die (z,y) € R? mit |z + y| < |z — y| zu finden.

Falls y > —z und y > « (also falls (z,y) oberhalb beider Winkelhalbierenden), dann wird die
Bedingung zu z +y <y — z, i.e. zu x < 0.
<

Falls y > —z und y < z (also falls (z,y) rechts beider Winkelhalbierenden), dann wird die Bedin-
gungzurz+y <z —y, e zuy < 0.

Falls y < —z und y > x (also falls (x, y) links beider Winkelhalbierenden), dann wird die Bedingung
zu—r—y<y—ziezuy = 0.

Falls y < —z und y < z (also falls (z,y) unterhalb beider Winkelhalbierenden), dann wird die
Bedingung zu —x —y <z — vy, i.e. zuxz > 0.

(Diese Fallunterscheidungen iiberschneiden sich, decken aber jedenfalls alles ab.)

Insgesamt erhalten wir folgende Skizze.

y

-3

Die Felder sind nach links oben und rechts unten fortgesetzt zu denken.

Hierbei gehoren die Achsen auch zur fraglichen Menge.

Aufgabe 5
Es wird
(x—y)?® = (z+(-p)’°
= (0)2®"+ (1) 2=y + (3) 2" (=9)* + (§) " (—y)*
= 23— 32%y +3wy® — 3.
Aufgabe 6
Es wird
-yt = (z+(-y)"*

= (0) 2"+ (1) 23 (=)' + (2) 22 (—9)* + (3) 2 (—v)* + (1) 2°(—»)*
= ot — 423y + 62%y% — day® + y* .
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Aufgabe 7
Wir behaupten, dafl

n2—|— n

DN | =
N W

zn:(k+ 1) <

k=1

fir n > 1.
Wir wollen diese Behauptung mit Induktion zeigen.

Induktionsanfang. Sei n = 1. Die linke Seite gibt 1+ 1 = 2. Die rechte Seite gibt 1 + 2 = 2. Somit ist die
Behauptung in diesem Fall richtig.

Induktionsschritt. Sein > 1.

Sei die Behauptung fiir n bekannt, d.h. sei die Gleichheit Y ,_,(k + 1)
tionsvoraussetzung).

1n? + 2 n bekannt (Induk-

Wir haben zu zeigen, dafl die Behauptung fiir n + 1 gilt, d.h. dafl

! 11 3

S k+1) = §(n+1)2+§(n+1).

k=1

Dazu rechnen wir "
i (B+1) = (i (k+1)+((n+1)+1)

B in?+3n+n+2
= In?+2n+2
= fn+1)2+2(n+1).

Somit ist unsere Behauptung bewiesen.

Aufgabe 8

(1) Es wird f(2) =1, f(3) =4, f(4) =10, f(5) =20, .... Nach einem Blick aufs Pascalsche Dreieck
(oder auf den Hinweis) vermuten wir, daf

Dies wollen wir mit Induktion zeigen.
Induktionsanfang. Sei n = 2. Esist f(2) = Ei:z (’2“) = (%) = 1. Auf der anderen Seite ist ebenfalls
(*3") = 1. Also ist f(2) = (*%").

Induktionsschritt. Sei die Gleichung f(n) = (”Jgrl) fiir ein n > 2 bekannt (Induktionsvorausset-
zung). Wir wollen sie fiir n + 1 zeigen. Es wird

fn+1) ity (5)
"+ e (5)

—
[«
—~~ —~~ —~

wie behauptet.
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Also vermuten wir, da8 f(n) — n? tn- 2, d.h. da8

f(n) L n2in-2.

Dies wollen wir mit Induktion zeigen. Schreibe g(n) :=n? +n — 2.

Induktionsanfang. Sei n = —1. Es ist f(—1) = Z;:l_l 2k = 2(—1) = —2. Es ist g(—1) = (—1)? +
(=1) —2=-2. Also ist f(—1) =g(-1).

Induktionsschritt. Sei die Gleichung f(n) = g(n) fiir ein n > —1 bekannt (Induktionsvorausset-
zung). Wir wollen sie fiir n + 1 zeigen. Es wird
fn+1) il 2k
= 2n4+1)+>,_ 2k
I

<

2n+1)+n*+n—2
= n?2+3n.

Auf der anderen Seite wird

gn+1) = n+12+(n+1)-2
(n +2n+1)+(n+1) -2

= n?+3n.

Alsoist f(n+1) =g(n+1).

Aufgabe 9

(1) Es wird f({z1, z2}) = {y1, y2}.

(2) Bs wird f~({y2}) = {21, 23}

(3) Eswird (g0 f)~'({z1, 23}) = {1, 22, w3}

(4) Esist go f nicht injektiv, da (go f)"1({z1}) = {x1, ¥3} aus mehr als einem Element besteht.

Es ist g o f auch nicht surjektiv, da (g o f)~1({22}) = 0 aus keinem Element besteht.

Aufgabe 10

(1) Esist f({1,2,3}) = {f(1), f(2), F(3)} ={2,1,2} = {1,2}.

Esist f71({2,3}) ={z € X : f(x) € {2,3} } = {1,3,4}.

Es bildet go f: X — Z, 11, 2+ 5, 3+ 1 ab.

Es ist g o f nicht injektiv, da (go f)~1({1}) = {1, 3} mehr als ein Element enthilt.

Es ist g o f nicht surjektiv, da z.B. (go f)~1({3}) = () weniger als ein Element enthélt.

Unter Verwendung von (3) wird (go f)~1({5}) = {2}.
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(5) Z.B. wird fiir U; = {1} und Us = {3} zum einen
fUNUz) = f(0) =0,

zum anderen
fU)Nf(U2) = {2} n{2} = {2}.
Also ist f(U1 n U2) - f(Ul) N f(UQ)

Aufgabe 11
(1) Ja. Fir f: X — Y, 12, 21,3+ 1,4+ 2ist G =T}y.

(2) Nein. Denn wiire G der Graph einer Abbildung, so miifite jedes Element von X einmal als linker
Tupeleintrag auftreten. Es tritt aber 2 nicht auf.

(3) Nein. Denn wire G der Graph einer Abbildung, so diirfte ein Element von X héchstens einmal
als linker Tupeleintrag auftreten. Es ist aber z.B. (4,2) und (4, —2) ein Element von G, und somit
tritt 4 zweimal auf.

Aufgabe 12

Im folgenden erfolgen die Wertberechnungen grofiteils nur néherungsweise.
(1) Der Grenzwert existiert, es wird

. 1+4n3 —2n oo onTt4dap~t —2pn738 lim, n=* + lim,, 4n~! — 21lim,, n3 0
lim ——— = lim = - - = - =0.
n—soo  ni41 n—s00 14+n4 lim,, 1 + lim,, n=4 1

Fiir n = 3 ergibt sich der Wert 1,256. Fiir n = 10 ergibt sich der Wert 0,398. (Fiir n = 100 ergibt
sich der Wert 0,0400)

(2) Der Grenzwert existiert, es wird

2—n3—2n 2073 —1—2n"2 2lim, n~% — lim,, 1 — 2lim, n—?2

n—oo 2n3 4+ n2 —n+1 nsoo 24 n~1 —n=24n-3 lim, 2 + lim,, n=! — lim,, n=2 + lim,, n=3

Fiir n = 3 ergibt sich der Wert —0,5082. Fiir n = 10 ergibt sich der Wert —0,4868. (Fiir n = 100
ergibt sich der Wert —0,4976.)

(3) Beachte zunichst, dafi lim, n~3/2 =0 nach dem Sandwich-Lemma aus §2.2.2, da ja
n~2 < n%? < nlist fiir n > 1 und sowohl n=2 als auch n~! fir n — oo gegen 0 konver-
gieren.

Der Grenzwert existiert damit, es wird

—

. n? —2n+n . 1—2n~t 4 n=3/2 lim,, 1 — 2lim,, n=! + lim,, n=3/2
lim ———Y— = lim = . . = - =1.
nsoo  n2+1/n n—00 1+n-3 lim,, 1 + lim,, n=3 1

Fir n = 3 ergibt sich der Wert 0,5070. Fiir n = 10 ergibt sich der Wert 0,8308. (Fiir n = 100
ergibt sich der Wert 0,9810.)

(4) Der Grenzwert der Reihe existiert, es wird

- - 13 1 1 -
-n = 7]_ - -1 - -2 1 n - ___ _— — = .
ES 3 3 +§(/3) 9+1_1/3 18 0,05
n=3 n=0
. . . . 5 -nm __ 1 1=1/27 _ 13
Fiir die ersten 3 Summanden ergibt sich > " 37" = 5= - T=1/3 = 245 ~ 0,0535.

Fiir die ersten 10 Summanden ergibt sich 27112:3 37" = 2% . 1;_1{;’;0 =~ 0,05555461.
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(5) Der Grenzwert der Reihe existiert, es wird

> 1,2 1 1 1 _

n/oqn+2 _ o\ — e —
2_2/3 *92_ (3) *91—2/3*370’3'
n=0 n=0

Fiir die ersten 3 Summanden ergibt sich Zi:o 2 /3nt2 = & % = & ~ 0,2345679.

Fiir die ersten 10 Summanden ergibt sich Ei:o 2n/3nt2 =1 IESCTEI N 0,32755.

9 1-2/3
er Grenzwert der Reihe existiert, es wir
(6) Der G der Reih istiert, ird
G n | (71)0 (71)1 - n | —1
ZZ(—l) /nl = _T_T+ZJ(—1) /nl = ¢! & 0,36787944117 .

Fiir die ersten 3 Summanden ergibt sich Ziﬁ(fl)"/n! = 0,375.
Fiir die ersten 10 Summanden ergibt sich Zilzz(—l)”/n! ~ 0,36787943923.

Aufgabe 13

(1) Nach der Definiton der Exponentialfunktion geben die ersten 5 Summanden der definierenden
Reihe

2 n

> 3/ ') ~ 4,3984 .
n

n=0

Der tatsédchliche Wert ist
e3? ~ 44817 .

(2) Nach der Definiton der Exponentialfunktion geben die ersten 2, 3 bzw. 4 Summanden der definie-
renden Reihe

Lo(—1)n —1)n L (—1
z—:o(”’) =0, Z( !) =05 bzw. Z:O( !)

n

=03.

n n
n=0

Der tatsédchliche Wert ist
-1 %~ 0,3679 .

)
%

Aufgabe 14

(1) Es wird ZIL:O %

~ 2,7182539. Genauer ist bekanntlich e ~ 2,7182818.

(2) BEs wird Y2_, B2 — 6,625, Es wird 3.0 _, ©22" ~ 12,1791, Genauer wird ¢7/? ~ 12,1825.

n! n!

(3) Es wird Y0 _, 5Y2" ~0,24502. Genauer wird e~V & 0,24312.

n!

Aufgabe 15
Es gilt

|A=B| = (=3-2)°+(-5) = V50
A =Cl (4-2)%+(=2)?

IB-Cll = V(4-(=3)?+((-2) - (-5))?

Also haben B und C voneinander maximalen Abstand, und A und C voneinander minimalen Abstand.

I
B
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Aufgabe 16

Es wird
1(1,0,1) = (1,4, 1)]] = (A-12+(0-43>+1-1)%)" 4
1(1,0,1) — (3,2, -2)] = (1-3)2+(0-2)2+ (1— (-2))2)1/2 - VT
1(1,0,1) = (=1, =L, -] = (1= (=1))*+ (0~ (=1)*+ (L = (~1))*)*/* = 3
1(1,4,1) (13 + (4 -2+ (1—(-2))*)"? = V17
(1,4,1) (( 2
(3,2 (( 2

(1 (- V33
HED- DA = VIS

Unter diesen vier Punkten haben (1,0,1) und (—1,—1,—1) voneinander den minimalen Abstand 3.

Ferner haben (1,4, 1) und (3,2, —2) voneinander den maximalen Abstand +/33.

Aufgabe 17

(1)

Wir behaupten, daf lim,,_, . n*e™™ L 0.

Auf eine solche Behauptung kommt man durch eine Beispielbetrachtung mit festem & und groffem
n, z.B. k=3 und n = 100.

Wir verwenden das Sandwich-Lemma aus §2.2.2. Sei y,, := nFe™" fiir n > 0.

Es ist nfe™™ > 0 fur alle n > 0, so daB wir als untere Folge x,, := 0 fiir n > 0 konstant wéhlen
konnen.
Fiir die obere Folge suchen wir eine Stelle, ab der ("Zikl)k < ¢/2 ist. Umformen liefert, dafl dies ab

(¥/e/2 — 1)t der Fall ist. Sei m > ({/e/2 — 1)~ eine ganze Zahl. Wir wollen

!
Yn = nke=" < mk(2/e)m2_" =: z,

fiir n > m nachweisen.
Induktion iiber n > m.

Induktionsanfang n = m. Es wird mFe™™ = m¥(2/e)™27™. Der konstante Faktor auf der rechten
Seite ist also genau so gewéhlt, dafl der Induktionsanfang funktioniert.

Induktionsschritt von n nach n + 1. Sei n > m. Sei
!
nFe ™ < mk(2/e)m2_"

als bekannt vorausgesetzt.

Es wird
(n+ ke~ (n+ 1)k | -
nke—n a ok ¢S

DN | =

nach Wahl von m. Also ist

I

1 V.
Unp1 = (n+1DFe TV < —pke™ " Zmk(2/e)m27" = mF(2/e)m2= (Y = 4 L,

2

DN | =

wie wir nachweisen wollten.

Betrachten wir alle drei Folgen erst ab dem m-ten Folgenglied, so wird z,, < y, < z, fiir n > m,
und lim,, z,, = lim,, z,, = 0. Das Sandwich-Lemma gibt also in der Tat lim,, nkFe=" =0,

wie eingangs behauptet.

Wir behaupten, da8 lim,, ., n*/n! L 0.

Wir verwenden das Sandwich-Lemma aus §2.2.2. Sei y,, := n*/n! fiir n > 0.
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Es ist nk/n! > 0 fiir alle n > 0, so dafl wir als untere Folge z,, := 0 fiir n > 0 konstant wéhlen
konnen.

n

!
Wir wollen nachweisen, dafl nk/n' < nke ™ =: 2, fiir n > 6.

Dazu haben wir zu zeigen, dafl n' e fiir n > 6.
Induktion iiber n > 6.
Induktionsanfang n = 6. Es wird 6! = 720 und e® ~ 403,43.
Induktionsschritt. Sei n > 6. Sei n! > e™ als bekannt vorausgesetzt.
Es wird
(n+1)! = n-n! I;.n~e”>e~e =",
wie wir nachweisen wollten.
Damit ist in der Tat, da8 z,, < y, < z, fir n > 6. Mit (1) erkennen wir, daf§ lim,, ,, = lim,, z,, = 0.
Das Sandwich-Lemma gibt also in der Tat lim,, n*/n! = lim,, y,, = 0, wie eingangs behauptet.

Aufgabe 18
(1) Es wird
10 k 10 k
2) 2 (2) 5 1—(2/3)1
Z z = _1-Z4 = = —— 4+ —"71  ~ 1,33273.
= (3 3 =\3 3 1-2/3)
Es wird
(R - bt
2(5) =) -
= \3 3 =\3 3 1-2/3
(2) Es wird
10 2k 10 k 10 k
1 1 1 1 5 1—(1/4)1
_Z = - = —1-= = = ——+————— ~ 0,083333015441895 .
() -x() () - e
k=2 k=2 k=0
Es wird
0o 2k 00 k 00 k
1 1 1 1 5 1 -
- = z = —1-—= - = —- = 0,083.
S =) i (3) =G
k=2 k=2 k=0
Aufgabe 19

0B S () = SR () = S 0o
Es wird 21?;2 (_% % %
(2) Es wird z.B.

Yhes(@+(=9)") = —(1+1) = (¢+ (=) + (@ + (—9)*) + Xi_o " + Xh_o(—)*
= —2-2¢° +(Zk qu) (X h—o(—= 9)*)

— 1-(=q)"*!
= —2-2¢>+1 17q S T

5 9 1-g"+! 1—g"*!
= 2204 gt
2¢* =24+ (1—¢" " (1+q)+(1—¢"T")(1—q)
1—q?
2¢*—242—2¢" 11
1—q?
_ 4 1=q"7°
= 2q T

.
)" =—5+ =ca7 = 0,35
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Alternativ kann man

n

1— n—3
= = 2¢*- . 4 5
k=3 4
vorbringen.

Z(qk+(_q)k) — 2(q4_~_q6+_”+qn71) _ 2q4(q0+q2+_._+qn75)

(3) Ja. Denn es ist Y, e r = 307 (e @)k

1

= 1=, was auf R>o gemiB (1,2,3,4,5,8) der Be-
merkung aus §2.4.2 eine stetige Funktion definiert

59

(x) \

Aufgabe 20
Setze f(n) := %2 — > kT
Es wird £(5) ~ 0,1813, f(10) ~ 0,0952 und f(50) ~ 0,0198.
Man kann also vermuten, daf lim,, f(n) = 0, d.h. daB ;- | k=2
Diese Vermutung trifft in der Tat zu.
Aufgabe 21

(1) Es wird £(100) ~ 2,704814, £(10000) ~ 2,718146 und f(10°) = 2,7182804, was sich immer mehr

e = 2,718281828459 zu nihern scheint. Man kann also vermuten, daf§ lim,, (1 + n’l)” —e.
Der Binomische Lehrsatz liefert

n oo
Gan )y =S (et = S (1)t
k=0 k=0
wobei bei zweiterer Summe nur Nullen hinzukamen.
Wir berechnen fiir festes &k > 0
limy, (})n~% = lim, 2=l lizhtl)
= %hmn%.%...n—iﬂl

n

= %(limn =) - (limy, "5) - - - (lim,
1101

—k+1
=)

E‘»—A ??“H
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Dies vergleiche man mit

?T“p—l

!

oo
e =2
k=0

In der Tat kann man zeigen, dafl limp— o0 (1 + n_l)" = e. Beim Argument

. —1\n . n — . - n — = . n — = 1
1171111(1+n hn = hTILnZ(k)n ko= hrrlnl;)(k)n b= I;)hfln(k)n b= ZE =¢

k=0 """

dafiir miiite man noch die Vertauschung von lim,, und > 77 ; rechtfertigen.

6
(2) Setze f(n):= = —> k7 C.
Es wird f(5) ~ 0,38179 - 10~4, £(10) ~ 0,15495 - 1075 und £(50) ~ 0,60864 - 10~°.

Man kann also vermuten, da$ lim,, f(n) =0, d.h. dal > 7| = % .

Dem ist in der Tat so, wie sich mit sogenannten Fourierreihen zeigen 148t.

Aufgabe 22
(1) fist in zp = O stetig. Denn fiir alle ¢ > 0 ist
[f(x) = f(zo)| = [lz| =[0]] = [z] < e,

falls | — 0] = |z| < €, so daB wir 0 = ¢ (oder aber ¢ € (0,¢]) wéhlen konnen.

In anderen Worten, mit ¢ := € wird die §-Umgebung um xg = 0 voll in den e-Streifen um f(xg) =
|zo| = 0 abgebildet.

—2 —1 o 1 2

(2) fist in 29 = 0 nicht stetig. Denn z.B. fiir £ = £ ist fiir jedes § > 0 zwar [§/2 — 0| = §/2 < 4, aber
|f(6/2) — f(O)] = 14+0/2 > 1/2 = €.

In anderen Worten, jede 6-Umgebung von g = 0 wird nicht voll in diesen e-Streifen abgebildet.
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f(x) o4

Aufgabe 23

(1) Esist f in g = —1 nicht stetig.

Wir wollen dies anhand der Definition iiberpriifen.
Zunichst halten wir fest, da§ f(zo) = —1.

Sei € := 1. (Das ist nicht die einzige mégliche Wahl. Es sollte ¢ unter der vermuteten Sprungweite
liegen.)

Sei 6 > 0. Wir miissen zeigen, da§ f das Intervall (zg — d,29 +6) = (=1 — §, —1 + ) nicht zur
Génze in das Intervall (f(xo) — ¢, f(x0) +¢) = (—2,0) abbildet.

Fall § > 1. Es ist zwar —1/2 € (=1 — 0, —1 + ), aber f(—1/2) = —(—1/2) =1/2 ¢ (-2,0).

Fall 0 < 60 < 1. Es ist zwar —1 +6/2 € (=1 — 6,—1 + ), aber f(—1+6/2) = —(-1+6/2) =
1-6/2¢(—2,0), da §/2 < 1/2.

-1

= -2 =1 ]

f(x)

r—3

Esist f in zo = 1 stetig.

Wir wollen dies anhand der Definition iiberpriifen.

Zunéchst halten wir fest, dafi f(xzp) = —1.

Sei € > 0 gegeben. Wir wihlen ¢ := £/2 und behaupten, dafl f das Intervall

(xo—,xz0+96) = (1—¢/2,14¢/2)
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zur Géanze in das Intervall

(f(zo) — &, f(xo) +¢) = (-1—¢,~1+¢)

abbildet.
Seix e (1—¢/2,1+¢/2).
Fallz € (1 —¢/2,1). Es wird f(z) = —z € (-1,-1+¢/2) C (-1 —¢,—-1+4¢).

Fallz € (1,1+4¢€/2). Es wird f(z) =22x—-3 € (2:1—-3,2-(14¢/2)—3) = (1,1+¢) C (—1—¢, —14¢).

34

(x)

=1 o 1 2 3

—14

Es ist f in 29 = 0 nicht stetig.
Wir wollen dies anhand der Definition iiberpriifen.
Zunichst halten wir fest, daf§ f(zg) = 0.

Sei € := 1/2. (Das ist nicht die einzige mogliche Wahl. Es sollte € unter der vermuteten Sprungweite
liegen.)

Sei § > 0. Wir miissen zeigen, dafl f das Intervall (xg — 8,9 + 0) = (=0, 4+0) nicht zur Génze in
das Intervall (f(xg) — ¢, f(x0) +¢) = (—1/2,41/2) abbildet.

Wir suchen dazu nach einer “Maximalstelle des Sinus” innerhalb (=4, +4). Es ist sin(mg +2kw) = 1
fiir alle k € Z. Wir konnen also also nach einem z € (0,d) mit 1/x = 7/2 + 2kn fiir ein k € Z

!
suchen. Umgeformt wird dies zu = = (7/2 + 2k7)~! € (0,6).

Somit ist (7/2 + 2km)~! < § zu erfiillen, d.h. 7/2 + 2km > 1/4, d.h. k > (1/§ — 7/2)/(27). Wiihle
ein solches ganzzahliges k. Sei, wie angekiindigt, x := (7/2 + 2km)~!. Dann ist

x € (076) - (7574’5)7

aber

f(z) = sin(l/z) = sin(r/2+2km) = 1 & (—1/2,+1/2),

wie gesucht.
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(%)

|

-0.03 I li! 'Hi ‘i“ 'II'”H" . .03
‘ ‘ I | \.'
i
Die Funktion hat an der Stelle zp nicht einfach nur einen Sprung, sondern schlimmer, sie “springt
unkontrollierbar”.
Aufgabe 24

Wir zitieren (4) aus der Bemerkung aus §2.4.2 mit B(4), etc.

(1) Nach B(4) ist R\ {0} — R, z — 1/x stetig.

Nach B(3) ist dann auch R \ {0} — R, 2+ 1/23 stetig.

f(x) 2

24

—3

4

(2) Nach B(1,2,3) ist R2 — R, (7, y) — 2y stetig.
Nach B(5) ist auch R — R, z — e* stetig.

Nach B(8) ist also auch R? — R, (z,y) — eV stetig.
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Aufgabe 25
Wir zitieren (4) aus der Bemerkung aus §2.4.2 mit B(4), etc.

Abbildungen ohne Angabe von Definitions- und Wertebereich sollen von R nach R gehen.

(1) Es ist @ — sin(x) stetig nach B(6).
Es ist @ — x — 2 stetig mit B(1, 2, 3).

Da R — R, 2+ 2 bijektiv und nach B(1,2,3) stetig ist, ist nach B(9) auch ihre Umkehrab-
bildung x — /z stetig.

Nach B(8) ist das Kompositum x — v/ — 2 stetig.
Nach B(3) ist schliefllich auch f : x> v/z — 2 + sin(x) stetig.

f(x)

—15 —io -5 0 5 10 15

(2) Esist tan(x) = 2;2((3 firze R\ {n/2+zr : 2€Z}.
Es ist @ — sin(x) stetig nach B(6).
Es ist & — cos(x) stetig nach B(7).

Es ist R\ {0} — R, x —— 1/z stetig nach B(4).
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Setzen wir D := R~ {n/24+ 27 : z€ Z} und E := R~ {0}, so wird D unter x — cos(x) nach
E abgebildet. Nach B(8) ist also auch das Kompositum D — R, z — —1— stetig.

cos(x)

Nach B(3) ist schlieBlich auch f : D — R, x> sin(z) - —1— stetig.

" cos(z)

34

(3) Nach B(1,2,3) ist R2 — R, (x,y) — 22 + 3 stetig.
Nach B(6) ist z —— sin(z) stetig.

Nach B(8) ist auch das Kompositum R? — R, (x,y) — sin(z? + 3?) stetig.

(4) Nach B(4) ist R\ {0} — R, z — 1/x stetig.
Nach B(1,3) ist dann auch R\ {0} — R, z+—— — 1/z* stetig.

Nach B(5) ist R — R, o ¢” stetig.
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Sei D := R\ 0. Sei E := R. Nach B(8) ist auch das Kompositum D — R, 2 — e~1/a" stetig.

(5) Dank Aufgabenteil (4) bleibt nur die Stetigkeit in = 0 zu zeigen. Dies miissen wir direkt nach
Definition tun.

Sei ¢ > 0 vorgegeben. Fiir z € R~ {0} ist [f(z) — £(0)] = e=V/=" — 0] = e=1/*"; fiir & = 0 ist
natiirlich |f(x) — f(0)] = 0. Nur ersteres bleibt zu betrachten.

Der Definition e* :=1+z + IQ—T + g—? + - -+ entnehmen wir die Abschétzung e* > x fiir x € R+g.

Also ist e7® = 1/e” < 1/x fiir € R . Folglich ist fiir x € R\ {0} mit |z — 0] < ¥/ =: § auch
2% < ¢ und somit

f(z) = £(0)] = e /%" < 1/(1/a") = 2* < e.

Mit dieser Wahl von ¢ ist also die Stetigkeit bei x = 0 nachgewiesen.

Somit ist also auch

lim e~ /=" = 0
x—0

berechnet; vgl. §2.4.3.

Aufgabe 26

Wir setzen f(x) = % an, mit a, b € R. Dann ist lim,_, o f(z) = 1 von vorneherein erfiillt.

Es sollte 3 = f(—1) = =4 sein, d'h. a — 1 = 3b — 3.

Es sollte 2 = f(0) = ¢ sein, d.h. a = 2b. Einsetzen in die erste Gleichung liefert b = 2 und a = 4.

Wir kénnen also f(z) = ﬁ—ié nehmen. Eine Probe durch Einsetzen empfiehlt sich.
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£(x)

S

—2-

—4

Die vertikale Gerade ist die Asymptote bei x = —2.

Aufgabe 27

(1) Wir setzen f(z) = % an, mit a, b, ¢ € R, wobei noch der Zihler bei —1 und bei 1 ungleich
0 sein sollte. Denn dann ist lim, o f(z) =1 und f(—1) = 0 und f(1) = 0 von vorneherein erfiillt.
Nun sollte noch 1 = f(0) = = gelten, also d = —1.

Setzen wir ¢ = 1, so wird der Nenner 22 +x — 1 weder bei —1 noch bei 1 gleich 0. (Allgemeiner ist
dies fiir ¢ # 0 immer der Fall.)

Wir kénnen also z.B. f(z) = xf}j_;il nehmen. Eine Probe durch Einsetzen empfiehlt sich.

£(x)

A 2 3 E 3

Die vertikalen Geraden sind Asymptoten bei den Polen.

(2) Wir setzen f(z) = ﬁ%m an, mit a, b, ¢, d, e € R und e # 0. Denn dann ist lim,_, f(z) =

1 und f(0) = 0 von vorneherein erfiillt.

Es sollte —léf(—l):% sein, d.h. l-ctd—e=—-1+a—b.

Es sollte 1 = f(1) = 7 sein, dh. 14+ c+d+e Z1ta+b.
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Es sollte2;f(2): Srarsh sein, d.h. 8+4dc+2d+e=4+2a+b

Die Summe der ersten beiden Gleichungen liefert die Bedingung 2 + 2d L 2a sein, d.h. wir miissen
a =1+ d wéhlen.

Die Differenz der ersten beiden Gleichungen liefert die Bedingung 2c¢ + 2e L 2 4 2b sein, d.h. wir
miissen b := ¢+ e — 1 wéhlen.

Einsetzen in die dritte Gleichung liefert die Bedingung 8 + 4c+2d + e L4t 2(1+d)+(c+e—1),

d.h. wir miissen ¢ := —1 wéihlen. Die Wahl von d und e steht uns frei, so dal wir e := 1 und d := 0
setzen konnen. Dies liefert ¢ =1 und b = —1.
So erhalten wir f(z) = ngf;ff Eine Probe durch Einsetzen empfiehlt sich.
al
£(x)
5
) 0 2 4 6
X
2
—4

Die vertikale Gerade ist die Asymptote beim Pol. Die Winkelhalbierende diene der Kontrolle der
Bedinungen.

Spéter werden wir lernen, solche inhomogenen linearen Gleichungssysteme systematisch zu l6sen;
vgl. §5.3.

Aufgabe 28

(1) Fiir t € R~ {0} berechnen wir

[0+ -1 _ 2,
t ot
so daf}

existiert.
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In anderen Worten, f ist differenzierbar an der Stelle 0.

_ SO+ —f0) ¢ _ [ -1 firt<o
M) = = { 1 firt>0.

Wire s der Grenzwert dieser Funktion fiir ¢ — 0, so wére die Funktion

h:R — R

-1 firt<O
t s firt=0
1 firt>0.

stetig in ¢ = 0. Sei € := 1/2. Wiire h stetig in 0, so miifite es ein § > 0 so geben, dafl

fl((—&,—l—é)) C (s—gst+e) = (s—1/2,s+1/2).

Fall s > 0. Es ist zwar —0/2 € (—6,46), aber h(—3/2) = —1 < s — 1/2, und also h(—6/2) ¢
(s —1/2,5+1/2).

Fall s < 0. Es ist zwar 6/2 € (=0, 40), aber h(6/2) =1 > s+ 1/2, und also h(6/2) & (s —1/2,5 +
1/2).

In beiden Fillen kénnen wir fl((—& +0)) C (s —1/2, s+ 1/2) nicht erreichen, wie klein wir § > 0
auch wahlen.

Also ist h nicht stetig in 0.
Somit ist f an der Stelle 0 nicht differenzierbar.

Anschaulich gesprochen, es kann die Liicke des Graphen von h bei t = 0 nicht durch Einfiigen
eines Punktes (0, s) geschlossen werden.

Ebenfalls anschaulich gesprochen, es hat der Graph von f bei x = 0 “zwei mdogliche Tangenten”,



und damit keine eindeutige Tangentensteigung.

2

—2 —1 o 1 2

Aufgabe 29

(1) Furt € R~ {0} berechnen wir

fO+)—f0) _ (t-1)"'-1

= =3 — 4> +6t—4,

t t
so daf}
t—0 t t—0
existiert.

In anderen Worten, f ist differenzierbar an der Stelle 0.

= lim(#® — 4t> + 6t — 4)

= 1/t2/%.

—4

177
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Sei C' > 0. Esist |[1/t?/3] > C, sobald [t?/3| < C~1, d.h. sobald |t| < C~3/2. Also kann ¢ — 1/t?/3
kein Intervall der Form (—4, +4), wobei § > 0, in ein beschriinktes Intervall abbilden. Somit existiert
der Grenzwert von w fiir ¢ — O nicht.

In anderen Worten, f ist nicht differenzierbar an der Stelle 0.

0.5

t-t]
= t‘ = |t‘ )
so daf} 0t 0
£(0) = i 2O =FO o
t—0 t t—0
existiert.
1
0.5+
= —0.5 0.5 1
—0.5
—1
Aufgabe 30

(1) Fir f(x) = 13—7295 wird
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Dann wird ( (1) (e 420)2( 1)
i _ 2¢+2)-(14x)°—(x*4+2x)-2(14+x
f (JJ) - (14x)4
_ 2
T (43

(2) Fir f(x) = e”sin(x) wird
() = e"sin(z) + €” cos(z) = e”(sin(z) + cos(x)) .

Dann wird
f"(x) = e*(sin(z) + cos(x)) + e*(cos(z) — sin(x))

= 2% cos(z) .

(3) Fiir f(x) = sin(cos(z)) wird

f'(x) = cos(cos(z)) - (—sin(z)) = — sin(z) cos(cos(z)) .
Dann wird
f"(x) = —(cos(z)cos(cos(x)) + sin(z)(— sin(cos(z)))(—sin(z)))
= —sin(z)?sin(cos(z)) — cos(z) cos(cos(z)) .
Aufgabe 31

(1) Fiir f(z) = % wird

, 1@ -1 —2-32*  22%41
e == =~ woo
Sodann wird s s s s . )
- (x°—=1)"—(22°+1)-2(x"—1)-3x
f”(l‘) _ 6z ) ((3037;')4) ( )3
_ 6z (a®—1)— (22 +1)-2:32°
= @17
6 225 .
Schlieflich wird . s s s e
f"(x) = 6 (52" +4z) (2" —1) (;3(:;21 )-3(2%—1)%-3x
- 6 (52t +4x)- (23 —1)— (2°4+22?)-3-322
= @ 1)t
—_ -6 417(+§91£j4x .
(2) Fiir f(2) = ool wird
flz) = cos(z) - (2 + cos(z)) — sin(z) - (— sin(z)) _ 2 cos(z) + (cos(z))? + (sin(x))? _ 142 cos(x)
(2 + cos(z))? (2 4 cos(z))? (2 + cos(x))?
Sodann wird
f”(.’lﬁ) _ (—2sin(x))~(2+cos(x))2—(él+2c(os)():li))-2(2+cos(x))-(—sin(x))
~+cos(x
_ (=2sin(z))-(2+cos(z)) —(1+2 cos(x))-2-(— sin(z))
(2+cos(z))3
- 9 sin(z) cos(z)—sin(x)
(24-cos(z))3
Schliefllich wird
f///($> - 9 (cos(w)z—sin(:c)z—cos(x))~(2+cos(ac))(Zl(sin((x)))zos(x)—sin(a:)~3(2+cos(ac))2'(—sin(ac))
- 9 (cos(z)?—sin(x)? —cos(z))-(24cos(z))—(sin(x) cos(x) —sin(x))-3-(— sin(z))
(2+cos(z))4

6 cos(x)? —5—cos(z)?
2 (2+cos(z))*
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(3) Fiir f(x) = sin(23) wird
f'(x) = cos(z®)- 322 .

Sodann wird
f(x) = —sin(x?) - 92% + cos(z?®) - 6z .

Schliefllich wird

f"(x) = —cos(x®)-2725—sin(2?)-362 —sin(2*)- 1823 +-cos(23)-6 = cos(z®)-(6—272°%)—sin(z>)-54a> .

(4) Fir f(z) = el/(@*=1) wird

f'(x) = el/('rz_l) . 7(;[2 — 1)2 .

Sodann wird

2 2 4
/@y AT ey 6872 ey 32T

fio = @1 @1 @ =D
Schliefilich wird
) = 2e1/<$2—1>.( z)(3z* — 1)+2 (22 —1) —122° — 1223 + 82 _ gl /D). —625 — 32% + 1022 - 3 .
(2 —1)8 (2 —1)5 (2 —1)8
Im letzten Schritt hitte man auch die Kettenregel insgesamt auf die innere Funktion 2? anwenden
konnen.
(5) Fiir f(z) = cos(e!/®) wird
f'(x) = —sin(e!/T).et/". (—%) = sin(e!/?).el/* . z72
Sodann wird
(@) = cos(et/®)-el/v. (—L) el/®. 72 4 sin(e!/) - e/* . (=) 272 + sin(e!/) - e!/T . (—2273)

= —cos(e!/?).e2/* . x=* —sin(e!/*) - e!/* . (z7* +2273) .
Schlieflich wird

f"(x) = —sin(e!*)-e3* . 276 £ 2cos(e'/?) - e/ . x76 4 4cos(el/®) - e2/* . x0
+cos(e'/?) - e/ . (276 + 227%) +sin(e!/®) - e!/* . (x76 + 227°) 4 sin(e!/*) - /T - (4275 + 6274)
= —sin(e!/?)-e¥/* . 276 4 cos(e!/®) - e2/* . (3276 + 627°) +sin(e'/®) - eM/* . (276 + 6275 + 627%) .

Aufgabe 32
In den Bezeichnungen von §3.2.1 wird (5)/ =(f- é)’ =f- % +f- (%)/ = f?/ +f- (fg%) g = f/gg_fg/.
Aufgabe 33
(1) Esist f'(z) = =3(z+ \ég) (x — é)
Esist f'(z) > 0 fir z < ,L Also ist f(x) auf (-2, fg] monoton wachsend.
Strenggenommen miifiten wir auf monotones Wachsen auf (— —L) schliefen und
V3

dann mit Stetigkeit folgern, daf8 dies auch fiir (-2, —*5°] noch gilt. Etc.



Es ist f/(x)
Es ist f/(z)

3 3 3 3

<0
>0 firz> ? Also ist f(x) auf [?, 2) monoton wachsend.

-2 1 0] 1 2

Welcher der beiden Graphen stellt die Ableitung dar?

(2) Esist f'(x) = 2e**x(x + 1).
Esist f/(z) > 0 fiir z € (—2,—1]. Also ist f(z) auf (-2, —1] monoton wachsend.
Es ist f'(z) <0 fir z € [-1,0]. Also ist f(z) auf [—1,0] monoton fallend.
Esist f/(z) > 0 fiir 2 € [0, 1). Also ist f() auf [0, 1) monoton wachsend.
r2
r1.5
r1
0.
-2 —1.5 — —0.5 0 0.5
-—0.5

Welcher der beiden Graphen stellt die Ableitung dar?

Aufgabe 34

(1) Bsist f'(z) = 42 — 8z = 4x(2? — 2) = 4(x +V2) -2 - (x — V/2).
Es ist f'(x) <0 fiir 2 < v/2. Also ist f(z) auf (—2, —v/2] monoton fallend.

fiir o € [—¥%3, %3], Also ist f(z) auf [-%2, %3] monoton fallend.

181
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Strenggenommen miiBten wir auf monotones Fallen auf (—2,+/2) schlieBen und dann
mit Stetigkeit folgern, daf dies auch fiir (—2,v/2] noch gilt. Etc.

Es ist f'(z) > 0 fiir € [-v/2,0]. Also ist f(x) auf [~1/2,0] monoton wachsend.
Bs ist f/(z) <0 fiir = € [0,v/2]. Also ist f(x) auf [0, /2] monoton fallend.
Es ist f/(x) > 0 fiir 2 € [v/2,2]. Also ist f(x) auf [v/2,2] monoton wachsend.

VoA

Man koénnte teilweise auch mit der Symmetrie f(—xz) = f(z) argumentieren.

154

Welcher der beiden Graphen stellt die Ableitung dar?
(2) Esist f/'(x) = 2z cos(z?).
Es ist f'(z) > 0 fir ¢ € (=2, —+/7/2]. Also ist f(z) auf (-2, —\/7r/2] monoton wachsend.
Es ist f'(z) <0 fir z € [—/7/2,0]. Also ist f(x) auf [—4/7/2,0] monoton fallend.
Es ist f/(z) > 0 fiir € [0, \/7/2]. Also ist f(z) auf [0, \/ ] monoton wachsend.
< [

Esist f'(z) <0 fir z € [\/7/2,2). Also ist f(z) auf [\/7 2 monoton fallend.
(-

Man konnte teilweise auch mit der Symmetrie f(—z) = f(x) argumentieren.

—2
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Welcher der beiden Graphen stellt die Ableitung dar?

(3) Esist f/(z) = — sin(x).

!
Wir wollen zeigen, daf f'(z) > 0 fiir z € [0,1).

Esist f/(0) = 0. Esist f”(x) =1 — cos(x) > 0. Also ist f'(z) monoton wachsend auf [0, 1). Somit
ist in der Tat f/(z) > 0 fiir z € [0,1).

Es folgt, daB f(x) auf [0,1) monoton wachsend ist.

Wegen f(—z) = f(z) ist f(x) auf (—1,0] monoton fallend.

K—F/—/

0.8

0.6

—0.2

Welcher der beiden Graphen stellt die Ableitung dar?

Aufgabe 35
(1) Esist
fl(z) = 6z —32? = 32(2 —2),

die Nullstellen sind 0 und 2. Es ist

f"(x) =6 — 6z.

Also ist f”(0) = 6 > 0, und mithin ist 0 eine lokale Minimalstelle. Desweiteren ist f/(2) = —6 < 0,
und also 2 eine lokale Maximalstelle.
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20+

154

101

2 A 7 2 3

—5-

—10

—151

(2) Esist f/(x) = (2% + 22)e” = (x + 2)ze®.

Eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen einer lokalen Extremstelle ist f'(xzg) = 0, d.h.
xo € {—2, 0}

Es ist f"(z) = (2% + 42 + 2)e”.
Es ist f”(—2) = —2e72 < 0. Also ist 29 = —2 eine lokale Maximalstelle.
Es ist f”(0) = 2¢° = 2 > 0. Also ist 7o = 0 eine lokale Minimalstelle.

—10 -8 —6 —4 —2 o

Aufgabe 36

(1) Esist f'(x) = 42® — 4o = 4(x — Da(z + 1).
Eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen einer lokalen Extremstelle ist f’(z¢) = 0, d.h.
xg € {—1,0,1}. Es hat f also diese drei Flachstellen.
Es ist f”(z) = 122% — 4.
Esist f”(—1) =8 > 0. Also ist zp = —1 eine lokale Minimalstelle.
Es ist f”(0) = —4 < 0. Also ist zp = 0 eine lokale Maximalstelle.
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Es ist (1) =8 > 0. Also ist ¢y = 1 eine lokale Minimalstelle.

54

f(x)

(2) Esist f/(x) = cos(z) — sin(z).
Eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen einer lokalen Extremstelle ist f’(z¢) = 0, d.h.

cos(zg) = sin(xp). Z.B. eine geometrische Betrachtung (gleichseitiges Dreieck im Einheitskreis!)
liefert, dafl dies fiir o = 7/4 + kr fiir alle k € Z erfiillt ist. Dies sind also die Flachstellen von f.

Es ist f”(x) = —sin(x) — cos(x).

Esist f”(m/4 + 2kn) = — sin(w/4 + 2k7) — cos(n/4 + 2kw) = —+/2. Somit ist zg = 7/4 + 2k eine
lokale Maximalstelle fiir alle k& € Z.

Es ist f"(7/4 + (2k + 1)7r) = —sin(r/4 + (2k + 1)7) — cos(n/4 + (2k + 1)7r) = /2. Somit ist
xo = /4 + (2k 4+ 1) eine lokale Minimalstelle fiir alle k € Z.

(%)

0.51

-10 -8 | -6

(3) Esist f'(z) = ﬁ + % ; vgl. Aufgabe 38.(2).

Eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen einer lokalen Extremstelle ist f’(z¢) = 0, d.h.
14229 =0, dh. g = —% ist die einzige Flachstelle von f.

. z2)— z)-2x —r—zx
Es ist f/(z) = 20F (1)+gc(21)Jg2 =2 %1+xz)z .
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Esist f”(—1) =2 > 0. Somit ist zp = —3 eine lokale Minimalstelle.
3.5
3l
2.5
2]
£(x)
1.5+
4
0.5
3 —2 ‘ 1 2 3
Aufgabe 37
Esist f'(z) = —sin(z) < 0 fiir z € (0, 7). Also ist f streng monoton fallend, somit insbesondere injektiv.

Wegen Stetigkeit von cos ist cos(x) auch noch auf [0, 7] streng monoton fallend. Wegen cos(0) = 1 und
cos(m) = —1 ist also {—1,1} C cos([0,n]) C [-1,1]. Da cos([0,7]) ein Intervall ist, folgt cos([0,n]) =
[—1, 1]. Wegen strenger Monotonie liefert dies cos ((0, 7r)) = (-1,1), d.h. es ist f surjektiv.

Insgesamt ist f bijektiv.

0.5

-0.5 1

—1 —

Aus der Bemerkung in §3.2.4.1 folgt, setzen wir y = f(x),

y _ 1 _ 1 _ 1 _ 1
arccos (y) - COS(‘T)/ - sin(x) - 1— COS($)2 - 1_ y2
und somit 1
arccos’(r) = —
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Aufgabe 38

(1) Esist f'(x) =e® +e® > 0 fiir alle z € R. Damit ist f streng monoton wachsend, insbesondere
injektiv.
Das Bild f(R) ist ein Intervall.
Da e™* streng monoton fallend, aber positiv ist, ist e=* € (0, 1) fiir z > 0.
Dae*—e ™ >14xz—e®>zist fir x>0, ist f(z) fiir grofe x nicht nach oben beschrinkt.
Esist f(—z) = —f(x). Also ist auch f(x) fiir kleine = nicht nach unten beschrinkt.
Das resultierende Intervall f(R) kann somit nur gleich R sein. Somit ist f surjektiv.

Insgesamt ist f bijektiv.

) 47

-2 -1 1 2

2

—6

Es wird ¢/(f(x)) = 1/f'(z) = (e* + e~ %)L

Wir wollen ¢’(y) bestimmen, und miissen dazu noch u(z) :=e” + e~ 7 in y = f(z) ausdriicken, um
das x wegzubekommen.

Dazu beobachten wir, da8 f(z)? = €2 — 2 + e72® und u(z)? = €?® 4+ 2 + ¢~ 2. Somit wird
u(x)? — f(x)? = 4, und also

u(x) = (4+f(@))? = @+,

Somit wird
Jy) = @+y*) 1

fir y € R.

(2) Es ist f/(z) = cslwlcos@sin(e)(sin(@) _ o65(2)=2 > 0 fiir alle # € (—7/2,7/2). Damit ist f

cos(x)
streng monoton wachsend, insbesondere injektiv.

Das Bild f((—7/2,7/2)) ist ein Intervall. Nun sind sin und cos stetig, und es ist sin(m/2) = 1,
aber cos(m/2) = 0. Also ist tan(z) = z;r;((i; fiir z gegen 7/2 nicht nach oben beschriinkt, da sich
der Zahler 1, der Nenner aber 0 ndhert.

Es ist f(—z) = —f(x). Also ist auch f(x) fiir x gegen —7/2 nicht nach unten beschrinkt.

Das resultierende Intervall f(R) kann somit nur gleich R sein. Somit ist f surjektiv.
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Insgesamt ist f bijektiv.

f(x)

2

Es wird arctan’(tan(z)) = 1/ tan’(z) = cos(x)?.

Wir wollen arctan’(y) bestimmen und miissen dazu noch u(z) := cos(z)? in y = f(z) = tan(x)
ausdriicken.

. 2 2
Dazu beobachten wir, daff y? = tan(x)? = 210222))2 = 1;5:&(;) = cos(z)™? — 1 =u(z)"' — 1. Also

ist u(x)™! =y% + 1, und somit u(z) = ﬁ Somit wird

Aufgabe 39
Es wird
In(8)  2,079441541679836

~ ~ 1,89278926
In(3) 1,098612288668110 ’

logs(8) =

und, wie zu erwarten,

8 = 3l983(8) 3189278926 7999999994 ~ 8.
Aufgabe 40

(1) Es wird log,(9) = {23} ~ 1,12915007.
Es wird (9 =) 71°87(9) ~ 7112915007 ~ 9 000000033 = 9, wie zu erwarten.
(2) Es wird log;,(25) = 222 ~ 1,13612193.

= n(17)

Es wird (25 =) 17%°817(25) ~ 17113612193 ~ 94 99999969 ~~ 25, wie zu erwarten.

Aufgabe 41
Es wird
log., (zy) = In(zy) B In(z) + In(y) B In(z) +ln(y) — log, () + log, (1)
Bal2Y) = In(a) In(a) ~ In(a)  In(a) Sa Ball) -
Es wird
aloga(a:) — aln(a:)/ln(a) _ eln(a)ln(m)/ln(a) _ eln(aj) — .
Es wird

log,(a*) = In(a®)/In(a) = In(e*™@)/In(a) = zln(a)/In(a) =

zZ .
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Es wird

Aufgabe 42

(1) Da Zidhler und Nenner des vorliegenden Bruchs stetig sind und Funktionswert 0 bei z = 0 haben,
ist
e —1—=x (e —1—2a) et —1

z—0 2 z—0 (xQ)’ z—0 2z

)

falls die rechte Seite existiert.

Da Zéhler und Nenner des nun erhaltenen Bruchs stetig sind und Funktionswert 0 bei x = 0 haben,
ist
e” —1 . (e =1) . e”

lim = lim ———— = lim —,
z—0 21 x—0 (2]})/ z—0 2

falls die rechte Seite existiert.

&%

Dies ist wegen % stetig an der Stelle z = 0 in der Tat der Fall; wir erhalten lim,_,o % =5 = %

Insgesamt ist also

I e —1—-2 1

Skizze von f(z) := em;éf’” um z = 0.

£(x)

-1 0.8 —0.6 —0.4 —0.2 O 0.2 04 0.6 0.8 1

(2) Es wird

) xez—ln(l-l-x) L eI—Hve””—m L 1 = - 1 . 3
i ————— =l = fm g (274 s ) = 5
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Aufgabe 43
(1) Da Zihler und Nenner des vorliegenden Bruchs stetig sind und Funktionswert 0 bei = e haben,
ist
/ -1, ,.-1
lim In(In(z)) — lim In(In(x)) lim In(z)™' -z ’
T—e I —e z—e (x—e) z—re 1

falls die rechte Seite existiert.

Dies ist wegen In(x)~1- 2! stetig an der Stelle x = e in der Tat der Fall; wir erhalten lim In(z)~
7t =In(e) t-e7! = e L.

Insgesamt ist also

1 .
r—e

lim In(In(x))

= el
e T —e

Skizze von f(z) := In(In(z))

um r = e.
r—e
2] \
1.8 “
e
|
|
1.4 ‘
|
|
1.2 \
\
f(x) 1 ‘\\
\
\
\
0.8 \
0.6
0.4
0.2 T
o 1 2 3 4 5 6 7 8

(2) Da Zahler und Nenner des vorliegenden Bruchs stetig sind und Funktionswert 0 bei z = 0 haben,
ist

— lim 2 — 2 iy 2 E
z—0 xT z—0 x! z—0 1

2% —1 2% — 1) 27 - 1n(2
. (22— 1) n(2)
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falls die rechte Seite existiert.

Dies ist wegen 2% - In(2) stetig an der Stelle # = 0 in der Tat der Fall; wir erhalten lir% 27 .1n(2) =
z—

20 . 1n(2) = In(2) ~ 0,693147.

Insgesamt ist also

27 -1
lim = In(2) ~ 0,693147 .
z—0 x
Skizze von f(z) := 22—_1 um z = 0.
1
0.8
0.6 1
£(x)
0.4
0.2+
-1 08 —06 —0.4 —02 O 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x

Da Zé&hler und Nenner des vorliegenden Bruchs stetig sind und Funktionswert 0 bei x = 0 haben,
ist
] 2 ] (.%'5)/ ) 54
lim — = lim — = lim ,
=0 sin(z) — x + 23/6 0 (sin(x) — x + 23/6)’ =0 cos(x) — 1+ a2 /2

falls die rechte Seite existiert.

Da Zahler und Nenner des nun erhaltenen Bruchs stetig sind und Funktionswert 0 bei 2 = 0 haben,
ist

. 5zt . (5z*) . 2023

lim =1 = lim ——

=0 cos(z) — 1+ 22/2 0 (cos(z) — 1+ a2 /2)’ =0 —sin(z) + x

falls die rechte Seite existiert.

Da Zahler und Nenner des nun erhaltenen Bruchs stetig sind und Funktionswert 0 bei # = 0 haben,
ist
) 2023 , (2023) , 6022
lim ——— = lim —————F—— = -
=0 —sin(z) + z 20 (—sin(z) + )’ o—0 —cos(x) + 1
falls die rechte Seite existiert.

Da Zahler und Nenner des nun erhaltenen Bruchs stetig sind und Funktionswert 0 bei 2 = 0 haben,
ist
6022 . (6022)’ . 120z
= lim ——7
z—0 (—cos(z) + 1)

lim ——M—— im ——
=0 —cos(x) + 1 -0 sin(z)
falls die rechte Seite existiert.

Da Zahler und Nenner des nun erhaltenen Bruchs stetig sind und Funktionswert 0 bei 2 = 0 haben,
ist
120x . (1202) ) 120
m

250 sin(r) 250 sin(z)’ 250 cos(z) ’

falls die rechte Seite existiert.
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Dies ist wegen C;ig) stetig an der Stelle = 0 in der Tat der Fall; wir erhalten lim 2% —=
70 cos(z)
120 _
e (0] = 120.

Insgesamt ist also

0

li = 120.
250 sin(z) —x + x3/6

Skizze von f(z) := m um z = 0.

140
100
80|
f(x)
60 |

40

20

—2 1 o 1 2

Zunichst formen wir um.

1 1 e —1—zx

r e —1  z(er—1) "

Da Zihler und Nenner des vorliegenden Bruchs stetig sind und Funktionswert 0 bei = 0 haben,
ist
r—1l—-x . (e =1—2x) . e’ —1

1. _— _— 1 _—
750 z(e® —1) om0 (z(e® —1))  as0zet et — 1

)

falls die rechte Seite existiert.

Da Z&hler und Nenner des nun erhaltenen Bruchs stetig sind und Funktionswert 0 bei 2 = 0 haben,
ist
e’ —1 ) (e — 1) i e’

lm ——— = lm——F— = lim ——— |
x50 ze® +e% — 1 =0 (xe® +e® — 1) =0 % 4 27

falls die rechte Seite existiert. Dies ist wegen — stetig an der Stelle z = 0 in der Tat der Fall;

_ e
er+42e®
. e’ 1

e” _ 1
ze®+2e® — 0eV+2e0 T 27

. 1 1 1
lim [ — — = —
z=0\x e —1 2

wir erhalten lim
x—0

Insgesamt ist also




Skizze von f(x) := % — L _umaz=0.

e?—1

—10 8 6 4 20 2 a 6 8 10

Aufgabe 44

(1) Auf der einen Seite wird

folzy) = (V™)
eyln(a:)yw—l
_ ew-Din()y,

= yg;y_l

fzy(xay) = (ye(yfl)ln(x))y
= e(y—l) In(x) + ye(y_l) In(=) ln(m)

= (1+yln(x))zy—!.

Auf der anderen Seite wird

fylz,y) = (e?™),
€ In(x)
= z¥In(x)
fya(@,y) = (V@ In(2)),

eV ln(w)yx—l IH(IIJ) +e¥ ln(w)l.—l
= ya¥~lin(x) +2vt.

Also ist in der Tat fry = fyz -
(2) Auf der einen Seite wird

— — 1 . = —2z
fm(xa y) - (z249y2)? 2x (x24y2)?
— 8z
fzy(xa y) = _21‘ (12+22)3 : 2y = (I2+52)3

Auf der anderen Seite wird

- __ 1 . = —2y

fy(x’y) - (x2+y2)2 Qy (x2+y2)2
— 8x

Fro(@,y) = =2 s 20 = oy

Also ist in der Tat fry = fyz -

193
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Aufgabe 45
(1) Auf der einen Seite wird
folw,y) = 2In(3)ay3ey
fay(z,y) = (2I(3)z +2In(3)zy - In(3)a?)37"¥
Auf der anderen Seite wird
fy(zy) = In(3)z237v
fue(z,y) = (2I(3)z + In(3)2? - 2In(3)zy)37°Y

Also ist in der Tat fry = fyz -
(2) Auf der einen Seite wird

_ —4z3 . 4 2 _ —4z°
f@(‘r?y) - (I4+y2)2 (l’ + Y ) - w4+y2
823
fzy(:r,y) = (I4_T_;é)2

Auf der anderen Seite wird

2 —2
fy(a?,y) = (‘T4+:L;2)2 . (lA + y2) = w4+?;/2
83
fy;c(xv y) = (:r4+y?{")2

Also ist in der Tat fr, = fyz -
Aufgabe 46

Es ist hy(z,y) = 2z und hy(x,y) = —2y. Nach der Kettenregel ergibt sich somit

(h(F®,9(0)" = ha(f(1),9(t) - /() + by (F(1), (1)) 9/ (1)
_ 2 sin(t) 9 tan(t) . cos(t) cos(t)—sin(t)(—sin(t))

cos(t) cos(t)? cos(t)2
_ 2 sin(t) 9 sin(t) 1

cos(t)  cos(t)2 cos(t)  cos(t)2
_ sin(t) o sin(t)

cos(t)3 cos(t)3
— 0.

Auf direktem Wege ergibt sich
r_ 1 N (1-sin()?\ .,
(70.90) = (e~ ton0?) = (LY v =,

also dasselbe.

Aufgabe 47

(1) Esist hy(z,y) = y? und hy(z,y) = 2zy. Nach der Kettenregel ergibt sich somit

(h(F®).9(8) = half(1).9(8) - F/(8) + by (F(D), 9(8)) - g'(2)
(/)2 -2t + 262(1/1) - (~1/82)

2/t — 2/t

= 0.

!

Auf direktem Wege ergibt sich
(h(f(t),9(1))) = (- (1/1)?) =1 =0,

also dasselbe.
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(2) Esist hy(x,y) = 2z und hy(z,y) = 2y. Nach der Kettenregel ergibt sich somit
(R(f(1),91))" = halF(E),9(t) - £'(B) + hy(F(1), (1)) - 9 (1)

2sin(t) - cos(t) + 2 cos(t) - (— sin(t))

0.

Auf direktem Wege ergibt sich
(h(f(t),g(t)))/ = (sin(t)* + cos(t)Q)/ =1 =0,
also dasselbe.
Aufgabe 48
Es wird (ho (f,9))(t) = f(t)g(t).
Es ist hy(z,y) = (2y), = y. Es ist hy(z,y) = (zy)y = .
Nach Kettenregel wird

(f()g(t))’

I
=
8

-~ 3

fir t € R, und dies ist gerade die Produktregel.

Aufgabe 49
(1) Es ist
folw,y) = —6x+2y
fylzy) = 20-2y
fx;v ('T7 y) = —6
fzy (x,y) = 2
Ty (x,y) = -2
Eine notwendige Bedingung fiir (z¢, yo), eine lokale Extremstelle zu sein, ist f.(xo,y0) = —6xo +

ITH) L 0 und fy(zo,%0) = 2z0 — 2yo L 0. Aus der ersten Gleichung erhalten wir yg = 3x¢ x, dies
eingesetzt in die zweite Gleichung gibt —4xz¢ = 0, also insgesamt (z¢ ,yo) = (0,0).
Es ist fz4(0,0) = =6 < 0 und (fer fyy — f2,)(0,0) = 8 > 0. Also ist (0, 0) eine lokale Maximalstelle.
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(2) Es ist
fo(zy) = —(1+e¥)sin(x)
fy(@,y) (cos(z) —1—y)ev
fra(z,y) = —(1+4eY)cos(x)
foy(z,y) = —e¥sin(z)
fyy(xa y) = (cos(z)—2—y)e?

Sei (70, yo) € R?. Eine notwendige Bedingung fiir (zg, 9o), eine lokale Extremstelle zu sein, ist
fo(zo, yo) =0 und fy(zo, yo) =0, d.h. (zo, yo) € {(n7, cos(nm) —1) : n € Z}.

Zu den Punkten (zg, yo) € {(2kw, 0) k € Z}. Es ist fuz(zo,y) = —2 < 0. Es ist

(faafyy — f2,) (@0, yo) = 2 > 0. Also ist (2k7,0) eine lokale Maximalstelle fiir k € Z.
Zu den Punkten (2o, yo) € {((2k +1)7, =2) : k € Z}. Es ist
(faefyy — foy) (@0, y0) = —(1+e %)™ < 0.

Also ist ((2k + 1)m, —2 fiir k € Z keine lokale Extremstelle, sondern eine Sattelstelle.
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Aufgabe 50
(1) Esist
felz,y) = 22 —42° = 2x(xv2—-1)(zvV2+1)
foz(z,y) = 2—122
fzy(xay) =0
fyy(-%y) = -2

Sei (70,70) € R% Eine notwendige Bedingung fiir (x¢,y0), eine lokale Extremstelle zu sein, ist
fe(mo,90) =0 und f,(z0,v0) =0, d-h. 29 € {—v/2/2, 0, v/2/2} und yo = 0.

u (—v2/2,0). Esist fy,(—v/2/2,0) = =2 < 0 und (fao fyy — f2,)(—V2/2,0) =
4> 0. Also ist (—v/2/2,0) eine lokale Maximalstelle.

u (0,0). Es ist (fozfyy — fgy)(0,0) =(2-0)(—2) — 0% = —4 < 0. Also ist (0,0) keine lokale
Extremstelle, sondern eine Sattelstelle.

(2—6)(—2)—02 =
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Zu (v2/2,0). Esist f,,(v2/2,0) = =2 < 0 und (foa fyy — f2,)(V2/2,0) = (2—6)(—2)—0% =4 > 0.
Also ist (v/2/2,0) eine lokale Maximalstelle.

A

N

!
AN
SOSS

Z
7
22
S
%

27
S
=

!
s
7
=

y—

—=—

—

y—
~F

—Z
7

—
pa—
pa—
pa—
—’
S

—
p—

pa—
—‘
—\

ya—
7

-0.6 1

a—
y—

1

p—

)
p—

—

pa—
ya—

\

a—

o
o ”
S~

-0.8 |

4
7~
—

P

(2) Esist

o(2,y) = )
y(x,y) = sin(zx)cos(y)
foa(z,y) = —sin(z)sin(y)

fay(z,y) = cos(z) cos(y)
Jyy (v,y) = —sin(z)sin(y)

Sei (z0,10) € R2. Eine notwendige Bedingung fiir (o ,yo), eine lokale Extremstelle zu sein, ist es,
fa(zo,y0) = 0 und fy(xo,yo) = 0 zu erfiillen.

Ersteres bedeutet, xg = m/2 + k fiir ein k € Z oder yo = ¢x fiir ein £ € Z zu erfiillen.
Zweiteres bedeutet, xy = kr fiir ein k € Z oder yy = 7/2 + {7 fiir ein £ € Z zu erfiillen.

Somit erhalten wir die Flachstellen, und damit noch moglichen lokalen Extremstellen,
(/2 + km, w/2 4+ ¢r) und (kn, ¢m) fiir k, £ € Z.

Zu (7/2 + km, w/2 + (). Es ist
foa(m)2 + km, w/2 4 07) = —sin(n/2 + kr)sin(r/2 + br) = (=1)FH
Es ist
(Fawfuy—F2,) (7 /24km, 7/2+0m) = (sin(r/24+kr) sin(r/2+0r))° = (cos(r/2+km) cos(m/2+(m))* = 1 > 0.

Also ist (/2 + km, w/2 + £x) eine lokale Maximalstelle, falls k + ¢ gerade ist; es ist eine lokale
Minimalstelle, falls k 4+ ¢ ungerade ist; wobei k, £ € Z.

Zu (km, {r). Es ist

(fowfyy — £2,)(km, €x) = (sin(kr)sin(ér))® — (cos(km)cos(fm))” = —1 < 0.
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Also ist (kmr, ¢m) keine lokale Extremstelle, sondern eine Sattelstelle; wobei k, £ € Z.
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(3) Es ist

fao(zy) = (y+ay)e™™¥ = (z+1)ye*ty
Rw) = lhmlet = (e
fee(z,y) = (2y+ zy)e*ty
Joy(@y) = (I+z+y+ay)et?
fyy(zy) = (22 + xy)e*ty

Sei (70,70) € R% Eine notwendige Bedingung fiir (x¢,y0), eine lokale Extremstelle zu sein, ist
fo(zo,y0) =0 und fy(xo,yo) = 0 zu erfiillen.

Ersteres bedeutet, xop = —1 oder yo = 0.
Zweiteres bedeutet, xg = 0 oder yg = —1.

Somit erhalten wir die Flachstellen, und damit noch moglichen lokalen Extremstellen, (0,0) und
(—=1,-1).

Zu (0,0). Bs ist (foafyy — f2,)(0,0) = =1 < 0. Also ist die Flachstelle (0,0) keine lokale Extrem-
stelle, sondern eine Sattelstelle.

Zu (—1,-1). Bs ist foe(—1,-1) = —e™2 < 0. Es ist (foafyy — f2,)(—1,—1) = e~* > 0. Also ist



die Flachstelle (—1, —1) eine lokale Maximalstelle.

Aufgabe 51

Sei (a,b,c) € Rsg X Rsog X Rsg, damit der resultierende Quader geometrisch einen Sinn hat.
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Die Oberflidche unseres Quaders soll 2ab+2ac+2bc = 6 betragen. Daraus entnehmen wir, dafl ab+(a+b)c =
3 und also ¢ = ¢(a,b) = (3 — ab)/(a + b). Eingesetzt in das Volumen des Quaders ergibt sich

V(a,b) = a-b-c(a,b) = ab(3 —ab)/(a+Db).

Hiervon suchen wir lokale Maximalstellen.

Es wird
Va (a’ b)

‘/b(aa b) =

Vaa(a, b)

Vab (a, b)

W)b(a'a b) =

b(3 —ab)/(a+b) — ab®/(a +b) — ab(3 — ab)/(a + b)?

b%(3 — a® — 2ab)/(a + b)?

a(3 — ab)/(a+b) — a®b/(a + b) — ab(3 — ab)/(a + b)?

a®(3 — b? — 2ab)/(a + b)?

b%(—2a — 2b)/(a + b)? — 2b*(3 — a® — 2ab)/(a + b)?

—2b%(3 4+ b%)/(a + b)?

2b(3 — a? — 2ab)/(a + b)? + b*(—2a)/(a + b)? — 2b%(3 — a? — 2ab)/(a + b)3
(2b(3 — a® — 2ab)(a + b) + b*(—2a)(a + b) — 2b*(3 — a® — 2ab))/(a + b)3
(6ab — 2a3b — 6a2b? — 2ab®)/(a + b)3

a?(—=2a — 2b)/(a +b)? — 2a*(3 — b* — 2ab)/(a + b)3

—2a%(3 +a?)/(a + b)?

Beachte zudem durchweg, dafl wir a, b > 0 vorausgesetzt hatten.

Datfiir, dafl (ag , bp) eine lokale Extremstelle ist, ist V;(ag, bg) = 0 und V3 (ag , bg) = 0 notwendig.

Ersteres gibt die Bedingung 3 — a? — 2ab = 0.

Zweiteres gibt die Bedingung 3 — b — 2ab = 0.

Die Differenz liefert a? = b2, also a = b.

Eingesetzt in die erstere Bedingung erhalten wir 3 — 3a%2 = 0, also a = 1.

Das liefert auch b = 1.
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Bleibt zu iiberpriifen, ob die Flachstelle (1, 1) eine lokale Maximalstelle darstellt.

Es ist
Vaa(1,1) = —2-4/8 = =1 < 0.

Es ist
(VaaVib = Vi) (1,1) = (=1)(=1) — (—4/8)* = 3/4 > 0.

Somit ist (1,1) in der Tat eine lokale Maximalstelle von V' (a, b).

Dort ist dann neben ¢ =1 und b =1 auch ¢ = (3 — ab)/(a + b) = 1, so daf dort ein Wiirfel vorliegt.

Aufgabe 52
(1) Nach Ablauf der 50 Jahre stehen

n_q 1,025%0 — 1
g -R = 1,025°°-10.000 + 1,025 - ———

K, = ¢"- K, .
¢ RotarT T 1,025 — 1

(—100) ~ 24378,94

Euro zu Buche.

(2) Bei Auszahlung jeweils zu Jahresende stiinden nach Ablauf der 50 Jahre aber

n_1 1,025%0 — 1
4 ‘R = 1,025 . 10.000 + —

K, = ¢"- K, o T -
¢ Kot T 1,025 — 1

(—100) =~ 24622,65
Euro zu Buche.

Aufgabe 53

(1) Nach Ablauf der 10 Jahre stehen

n_1 1,040 — 1
4 ‘R = 1,041.2.000 + -

K, = ¢" K 1,047 -1
¢ Kot 1,04 — 1

(—200) ~ 559,27

Euro zu Buche.
(2) Bei Auszahlung jeweils zu Jahresanfang stiinden nach Ablauf der 10 Jahre nur

n

1 1,040 — 1
Ky = q¢" Kot+q- L= R = 1,041.2.000 + 1,04 =

S T (—200) &~ 463,22
qg—1 1,04—1( 00) 63,

Euro zu Buche.

Aufgabe 54
(1) Wir bendtigen einen jihrlichen Zinsfaktor von
q = (K./Ko)'/" = (15.000/10.000)'/° ~ 1,0845 ,

d.h. einen jéhrlichen Zinssatz von 8,45%.

(2) Es sind 5 Jahre gerade 60 Monate. Wir benétigen also einen monatlichen Zinsfaktor von
q = (K,/Ko)"" = (15.000/10.000)/%° ~ 1,00678 ,

d.h. einen monatlichen Zinssatz von 0,678%.
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Aufgabe 55
(1) Man muf} zuanfangs

1,025% — 1
1,025 — 1

n_ 1

Koy =q¢ " (Kn— g T R) = 1,0257* (5.000— -1.000) ~ 767,78
q—

Euro anlegen.

(2) Wir benétigen einen jahrlichen Zinsfaktor von
q¢ = (Kn/Ko)"™ = (18.000/10.000)"/'° ~ 1,0605 ,
d.h. einen jéhrlichen Zinssatz von 6,05%.
(3) Die erforderliche Anlagedauer betrigt

K, + & 30.000 + 290
n = 1n<q1> /In(q) = 1n<“};’,§)1 /1n(1,052) ~ 13,87

Ko+ 1 10.000 + 22

Jahre, d.h. in der Praxis aufgerundete 14 Jahre.

(4) Ein Jahreszinssatz von 4,3% bedeutet fiir den monatlichen Zinsfaktor ¢, daf

12 K12

= =2 - 10
o 043,

d.h. daf
g = 1,043 ~ 1,00351 .

Somit ergibt sich ein dem Jahreszinssatz von 4,3% entsprechender Monatszinssatz von 0,351%.
Aufgabe 56

(1) Man muf zuanfangs

q" — 1 i 1,0423 — 1
R) = 1,04273(1.000 — —————
g—1 ) ’ ( 1,042 — 1

Ko = ¢ " (K, — -83) ~ 654,43

Euro anlegen.
(2) Die Sparrate mufl

1,035 — 1
1,035 — 1

¢

(10.000 — 1,035 - 5.000) ~ 757,41

(Kn —¢"Ko) =

Euro betragen.

(3) Ein Jahreszinssatz von 5% bedeutet fiir den téglichen Zinsfaktor ¢, daf

365 __ K365

= 1,05
KO ) )

d.h. da
g = 1,06/%%% ~ 1,0001337 .

Somit ergibt sich ein dem Jahreszinssatz von 5% entsprechender Tageszinssatz von 0,01337%.
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(4) Wihlen wir als Verzinsungszeitspanne 1 Monat, so ergibt sich als monatlicher Zinsfaktor zunéchst

aufzeit in Jahren

g = 1,03V =~ 1,002466 ,

d.h. ein monatlicher Zinssatz von 0,2466%.

Die erforderliche Anlagedauer betrigt, mit diesem Zinsfaktor ¢,

1 Knt 1 /In(q) =1 1100 + 3% /In(q) ~ 172,36
R e R A A

Monate, d.h. in der Praxis, bei jihrlicher Zinsausschiittung, aufgerundete 15 Jahre.

Ohne Kontofiihrungsgebiihr wiirde die erforderliche Anlagedauer dagegen

n=1n<

Monate betragen, d.h. in der Praxis, bei jéhrlicher Zinsausschiittung, aufgerundete 4 Jahre.

)/ln(q) _ 1n<1'100) /n(q) ~ 38,69

K’I'L
Ky 1.000

Wiihlen wir als Verzinsungszeitspanne 1 Monat, so ergibt sich als monatlicher Zinsfaktor zunéchst
g = 1,073/ ~ 1,005889 ,

d.h. einen monatlichen Zinssatz von 0,5889%.

Die Tilgung des Kredits benotigt, mit diesem Zinsfaktor g,

] Kot ] 1 0+ 2% 1 108,48
PN Ko A /Ilg) = In ~800.000 + 10090 /In(g) ~ 108,

Monate, d.h. in der Praxis aufgerundete 109 Monate, d.h. 9 Jahre und 1 Monat.

Ohne Kreditzinsen wiirde es dagegen 800.000/10.000 = 80 Monate dauern, d.h. 6 Jahre und 8
Monate.
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Aufgabe 57

Sei

2Y - (=10.000) + z° - 6.000 + 2° - 6.000

~

—~
8

~
Il
H@,

=
I



Wir ermitteln nidherungsweise die Nullstelle von f(z) auf (0,1).
2000 -

2000 +
0.4 0.6

—2000 -

—4000 -

—6000 -

—8000 -

//

—10000

1500 4

fx) 1000

500

0.97

203

0.99

—500 +

—-1000 -

Als Nullstelle ergibt sich graphisch zg &~ 0,967.
Dies liefert ¢i, = 1:0_1 ~ 1,0341, und also den internen Zinssatz von 3,41%.

Damit sich dieses Geschéft lohnt, mufl man also mit der Bank einen Darlehenszinssatz von weniger als

3,41% heraushandeln. Das scheint unwahrscheinlich.

Aufgabe 58
Sei

Wir ermitteln néherungsweise die Nullstelle von f(z) auf (0, 1).
2000 1

2000 -

0.2 0.4

0.6

0.8

-2000 -

-4000 -

-6000 -

0.96

1500 +

1000 +

500 1

0.97

0.98

2Y - (=5.000) + 2! - (=8.000) + 22 - 0 + 2® - 5.000 + x* - 5.000 + 2° - 5.000

0.99

-500 1

-8000 -
Als Nullstelle ergibt sich graphisch zg &~ 0,958.

0.95

0.96
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Dies liefert ¢iny = xal ~ 1,0438, und also den internen Zinssatz von 4,38%.

Damit sich dieses Geschéft lohnt, mufl man also mit der Bank einen Darlehenszinssatz von weniger als

4,38% heraushandeln.

Aufgabe 59
Wir erhalten

Aufgabe 60
Wir erhalten
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nicht bildbar
(1 1 1)
30
(1)
20
nicht bildbar

nicht bildbar

(7) -

= (5) =5
= (621)

nicht bildbar

nicht bildbar

= (¥3)

nicht bildbar

nicht bildbar

nicht bildbar

nicht bildbar
nicht bildbar

= (1)

= (7201)

nicht bildbar

- ()

91-1
= 00 O
4 0-1

nicht bildbar

nicht bildbar
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0 10\ 5 . .
(1 0 1) (1) nicht bildbar
1-10
0 10 _ . .
(% 0 (1)) (‘1l 0 %) nicht bildbar
0 10\ /21 00
(1 0 1) (00) = (31) .
1-10/\10 21

Aufgabe 61

D W =
N =W

k=2 =}
N————

;

) 10
Es wird (21
01

k=g

I
/N

103\3 136 103 799
Sodann wird (210) = (416) (210) = (6 718)_
011 221/ \011 63 7
Aufgabe 62
. 100 .
(1) Esist A =E3 = (86?) per Konvention.
. 1 10
E81stA1:A:(1 01),
1-11
211
Es wird A2 = (201),
100
412
Es wird 4% = (311),
110
723
Es wird A% = (522),
211
) 1245
Esw1rdA5:(934).
1412
(2) Esist A° = (59).
Esist A = (7] g).
Es ist A2 = (?j)
o

Es ist A3 = (
Also wird A3m+0 = A0 43m+1 = Al und A3"*2 = A2 fiir m > 0.

Das deckt alle auftretenden Potenzen ab.

Aufgabe 63
Nein, es ist z.B. (85)2 =0, aber ({¢) # 0.

Aufgabe 64

15 = ()6 = (2020)

Wiire das gleich E; = ((1) (1)), dann wire a8 = 1, mithin « # 0 und 8 # 0, sowie o/’ = 1, mithin
o' # 0 und B’ # 0. Dann aber wire af’ # 0, was dann nicht ginge.

Aufgabe 65
(1) Bs wird £((1)) = (-1 0) (1) = (-1)-
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(2) Wir setzen b = (g;) e R2*! an. Es soll nun

fb) = (Fo)b =0,

| | |
d.h. 267 + B2 = 81 und —f1 = B2 . Letzteres in ersteres eingesetzt erhalten wir 51 = (1, was stets
erfiillt ist. Somit wird

(beR¥™ . f(b)=b} = {(fgi) B eR} = {A(_]): XeR}.

(3) Esist (fof)(d)=(_70)((308)b)=(_9_3)0bfiir be R
Ausfiihrlich geschrieben wird also f o f : R?*! — R>*! br— (_} _7)b.

Aufgabe 66

(1) Es wird
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enau dann, wenn b — (a‘b)a =
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b

(2) Fiir b € R3*! ist f(b) , d.h. wenn a'b = 0 ist. Schreiben wir

B1
b= (Bz) , so wird a'b = 81 + B3, was genau dann null ist, wenn 83 = —3; . Wir erhalten also
B3

B1
(er s fm) =} = (( %) 0.0 RY.
—B1

(3) Fiir b € R¥*! ist f(b) = —b genau dann, wenn b — (a*b)a = —b, d.h. wenn (a®b)a = 2b ist.

B1
Schreiben wir b = (ﬂz) , s0 wird atb = B + B3 . Also ist (a'*b) @ = 2b genau dann, wenn

B3
B1+PBs 261
( : > B ( o ) .
B1+B3 283

Dies ist genau dann erfiillt, wenn S = 0 und 5, = 3. Wir erhalten also

B1

{(beR*! . f(b)=-b} = {(o) L ER}Y ={da: AeER}.

1
(4) Fiir b € R**! wird

(fof)b) = [f(b—(a"b)a)

= (b—(a'b)a) — (a' (b—(a'b)a))a
= b—(a*b)a—(a*b)a+ (a*b) (a’a)a
= b—(a'b)a—(a*b)a+2(a*b)a

= b.
Also ist f o f =idgrsx1, die identische Abbildung.

Man kann sich iiberlegen, daf3 es sich bei f um die Spiegelung an der Ebene senkrecht zu a durch 0
handelt.
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Aufgabe 67

Es schlieflen a und b den Winkel arccos \|;\|t\|bbu = arccos \/g 3/5 ~ 129,23° ein.
Es schlieflen a und ¢ den Winkel arccos ||5|f||ccu = arccos \/53 7~ 39,23° ein.
Es schlieflen b und ¢ den Winkel arccos H‘ﬁ\tﬁ = arccos ﬁ = 90° ein.
Aufgabe 68

Es schlieflen a und b den Winkel arccos Hc?HtbeH = arccos \/E(-J 5= 90° ein.

Es schlieflen a und ¢ den Winkel arccos ”a“”t”ccu = arccos ﬁ(? 7= 90° ein.

Es schlieflen a und d den Winkel arccos H;Ht\l(fill = arccos \/{_2\/1 = 135° ein.
Es schliefflen b und ¢ den Winkel arccos \|bet\fc|\ = arccos \/51\/5 ~ 65,91° ein.
Es schlieflen b und d den Winkel arccos beHtHUfiH = arccos \/37.1\/1 ~ 106,78° ein.
Es schlieflen ¢ und d den Winkel arccos HcCHtHddH = arccos ﬁ = 135° ein.

Aufgabe 69
Das Skalarprodukt der fraglichen Vektoren ist
a*((a*a)-b—(a'b)-a) = (a*a)-(a"b) — (a"b)- (a*a) = 0,
und folglich sind sie zueinander orthogonal.
Beachte zunichst, daf aus a # 0 folgt, daf a'a # 0.
Wir behaupten, da (a*a) - b — (a*b) - a = 0 genau dann gilt, wenn es ein A € R mit b = \a gibt.

Ist zum einen (a‘a)-b— (a'b) - a =0, dann ist b = %L a. Mit A := %2 folgt also b = Aa.

ata at a

Ist zum anderen b = Aa fiir ein A € R, dann wird

(a*a)-b—(a"b)-a = (a*a)-Aa— (a*Xa)-a = Aa‘a)-a—Aa‘a)-a = 0.

Aufgabe 70

Es geniigt, (||a| + ||b])? = [la + b||* = 0 zu wissen. Indertat wird mit Cauchy-Schwarz aus §5.2.2

(lall +1181)* = lla + bl (llall + [1)2 ,

= (llall® +2[all o] + 16]*) = (a + b)*(a + b)
(lall* + 2llal[[[Bl] + [I6]]*) — (a*a + a‘b+ b'a + b'D)
(lall* + 2llaf[[[Bll + [I6]I*) = (lall* + 2a°b + [|b]|*)

= 2[|allllb|| - 2a"b
> 2alll[b]| — 2|a*d]
(O]

> 0.

Aufgabe 71

Esist fy(z,y) =y, also f.(1,1) = 1. Esist f.(x,y) =z, also f,(1,1) = 1. Somit ist (;283) = (%)
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Wir skizzieren die Hohenlinien wie folgt, wobei die dufleren zu f(z,y) = 2 gehoren und die inneren zu
f(z,y) = 1. Wir haben den Gradienten (;’83) = (%) am Punkt (z,y) = (1,1) eingetragen, samt der
Tangente der Hohenlinie an diesem Punkt.

3

43

Man erkennt die Orthogonalitit des Gradienten auf der Hohenlinie.

In diesem Beispiel ergeben sich die verlangten Hohenlinien auch durch Auflésen nach y als y = 1/x resp.
y=2/x.

Aufgabe 72
Es ist fy(z,y) = cos(z) - sin(y), also fu(w/6,7/2) = cos(w/6) - sin(mw/2)
Es ist fy(z,y) = sin(z) - cos(y), also fy(7/6,7/2) = sin(m/6) - cos(7/2) =

Somit ergibt sich der Gradient von f am Punkt (7/6,7/2) zu (fw(ﬂ/G’ﬂ/z)) =1V3(p)
fy(m/6,m/2) 2

== IT
=

Wir skizzieren die Hohenlinien wie folgt, wobei die dufleren zu f(z,y) = 1/4 gehoren, die inneren zu
f(z,y) = 3/4 und die mittleren zu f(z,y) = 1/2.

Wir haben den Gradienten (}%E:;g:gi) =13 (§) am Punkt (z,y) = (7/6,7/2) eingetragen, samt der
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Tangente der Hohenlinie an diesem Punkt.

3

-3~

Man erkennt die Orthogonalitdt des Gradienten auf der Hohenlinie.

Aufgabe 73

o\t /1
(1) Es wird a'b = (%) (;1)) =0-14+1-04+1-(=1)=—1.
0 1 1.(=1)—1.0 .
Es wird a x b= (1) X ( O) = (1»1—0.(_1)> = ( 1)_
! -1 0-0-1-1 -1
Der Flidcheninhalt des von a und b aufgespannten Parallelogramms betréigt

lax bl = ((-1)* + 1%+ (-1)*)/2 = V3.

(2) Der Rauminhalt des von a, b und ¢ aufgespannten Parallelepipeds betrigt

oean = 1B ()« B =1 (1=

Das aufgespannte Parallelepiped von a, b und c ist ein Wiirfel mit Kantenléinge 1, der auch das
Volumen 1 haben sollte.

Aufgabe 74

(1) Eswirdatb:(é)t(fz):1-3+2'(—1)+5-2:11.

1 3 2.2-5.(—1) 9
Es wird a x b = (2) X (—1> = ( 5.3—1-2 ) = ( 13).
5 2 1-(-1)-23 -7
Der Flécheninhalt des von a und b aufgespannten Parallelogramms betragt

lax b = (92+ 132+ (=7)%)/2 = V299 .
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(2) Der Rauminhalt des von a, b und ¢ aufgespannten Parallelepipeds betrigt

wxan = 1) 10) = (D= 1() ()1 =

Aufgabe 75
(1) Esist
azfBz—aszf2 Baaz—Bzaz
axb = <a361a153) = — (5301151043) = 7(1) X a) .
a1Be—azf1 Braz—PBzan
Folglich ist @ x a = —(a X a), und also a X a = 0.

Letzteres sieht man auch direkt aus der Definition.

(2) Es ist
. azfB3—azfBa
a’(axb) = (a1azas) (asgl—m?) = ai(aefs—asf)+az(asfi—aifs)+ag(aifo—afr) = 0.
Q1pP2—a201
Es ist
azf3—as3fB2

bt(axb) = (51 B2 ﬁs) <a3ﬁ1a163) = ﬂl(agﬁg—a352)+ﬂz(a3ﬁ1—04153)"‘53(04152—04251) =0.

a1 fB2—az2b1
(3) Esist
x(bxe)+bx(cxa)+ex(axb)
a1 B2z —Bav2 B Y203 Y32 - azfBz—asfBa
(062) X (53715173> + (52) X (“{3041’71&3) + (’Yz) X <a351a153)
@3 B1y2—B2m1 Ps Yiaz—y201 73 a1 fBe—azf
<042,31’)’2 azf2y1— 013/3371-1‘04351"{3) (5271052—5272&1—53’7301+53’Y1a3) (7206152—720051—V3043,31+7305153>
+ +

azfBays—aszBzy2—a1fiye+aifam B3y2az—P3yzaz—PBryias+Biy201 Va2 B3 —ysazBa—y1a1B2tv12 b1
a1f3v1—a1Brys—azB2yz+azBay2 Bivsan—PBrimiaz—P2y2az+B2ysaz mazBr—y1a1B83—y20283+v203 82

azf1y2—azBay1— asﬁs“{ﬂragﬁl”/a) azfBay1—a1PBay2—a1fayztaz Bz a1 fBaye—azfBiy2—aszfiyz+aiBays
= + +

a2B3y3—asf2yz—a1B2yi+azBiv
azf1y1—a1Bzy1—azB3v2+az B2

azfzy2—a2Bzyz—azBivit+aifiy2
a1f1y3—azBiyi—aszBaye+az2£27s3

azfayz—a3fzye—a1Biyz+ai1Bayi
a1 B3y1—a1Biyz—azfeyztazB3y2

0
= 0
o
(4) Esist
¢ B2z —PB3v2
a’(bxc) = (a1azas) <53715W3) = a1y — a1B372 + a2f371 — a2B1y3 + azBiy2 — azfayi -
/3172—[3271
Also ist
Q27Y3 —Q37y2
bt(a X C) = (51 B2 53) (043’)’1—CV1’73)
Q17y2—Qa271
= Bragys — Brazye + Peazyr — Paarys + Paarye — Pzaam
= 2173 — a3fiye + azfayr — a1 Bays + a1B3ve — Bz
= —a'(bxc).
Folglich ist a' (a X b) = —a® (b X a) = b" (a x a) = b* 031 = 0. Somit ist erneut verifiziert, da a

senkrecht auf a x b steht; vgl. (2).
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Aufgabe 76

EsistE:{a(

0 0
Also ist g = { ((1)) +7<%) :veR}.
Um g N E zu bestimmen, haben wir also das Gleichungssystem
0 1) = (% 1
@ (0> +5 (—1> - (0) 7 (1)
zu l6sen.

Wie solche linearen Gleichungssysteme systematisch gelost werden, wird in §5.3 behandelt werden.

Wir lesen aus dem ersten Eintrag ab, dafl o = 0, aus dem dritten, dafl v = —f und aus dem zweiten, dafl
B=14+y=1—p.Alsoist 5=1/2und v = —1/2.

0
Somit ist gN E = {<_11//22>}

Aufgabe 77
ESiStE:{(§)+OL(§J)+ﬁ<i) o, € R}

i () (1) = ()

Um g N E zu bestimmen, haben wir also das Gleichungssystem

(5) e (@) +5() = () ()

Wie solche linearen Gleichungssysteme systematisch gelost werden, wird in §5.3 behandelt werden.

Dem zweiten Eintrag entnehmen wir g = —1.
Dem dritten Eintrag entnehmen wir sodann o — 1 = ~.

Dem ersten Eintrag entnehmen wir sodann e +1 =3 —y =4 — a. Also ist a = 3/2. Es folgt v = 1/2.

S .t . t E 5/2
omit ist gNE = {(192>}.
Der Abstand von P und E ist
3 5/2
| (8) - ( 0 > | = ((1/2)% + 0% 4 (=1/2)>)Y/2 =

1/2

N|—=
9

Spiegeln wir P an FE, so erhalten wir den Punkt

()@ - (o) = @)
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Aufgabe 78

(1) Wir formen um.

011]1 1 1 110 100]—-1 ~ o~
(am = (3348) = (1 41) ~ (834 1) = (Al

Die dritte Zeile ist nicht losbar. Also ist {x € R3*! : Az =b} = ).

- 0
(2) Wie in (1), nur daf sich b = (8) ergibt. Es ist £; = 1 und ¢5 = 2. Es ist £} = 3.

0
1) und also

(zeR¥ : Ar =) = {)\1(—(})) ‘M eER}.

Wir erhalten g = <§>’ T = (

(3) Wir formen um.
)~ (6o-19-1) ~ (o0oh)-

Esist {4 =1 und ¢, = 3. Es ist ¢; =2 und ¢, = 4.

Es wird xg = I

[o]

—1 —1
Es wird x; = und zo = @

Insgesamt wird
1 -1 1
{zeRY™ : Az =1} = {(?)—i—)\l( (1)>—|—)\2< 8) A, A2 € R}
0 0 1

(4) Von der zugehorige Matrix (Alb) = (011]1) ist A bereits in Zeilenstufenform.
Der Algorithmus fordert einen auf, die zweite Spalte zu sdubern — nur ist da nichts zu tun.
Somit wird ¢; = 2, mithin ¢} =1 und ¢, = 3.

. [o]
Wir erhalten g = | 1 |].
[o]

. [o]
Ferner wird z1 = [ o | und 2o = | -1 |.
[o]

Also ist {2 € R¥ Ax:b}:{(g) o (é) +>\2<—$) A, € R}

Aufgabe 79

(1) Wir formen um.
(Alp) = (111027) ~ (000-117) ~ (6001-7-1)-

Esist {1 =1 und ¢o = 4. Es ist ¢{ =2, ¢4, = 3 und ¢5 = 5.
1

[o]
Wir erhalten 2o = | [o]

—1

[o]
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Wir erhalten z; = | [o] |, 22 = und x3 =
0 0

o) O
@ :
] ]

Insgesamt wird

1 —1 —1

0 1 0
{xeRSXlex:b}={<_(l)>+)\1< g>+A2 (1)>+A3

0 0 0

| (
)

-2

0
?) A1, A2, A ER}
1

-1 -1
{z e R Az =0} = {)\1< é>+/\2< g
0 0

Wir formen um.

(Alb)

oo

0110]1
= 2112{0 ~
22220

Die dritte Zeile ist nicht erfiillbar. Also ist

NN O

{zeR>™ : Az =0b} = 0.

Losen wir noch das zugehorige homogene lineare Gleichungssystem. Es ist £ = 1 und ¢, = 2. Also
ist ¢4 =3 und ¢, = 4.

0 -1
—1 0

Wir erhalten z1 = und z5 = | [0]

[o]

Insgesamt wird
0 -1
{J]ER4X12A$:0}:{)\1(_})+)\2(8):)\1,)\261:{}.
0 1

Wir formen um.

2241 0-1 4 112 1-1-1/2[1/2 1120 1-1/2[7/2 1120 10 3
_ (4481 2 1] 8 000—-1 2 ol '3 0001-2 0| =3 000 1-20[-3
= |2245-8 2-11] ™ (000-3 6 3 6] ™ o000 0O 3l-3 ) ™ (o000 01/-1] -

2242-2-1] 1 000 3-—6 3|—12 0000 O 3| -3 0000 00 0

Esist {1 =1, {3 =4 und ¢35 = 6. Also ist ¢; =2, ¢, =3 und ¢; = 5.

Wir erhalten xqg :=

[=]&[e][=]e

-1

—2

y To = und z3 =

Wir erhalten z1 :=

=lelele][=IL
o[=]e[e][=]L

Insgesamt wird

{ze R . Az =0} = {

HOWOoOOoOW
QOO HF
COoO—ON
ORNOF

a(enBen(

> :)\17)\2,>\3ER}
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und
T i 0
{ze R Az =0} = {)\1< 8>0+>\2< (1)>+>\3< §> : A1, A2, A3 € R}
0 0 0

(4) Von der zugehorigen Matrix (A|b) = (0112(3) ist A bereits in Zeilenstufenform.
Der Algorithmus fordert einen auf, die zweite Spalte zu sdubern — nur ist da nichts zu tun.
Somit wird ¢; = 2, mithin ¢} =1, ¢, = 3 und ¢; = 4.

[o]

Wir erhalten xg = @

Ferner wird 7 = @ , Tg = und x3 = @

0 1 0 0
Also ist {x € R**! : Axb}{(g> + A (8) + A2 <—%> + A3 (-3) “ A, X, A3 € R
0 0

0 1
Aufgabe 80
Setze
11 1 1 11
(A]d) := (10 172710)
21-1 0 1[0

Wir haben {z := (

[SESENY

) € R : Az = b} zu bestimmen.

Wir formen um.

11 1 1 11 11 1 1 1
10 1-2-1/0 ~ 0-1 0-3-2
21-1 0 1|0

1 10 1-2-1
71> ~ (01 0 3 2
-2 00-3 1 1
Esist ¢4 =1, ¢ =2 und ¢35 = 3. Also ist £} =4 und ¢, = 5.

_11/3

. 1/3

Wir erhalten xy = @

[o]

5/3 2/3
/3 /3

Ferner wird z; = und zo = ﬁ)
[o]

1/3

0 100-5/3-2/3
1) ~ (010 '3 "2
-1 001-1/3-1/3

s —11/3 5/5, 2/5,

s >/ */
Alsoist{x(g) ER™  Ax=0b}={ 1(/)3 + A 1{3 + Ao 1(/)3 t A1, A2 € R}

w 0 0 1

Durch Probieren sieht man, dal z.B. Ay =1 und Ay = 1 die ganzzahlige Losung

s -1/3 5/3 2/3 2
t 1 =3 ~2 —4
u = 1/3 + 113 )+ 1/3 = 1
v 0 1 0 1
w 0 0 1 1

liefern.
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Aufgabe 81

Wir formen um.

011/100 11000 1 10-1-10 1 100-1 1 0
(A|E3) = (111 010) ~ (01110 0) ~ (01 1 10 0) ~ (010 1-1 1)_
110001 00 101-1 00 1] 01-1 001 0 1-1

Also ist A71 = (_% 1
0 1
Aufgabe 82

(1) Wir formen um.

AlE,) = (121
(A[Es) = (12}

100 110
010 > 011
001 011

Die Zeilenstufenform von A ist nicht Es. Also hat A keine Inverse.

00 1 10-1
10 0 > 01 1
01-1

—-10 1
10 0).
—-11-1

(2) Wir formen um.

09110100 0019100 o 0971710710 o
A|E3 (11100010)“’*(0111010 o>“"><00111 00 0)

1100/0001 0010001-1 00 1 0/0 01-1

100 0 1-10 1 1000 1—-1 0 1

010 0-1 10 0 0100-1 1 0 0

001 1 1 00 o) ™ |loo10 0 0 1-1]-

000-1-1 01-1 0001 1 0—-1 1

OO

O =

Somit ist A~ := (

|
OO
|
O
N———

(3) Es wird in der Tat

apB 1 § -8\ _ 1 ad—pBy —af+Ba _ (10y __
(’Y 5) T ad—pBy (*’Y 0‘) T ad—pBy ( Y8—dvy *’YﬁJrlsOé) - (01) = Ea.

Aufgabe 83

(1) Wir formen die durch Nebeneinanderstellen der gegebenen Vektoren entstehende Matrix um.

111 111
(111)«~>(000),
111 000

Die erreichte Zeilenstufenform enthélt zwei Nullzeilen. Also ist (z1, 22, z3) nicht erzeugend.

Die erreichte Zeilenstufenform enthiilt weniger Nichtnullzeilen als Spalten. Also ist (z1, 2, x3)
nicht linear unabhéngig.

Insgesamt ist (71, x2, 23) keine Basis von R3*!.

(2) Wir formen die durch Nebeneinanderstellen der gegebenen Vektoren entstehende Matrix um.

110 1 10 10 1 100
(1 0 1) ~ (0—1 1) ~ (O 1—1) ~ (010)
011 0 11 00 2 001

Die erreichte Zeilenstufenform enthilt keine Nullzeile. Also ist (z1, @2, x3) erzeugend.

Die erreichte Zeilenstufenform enthélt genausoviele Nichtnullzeilen wie Spalten. Also ist
(1, 2, x3) linear unabhéngig.

Insgesamt ist (x1, x2, x3) eine Basis von R3*1.
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Aufgabe 84

(1)

Wir formen die durch Nebeneinanderstellen der gegebenen Vektoren entstehende Matrix um.
GiD) ~ (b133) ~ B9 7D)

Die erreichte Zeilenstufenform enthilt keine Nullzeile. Also ist (z1, x2, x3) erzeugend.

Die erreichte Zeilenstufenform enthélt weniger Nichtnullzeilen als Spalten. Also ist (x1, za, x3)
nicht linear unabhéngig.

Insgesamt ist (71, o2, x3) keine Basis von R?*!. Das hitte man von vorneherein bemerken kénnen,
da aus dim(R?*') = 2 folgt, daf jede Basis von R?*! aus 2 Vektoren besteht.

Wir formen die durch Nebeneinanderstellen der gegebenen Vektoren entstehende Matrix um.

112 112 101
( 011) ~ (011) ~ <o11>,
110 022 000
Die erreichte Zeilenstufenform enthilt eine Nullzeile. Also ist (z1, x2, 23) nicht erzeugend.

Die erreichte Zeilenstufenform enthilt weniger Nichtnullzeilen als Spalten. Also ist (21, 22, 23)
nicht linear unabhéngig.

Insgesamt ist (z71, 22, 23) keine Basis von R3**.

Wir formen die durch Nebeneinanderstellen der gegebenen Vektoren entstehende Matrix um.

121 1 2 1 10 3 100
(2 11) ~ 07371) ~ 0171) ~ (OIO)
112 0-1 1 00 -4 001

Die erreichte Zeilenstufenform ist E3. Also ist (z1, x2, 23) eine Basis von R?*1.

Wir formen die durch Nebeneinanderstellen der gegebenen Vektoren entstehende Matrix um.

10 1 1 10 1 100
01 0 1 01 1 010
(11 )W (o —1> ~ (oo-z) ~ <001>
11 0 0 00-1 000

Die erreichte Zeilenstufenform enthilt eine Nullzeile. Also ist (21, @2, 3) nicht erzeugend.

HO R
=)

Die erreichte Zeilenstufenform enthélt genausoviele Nichtnullzeilen wie Spalten. Also ist
(1, 2, x3) linear unabhéngig.

Insgesamt ist (71, o2, x3) keine Basis von R**!. Das hitte man von vorneherein bemerken kénnen,
da aus dim(R**!) = 4 folgt, daB jede Basis von R**! aus 4 Vektoren besteht.

Aufgabe 85

(1)

Wir formen um.
10 10 10
(11) > (Ol) > (01)
01 01 00

Da nun genausoviele Nichtnullzeilen wie Spalten vorliegen, ist das gegebene Tupel fiir T' linear

unabhéngig.
01 11 10
(11) " <o 1) s (01)
21 0-1 00
Da nun genausoviele Nichtnullzeilen wie Spalten vorliegen, ist das gegebene Tupel fiir 7' linear
unabhéngig.

Wir formen um.
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(2) Wir formen um.

1001 1001 1001 100 1
A = (1111) s (0110) s (0110) s (01071)
0121 0121 0011 001 1

Esist 4 =1, £ = 2 und ¢3 = 3. Also ist eine Basis von T'+ U gegeben durch ((

O

) () ()

-1

Eine Basis von {x € R*! : Az =0} ist gegeben durch (() ). Also ist
1

(=n- () +2- () = (2

eine (einelementige) Basis von T NU.

Aufgabe 86

(1)

Wir formen um.

010 1
110 0
111 ~> 0
011 0
010 0

Da nun genausoviele Nichtnullzeilen wie
unabhéngig.

N ~ROorE
OoO=FOO
S——
—
[elelele) oy
ooorO
OoO=FHOO
SN—
—
[slelele) oy
[slelel de)
(sl Hele)
SN——

palten vorliegen, ist das gegebene Tupel fiir T linear

1 12 1 1 2 10 1 100
2 13 0—-1-1 01 1 010
4 13 ~ 0—-3-5 ~ 00-2 ~ 001
3—-10 0—4 -6 00-2 000
1 12 0 0 O 00 O 000

Da nun genausoviele Nichtnullzeilen wie Spalten vorliegen, ist das gegebene Tupel fiir U linear
unabhéngig.

Wir formen um.

Wir formen um.

0101 12 1102 13 1001 0 1 1001 0 1 1001
1102 13 0101 12 0101 1 2 0101 1 2 0101
A = 1114 13 ~ 0012 00 o 0012 0 O > 0012 0 O ~ 0012
0113-10 0113-10 0012-2-2 0000-2-2 0000
0101 12 0101 12 0000 O O 0000 O O 0000

Esist /1 =1, {5 =2 und ¢3 = 3 und ¢4 = 5. Also ist eine Basis von T + U gegeben durch

WONOWE
(8)-0) )
0 1 0 1

Eine Basis von {z € R6*! : Az =0} ist gegeben durch

-1 -1
-1 -1
-2 0

( el
0 —1

Also ist

[o]
0
((-1)- () +(-1)- (
0

1 0 -1 -1
>+<—2>-< ) <—1>-< )+<—1>-<i>+o- (?)) = <<><>>
1 0 -1 -1
eine Basis von T NU.

Es ist dim(7T") + dim(U) =343 =6. Es ist dim(T + U) + dim(T'NU) = 4+ 2 = 6. Also stimmen
beide Seiten der fraglichen Gleichung in der Tat iiberein.

N ]
OoOHHOO
OO FO

(=l i elele}]
OO
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Aufgabe 87
(1) Die Aussage ist falsch. Sei z.B. V = R?*1L.
Sei T := <(%)> Sei U := <((1))> Sei W := <((1))>
Dann ist U+ W = ((5), (7)) = R>*. Also ist TN (U + W) =T.
Auf der anderen Seite ist 7NU = {(§)} und TnW = {(J)}. Also ist (TNU)+(TnW) = {(§)}-

Die beiden Seiten der fraglichen Gleichung stimmen also in diesem Beispiel nicht iiberein.

(2) Die Aussage ist richtig. Denn mit der Dimensionsformel fiir Unterrdume aus §5.4.3 wird zum einen

dm(T+U+W) = dim(T+U)+dim(W) —dim((T+U)NW)
= dim(7T) 4+ dim(U) — dim(T NU) + dim(W) — dim((T'+ U) N W) ,

zum anderen aber auch, nach Vertauschen von U und W,

dm(T+W +U) = dimT+W)+dimU) —dim((T'+ W) NU)
= dim(7T) +dim(W) —dim(T'NW) + dim(U) — dim((T'+ W)NU) .

Bilden wir die Differenz, so erhalten wir
0 = (dim(T' NW)—dim(TNU)) — (dm((T+U)NW) —dim((T + W) NnU)) ,
wie behauptet.

(3) Die Aussage ist richtig. Fir 1 <i<mund 1 < j < nseie¢;; € R™*" die Matrix, die an Position
(,4) den Eintrag 1 und an allen anderen Positionen den Eintrag 0 hat.

Es gentigt zu zeigen, daf das (m - n)-Tupel (e;; : 1 <i<m, 1 <j < n) eine Basis von R™*"
ist.

Erzeugend. Sei A = (v 5)i,; € R™*™ gegeben. Es ist

m n
(ai,j)i,j = ZZai’jei,j S <ei7j 1 <e<m, 1<]<n>
i=1 j=1

Linear unabhéngig. Seien A; ; € Rfiir 1 <i < mund 1 < j < n so gegeben, daf ZZ)‘W e;; = 0.

| e
Wir haben zu zeigen, dafl \; ; = 0 stets. In der Tat ist =15=1
m n
0= > Njeiy = Mgy
i=1 j=1

und da eine Matrix genau dann null ist, wenn alle ihre Eintréige null sind, kénnen wir auf A; ; =0
fir 1 <i<mund 1 < j < n schlieen.

Aufgabe 88

Es ist F () := § 2% eine Stammfunktion von f(z) := x. Nach Hauptsatz wird also

1 1

2
1
/1 rdr = [z2%)2, = 522f§12 =15.
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2.5

Der Skizze ist zu entnehmen, dafl unser Integral den Inhalt einer Flidche berechnet, die sich aus einem
Quadrat der Seitenlinge 1 und einem Dreieck mit Grundseite 1 und Hohe 1 zusammensetzt. Dieser
Flicheninhalt betrigt also 12 + % -1-1=1,5.

Durch beide Rechnungen sind wir zum selben Ergebnis gelangt.

Aufgabe 89
Es ist f(z) > 0 genau dann, wenn z € [—1, +1].

Es ist F(z) =2 — %1:3 eine Stammfunktion von f(x) = 1 — 22. Der Flicheninhalt zwischen der Parabel
f(z) =1 — 22 und der z-Achse betriigt also

[l = - = (- - (- S 1) = § =13,

Aus der Geometrie ist bekannt, daf der Flidcheninhalt eines Halbkreises von Radius 1 gleich § ~ 1,5708
betrégt.

Somit ist die Halbkreisfliche grofier. Dies wird auch durch folgende Skizze bestétigt.

1.2
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Beachte auch noch, daf die Halbkreislinie der Graph von g(z) = v/1 — 22 ist und da8 dieser fiir z € [—1, +1]
oberhalb des Graphen von f(z) = 1 — 2 verlduft, da ¢t > 2 fiir t € [0, 1].

Aufgabe 90

(1) Eine Stammfunktion von f(z) = 23 ist gegeben durch F(z) = 1 2. Also wird

2
- 1 442 1 1 15
3 4 4 4
/ zdr = [ZI ]I . = 72 ——(=D* = T

-1

= 3,75.

104

w

—4-

(2) Eine Stammfunktion von f(z) = /2 ist gegeben durch F(z) = % 23/2. Also wird

/Qﬁdx = 28R = 2932 2132 12100
. 3" et T3 3 !
.
5]
o]
4]
2]

J
>8]
r6]
>4
>2]

o 0.5 2.5 3

(3) Eine Stammfunktion von f(x) = sin(x) ist gegeben durch F(z) = — cos(x). Also wird

/Oﬁsin(x)dm = [fcos(x)];rzo = —cos(m) +cos(0) = —(-1)+1 = 2.
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Aufgabe 91

(1) Fiir f(z) :=a* — 2% ist F(z) = § 2° — {2 eine Stammfunktion. Also wird

1
4 3 5 471 1.5 1.4 I s 1.4 1
— de = |- 2° — - = (=1°"—--1%)—(=0>°—-0%) = —— = —0,05.

(2) Fiir f(z) == Yz = 2'/3 ist $24/3 eine Stammfunktion. Also wird

2 3 212 3 . 3 ]
/ Yrde = [ZI4/5]m:1 = ZQA‘/‘LZW3 ~ 1,1399 .
1
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f(x)

0.6

(3) Fiir f(x) =21 ist F(z) = In(z) eine Stammfunktion. Also wird

1
/ e tdr = [1n(x)}i,:1/10 = In(1) —In(1/10) = In(10) ~ 2,3026 .
1/10

f(x)

1.4 16 1.8

Ny

(4) Fir f(z) =e*+e " ist F(z) =e* — e * eine Stammfunktion. Also wird

1
/ (e"+e ")dz = [¢* — e_"”]Tf_l = (el—e ) —(et—e (V) = 2(e —e7!) &~ 4,7008 .
-1 o



Aufgabe 92

Wir substituieren mittels g(z) := sin(z) und erhalten

sin(7/2)

/oﬂm\/m-coS(:L‘) de = /OF/ZMQ/(@ de = /’ Vudu = /1u1/2 du = [%“3/2};:0

in(0) 0

Aufgabe 93

(1) Wir substituieren mittels g(z) := In(z) und erhalten

Yn(@) [l o )
/3 d —/3 g'(x)d —/1 du

III(SC)I‘ g(l’) n(3) u

Nun substituieren wir mittels h(u) := In(u) und erhalten

In(4) 1 In(4) In(In(4))
/ ) g, - / h(uw) B (u) du = / pdt = 2R
1 1 1

1
n3) U n(3) n(In(3)) 2~ t=In(n(3)) 2

223

(In(In(4))*~In(In(3))?) ~ 0,04892 .
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In(In(x))

Insgesamt wird also f3 In(z)x

0.4

0.2

dz = $(In(In(4))? — In(In(3))?) ~ 0,04892.

—-0.29

—0.44

f(x)

—0.6 1

—0.8 1

—1-

(2) Wir substituieren mittels g(x) := 2'/2 und erhalten wegen ¢'(z) =

Ji < da

Skizze im Falle s = 3.

2.5+

2.31
2.2

0.14

su 2= 5g(x)

s _g(z)
h 14g(x)?

s 2g(x)? 1
fl 1+g(x)? 2

s 2g(x
j] 1_5;(2)2 gl(x) dI’

fg(s 2u°
9(1) 1+u2

2 fl du

1+2

1/
R BRI
2‘/1 1+u? du

81/2
2 [ 1—1+ 5) du

2[u — arctan(u )];l/i

2(s'/2 — arctan(s'/?) — 1 + arctan(1))
2(s'/? — arctan(s'/?) — 1 + 7).
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(3) Wir substituieren mittels z = g(¢) := sin(¢) und erhalten
+1 +7/2 +m/2
/ (1—2)2dx = / (1 —sin(t)?)Y/2 . (cos(t)) dt = / cos(t) cos(t) dt
-1 —m/2 —m/2
Nun wird mit der Produktregel aus §6.3.2
+7/2 ) +7/2 +7/2
/ cos(t) cos(t) dt = [sin(?) cos(t)]:_gzw/Q—/ sin(t)(—sin(t)) dt = / sin(t) sin(t) dt .
—m/2 —m/2 —m/2
Also folgt
+7/2 +7/2 +m/2 +7/2
2/ cos(t)?dt = / sin(t)? dt +/ cos(t)?dt = / 1dt = 7.

—m/2 —m/2 —m/2 —m/2

Somit ist f_+11(1 —2?)/2dx = f+7r/2 cos(t)?dt = %.

—m/2
Skizze.

1.5

—0.5

—-1.5-

Angesichts dessen, dafl der Graph von v/1 — 22 ein Halbkreis von Radius 1 ist, war dieses Ergebnis
als Flacheninhalt dieses Halbkreises auch zu erwarten.

Da das Integrationsintervall [—1, +1] nicht in einem offenen Definitionsbereich liegt, héitte man streng-
genommen einen Grenziibergang im Sinne von §6.4 durchfithren miissen, was aus Stetigkeitsgriinden
jedoch dasselbe Ergebnis gibt.

Um abzukiirzen, hitte man cos(t)? = % + % cos(2t) verwenden kénnen.

Aufgabe 94
Mit der Produktregel erhalten wir

ff In(z) -z %dz = [In(z) La 12, — f12 et Lo lde
—1In(2) + ff r2dx

—3 In(2) + [F 273,

-2 In(2)+ 3

0,153426 .
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Aufgabe 95

(1) Zweimalige Anwendung der Produktregel liefert

fol g2 .20 gy TE [22 - Le?]l_ — fol 2z 3 ¥ da

= %82—f01x~e2$dx
PR L he gt 1 b e
= -l [i1-1e®da
= [% e* a0
- @ -)
1,59726 .
(2) Mit der Produktregel erhalten wir
[(@hn(z) —z)dz = [fzh(z)dz— [‘zdx
= fl zln(z)dx — [ 2?4,
= [z In( x) +3(1—u?)
PR 11,2 u w1 1d 2
R [La? @), - [ ha? o do 41— u?)
Lu? dn(u) - (a2, + 3(1 - o)
= fu’ In(u)+3(1—u?).

(3) Mit der Produktregel und nachfolgender Substitution g(z) := 1 + 22 erhalten wir

fou 1-arctan(x) dx P.R. [ - arctan(z)]5_, fOS s (1+ x2)*1 "
= sarctan(s) — fos %g( )12z da
= sarctan(s) = 3 g 9(o)7' g'(@) da
= sarctan(s) — %fgg(((f)) “1du
= sarctan(s) — 3 1“‘52 -1 du
= sarctan(s) — %[ln(u)]ig‘f
= sarctan(s) — %ln(l +57).
Aufgabe 96
Wir machen den Ansatz
1 1 A B C

22(x—1) E+ﬁ+x—1

mit noch zu bestimmenden A, B, C' € R. Durchmultiplizieren mit x?(z — 1) gibt

1 = Az(z — 1)+ B(z — 1) + Cx?
= A(@®—2z)+ Bz —1)+Cz?.

A
Koeffizientenvergleich liefert folgendes von <§> € R**! zu erfiillende lineare Gleichungssystem, welches
wir auch sogleich umformen. D
0-10[1 1 0140 101 0 1
(—1 100)w(0—101>«»—><010—1>w<0 )
1 01]0 0 110 001 1 0
1 ! 1 1 1

Es folgt A=—-1, B=—-1und C =1, d.h.

2x—1) oz 22 z—1

oo
—OoOo
e




wie man durch eine Probe bestétigt.
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Dies gibt
frmamde = fy (=5 -4k de
= [~In@)+L+m@E-1)]_,
= —In(2) - 1+m(3)
— n(/2) -t
0,155465 .
Aufgabe 97

(1) Der Grad des Zihlers ist nicht kleiner als der Grad des Nenners. Also fiithren wir eine Polynomdi-

vision durch und erhalten

ot = (' =222+ 1)1+ (222 - 1),
und also
xt 22 — 1
_— =1+ —-—.
t—222 +1 4t — 222 +1

Auf den hierbei entstandenen Bruch wollen wir Partialbruchzerlegung anwenden.
Dazu stellen wir fest, daf 24 — 222 + 1 = (2% — 1)? = (x — 1)?*(z + 1)2.
Wir machen den Ansatz

222 — 1 1
(r—1)2(z+1)2

B
@w-12 "

C
z+1

LD
(x +1)2

A +
rz—1

mit noch zu bestimmenden A, B, C, D € R. Durchmultiplizieren mit (x — 1)?(z + 1)? gibt

222 —1

Alz—1)(z+1)?*+ B+ 1)+ C(z — 1)*(x + 1) + D(z — 1)?
A@d+22 —2—-1)+B@?+22+ 1)+ C(a® -2 —2x+ 1)+ D(z? =2z + 1) .

A
Koeflizientenvergleich liefert folgendes von <’§> € R**! zu erfiillende lineare Gleichungssystem,
welches wir auch sogleich umformen. D
TR L (R L (0 3N L (hes g ay  (heey
<_1 1-1 1 2) ~ (02 0—2_0) ~ (0 0—4—4_2> ~ 003 (1)_344 ~ | 001 0[-3/4
10 1 0 0 01-2 1] 2 00-4 0 3 000-4 11 0001 1/4
_3 _1 __3 _1
Esfolgt A=4,B=3;,C=—-7und D= 3, dh
20% — 1 —1(3+ 1 3 1)
xt =222 +1 4 z—1 (z—1)2 =z+1 (z+1)2

wie man durch eine Probe bestétigt.

Dies gibt
32t qp = [P(14+ (3 1L 3 4+ 1 Y))q
b w221 T = 5 ( +a(zZg + (@—1)2 =+l + (93+1)2)) .
= [.T"‘i(?)ln(l'—l)—ﬁ_Sln(x—’_l)_%ﬂ)]i:Q

1+ 1(3In(2) + 3 —3In(4/3) + &)
31n(3/2) + 22
1,44993 .
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(2) Wir machen den Ansatz

1 1A n B " c " D " E n F n G
x3(x —1)2(x +1)2 x 22 2 -1 (x2—-1)2% z+1 (x+1)2

mit noch zu bestimmenden A, B, C, D, E, F, G € R. Durchmultiplizieren mit 23(z —1)?(z +1)?
gibt

1 = A2?(z—-1)*(z+1)?+Ba(z—1)2(z+1)2+C(z —1)*(z+ 1)+ Da3(z — 1)(z + 1)* + Ex3(z + 1)2
+ Fa3(x — 1)%(z + 1) + Ga®(x — 1)?
= A(2® -2z +2%)+ B(a® — 223 + 1) + C(2* — 222 + 1) + D(2% + 25 — 2% — 23) + E(2° + 22* + 23)
+ F(25 — 25 — 2t + 23) + G(2° — 22* + 23) .

A
B
c
Koeffizientenvergleich liefert folgendes von g € R™! zu erfiillende lineare Gleichungssystem,
welches wir auch sogleich umformen. F
G
00 1 00 0 0t 1 0-2 00 0 0]0 10-2 00 0 00 100 00 0 0f 2
01 000 0 00 00 1 00 0 01 01 0 00 0 00 010 00 0 0 0
1 0-2 00 0 0/0 01 000 0 00 00 1 00 0 Of1 001 00 0 Of 1
0-2 0—-11 1 10| ~» | 0-2 0-11 1 10| ~ 00 0-11 1 10| ~» JOOO-11 1 1| 0
-2 0 1-12-1-2/0 0 0-3-12-1-2/0 00-3-12-1-2/0 000-12-1-2[ 3
01 0 11-1 1/0 01 0 11-1 10 00 0 11-1 1]0 000 11-1 1| 0
100 10 1 00 002 10 1 00 00 2 10 1 0/0 000 10 1 0]-2
1000 0 0 0f 2 10000 0 0 2 100000 0 2 1000000 2
0100 0 0 0 0 01000 0 0 0 010000 O 0 0100000/ 0
0010 0 0 Of 1 00100 0 0 1 001000 0 1 0010000 1
~ looo1-1-1-11 0| ~ [00010-1 0 0| ~ |000100 0-1] ~ |OOO1000 -1
0000 1-2-3 3 00001 0 1] 0 000010 1| 0 0000100 1/4
0000 2 0 2 0 0000 0-2—4| 3 000001 0-1 0000010 ~1
0000 1 2 1]|-2 00000 2 0]-2 000000—4 1 000000 1]-1/4
EsfolgtA:Q,B:07C:1,D:—l,E:i,F:—lundG:—i,d.h.
1 2 1 1 1 1 1
3 2 z — ot 3~ + 2~ - 2
x3(x—1)2(x+1) x 23 x—1 4(x-1) r+1 4(x+1)
wie man durch eine Probe bestétigt.
Dies gibt
fgédx = f3(2+L—L+ Lo - ——1)dz
2 z3(z—1)2(z+1)2 2 \zx x3 z—1 4(z—1)2 z+1 4(z+1)2
— 1 B A S 1 13
= [2In(z) 5z — n(z—1) -1 ln(m+1)—|—4(w+1)}m:2
_ 5 1 1
_ 25
0,00371207 .
Aufgabe 98

Da bei —oo uneigentlich zu integrieren ist, miissen wir einen Grenziibergang durchfiihren und erhalten

0 . 0
Joetdr = limg, o [, e"dx

0
T=s

= limg_oo[e”]
= limg_oo(1 —€)
= 1—-limg,_ . €°
- 1-0

= 1.
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Skizze.
-8 —6
Aufgabe 99

(1) Es liegt ein bei 0 uneigentliches Integral vor. Wir miissen also einen Grenziibergang durchfiihren
und erhalten . .
Jox7%dr = limg,o [, 2 *dx
1—0(]1

r=s

. 1
lims (=5 =

= limao i (1- 5%

(1 —limg_,0s'7%)

l—«
= (1 B petimm)
= =(1-0)
_ 1 .

l—a ?

beachte, daB (1 — a)In(s) fiir s — 0 gegen —oo geht wegen 1 —a > 0, und also e(! =) 12(5) gegen 0.
(2) Esist Y07 | —5 = limg o0 Sk, —73 , falls existent.

Da # > 0, geniigt es fiir die Konvergenz unserer Reihe, zu zeigen, daf§ die Folge (22:1 #) k>0

eine obere Schranke hat; vgl. vorletztes Lemma in §2.2.2.

Nun zeigt ein Vergleich von Fliacheninhalten, daf} fiir £ > 1

k k

1 _ _ _ _
> am < 1+/1 2 dr = 1 -2 = 1 (<22 1) = 322 <3
n=1

vgl. untenstehende Skizze. Also konvergiert die Reihe >, -, —75, d.h. ihr Grenzwert Y7, —
existiert.
Der Grenziibergang k — oo liefert noch

oo

1 o0
ZB—/? < 1+/ ¢73/%dzr = lim (3-2k"1/?) = 3,
n 1

k—o0
n=1

insbesondere also auch floo z73/2dx = 2, wie gefragt.

Zum Vergleich, es wird

L

Sl s o~ 2412874

{

S L~ 2610375,
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(3) Esist 0%, L =limy0o b, L, falls existent.

n

=: g existiert. Dann gibt es insbesondere fiir € := 1 ein

Wir nehmen an, der Grenzwert » =, -

¢ > 1 mit

und also insbesondere

"1
Zﬁég%-l

n=1

fir alle £ > ¢, und damit fiir alle k£ > 0.

Nun zeigt ein Vergleich von Fliacheninhalten, daf§ fiir £ > 0

k 1 k+1
g+12 Y 2> [ e = @l = i)
n=1 1

vgl. untenstehende Skizze.

Fiir k > exp(g + 1) ist aber In(k + 1) > Inexp(g + 1) = g + 1, da In(z) auf R~ streng monoton
wachsend ist, da dort In(z)’ = =1 > 0 ist; vgl. §3.2.2.

Wir erhalten fiir & > exp(g + 1) insgesamt
g+1 > Ink+1) > g+1,

und das ist ein Widerspruch. Also kann unsere Annahme nicht richtig gewesen sein. In anderen
Worten, der fragliche Grenzwert » - | % existiert nicht, d.h. die Reihe 27@1 % divergiert.
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Aufgabe 100

Das Anlagevermégen nach ¢ Jahren berechnet sich zu K (t) = 50.000 - 1,06 + 50.000. Dann gilt K'(t) =
In(1,06) - 50.000 - 1,06!. Damit ergibt sich die Wachstumsrate zu

Ryc(t) = K'(t)  In(1,06)-50.000-1,06°  In(1,06) - 1,06
YT K@) T 50.000 - 1,06F + 50.000 1,067 + 1

Fiir t = 10 gibt dies ein Wachstum von Rx (10) = % ~ 0,03739.

Aufgabe 101

Sei zunéchst erwdhnt, dafl die Rechnung mit beliebigen t € R anstelle von den praktisch relevanten
t € Z>( den tatséchlichen Sachverhalt nur angenéhert wiedergibt, was das Wachstum angeht.

(1) Das erzielte Gesamtkapital betréigt
K(t) = 100.000 - 1,02 + 6.000 - ¢ .

Somit wird

K'(t)  100.000 - In(1,02) - 1,02¢ + 6.000
K(t) 100.000 - 1,02 + 6.000 - ¢
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0.19
0.08 -|
|
\
0.06 |
|
\
K \
\
0.04 -| \
\
\
\
0.02 | \ [
0 100 200 300 400 500
t
Es ist

100.000 - In(1,02) - 1,02° + 6.000
Rx(0) = ~ 0,0798
x(0) 100.000 - 1,020 + 6.000 - 0 ’

die Wachstumsrate des Gesamtkapitals nach 0 Jahren, also zu Beginn.

Es ist

100.000 - In(1,02) - 1,02'° + 6.000
10) = =~ 4
Ry (10) 100.000 - 1,020 + 6.000 - 10 0,0463

die Wachstumsrate des Gesamtkapitals nach 10 Jahren.

Es ist

100.000 - In(1,02) - 1,022 + 6.000
Rx(20) = ~ 0,0333
K (20) 100.000 - 1,0220 + 6.000 - 20 ’

die Wachstumsrate des Gesamtkapitals nach 20 Jahren.

(2) Die Mieteinnahmen betragen nach ¢ Jahren

1,1t —1
6.000-1,1°+6.000-1,1' +6.000-1,12 4 - - - +6.000- 1,1*' = 6.000- 1’1_1 = 60.000-(1,1°—1),

denn dies ist eine geometrische Summe; vgl. §2.3.2. Das erzielte Gesamtkapital betréagt also

K(t) = 100.000 - 1,02 + 60.000 - (1,1* — 1) .
Somit wird
K'(t)  100.000 - In(1,02) - 1,02¢ + 60.000 - In(1,1) - 1,1¢
RK(t) K(t) =

100.000 - 1,02¢ + 60.000 - (1,1 — 1)
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ton /

0.06 1
0.04 1

0.02 1

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
t

Es ist
100.000 - In(1,02) - 1,02° + 60.000 - In(1,1) - 1,10

100.000 - 1,029 + 60.000 - (1,10 — 1)
die Wachstumsrate des Gesamtkapitals nach 0 Jahren, also zu Beginn.
Es ist

RK(t) =

~ 0,0770

100.000 - In(1,02) - 1,021° + 60.000 - In(1,1) - 1,110
Ri(t) = ~ 0,0793
K (t) 100.000 - 1,0210 4 60.000 - (1,110 — 1) )

die Wachstumsrate des Gesamtkapitals nach 10 Jahren.
Es ist

100. -1n(1,02) - 1,0220 } ‘In(1,1) - 1,120
Ric(t) = 00.000 - In(1,02) - 1,022 + 60.000 - In(1,1) - 1, ~ 0,0841
100.000 - 1,0220 + 60.000 - (1,120 — 1)

die Wachstumsrate des Gesamtkapitals nach 20 Jahren.

Aufgabe 102
Es ist f(z) = 5 . Wir erhalten f’(z) = — 5. Daher gilt Es(z) MCIPA " Sy

I
=
")

Aufgabe 103

(1) Die Elastizitit von f(x) wird

10.000
) = L), _ Twenie 2 2
f(x) 910%3_(;02 900 + x2
Die Elastizitét von f’(x) wird
20.000-(9004x2)2 —20.0002-2(900+22) -2z
B, (2) f" () - —— 2900+12)4 — 900 — 322
'\ = r = r = —— .
! () — 900 + =2

Zu Bestimmung des Maximums des Gesamtgewinns iiberpriifen wir die Bedingungen des Lemmas
aus §7.2.2.

Es ist f(z) = 91000&(;02 >0 und f'(z) = — % 2z <0firzeRsg.

Fiir welche x € Ry ist Ef(z) < —17 Diese Bedingung ist dquivalent zu ﬁ > 1, also zu
222 > 900 + 22, also zu 22 > 900, also, da = > 0, zu x € (30,00) .
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Fiir welche 2 € Ry ist Ef/(z) > —27? Diese Bedingung ist dquivalent zu 99000013;2 > —2, also zu
900 — 322 > —1.800 — 222, also zu 2.700 > 22, also, da 2 > 0, zu z € (0,30v/3).
Fiir alle # € R ist aber € (0,30v/3) oder x € (30, 00), also auch E/ (z) > —2 oder Ef(z) < —1.

Insgesamt diirfen wir das Lemma anwenden.

Wir suchen ein z¢ € Ry, fiir welches E¢(z) = —1 ist. Formen wir um wie bei der Untersuchung
von E¢(z) < —1, nur mit einem Gleichheitszeichen an jeder Stelle, so sehen wir, daf dies fur

zo = 30 zutrifft.
Also muf3 der Verkiufer eine Gewinnmarge von 30 Euro pro Tonne Eternit ansetzen, um seinen
Gesamtgewinn zu maximieren. Dieser betrigt dann f(30) - 30 = 166,67 Euro, bei einem Absatz

von f(30) = 5,556 Tonnen.
Skizze des Gesamtgewinns in Euro in Abhéngigkeit von der Gewinnmarge in Euro pro Tonne.

160 /
1401 /
120
100{ |
f(x)x /
80
601 |
404

20/

X

(2) Die Elastizitdt von f(x) wird

f'(z) 12.000 -2 - (=1,4) - (22 +1)=24 »
E = L o= e = _ 9850 . .
() f(x) v 12.000 - (2z + 1)~ 14 r Bz(2z+1)7 ;
vgl. §3.2.4.3.1.
Die Elastizitit von f'(x) wird
() 1200002 (<14) -2 (=24) - (20 + 1)~ .
Brx) = = o = —48z(2x + 1)1

Zu Bestimmung des Maximums des Gesamtgewinns iiberpriifen wir die Bedingungen des Lemmas
aus §7.2.2.

Esist f(z) = 12.000- (2z+1)"%* > 0 und f/(x) = 12.000-2-(=1,4)- (22 +1)"2* < 0 fiir * € Rx¢ .
Fiir welche x € R ist E¢(2z) < —17? Diese Bedingung ist dquivalent zu 2,8z(2z + 1)~ > 1, also
zu 2,8x < 2x + 1, also zu 0,8z > 1, also zu z € (1,25,00) .

Fiir welche z € R~ ist Ef/(z) > —27 Diese Bedingung ist dquivalent zu 4,8z(2z + 1)~ < 2, also
zu 4,8¢ < 4x 4 2, also zu 0,8z < 2, also, da = > 0, zu = € (0,2,5).

Fir alle z € Ry ist aber 2 € (0,2,5) oder = € (1,25, 00), also auch E¢/ (z) > —2 oder Ef(z) < —1.
Insgesamt diirfen wir das Lemma anwenden.

Wir suchen ein zg € Rsg, fiir welches Ef(z) = —1 ist. Formen wir um wie bei der Untersuchung
von Ef(x) < —1, nur mit einem Gleichheitszeichen an jeder Stelle, so schen wir, daf8 dies fiir

xo = 1,25 zutrifft.
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Also muf} der Verkaufer 1,25 Kilogramm Zirkonium auf den Markt werfen, um seinen Gesamtge-
winn zu maximieren. Dieser betrigt dann f(1,25) - 1,25 = 2596,55 Yen, bei einer Gewinnmarge

von f(1,25) = 2077,24 Yen pro Kilogramm.
Skizze des Gesamtgewinns in Yen in Abhéngigkeit von der angebotenen Menge in Kilogramm.

2500 / T
//
2000 -| /
/
/
/
15004 |
f(x)x |
|
1000 |
|
500 |
|
|
|
|
|
0 05 1 15 2 2’5 3

Aufgabe 104

Es ist f(x) = 2/2, also f(1) = 1.
Esist f'(z) = 1 272, also f/(1) = 3.
Esist f"(z) =1 (1) 2732 also f"(1) = —1.
Das gesuchte Taylorpolynom ergibt sich zu

O =1+ PO =D+ 2 f W =17 = 14 1) - (o= 17

(Die Ausdriicke der Form (x — 1)™ sind hierbei nicht auszumultiplizieren.)

Skizze von f(x) (durchgezogen) und vom Taylorpolynom (gepunktelt).

44

—2-
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Aufgabe 105

(1) Esist f(z) = (1 —2)7%, also f(0) = 1.
Esist f/(z) = (1 —x)72, also f/(0) = 1.
Es ist f”(z) = 2(1 — z)73, also f”(0) = 2.
Es ist f”(z) = 6(1 —x)~*, also f"(0) = 6.
Es ist f®)(z) = 24(1 — 2)7°.
Fiir x € (—o0,1) ist also
f(x) Restglied
= f0)(x = 0)°+ f(0)(z = 0)" + 5./ (0)(z — 0)* + g f"(0)(x — 0)* + 5 [y fH () (x —t)* dt
= l+a+a®+a3+4[J(1—t)P(@—t)3dt .
N

Taylorpolynom Restglied

Vgl. die geometrische Reihe f(z) = (1 —2) ™! = 372 , ¥ aus §2.3.2.

Skizze von f(z) (durchgezogen) und vom Taylorpolynom (gestrichelt).

-2

(2) Esist f(z) = (1—x)72, also f(0) = 1.
Es ist f/(x) = 2(1 —x)~3, also f/(0) = 2.
Esist f”(z) = 6(1 —z)~%, also f”(0) = 6.
Es ist f"'(z) = 24(1 — x)7%, also f"'(0) = 24.
Es ist f®*)(x) = 120(1 — 2)~°.

Fir z € (—o0, 1) ist also

f(l‘) Restglied

= f(0)(x = 0)° + f(0)(z — 0)" + 5 f(0)(z — 0)* + 5./ (0) (= — 0)° + 51 [y F W (E)(z —)*dt
= 1422 +32% +42°+40 [ (1 — 1) C(z —t)*dt .

Taylorpolynom Restglied

Skizze von f(x) (durchgezogen) und vom Taylorpolynom (gepunktelt).
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Esist f(z) =Inz, also f(1) = 0.
Esist f/(z) =271, also f/(1) = 1. Vgl. §3.2.4.2.
Esist f”(z) = —z72, also f"(1) = —1.
Es ist f"'(z) = 22073, also f"(1) = 2.
Esist f®*)(z) = 6274, also f4)(1) = —6.
Es ist £ (x) = 2427°, also f®)(1) = 24.
Es ist f(®)(z) = —12025.
Fiir € (0, 00) ist also
f(z)
= fWE-D"+ /W)@ -1+ 5" ()@ - 1)+ 5. /" (D@ = 1) + /"D (@ = D+ 5”@ = 1)°
+3 Jo SO (@ —1)°dt
Restglied
= (@-1)-3@@-1)2+i@-1°-3@-1)*+2@@-1)°+(-1) [t S —t)dt .

Taylorpolynom Restglied

Skizze von f(z) (durchgezogen) und vom Taylorpolynom (gepunktelt).

4-

—2-
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(4) Bsist f(z) = 22/, also f(1) =
Esist f'(z) = 2271/3 also f/(1) = 2
Esist f/(z) = —227%/3, also f"(1) = —
Es ist f"(z) = £ 277/3, also f/(1) = £.
Es ist f®(x) = fg—? x—10/3,

oI

Fiir z € (0, 00) ist also

f I) Restglied

(
= fWE -0+ W)@ -1+ 5 f” (1)(:17*1)2 "W =1+ 5 [7 SO @)@ — 1) dt
= 14+2@-1)—g@-1)+g @—-1)>+(=2Z) [yt %@ —1)3dt .

Taylorpolynom Restglied

Skizze von f(x) (durchgezogen) und vom Taylorpolynom (gepunktelt).

4-

—2-

Aufgabe 106

Wir haben f(x) =e®, f'(z) = e* und f”(x) = e*. Daher ist das Taylorpolynom zweiter Ordnung von f
um 0 gegeben durch

p(x) = f(0)+ f(0)(x—0)+ % f(0)(x—0)% = 1+a+ 322,

Wir erhalten

f_llp(x) de = [z+322+ L%, =1 =23
Auf der anderen Seite wird
f_ll e"dr = [e*]l__; = e—e"! = 2350.

Damit weicht die approximative Lésung von fi1 e” dz mit Hilfe des Taylorpolynoms um weniger als 0,02
vom exakten Wert des Integrals ab.
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Aufgabe 107

(1) BEs ist f®R(z) = (=1)kcos(z) und f*+V(z) =
FPR)(20) = (=1)* cos(0) = (=1)F und fE*+1(z0)
um xg = 0 in 2n-ter Ordnung verbleibt also

(—1)**Lsin(z) fir & > 0. Insbesondere ist
= (=1)**1sin(0) = 0. Bei Taylorentwicklung

cos(z) = (X Wf?k( 0)(@ = 20)* ) + ook [ SV (@) (@ — 1) at
1)t oz . n
(Zk =0 2k)' ka) + %fo sin(t)(z —t)*" dt .

Fiir das Restglied gilt, daf3

_1yntt
§6.2 ((éT)' fo sin t)(x _ t)2n dt|
- (2n)| 2] - maxpe(— o] + 1o [ sin(t) (@ — £)*"]
< by lal - (2

wobei das Maximum iiber einen etwas grofleren Bereich als nétig genommen wurde. Dies zeigt,
daBl das Restglied gegen 0 konvergiert fiir n — oco. Also ist

0o _1)k ok 0 2 4 6 2
cos(z) = Zk:O(@kglx =0 - wth-aF o =l-Stg-mE
fir x € R.

Vgl. Taylorentwicklung von sin(z) aus Beispiel (3) aus §8.1.
(2) Zunichst sei angemerkt, daf sich der tatséchliche Wert des Integrals zu
fj:/j cos(z)dz = [sin(2)]}"/2 , = sin(+7/2) — sin(—7/2) = 1—(-1) = 2.
Mit dem Taylorpolynom in 2-ter Ordnung ergibt sich die Ndherung

[ cos(@)de ~ [T - ) de = [p- LT = 71— 5~ 1,849664 .

r=—7/2
Mit dem Taylorpolynom in 4-ter Ordnung ergibt sich die Ndherung

+m/2 +7/2

+7/2 2 4 3 5
[ cos(@)de ~ [T - + 5y de = [p— 8+ &0 = w1 T+ o & 2009049711

—m/2

Mit dem Taylorpolynom in 6-ter Ordnung ergibt sich die Ndherung

+m/2  [tT/2 2 4 6 _ 3 5 T
ff“/Q cos(z)dz ~ ffﬂ/2 -5 +5-—mm)de = [2-F + 15— 5340];13:—71'/2

5

= - T T~ 1,99968620280 .

Aufgabe 108
Es ist f(z) = 2% + 22 — 1.

Wir haben f(0) = —1 und f(1) = 2. Auerdem haben wir f'(z) = 2z + 2 und f”(z) = 2. Fiir alle
x € [0,1] ist also f'(z) > 0 und f”(z) > 0. Somit kénnen wir das Newtonverfahren anwenden.

Esist 1 = 1.
Es wird xo = x1 — f(z1)/f' (1) =1-2/4=1/2.

Skizze von f und von diesem ersten Schritt.



240

Weiterhin gilt f(1/2) = 1/4, f'(1/2) = 3 und daher x3 = xo — f(x2)/f'(z2) = 1/2—1/12 = 5/12 = 0,416.

Das direkte Losen der quadratischen Gleichung z2 + 2z — 1 = 0 liefert £ = v/2 — 1 ~ 0,4142. Die Differenz
von Nédherung und tatséchlicher Nullstelle betrigt |{ — x3| &~ 0,0024.

Aufgabe 109

(1) Priifen wir die Voraussetzungen. Es ist f(a) = —1/2 < 0 und f(b) = 5/4 > 0. Es ist

fllz) =1—-272 >0
fiir x > 1, also insbesondere fiir « € [2,4]. Es ist
f'(x) =227 >0

fiir z > 0, insbesondere also fiir « € [2,4]. Also sind die Voraussetzungen fiir das Newtonverfahren
fir f(x) auf dem Intervall [2, 4] erfiillt.

Werfen wir das Verfahren an. Es ist

Tr1 = b =4
Es ist .
fz1) 1 +x; —3 8
To = T — =z — = 5 = 206
2 1 f/(331) 1 1_ xl—Q 3
Es ist (z2) 1
flxo To+xy —3 144 —
T3 = T — = pp— 212 % = _ 2618
T fa) o1t 95
Es ist
flx3) z3+a;' =3 46368
= — = g — = ~ 2,6180339901755970 .
S T R R G 17711

Ist ¢ die Nullstelle von f(z) auf [2,4], dann ist

24—1

24 — €] < (4-2)%"" - (A maxgepq (@) 7 = 25 (L)7 ~ 1,22-1071.

Hier ist die Bestimmung der Nullstelle noch explizit moglich. Denn & + €71 — 3 = 0 ist fiir £ #0
squivalent zu €2 — 36 +1 =0, also zu & = % + %\/5 In [2, 4] liefert das

¢ =3+ 15 ~ 2,61803398874989485 .

Somit ist tats#chlich |z4 — €] ~ 1,43 - 1077,
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o
(2) Priifen wir die Voraussetzungen. Es ist f(a) = —1 <0 und f(b) =1 > 0. Es ist

flz) = %xfz/g >0

fiir £ € R~ {0}. Das verletzt schon die Voraussetzung an f(x), differenzierbar zu sein. Positivitit
von f'(z) ist dennoch weitgehend gegeben. Ferner ist

f(x) = —gm_5/3 <0

fiir x € R~ {0}. Also ist die Voraussetzung an f”(z) fiir das Newtonverfahren grob verletzt.

Werfen wir dennoch das Verfahren an. Es ist

rp = b =1
Es ist
f(x1) z'/?
Ty = X1 — =T — 55 = T1—3T1 = —2z; = 2.
f'(x1) %%72/3
Es ist
I3 — 72%2 = 4.
Es ist
Ty — —21‘3 = —8.

Es n#hert sich die Folge der x; nicht der Nullstelle £ = 0. Das darf nicht verwundern, denn die
Voraussetzungen fiir das Newtonverfahren sind nicht erfiillt.

Wir deuten die ersten beiden Schritte eines Versuchs der Durchfithrung des Newtonverfahrens an.
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o

Wir erkennen den Fehlschlag auch graphisch — die Schnittpunkte der Tangenten mit der x-Achse
entfernen sich von der Nullstelle bei & = 0.

(3) Priifen wir die Voraussetzungen. Es ist f(2,1) = ! — 8,4 ~ —0,23383 < 0 und f(b) = e*? — 8,8 ~
0,22501 > 0. Es ist

fl(x) =e*"—4 >0
fiir > In(4) &~ 1,38629, also insbesondere fiir « € [2,1,2,2]. Es ist
f(x) =€ >0

fiir x € R, insbesondere also fiir 2 € [2,1,2,2]. Also sind die Voraussetzungen fiir das Newtonver-
fahren fiir f(z) auf dem Intervall [2,1,2,2] erfiillt.

Werfen wir das Verfahren an. Es ist

r1 = b = 2,2 .
Es ist
xr1 4
ry =z AT e AT 559913144384
f(x1) ert — 4
Es ist
ro __ 4
vy =y 1) O AT 30058206542 |
f(z2) er2 — 4
Es ist
oy =y ) O AT 30093641216 |
f/(l'g) ers — 4

Ist ¢ die Nullstelle von f(x) auf [2,1,2,2], dann ist

e — €] < (22-2,1)%" - (A maxeep 2 [f/(@))2 7 = 0,18 (3e2)7 ~ 3,81-107%.

Ein weiteres Fortsetzen des Newtonverfahrens zeigt, dafl £ =~ 2,15329236411034964916909915009.
Tatsichlich ist also |zq4 — &] &~ 1,12 - 10711,
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0.4

—0.1-

Aufgabe 110

Mit [a,b] = [1,7,1,8] und f(z) = 2? — 3 erhalten wir f(a) = 1,72 —3 = 2,89 — 3 = —0,11 < 0 und
f(b) =1,8% = 3,24 — 3 = 0,24 > 0. Des weiteren gilt f'(z) = 2z und f”(z) = 2. Also ist f’(z) > 0 und
f"(x) > 0 fir x € [1,7,1,8]. Damit sind die Voraussetzungen fiir das Newtonverfahren erfiillt.

Die a-priori-Abschitzung gibt |z, — v/3| < 0,1271717 was bereits fiir n = 3 die Abschéitzung
lz3 — V3| < 0,1* = 107*

liefert.

z2-3 = 223 -
1" = 1,73 und z3 = x5 — "2 ~ 1,73205128.

Wir erhalten x1 =b=1,8, 29 = x1 — T

Priifen wir die a-priori-Abschétzung a posteriori nach, so wird unter Verwendung des Taschenrechnerwerts

fiir v/3
V3 — | ~ 4,7-1077 < 107*.

Aufgabe 111

(1) Sei z.B. a := 1,45 und b := 1,5. Dann ist f(1,45) = —0,5795 < 0, f(1,5) = 0,0625 > 0. Fiir
x € [1,45,1,5] ist sowohl f/(x) = 43 als auch f”(x) = 122 positiv. Also kénnen wir das Newton-
verfahren anwerfen. Es ist ¢ = 5'/4 die einzige Nullstelle von f(z) auf [1,45,1,5]. Nach der fiinften
Iteration erhalten wir laut a-priori-Abschétzung aus dem Lemma aus §8.2 ein xg mit

25 — €] < (15— 1452 - (A maxgepa |7 (2))2
= 0,05%2. (% -12-1,52)31
~ 2,5550 - 107

Werfen wir das Newtonverfahren mit z; = 1,5 und x;41 = x; — J{,((g:l)) =x; — zi‘;}s fiir > 1 an, so

wird '
X1 = 1,5
zo = 1,495370
r3 =~ 1,4953487816887504102873368005014092333656867939892049114045604250872076662643281
ry = 1,4953487812212205421311630686373712286496602732989739459157675518291412549615541
rs =~ 1,4953487812212205419118989941409133954116860326167746910341516050368459493933405
re =~ 1,4953487812212205419118989941409133953634597576147063455165935000479214669753300

(zum Vergleich:) — 51/4

%

1,4953487812212205419118989941409133953634597576147063455165935000479214669729970
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Wie gesagt, mit unserer a-priori-Abschiitzung wissen wir die Ubereinstimmung von xg und 5'/4
nur bis zu einer Differenz, welche im Betrag < 2,5550 - 10~7 nicht {iberschreitet, in der Realitéit ist
x¢ schon eine deutlich bessere N&herung.

Sei z.B. a = 0,69 und b = 0,7. Dann ist £(0,69) = —0,00628 < 0, £(0,7) = 0,01375 > 0. Fiir €
[0,69,0,7] ist sowohl f/(x) = e® als auch f”(x) = e” positiv. Also kénnen wir das Newtonverfahren
anwerfen. Es ist £ = In(2) die einzige Nullstelle von f(z) auf [0,69,0,7]. Nach der zweiten Iteration
erhalten wir laut a-priori-Abschitzung aus dem Lemma aus §8.2 ein x3 mit

|$3—f|

3-1 1 3-1_
< (070,69 - (3 Zo
0,014 (4 - e07)3

1,02-1078

maXgzec[0,69,0,7)] |f"(x)])

Q

Werfen wir das Newtonverfahren mit 1 = 1,5 und x;41 = x; — f,((“;)) =z, — S firi > 1 an, so

e®i

wird
€
T2
T3
(zum Vergleich:)  In(2)
Aufgabe 112
Man berechnet
Vi(z,y) =

und

Aufgabe 113
(1) Der Gradient wird
Vi(z,y,2) =

Die Hessematrix wird

Q

Q

(

fa (x7y72§
fy(a:ﬁ‘hZ
fz(2,y,2)

fa(z,y

fy(a«wyg)

— fmzc(rv )fwy(zﬂ) — 0
Hy(z,y) = (ﬁm(xi)fwmré)> = (1

0,7
0,6931706075828
0,6931471808343

0,6931471805599

(%)

0) -

312+2yz
2zz .
2xy

(2)

fmz(xvyaz) fai (;E,y,z) fm(ac,y,z)
Hf(z,y,2) = (jgm@h%Z)fyz@ayﬂ)f@z@hyz)>

6x 2z 2y
(22 0 290) .
fzz(zJ/yZ) fzy(a:vyvz) fzz(wvyaz)

2y 2z O

)

Der Gradient wird

zt—2zze® 1Y
Tty

Vi(z,y,2) = <§§E§Z§§>

4z3y—2z(14x)e” Y
fa(z,y,2)

—2xe

Die Hessematrix wird

Hy(o.2) = (

fy$ (x,y,z) fyy(wyyaz fyz (I7y72)

fra (w,y,z) fu:y(wﬂlyz) fmz(wﬁyvz))

fzx(zvyvz) fz'y ($7y72) fzz(wvyaz)

4z3 —2(14-x)ze® Y
—2(1+z)e” Y

Aufgabe 114
Es ist

fo= z+a?y
Jo = 1+2xy
fy = a?

foy = 22

foy = 0.

—2x2e" Y
—2ze®TY

—2ze® 1Y
0

(12m2y22(2+m)c”+y 423 —2(14-x)2ze® Y —2(1+4x)e® TV

)
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Somit wird die Taylorentwicklung erster Ordnung um (1, 1) zu

Taylorpolynom Restglied
_ fa(1,1) 1 frae(1+s(x—1),145(y—1)) foy(1+s(z—1),1+s(y—1)) z—1
fay) = fALD+ (==tv=1) (fy(l,n) +g(e-tu-1)- (fym(lJrs(xfl),lJrs(y*l)) fg,Z(1+S(r71),1+S(y71))) (3-1)
Taylorpolynom Restglied
= 24 (s-1y-1) - () + L (e-10-1) (2‘2<(11i§€<(%:11>)> 2<1+séx—1>>) Lz
Taylorpolynom Restglied
= 243z-1)+@W—-1D+i201+s(y—1) - (z—1)*+2-20+s(z—1)-(z—1)(y—1)+0-(y— 1))
Taylorpolynom Restglied

243xz—-D+ -+ (@—-12+2x—1)(y—1)+3s(z —1)%(y — 1)

fiir ein passendes, uns aber unbekannt bleibendes s € [0, 1].

Der Betrag der Differenz von Funktionswert und Wert des Taylorpolynoms an der Stelle ( 1,1 , 1,2 )
ergibt sich zu

If(1,1,12)=(2+3-0,1+0,2)| = |(1,1+1,12-1,2) — 25| = 0,052.

Aufgabe 115

Es ist
fo= e
f:c = 'Y
fy = —ee™Y
fxx = 7Y
foy = —e"Y
foy = €7V,

Somit wird die Taylorentwicklung erster Ordnung um (0, 0) zu

Taylorpolynom Restglied

f=(0,0 fza(s2,5Y) foy(sz,s z
vy = F0,0)+(v) (FO0)+5 (en) - (frpmem ey (1)
Restglied

Taylorpolynom

/_,% sTr—sy _ . ST—syY T
= T+ (o) () +d - (L0 ) (6)

Taylorpolynom Restglied

—
= l4+az-—y +ie@ V(22 —2zy+y?)

fiir ein passendes, uns aber unbekannt bleibendes s € [0, 1].

Der Betrag der Differenz von Funktionswert und Wert des Taylorpolynoms an der Stelle ( 0,2 , 0,3 )
ergibt sich zu

1£(0,2,03)=(1+02-0,3) = [e %' =09 ~ 0,00484 .
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Aufgabe 116

(1) Esist
f = z+22+293
fo = 142z+y°
fy = 3xy?
fma: = 2
fxy = 3y2
fyy = 6xy
fxzx = 0
fa:xy = 0
fryy = 6y
fyyy = 6x.

Somit wird die Taylorentwicklung erster Ordnung um (0, 0) zu

Taylorpolynom Restglied
= x fm(0,0) 1 /.. fa:m(sxvsy) fz (SI,Sy) T
fay) = 0,00+ (o) (F00) + 5 (o) (Jrimm fvtrn)  (3)
Taylorpolynom Restglied
—
= z 1 10, 2 3s%y?
= 0+ () () (e (522800 (5)
Taylorpolynom Restglied
= T +1(2 22 +2-3s%% a2y + 65%xy - y?)
Taylorpolynom Restglied
= T + 22 + 6s%zy3

fiir ein passendes, uns aber unbekannt bleibendes s € [0, 1].

Der Betrag der Differenz von Funktionswert und Wert des Taylorpolynoms an der Stelle ( 0,1, 0,1 )
ergibt sich zu

I£(0,1,01)=0,1] = |(0,1+0,12+0,1-0,1%) —0,1| = 0,0101 .

Die Taylorentwicklung zweiter Ordnung um (0, 0) wird zu

Taylorpolynom

— P fl'(070) 1 P fmz(oao) ft (070) x
f(l'vy) - f(0,0) + (“Ly) . (fy(0,0)) + 3 ("Ly) ! (fym(o’o) fyz(0,0)) : (y)
+ § (faa (52, 5Y)° + 3 fray (52, 5Y) 2%y + 3 fayy (57, 5Y)Y> + fyyy (57, 59)y°)
Restglied

Taylorpolynom
0+ (=v) (o) + 3 (=v)- (50) - (3)
+ :(3-6sy - xy? + 65z - y?)

Restglied
Taylorpolynom
= x+ 22
+ 4sxy?

——
Restglied

fiir ein passendes, uns aber unbekannt bleibendes s € [0, 1].
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Der Betrag der Differenz von Funktionswert und Wert des Taylorpolynoms an der Stelle ( 0,1, 0,1 )
ergibt sich zu

|f(0,1,0,1)—(0,1+0,1%)] = [(0,1+0,12+0,1-0,1*) — 0,11] = 0,0001 .

(2) Die benétigten partiellen Ableitungen kénnen wir aus (1) entnehmen.

Die Taylorentwicklung erster Ordnung um (1, —1) wird zu

f(z,y)

Taylorpolynom Restglied

fy(1,—1) fyz(I4s(z—1),=14s(y+1)) fyy(1+s(z—1),—1+s(y+1))
Taylorpolynom Restglied
= - 2y l(pe 2 3(—1+s(y+1))? z—1
= L4 (emtvtr) (3) T3 (z=1ut1) - ( 3(—1+s(y+1))? 6(1+s(z71)5)(yf1+s(y+1) ) ’ (§+1)
Taylorpolynom

1+ 2(3) — 1) + 3<y + 1) Restglied

+32-(@—1)2+2-3(-1+s(y+1)? - (z—1)(y+ 1) +6(1+s(z—1))(-1+s(y+1) - (y+1)?)

fiir ein passendes, uns aber unbekannt bleibendes s € [0, 1].

Der Betrag der Differenz von Funktionswert und Wert des Taylorpolynoms an der Stelle
(1,1, —0,9) ergibt sich zu

If(1,1, =09)—(1+4+2-01+3-0,1)] = |(1,14+1,12+1,1-(=0,9)3) —1,5| = 0,0081 .

Die Taylorentwicklung zweiter Ordnung um (1, —1) wird zu

Taylorpolynom
fJ_ 1,-1 fa.x 17_1) fJ. 1,-1 xTr—
f(L’y> - f(l’ 71) * (x_l y+1) ’ (fygl.,fli) + % (z—l y+1) ’ (fyxgl,fl) fﬁ;?ylgl,flg) ' (Zl-‘r%)
+%(fm$(1+s(a:—1),—1+s(y—|—1))(:c 1)3
+3- fosy(l+s(z—1),-1+s(y+1) -

+3 - foyy(L+s(x—1),—1+s(y+1)
+fyyy(1+s(x—1), =1+ s(y+1))-(y

Restglied

ch 1)*(y+1)
(z = 1)(y+1)°
+1)%)

).
).

Taylorpolynom
T o) ()4 3 (o) - () (o)
+5(0
+3-0
+3-6(—1+s(y+1))-(z—1)(y+1)2
+6(1+ s(x = 1)) - (y +1)°)

Restglied

Taylorpolynom
142z —D+3y+D+(@x-12+3-1)(y+1) -3y +1)>
HL+sly+ D)@ -1y + 12+ 1 +s@@—1)(y+1)°

Restglied

fiir ein passendes, uns aber unbekannt bleibendes s € [0, 1].

2(1,—1 2o (1+s(z—1),—14+s(y+1 zy(1+s(z—1),—1+s(y+1
f(l,—1)+(w*1y+1)~(f( ))+%(w71y+1).(f (1+s(z—1) (y+1))  fay(Qts(z—1) (y ))).(

x—1
y+1

)
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Der Betrag der Differenz von Funktionswert und Wert des Taylorpolynoms an der Stelle
(1,1, —0,9) ergibt sich zu

If(1,1, —0,9)—(14+2-0,1+3-0,14-0,1+3-0,1-0,1-3-0,1%)| = |(1,14-1,12+1,1-(=0,9)*)—1,51| = 0,0019 .

(3) Esist
f = cos(z — 2y)
fo = —sin(z —2y)
fy = 2sin(z — 2y)
f.LaL = - COS(J? - 2y)
foy = 2cos(z —2y)
fyy = —Acos(z —2y)
fzzz = Sin(.’E — 2y)
fray = —2sin(z —2y)
fogy = 4sin(z — 2y)
fyyy = —8sin(z —2y) .

Somit wird die Taylorentwicklung erster Ordnung um (0, 0) zu

Taylorpolynom Restglied
f=(0,0) fow(52,5Y) foy(sw,5Y) T
fy) = JO.0+ () (mom) H () (0o fyZ<s§,ZZ>) ()
Taylorpolynom Restglied
—_——N—
0 —cos(s(xz—2 2 cos(s(x—2 T
= 1+ (ac y) : (0) + % (:x y) ’ <2cos((s((r725)))) 74c05(‘.(§(17333;)) ’ (’U)

Taylorpolynom Restglied

NN
= 1 + 1 cos(s(z — 2y))(—2? + dzy — 4y?)

fiir ein passendes, uns aber unbekannt bleibendes s € [0, 1.

Der Betrag der Differenz von Funktionswert und Wert des Taylorpolynoms an der Stelle ( 0,1, 0,1 )
ergibt sich zu
|£(0,1,01)—1] = |cos(0,1 —2-0,1) — 1| ~ 4,996-1073 .

Die Taylorentwicklung zweiter Ordnung um (0, 0) ergibt sich zu

Taylorpolynom

_ z ) fz(O.,O) 1 x . fmm(()’O) fmy(ovo) (T
) = 0,00+ (=) (FO0) + 3w (00 o) - ()
+ & (frza (52, 5Y)2° + 3 faay (57, 5Y) 22y + 3 fayy (52, sY)xy? + fyyy(sz, 5y)y°)
Restglied

Taylorpolynom
= 1+ () (0) +3(=v) (2-2) - (3)
+ ¢ (sin(s(z — 2y))z® — 6sin(s(z — 2y))z?y + 12sin(s(z — 2y))zy? — 8sin(s(z — 2y))y®)

Restglied

Taylorpolynom

= 1— 1z +2zy — 2y°
+ g sin(s(z — 2y)) (3 — 62%y + 12xy* — 8y®)

Restglied

fiir ein passendes, uns aber unbekannt bleibendes s € [0, 1].
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Der Betrag der Differenz von Funktionswert und Wert des Taylorpolynoms an der Stelle ( 0,1, 0,1 )
ergibt sich zu

1£(0,1,0,1)—(1—201242.0,1-0,1-2-0,12)] = |cos(0,1 —2-0,1) — 0,995 ~ 4,165-1076 .

Aufgabe 117

Es ist
f = cos(z)e¥*

fo = —sin(x)e¥*

fy = zcos(x)e¥*

f: = wycos(z)ev?
fox = —cos(xz)e¥®
foy = —zsin(x)e¥?
fer = —ysin(x)e¥?
fyy = 2%cos(z)e??
fy= = cos(x)eV® +yzcos(x)e?” = (14 yz)cos(x)e??
for = y*cos(z)e¥®

Das Taylorpolynom erster Ordnung um (0,0, 0) ergibt sich zu

f=(0,0,0)
fe.2) = F0,0,0)+ (+v=) <fy<o,0»o>)
0 £-(0,0,0)
1.

Der Betrag der Differenz von Funktionswert und Wert des Taylorpolynoms an der Stelle ( 0,1, 0,1, —0,1)
ergibt sich zu

1£(0,1, 01, =0,1)—1] = |cos(0,1)e" 0N 1| ~ 1,4896-1072.

Das Taylorpolynom zweiter Ordnung um (0,0, 0) ergibt sich zu

£2(0,0,0) F22(0,0,0) f2(0,0,0) £22(0,0,0)\ .
flx,y,z) = f(0,0,0)+ (zy=) (fy(o,o,O)) +1(zy=) <fym(0,o,0) fyy(0,0,0) fyz<0,070)> (y)
£2(0,0,0) F22(0,0,0) f2(0,0,0) £22(0,0,0)/ 7
— )+ 2 ue) (D89) (5
= 14 (v2) (0) +§(zyz)( 01 0) (g)
= 1-32%+yz.

Der Betrag der Differenz von Funktionswert und Wert des Taylorpolynoms an der Stelle ( 0,1, 0,1, —0,1)
ergibt sich zu

|£(0,1, 01, =0,1)— (1—30,12+0,1-(=0,1))] = |cos(0,1) e~ — 0,985 ~ 1,0371-107*.

Aufgabe 118
Esist det($3) =3-4—2-7=—2; vgl. §9.1, Bemerkung, (1).

Fiir die zweite Determinante formen wir um.
123
123) ~~
321

1
Wegen der entstandenen Nullzeile kénnen wir auf det (;’

oo
|
o
|
oW
~——
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Aufgabe 119

3; vgl. §9.1, Bemerkung, (1).

(1) Esist det (3)
(2) Esist det(75)

2-2—6-1=-2;vgl. §9.1, Bemerkung, (1).

(3) Formen wir um.

SO
oo
—o O

[k o]

OO
—0 O

o

—Oo O

AN~

MN=AN

—O—

—O—

Also ist det(

(4) Formen wir um.

1
)
0

10
01
00

) =

4 4 15/4 3/2
6) ~ (O —/2 —/4
0 0o -1 -2

1

—
3]
piigisle

N
Yoo

Also ist det(

Mit Sarrus wire das vergleichsweise miihevoll und fehleranfillig.

(5) Formen wir um.

oo
oOoO—-HO

o—HOoOo
—O00O

O

oOoO—-HO
o—HOoO
—O0O

O

—

o—HOO
—OOoO

—oo0O

——HO O

Also wird det(

(6) Formen wir um.

[elelelalo]
oOoO~O
cCOoO—=HOO
oOHOOO
—oooCo

(~1) - (=1)+ (=1) - (=3) - (~4) = —12.

—NO—HO
—O— N~
=
——H—HON
N—HONO

Also wird det(

Aufgabe 120

)=1-5-(1-8-8-2) =—40.

00 00
—

det (1) - det (5) - det (

00 00 00 00
V=N
[a Risjeles)
—ooO

Es wird det(

(3-1—-2-2)4=(-1)*=1.

D)=

3
2

det((

Es wird det((3 %)4)

Aufgabe 121

Wir wollen §9.1, Bemerkung, (2,3.a) anwenden.

(1) Es wird

) =(1-1-2-2)-(6-4—-5-2) = —42.

65
24

)~ (

N~
—

) = det(

D~ o0 <f
WO ON
N—OO

>
det (0
0

(2) Es wird

)-2-2-1 = (1-1-1-2)-4 = —4.

—
—

) = det(

[olelelalyl
oo
SoNO™Mm
-
AN —=O

det (
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Aufgabe 122

(1)

(2)

) . 0 ap . . .
Mit Sarrus. Da A = — A, kénnen wir A = (7% 0 g) schreiben. Sarrus gibt als Determinante
—B =y

det A = det(* §§) = 0+ ay(=B) + B(-a)(=7) —0-0-0 = 0;

™R o

vgl. §9.1, Bemerkung, (1).

Ohne Sarrus. Es wird det A = det(—A") = (—1)3det(A4*) = (—=1)3det A = —det A, da im zweiten
Schritt dreimal der Faktor —1 aus einer Zeile herausgezogen wurde; vgl. §9.1, Bemerkung, (4, 3.a).
Also ist 2det A = 0, und folglich det A = 0.

DaE, = A- A list, wird 1 = det(E,,) = det(A- A™1) = det(A) - det(A~1); vel. §9.1, Bemerkung,
(3.b,3.c). Es folgt det(A™1) = det(A)~ 1.

Aufgabe 123

(1)

Ist eine Matrix positiv definit, so sind alle Hauptdiagonaleintréage positiv. Ist eine Matrix negativ
definit, so sind alle Hauptdiagonaleintriige negativ. Vgl. §9.2, Bemerkung, (2).

Da A= (% _%) iiber einen positiven und einen negativen Hauptdiagonaleintrag verfiigt, ist A weder
positiv noch negativ definit.

Dies kann man durch Berechnung der Hauptminoren nochmals bestétigen. In der Tat ist
M;(A) =det (1) =1 und Ma(A) =det(5 _7) = —5.

Es wird My (A) = det (3) = 3, My(A) = det(33) =33 = 9 und Ms(4) = det(
ist A positiv definit.

—OoWw
owo
WO

) = 24. Also

Da es sich bei A um die Negative der in (2) als positiv definit erkannten Matrix handelt, ist A
negativ definit. Vgl. §9.2, Bemerkung, (1).

Dies kann man durch Berechnung der Hauptminoren nochmals bestdtigen. In der Tat ist

-3 0-1
My (A) = det (-3) = —3, My(A) = det( 75 _3) = (=3) - (=3) = 9 und Ms(A) = det(_(l) -3 _g) -
—24.

Aufgabe 124

Wir wenden das Hauptminorenkriterium an; vgl. Satz aus 9.2.

(1)
(2)

(3)

Es wird M;(A) = det (1) = 1 und Ms(A) = det(11) = 0. Also ist A weder positiv noch negativ
definit.

Bs wird My (A) = det (~3) = —3, My(A) = det(~3 _}) = 8 und My(4) = det(“f -3 _i) — _16.
Also ist A negativ definit.
Es wird My(A) = det (~3) = —3, My(A) = det(~3_2) = 5 und My(4) = det(_§ -3

Also ist A weder positiv noch negativ definit.

2

2):25.

3
11

-3
Da der dritte Hauptdiagonaleintrag von A = ( 1-3 é) gleich 0 ist, ist A weder positiv noch

negativ definit; vgl. §9.2, Bemerkung, (2).

Die Hauptminoren miissen nicht ausgerechnet werden. Nur zur Information, sie betragen M, (A) =
—3, M2(A) = 8 und M3(A) = 8; was nochmals bestiitigt, dal A weder positiv noch negativ definit
ist.

My (A) = det (1) = 1, My(A) = det(39) = 2, Ms(A) = det (é%é) — 2 und M,(4) =

d
1011
(mt<?§8%>-—1.Ahoiﬁ44p0$ﬁV(Mﬁnﬁ.
1123
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0
1) = 1 und
2
1001
M4(A>:det(31;g)=a_3.

Falls o > 3 ist, ist A positiv definit.

Falls o < 3 ist, ist A weder positiv noch negativ definit.

Aufgabe 125

(1)
(2)

(3)

Ja. Denn fiir x € R"*1\ {0} folgt aus 2° Az > 0 und 2* Bz > 0, daB 2*(A+B)z = 2* Az +2' Bz > 0.
Nein. Denn z.B. fiir A = (§9) und B = (97) ist det(A+B) = det () = 1, aber det(A)+det(B) =
det(§9) +det(§9) =0+0=0.

Ja. Denn schreiben wir A = (a; ;)i ; € R**3, so wird

2§ (g X x3)

Q2,203 3 Q32023
= (061,1 Q2,1 as,l) Q3 201,311,233
Q1,202,3—Q2,2001,3

= 0,10220i3,3 — (1,103 20023 + Q2 10i3,2001,3 — Q2,100 20033 + (13,11 2023 — (03,1002,20¢1,3 ;
vgl. §5.2.3. Dies ist aber gerade die Formel von Sarrus fiir det(A); vgl. §9.1, Bemerkung, (1).

Vgl. auch §5.2.3, zweite Bemerkung, (4). Es ist mithin | det(A)| der Rauminhalt des von den Spalten
von A aufgespannten Parallelepipeds.

Ja. Denn es ist insbesondere (—1)"M,(A) = (—1)"det(A) > 0, und also det(A) # 0. Das aber
liefert mit Bemerkung, (5), aus §9.1, dafi die Spalten von A ein linear unabhéingiges Tupel bilden.
Nach der letzten Bemerkung in §5.4.2 bedeutet dies gerade, dafl die Zeilenstufenform von A genau
n Nichtnullzeilen enthélt. Die einzige Matrix in R™*™ in Zeilenstufenform mit n Nichtnullzeilen
ist aber die Einheitsmatrix. Geméfl Algorithmus ist A daher invertierbar; vgl. Bemerkung in §5.3.

Aufgabe 126

(1)

Es ist
fo = 42 —dry+dx = dax(x?—-y+1)
fy, = —22%+2 = —2(2? —vy)
foe = 1222 —4y+4
foy = —4x
foy = 2

Es ist (z,y0) eine Flachstelle von f genau dann, wenn f,(7o,y0) = 4xo(z3 — yo) = 0 und
fy(zo,y0) = —2(2f — yo) = 0.

Zweiteres liefert notwendig yo = x3. Dies eingesetzt in ersteres gibt 0 = 4xg (23 — yo — 1) = 4ao.
Es folgt g = 0. Zweiteres gibt yo = 0.

Umgekehrt ist in der Tat f,(0,0) = 0 und f,(0,0).

Also ist (0,0) die einzige Flachstelle von f.

An dieser Stelle (0,0) ist fox = 4 > 0 und foufyy — f2, = 8 > 0. Also ist (0,0) eine lokale
Minimalstelle.

Die Rechnungen aus (1) kénnen wir auch hier verwenden.

Der alte und der neue Flachstellenbegriff stimmen iiberein — es ist (2o ,yo) genau dann eine Flach-

stelle, wenn dort Vy = (;”) verschwindet.
Y
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Somit ist weiterhin (0, 0) die einzige Flachstelle von f.

Um (0,0) auf Extremstelle zu untersuchen, miissen wir die dortige Hessematrix

Hy0.0) = (F27) = (89)

auf Definitheit untersuchen.

Das Hauptminorenkriterium liefert wegen Ml((ég)) = det(4) =4 > 0 und wegen Mg((ég)) =
det(ég) =4-2 =238 > 0, dal die Hessematrix bei (0,0) positiv definit ist, dort also eine lokale
Minimalstelle vorliegt. Dies bestétigt das Resultat aus (1).

Aber was wurde dazu eigentlich gerechnet?
i Joa foy \\ _ fow foy |\ _
Allgemein ist Ml((fyw fyy>) = fzz und Mz((fy:c f,yy)) = foalfyy — f2y -
Das alte Kriterium aus §3.4 kann also an einer Flachstelle (zq ,yo) wie folgt gelesen werden.

Ist bei (z0,y0) sowohl Ml((fc:: ﬁz)) = fzz > 0 als auch M2(<§:: §25>) = foafyy — f2, > 0, dann
liegt bei (¢ ,yo) eine lokale Minimalstelle vor. In anderen Worten, ist bei (¢, yo) die Hessematrix
positiv definit, dann liegt dort eine lokale Minimalstelle vor.

Ist bei (z¢,yo) zum einen Ml((}‘:: ;’;;)) = fzx < 0, zum anderen aber Mg((';:: ny)) =
Sz fyy — fﬁ.y > 0, dann liegt bei (xg,yo) eine lokale Maximalstelle vor. In anderen Worten, ist
bei (z¢,yo) die Hessematrix negativ definit, dann liegt dort eine lokale Minimalstelle vor.

Somit stimmen das alte und neue Kriterium fiir lokale Minimalstelle resp. lokale Maximalstelle
(das neue noch gekoppelt mit dem Hauptminorenkriterium) genau iiberein.

3 fﬂ‘fﬂ f{C ff(‘T f(l?? M
Ist bei (zg,y0) ferner det(fw fyzy/) = foafyy — fgy # 0, aber (fw fy;) dort weder positiv noch

negativ definit, so liegt nach neuem Kriterium eine Sattelstelle vor. Dies schliefit den im alten
Kriterium behandelten Fall, dal fy, fy, — fgy < 0 ist, ein. Diesenfalls ist das neue Kriterium also
etwas besser als das alte.

Aufgabe 127

fa 2z+y+
Es ist Vi(z,y,2) = (h) = (Igjt?%y/ﬁzg) Die Eintrige im Gradienten sind zuféllig linear in «, y und z,
f=

1 xo .
1) (y(J) = 0 ist.
2 20

Die Zeilenstufenform dieser Matrix ergibt sich zu

211 1 1 2 10 3 100
121 s 0—-1-3 ~y 01-1 ~y 010
112 0 1-1 00—-4 001

Also ist (0,90 ,20) = (0,0,0) die einzige Flachstelle von f.

was wir uns zunutze machen konnen.

L

2
Es ist (2o, Yo, 20) nimlich genau dann eine Flachstelle, wenn (%

Untersuchen wir diese auf Extremstelle.

=N

fow oy fos )
Die Hessematrix ergibt sich zu Hy(x,y, z) = (fyz Ty fyz) = (}

1
%), zufiillig konstant in z, y und z.
fea [y f2z

Es ist My (Hz(0,0,0)) = det (2) =2 > 0.
Es ist Ma(Hf(0,0,0)) =det (33) =2-2—1-1=3 > 0.

Es ist Ms(H;(0,0,0)) = det (rﬁi) = det (é—i :§) —1-((-1) - (~1) — (-3)-1) =4 > 0.

Also ist Hf (0,0, 0) positiv definit. Somit ist (0,0, 0) eine lokale Minimalstelle.
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Aufgabe 128

Der Gradient von f ergibt sich allgemein zu

cos(x) sin(y) sin(z)
Vf ({E, Y, Z) = sin(z) cos(y) sin(z)

sin(z) sin(y) cos(z)

Die Hessematrix von f ergibt sich allgemein zu

(1)

cos(z) cos(y) sin(z) —sin(z)sin(y)sin(z) sin(z) cos(y) cos(z)
cos(z) sin(y) cos(z)  sin(x) cos(y) cos(z) — sin(z) sin(y) sin(z)

—sin(z) sin(y) sin(z)  cos(z) cos(y) sin(z)  cos(z) sin(y) cos(z)
Hy(z,y,2) =

Es ist

Vf (7T/4, ’/T/47 7T/4) = sin(7/4) cos(m/4) sin(m/4) = Z

cos(m/4) sin(w/4) sin(w/4) 1 1
( ) - pa() #o.
sin(w/4) sin(w/4) cos(m/4)

Also ist (w/4,7/4,7/4) keine Flachstelle von f. Somit ist (7/4,7/4,7/4) auch keine lokale Ex-
tremstelle von f.

Es ist

cos(m/2) sin(w/2) sin(w/2) 0
Vf(ﬂ'/2,7('/2777/2) = sin(m/2) cos(m/2) sin(w/2) = (8) = 0.
sin(m/2) sin(w/2) cos(w/2)
Also ist (w/2,7/2,7/2) eine Flachstelle von f.
Es ist

Hf(ﬂ/2,7'(/277]'/2) = cos(m/2) cos(m/2) sin(mw/2) — sin(w/2)sin(7/2) sin(7w/2) sin(nw/2) cos(n/2) cos(n/2)

cos(m/2) sin(w/2) cos(mw/2)  sin(w/2) cos(mw/2) cos(m/2) — sin(n/2) sin(w/2) sin(w/2)
-1 0 0
( 0-1 0) .

0 0-1

Es ist My(H¢(7/2,7/2,7/2)) = —1 < 0. Es ist Ma(Hy(7w/2,7/2,7/2)) = 1 > 0. Es ist
MsHy(r/2,7/2,7/2)) = —1 < 0. Also ist Hy(n/2,7/2,7/2)) negativ definit. Somit ist
(r/2,7/2,7/2) eine lokale Maximalstelle von f.

<sin(7r/2) sin(w/2) sin(w/2)  cos(w/2) cos(mw/2) sin(mw/2) cos(mw/2)sin(7w/2) cos(7r/2)>

Es ist
cos(m/2) sin(—m/2) sin(7/2) 0
Vf(ﬂ'/Z, —7T/2,7T/2) = sin(w/2) cos(—m/2) sin(mw/2) = (8) =0.
sin(m/2) sin(—m/2) cos(m/2)

Also ist (w/2,—n/2,7/2) eine Flachstelle von f.
Es ist

Hy(r/2,—7m/2,7/2) =

100
(010) .
001

Es ist My(Hy(7w/2,—7/2,7/2)) = 1 > 0. Es ist Mo(H;(7/2,—7/2,7/2)) = 1 > 0. Es ist
MzHy(r/2,—7/2,7/2)) = 1 > 0. Also ist Hy(n/2,7/2,7/2)) positiv definit. Somit ist
(w/2,—m/2,7/2) eine lokale Minimalstelle von f.

cos(m/2) cos(—m/2) sin(n/2) — sin(w/2)sin(—n/2)sin(w/2) sin(w/2) cos(—m/2) cos(mw/2)

(sin(ﬂ/Q) sin(—7/2) sin(7/2) cos(w/2) cos(—n/2)sin(w/2) cos(w/2)sin(—7/2) cos(m/2)
cos(m/2) sin(—m/2) cos(n/2)  sin(w/2) cos(—m/2) cos(m/2) — sin(w/2)sin(—m/2)sin(w/2)

)
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Aufgabe 129
Der Gradient von f ergibt sich allgemein zu
Yz 0
Vi(z,y,z) = cos(xzyz) <x2> — cos(z) ((1)) .
zy
Die Hessematrix von f ergibt sich allgemein zu

0zy y?2® myz® ay®z 000
Hf(z,y,2) = cos(zyz) (z 0 z) —sin(xyz) | @yz? 222% 2%yz | + sin(z) <OOO> .

yx0 zy?z x?yz x2y? 001

Im folgenden schreiben wir * fiir Eintrége, die uns nicht zu interessieren brauchen.

(1) Esist

V;(0,0,7/2) = cos(0-0- (/2)) (8%23) — cos(r/2) (%) - (§) - (§) —0.

Also ist (0,0,7/2) eine Flachstelle von f.
Es ist

H((0,0,7/2) ) e . -
= cos(0-0-(m/2)) <w/2 0 0> —sin(0-0- (7/2)) (***) + sin(m/2) (000)

0 00 ok 001
0 7/20

= (71'/2 0 o) )
0 01

Wegen der Nulleintrige auf der Hauptdiagonalen ist Hz(0,0,7/2) weder positiv noch negativ
definit. Da ferner
0 7/20
det(w/z 0 0> = —7%/4 #£0
0 01

ist, liegt bei (0,0, 7/2) keine lokale Extremstelle, sondern eine Sattelstelle vor.

(2) Esist
1.0

V;(1,1,0) = cos(1-1-0) <1?> — cos(0) (§> - (?) - (§> =0.

Also ist (1,1,0) eine Flachstelle von f.
Es wird
001 * % % 000 001
H/(1,1,0) = cos(1-1-0) <001> —sin(1-1-0) () +sin(0) (ooo) S UDE
110 * k% 001 110

Wegen der Nulleintridge auf der Hauptdiagonalen ist Hy(0,0,7/2) weder positiv noch negativ
definit. Da ferner 001
det(901) = 0,

ist uns keine Entscheidung iiber das Vorliegen einer Extremstelle moglich.

Aufgabe 130

(1) Bestimmung aller Flachstellen.
Der Gradient von f ist
4a:—2y—z2
Vf(a:,y,z) = (2:r+2y2> .

—2xz+4z
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Aus der Flachstellenbedingung Vf(xo , Yo, 20) = 0 erhalten wir aus dem dritten Eintrag, dal z9 = 0
oder xp = 2 ist.

Fall zy = 0. Das verbleibende lineare Gleichungssystem (,‘21 7%) (zg) = (8) hat die eindeutige
Losung (3°) = (3). Dies gibt die Flachstelle (1,2,0).

Fall x¢ = 2. Es verbleiben die Gleichungen 8 — 2yo — 22 = 0 und 2yo — 6 = 0. Dies gibt yo = 3 und
29 = +v/2. Wir erhalten die Flachstellen (2,3, —v/2) und (2,3, +v/2).

Insgesamt erhalten wir also die Menge
{(17 23 0)7 (27 37 7\/5)7 (27 37 +\/§)}

der Flachstellen von f.

Untersuchung der Flachstellen auf Extremstellen.

Wir wenden das Lemma aus §10.1 zusammen mit dem Hauptminorenkriterium aus §9.2 an.
Die Hessematrix von f ist allgemein

4 -2 -2z
ez = (22 0)

—2z 04—2z

4 -2 0
Flachstelle (1,2,0). Es ist Hy(1,2,0) = (73 2 g). Es ist My (H/(1,2,0)) = det (4) =4 > 0.

)
Es ist Mo(Hy(1,2,0)) = det(_373) = 4-2— (=2) - (-2) = 4 > 0. Es ist M3(H;(1,2,0)) =
4-20 _
det(—g 2 3) =det(_575) det(2)=4-2=8>0.
Also ist Hy(1, 2, 0) positiv definit und mithin die Flachstelle (1,2,0) eine lokale Minimalstelle.

4-2F2/2
Flachstellen (2,3,4v/2). Es ist Hf(2,3,£v2) = -2 2 0 |. Da der dritte Hauptdiagonal-
F2vV2 0 0
4-2F2V2
eintrag gleich 0 ist, ist Hy(2, 3, +1/2) weder positiv noch negativ definit. Da det -2 2 o=
F2v2 0 0

F2vV2 0 0
— det( -2 2 0| = —(F2v2)-2:(F2v2) = —16 # 0, folgt, daB (2, 3, +1/2) beides keine lokale
4 -27F2V2
Extremstellen, sondern Sattelstellen von f sind; cf. Lemma aus §10.1.
Bestimmung aller Flachstellen.
Der Gradient von f ist
1—(z+y)-2z 1—2z%—2zy
Vf(x,y,z) = 67(12+y2+22) (1($+y)'2y> = ef(x2+y2+z2) 1—2y2%—2zy .
—(z+y)-22 —2xz—2yz

Aus der Flachstellenbedingung V¢ (o, yo,20) = 0 erhalten wir aus einem der ersten beiden Ein-
trage, dal zg + yo # 0 ist, aus dem dritten Eintrag also, dafl zy = 0 ist.

Die Differenz der ersten beiden Eintriige betrigt 2(z2 — y3) = 0, woraus unter Beachtung von
Zo + Yo # 0 nun zy = yo folgt. Setzt man dies in den ersten (oder zweiten) Eintrag ein, so erhélt
man 1 —4z3 = 0, also zo = £1/2.

Insgesamt erhalten wir also die Menge

{(1/2,1/2,0), (—-1/2,-1/2,0)}

der Flachstellen von f.
Untersuchung der Flachstellen auf Extremstellen.

Wir wenden das Lemma aus §10.1 zusammen mit dem Hauptminorenkriterium aus §9.2 an.
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Die Hessematrix von f ist allgemein

(—47;—2:1/)—(1—23;2—21;1/)21; —2z—(1—222—2xy)-2y —(1—29:2—2wy)'22
H — o (@+yP+2?) 2 2 2
i(z,y,2) = e —oy—(1-2y%—2zy)2x  (—dy—22)—(1—2y%—2zy)-2y —(1-2y2—2zy)-22
—2z—(—2xz—2yz)-2x —2z—(—2xz—2yz)-2y (—2z—2y)—(—2x2—2yz)-2z

) 5 5 —61—2y+4w3+4w2y —21—2y+4w2y+4wy2 —2z+4x2z+4a;yz
= e—(ac Ty +z7) —2z—2y+4z2y+41y2 —2x—6y+4ry2+4y3 —22+4y2z+4xyz
72z+4m22+4myz 72z+4y2z+4myz 72172y+4wz2+4yz2

Flachstelle (1/2,1/2,0). Wir erhalten

H(1/2,1/2,0) = 671/2(2?2%, 8) .

0 0-2
Es ist M;(H;(1/2,1/2,0) = det(e /2 (-3)) = —3e~1/2 < 0. Es ist My(Hy(1/2,1/2,0)) =
det(e=1/2 (Z371)) = 8e~1 > 0. Bs ist M(Hy(1/2,1/2, 0)) = det(e~1/2 (iz -3 _§)) — 1632 <
0.

Also ist Hy(1/2,1/2,0) negativ definit und mithin die Flachstelle (1/2,1/2,0) eine lokale Maxi-
malstelle.

Flachstelle (—1/2,—1/2,0). Wir erhalten
_ _ _ 172 (310
Hy(-1/2,-1/2,0) = e ((1)83) .

Wir haben nun zwei Moglichkeiten.

Erstens. BEs ist M;(Hp(—1/2,-1/2,0)) = det(e™*/2(3)) = 3e Y2 > 0. Es ist
Mo(Hp(—1/2,-1/2,0)) = det(e™¥/2(33)) = 8e™! > 0. Es ist Mz(Hp(-1/2,-1/2,0)) =

310
det(e~1/2 ((1)33)) = 1632 > 0. Also ist Hy(—1/2,—1/2,0) positiv definit.
Zweitens. Zufillig ist Hy(—1/2,—-1/2,0) = —H,(1/2,1/2,0). Da H;(1/2,1/2,0) als negativ definit
erkannt wurde, folgt, dafl Hy(—1/2,—1/2,0) positiv definit ist; cf. §9.2, Bemerkung, (1).
Jedenfalls ist die Flachstelle (—1/2,—1/2,0) eine lokale Minimalstelle.

Bestimmung aller Flachstellen.

Der Gradient von f ist

Aus der Flachstellenbedingung V(2o ,yo, 20 ,wo) = 0 erhalten wir aus dem vierten Eintrag, daf§
woy = x( ist. Einsetzen in den ersten Eintrag gibt, dafl 695(2) — 6x9 = 0, d.h. (zg — 1)z = 0, d.h.
xo = 0 oder xg = 1. Der zweite und der dritte Eintrag liefert yo = 0 und 2y = 0.

Insgesamt erhalten wir also die Menge
{(0,0,0,0), (1,0,0,1)}

der Flachstellen von f.
Untersuchung der Flachstellen auf Extremstellen.
Wir wenden das Lemma aus §10.1 zusammen mit dem Hauptminorenkriterium aus §9.2 an.

Die Hessematrix von f ist allgemein

Hy (g, w) — (
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Flachstelle (0,0,0,0). Wir erhalten

NOOk
oOoNO
oNOO

-2
0
b
2
Wegen Diagonaleintrigen mit unterschiedlichem Vorzeichen ist H;(0,0,0,0) weder positiv noch
negativ definit; cf. §9.2, Bemerkung, (2).

H(0,0,0,0) = (

Ferner ist
—400-2 200 2 200 2
der(t17(0,0,0,0) = det ( §39°8) = —aer §28 8) — —aer( 328 1)
200 2 —400-2 000-6
= —(-2)-2-2-(—6) = —48 £ 0
Somit ist (0,0,0,0) eine Sattelstelle.
Flachstelle (1,0,0,1). Wir erhalten
800-2
Hy100.0) = ((§22°%)
200 2

Ty SE S

My(Hf(1,0,0,1)) = det( 002 0) = —det( 002 0) = —det( 0020)
200 2 800-2 0006

— (=2)-2-2.6 = 48 > 0

Somit ist die Hessematrix bei (1, 0,0, 1) positiv definit. Also ist die Flachstelle (1,0, 0, 1) eine lokale
Minimalstelle.

Aufgabe 131
Auffinden der Flachstellen.
Es ist Vi(z,y) = (¥).

Bsist N(z,y) = ({)7) = (3).

(gl)y

Es ist das Gleichungssytem

(g) = (%) 1

2¢4+2y—4 = 0

genau dann l6sbar, wenn z =y = 1.

Diesenfalls ist p; = % die eindeutige Losung.

Somit ist (1,1) eine Flachstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0.

Untersuchung auf lokale Extremstelle.

Wir 16sen N(1,1)% = 0 mit u € R**L.

In Standardnotation haben wir also das homogene lineare Gleichungssystem

(2210)

zu losen. Die vom Algorithmus gelieferte Basis von { u € R?*! : N(2,2)'u = 0} schreiben wir als Spalten
in die Matrix U.



259

Der Algorithmus liefert den Vektor (,%)7 und somit wird eben U = (,})

Ferner sollen wir

F(z,y) = flx,y) = pro1(z,y) = xy— 52z +2y - 4)
und

Hp(z,y) = (?(1))

bilden.
Zu betrachten ist nun U'Hp(1,1) U = (1-1) (Y5) (1) = (-2).
Diese 1 x 1-Matrix ist negativ definit, wie etwa das Hauptminorenkriterium sofort ergibt.
Also ist (1,1) eine lokale Maximalstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0.
In anderen Worten, das Quadrat mit der Seitenlédnge 1 stellt eine lokale Maximalstelle dar.
FEinsetzverfahren.

Rechnen wir nun direkt nach, dafl dieses Quadrat in der Tat den maximalen Fliacheninhalt aller betrach-
teten Rechtecke hat.

Wegen 2z + 2y = 4 ist der Flicheninhalt unseres Rechtecks gleich ry = x(2 — 2) = 2z — 2. Bei 2 = 1 ist
dieser gleich 1.

Fiir x # 1 ist aber 2z — 22 =1— (z — 1)? < 1.
Alternativ kann man auch 2z — 22 mit der alten Methode von §3.2.3.2 auf lokale Extremstellen testen,

oder Wissen iiber Extremstellen quadratische Polynome heranziehen.

In diesem einfachen Beispiel war es also moglich, die Nebenbedingung einzusetzen und dann nach Extrem-
werten zu suchen. Das ist aber nur in besonders einfachen Féllen so.

Aufgabe 132

(1) Nachweis, daf$ (xo,y0,20) = (1,1,1) eine Flachstelle von [ unter Nebenbedingung g = 0 ist.
3 yz 1
Es ist Vi(z,y,2) = (%), also V¢(1,1,1) = (%)

2y+2z

(91)= 4
Es ist N(z,y,2) = ((gl)y> = (2w+QZ>, also N(1,1,1) = (3).

(91)= 2242y

Zum einen ist in der Tat g;(1,1,1) = 0. Zum andern hat das lineare Gleichungssystem V¢(1,1,1) =
N(1,1,1) (e1), d.h. das lineare Gleichungssystem

(1) = (e

Also ist (1,1,1) eine Flachstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0; vgl. Lemma aus §10.2.2.

die eindeutige Losung p; = % .

Nachweis, daf$ (xo,y0,20) = (1,1,1) eine lokale Mazimalstelle von f unter Nebenbedingung g = 0
15t.
Der Algorithmus zum Lésen von N(1,1,1)'uw = 0, d.h., in Standardnotation, zum Ldsen des
homogenen linearen Gleichungssystems
(44410),
—1-1
gibt die Spalten von U = ( ! (1)) als Basis des Losungsraums {u € R®*! : N(1,1,1)'u=0}.

Wir bilden

F(z,y,z) == f(z,y,2) —prg1(z,y,2) = zyz— 2(yz+az+zy—3) .
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Es ist

0 z—1/2 y-1/2

— z=1/2 0  x—1/2 | .
HF(I'vyaz) (y1§2 z—1/2 0/ >

Also ist 0Ll

_ 1

He(11,1) = 3 (101)

Es wird

011 —
UtHR(LL,DU = $(THE9) (To3) (7379) = 38D (-1 0) = 55

Diese Matrix ist negativ definit nach dem Hauptminorenkriterium, denn es ist Ml(% (:% :%)) =
det (1) = —2 < 0 und Ma(3 (27 73)) = det( (27 23)) =3/4 > 0.

Also ist (1,1,1) eine lokale Maximalstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0; vgl. Lemma
aus §10.2.3.

Vgl. Aufgabe 51.

Nachweis, daf (xo,y0,20) = (% , % , %) eine Flachstelle von f unter Nebenbedingung g = 0 ist.

1/4
)= (11/8),
11/8
(91)z (92)= 2y+2z 4 2 4
Es ist N(z,y,2) = ((91)y (92)y> = | 22422 4) also N(3t,1,1) = (13/2 4).
13/2 4

(91)= (92)= 2w+2y 4

Es ist Vy(z,y,2) = (%%), also Vf(% , %,

N[

M‘H

E51st1nderTatgl(4 2 =2-(3- 2+ 140 _6=0.
Es ist in der Tat go(3,4,3) =4(Z +1+1)-15=
Das Spaltentupel von N (1L 1 2, %) ist linear unabhéngig. Also ist die Losung r = (Z;) = 1—16 (ff)

des linearen Gleichungssystems

1/4 2 4
<11/8> = (13/2 4> (m) ,
11/8 13/2 4/ \P?

eindeutig.

Nachweis, daf (zo,y0,20) = (
g =0 ist.

Der Algorithmus zum Losen von N(% , % , %)tu = 0, d.h., in Standardnotation, zum Lo&sen des

homogenen linearen Gleichungssystems

2 13/2 13/2 |0

4 4 4 ‘0 ’
gibt nach den Umformungen

2 13/2 13/2 |0
(22 22 0) (B aka ol ]8) = (B2919)
0 .

die Spalte von U = <—%) als Basis des Losungsraums {u € R®*! : N(4 1 Lty =0}
Wir bilden

F(lL’,y,Z) = f(xaywz)*plgl(xayvz)7p292(x3y,z)
= ayz—s(yz+az+ay—3) — 4o+ 4y +42 - 15).
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Es ist
Hp(x,y,2) = (;—%ﬁ Z:(ii 2:611?3) .
Also ist
Hr(4.4,3) = (§9§4924) )
Es wird

UtHp(3L, 2 Hhu = (0-11) 8 8 994 <—?) = (-9/2)
F\a202 09/4 0 1 ’
Diese Matrix ist negativ definit z.B. nach dem Hauptminorenkriterium.

Alsogist (% , % , %) eine lokale Maximalstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0; vgl. Lemma
aus §10.2.3.

Aufgabe 133

Auffinden der Flachstellen.

Es ist Vi(z,y) = (%5,).

Esist N(z,y) = (832) = (712“”)

Es ist das Gleichungssytem

(H) = (F)n
yo—22 = 0

zu l6sen.

Notwendig wird p; = —2yg, und dann also 4xg = —2z¢p; = 4xoYo -

Ist wo = 0, so folgt schon aus yo — 22 = 0, daBl yo = 0 ist.

Ist zg # 0, so folgt aus 4z = 4z0yo, daB yo = 1, woraus sich dann wiederum aus yo — 23 = 0 ergibt, daf
o = +1.

Da p; jeweils eindeutig festliegt, haben wir also drei Flachstellen von f unter der Nebenbedingung g = 0
gefunden, namentlich

(0,0) (wobeip; =0), (1,1) (wobeip; =-2), (—=1,1) (wobeip =-2) .

Untersuchung auf lokale Extremstellen.
Fall (x9,y0) = (0,0). Fiir N(0,0)%u = (01)u = L0 liefert der Algorithmus U = ( )-
222

Es ist F(x,y) = f(x,y) — p1o1(z,y

) =
Es wird U'Hp(0,0)U = (10) (3_8) (6) = (1) positiv definit. Also ist (0,0) eine lokale Minimalstelle
unter Nebenbedingung g = 0.

, somit Hp(z,y) = (é 2) also auch Hr(0,0) = (3,8).

)-

Fall (zg,y0) = (1,1). Fiir N(1,1) u = (-2 1)u = 0 liefert der Algorithmus U = (%
_9), also auch Hp(1,1) =

Esist F(x,y) = f(x,y)—p191(z,y) = 202 — 9% +2(y — 2?), somit Hr(x,y) (
00
(0-2)-

Es wird U'Hp(1,1) U = (12) (8 ,3) (%) = (-8) negativ definit. Also ist (1, 1) eine lokale Maximalstelle
unter Nebenbedingung g = 0.

Fall (x0,y0) = (=1,1). Fiir N(—=1,1)*u = (21)u £ 0 liefert der Algorithmus U = (_%)
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Esist F(z,y) = f(z,y)—p1 91(z,y) = 22% —y*>+2(y—2?), somit Hp(z,y) = (8 ,3), also auch Hp(—1,1) =
(6-9)-

Es wird U'Hp(—1,1)U = (1-2) (8 ,8) (,%) = (-8) negativ definit. Also ist (—1,1) eine lokale Maxi-
malstelle unter Nebenbedingung g = 0.

Alternativ dazu: Einsetzverfahren.

Einsetzen von y = 2?2 in 222 — y? gibt h(z) := 22% — 2. Esist /() = 42 — 423 = 42(1 — 2)(1 + x). Also
haben wir die Flachstellen 0, 1, —1.

Es ist b’ (x) = 4 — 1222

Es ist h(0) = 4 > 0. Also liegt bei 0 ein lokales Minimum vor. Dies entspricht der oben gefundenen
lokalen Minimalstelle (0,0) von f unter Nebenbedingung g = 0.

Es ist h”(1) = —8 < 0. Also liegt bei 0 ein lokales Maximum vor. Dies entspricht der oben gefundenen
lokalen Maximalstelle (—1,1) von f unter Nebenbedingung g = 0.

Esist h”(—1) = —8 < 0. Also liegt bei —1 ein lokales Maximum vor. Dies entspricht der oben gefundenen
lokalen Maximalstelle (1,1) von f unter Nebenbedingung g = 0.

In diesem Beispiel war es also moglich, die Nebenbedingung einzusetzen und dann nach Extremwerten zu
suchen. Das ist aber nur in besonders einfachen Fillen so.

Aufgabe 134

(1) Nachweis, daf$ (xo,y0,20) = (0,0,0) eine Flachstelle von f unter Nebenbedingung g = 0 ist.

3x2+yz 0
ES ISt Vf(l',y, Z) = (2y+xz+2), alSO vf(07070) = ((%)

ry

oo

(91) 2z
Es ist N(z,y,2) = <(g1)y> = (2y+1>, also N(0,0,0) = (
(gl)z 2z

Zum einen ist in der Tat g;(0,0,0) =02+ 0%+ 0% +0 = 0.
Zum andern hat das lineare Gleichungssystem V;(0,0,0) = N(0,0,0) (r:), d.h. das lineare Glei-

chungssystem
0 0
(8) = @)m

Also ist (0,0,0) eine Flachstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0; vgl. Lemma aus §10.2.2.

die eindeutige Losung p; = 2.

Untersuchung von (o , Yo, 20) = (0,0,0) auf lokale Extremstelle von f unter Nebenbedingung g = 0.

Der Algorithmus zum Lésen von N(0,0,0)*uw = 0, d.h., in Standardnotation, zum Ldsen des
homogenen linearen Gleichungssystems
(o1o0]0),

gibt die Spalten von U = <é§> als Basis des Losungsraums {u € R**! : N(0,0,0)'u=0}.

Wir bilden
F(z,y,2) = f(z,9,2) —pro1(2,y,2)
= Bty +ayz+2y—2@2+y2+22+y)
= 23—y +ayzr— 222 — 222
Es ist
6z—4 z y
HF(I,y,Z) = ( z—2 T> .
y x—4
Also ist

Hy(0,0,0) = (’fé—g 8) .

0—4
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Es wird 40 o\ /10
t _ 100\ (74 _ _ (-4 0
U'Hp(0,0,00U = (001)( 9 (2)72) (8?) = (T0-1) -
Diese Matrix ist negativ definit nach dem Hauptminorenkriterium, denn es ist M;( (_3 _2)) =
det (—4) = —4 < 0 und Ma((7§_9)) =det(75_9) =16 > 0.

Also ist (0,0,0) eine lokale Maximalstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0; vgl. Lemma
aus §10.2.3.

Nachweis, daf$ (zo,yo,20,wo) = (1,—1,—1,1) eine Flachstelle von f unter Nebenbedingung g = 0
15t.

32
. 3y? g
Es ist Vy(z,y, z,w) = 5 | also Vy(1,-1,-1,1) = { 3 |.
3w? s
(gl):c (92)w 2z Yz 2 1
Es ist N(z,y, z,w) = EZBZ gz;z = ;Z Eiiiﬁ;; ,also N(1,-1,-1,1) = (:§ :§>
(91)w (92)w 2w yz

Zum einen ist in der Tat g1(1,—1,—1,1) =12+ (=1)2 + (—=1)24+ 12 =4 =0 und go(1,-1,-1,1) =
1-(=1)-(-1)+(=1)-(-1)-1—=2=0.

Zum andern hat das lineare Gleichungssystem Vy(1,—1,-1,1) = N(1,-1,-1,1) <z;), d.h. das
lineare Gleichungssystem

. . . 9/2 -
die eindeutige Losung (Z;) = ( _/ 6) , wie die Umformung
2 13 1 1]-3/2 10
-2 - 0-1| 6 01
(-2-23) ~ (0 0 0> ~ (00
2 1|3 0-1 6 00

Also ist (1,—1,—1,1) eine Flachstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0; vgl. Lemma aus
§10.2.2.

Untersuchung von (zo,yo,20,wo) = (1,—1,—1,1) auf lokale Extremstelle von f unter Nebenbe-
dingung g = 0.

ergibt.

Der Algorithmus zum Lésen von N(1,2,2,1)*u = 0, d.h., in Standardnotation, zum Lésen des
homogenen linearen Gleichungssystems

(1223 1[0) .

gibt nach den Umformungen

(G339 — (BT al8) - (LAY

0-1
die Spalten von U = <_;1[ 8) als Basis des Losungsraums {u € R** : N(1,-1,-1,1)'u=0}.
0 1

Wir bilden

F(I7y7zaw) = f(x,y,z,w) _plgl(xayasz) —0292(3572172,10)
x3+y3+z3+w3f%(x2+y2+22+w2—4)+6(xyz+yzw72).

Es ist

6x—9 6z 6y 0
6z 6y—9 6(z+w) 6z
6y 6(z+w) 6z—9 6y
0 6z 6y 6w—9

HF(x7yaZ>w) =
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Also ist
-3 -6 -6 0
—6-15 12 -6
Hp(1,-1,-1,1) <—6 12 —15—6>'
0 —6 —6-3
Es wird
-3 -6 -6 0 0_1
_ —6-15 12 -6 _
UtHF(l,—l,—l,l)U = (—(1) (1)(1)(1)) (—6 12—15—6)( % 8)
0 —6 —6—3 01
0 3
_ 0-110 27 0
= (71 00 1) (27 0)
0-3
- (D)

Diese Matrix ist negativ definit nach dem Hauptminorenkriterium, denn es ist Ml((_5§ ,g)) =
det (~51) = —54 < 0 und Ma(( 75 _8)) = det( 75 _8) = 324 > 0.

Also ist (1,—1,—1,1) eine lokale Maximalstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0; vgl.
Lemma aus §10.2.3.

Beachte, dafl vorausgesetzt wurde, daf} alle Variablen positiv sind, i.e. x >0,y >0, 2 > 0, w > 0,
v > 0.

Suche nach Flachstellen von f unter der Nebenbedingung g = 0.
2z
2y

Es ist Vy(z,y, 2z, w,v) = 2

—2w

—2v

yz O

zz 0

ES iSt N(SL’,y7Z,w,’U) = TY vw
0 zv

0 zw

Das Spaltentupel von N(z,y, z,w,v) ist schonmal stets linear unabhéingig.

Wir haben das Gleichungssystem

Vf($07y0720aw07710) = N(x07y0azo,w0;v0)’r
g1(xo,Y0,20,wo,v) = 0
92(z0, Y0, 20, w0,v0) = 0

zu lésen, d.h., mit r = <Z;) € R?*! das Gleichungssystem

2xo Y020 0
2yo0 ToZ0 0 o1
2 = ZoYo Vowo
—2wq 0 zovo P2
—2vg 0 zowo
ToYozo = 4
ZoWooy = 1.

Der erste Vektoreintrag gibt pq = 2y, 12’0_ L

Der zweite Eintrag gibt dann 2yg = p1x920 = 29533/61, also 23 = y2, also, da z¢, yo > 0, mithin
Lo = Yo -

Der fiinfte Eintrag gibt py = —2z5 'vowy '

Der vierte Eintrag gibt dann —2wy = pezovg = —2v3w, ', also w? = v2, also, da vy, wy > 0,
mithin vy = wy .

Der dritte Eintrag gibt dann 2 = pyxoyo + p2vowy = Qx%zo_l - 21}%20_1, also zg = 23 — v .

Nun gibt g1 = 0, daB 4 = zyo20 = 23(22 — v3).

Ferner gibt go = 0, da8 1 = 2qwovg = v3(zd — v3).
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Es folgt, daf3 49562 = (22 —v3) = vgz, also, da xg, v9 > 0, mithin o = 2vg .

Dies eingesetzt in g; = 0 gibt dann wiederum 4 = z3(23 — v3) = 12v¢, also, da vy > 0, mithin
Vo = 3-1/4,

Wir schreiben kurz o := 371/4,

Insgesamt ist somit notwendigerweise
(0,90, 20, w0 ,v0) = (20, 20,302, a, @)
mit Lagrangemultiplikator
(n) = 5o (D)
Man bestéatigt duch Einsetzen in unser Gleichungssystem, daf} dies in der Tat ein Flachpunkt von
g unter der Nebenbedingung g = 0 ist.

Untersuchung der Flachstelle auf Extremstellen unter der Nebenbedingung g = 0.

Der Algorithmus zum Lésen von N (2a, 2a, 302, a, )t u = 0, d.h., in Standardnotation, zum Losen
des homogenen linearen Gleichungssystems

y

0 )

0 1122770 0
o d
0 00 1 %a%a

6a®6a®4a®? 0 0
0 0 a? 3a%3a®

gibt nach den Umformungen
60”60”40 0 0 |0 112277 0 0

A E

0 0 o 3a®3a%|0 00 o 3a°3a°

0 110-1-1]0
o) ™ Loo1zazalo

die Spalten von

-1 1 1

1 0 0

U = 0—%04—%&
0 1 0

0 0 1

als Basis des Losungsraums {u € R%*! : N(2a,2a,30%, a,a)tu=0}.
Wir bilden
F(%yaZ,UhU) = f(a%y’zawvv)_Plgl(x,yyzﬂﬂav)_P292($ay72’71U,U)
= ?+yi+2z-wr—v’-2a(ayz—4)+2a (20w —1).

Schreiben wir 8 := 272 =2.371/2,

Es ist
2 —Bz =By 0 O
—Bz 2 —Bzx 0 0
Hp(x,y,z,w,v) = | =By =Bz 0 Bw Bv
0 0 pBw —2 Bz
0 0 pBv Bz —2
Also ist
2 -2 -—2a8 0 O
-2 2 228 0 0
Hr (20, 20,302, a,a) = | —208 —208 0 af af
0 0 aff =2 2
0 0 a2 =2
Es wird
2 —2-2a8 0 O -1 1 1
-11 000 -2 2 —2a8 0 0 1 0 0
U'Hp (20, 20,302, 0, 0) U = 10-2a10|| 208208 0 ap ap 0-3a—3a
10-3a01 0 0 af -2 2 0o 1 0
0 0 aB 2 -2 o o0 1
-4 4 4
—-11 000 4 0 0
= 10-3a10 0—af —af
10-3c01 0 -3 1

0 1 -3
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Diese Matrix ist nicht positiv definit, da sie einen nichtnegative Hauptdiagonaleintrag hat. (In der
Tat sogar drei.)

Diese Matrix ist nach dem Hauptminorenkriterium weder positiv noch negativ definit, da

8 -4 —4
M2(<:3 2 g)):det(_ifé):o.

8 —4 —4 -4 2 6 -4 2 6
Es ist aber det(—4 2 6) = —det( 8 —4 74) = —det( 00 8) =—(—4)-(—32) = -128 £ 0.

-4 6 2 -4 6 2 04—4
Also ist die zu untersuchende Flachstelle (2, 2ar, 302, o, o) = (2-371/4, 2.371/4 31/2 3-1/4 3-1/4)
weder ein lokales Maximum noch ein lokales Minimum, sondern eine Sattelstelle von f unter der
Nebenbedingung g = 0.

Aufgabe 135

Seien alle Lingen in cm ausgedriickt, entsprechend Flichen in cm? und Volumina in cm?®.

3

Ferner bezeichnet hier nun r einen Radius, nicht den Lagrangemultiplikator.

(1) Es ist nach einer lokalen Minimalstelle der Oberfliche f(r, h) := 27 (r2+7h) unter Nebenbedingung

g1(r,h) := r?h — 7 - 16 = 0 gefragt, auf dem Definitionsbereich (Rsg)?.

Auffinden der Flachstellen von f unter Nebenbedingung g = 0.

Es wird Vy(r, h) = 2r (27").

Es wird N(r,h) =7 (2:2h).

Die Spalte von N(r, k) ist iiberall ungleich 0, d.h. das Spaltentupel von N(r, h) ist iiberall linear
unabhéngig.

Wir haben also das Gleichungssystem

2ro+ho _ 2roho
2w () = w(UR0) e

716

mrého
zu losen.
Der zweite Vektoreintrag gibt p; = 2r, 1
Der erste Vektoreintrag gibt dann 4rg + 2hg = 2rghg - 27’0_1, d.h. 4rq + 2hg = 4hg, d.h. 2rg = hg.
Die untere Gleichung liefert schlielich aus 773 - 2rg = 7 - 16, daBl ro = 2 und hy = 4.

Einsetzen bestitigt, dal (1o, ho) = (2,4) in der Tat eine Flachstelle von f unter Nebenbedingung
g = 0 ist. Der zugehorige Lagrangemultiplikator besteht aus p; = 1.

Untersuchung der Flachstelle (ro,ho) = (2,4) auf Extremstelle, jeweils unter Nebenbedingung
g=0.
Das lineare Gleichungssystem N (2,4)'u =0, d.h. 7 (16 4)u = 0 liefert U = (711/4)
Es ist
F(r,h) = f(r,h) — prgi(r,h) = 2n(r®> 4 rh) —1- (7r®h — 7 -16) = w(2r® + 2rh — r>h + 16) .
Also ist o 92

Hp(r,h) = (2721” 0 T)

und somit insbesondere 4o
Hp(2,4) = w(jgo) .

Nun ist
U'Hp(2,4)U = (-1/4 1) w(:g_i) (*11/4) = 7w (-1/4 1)(17;) = (3m/4)

positiv definit. Also ist (rg,ho) = (2,4) in der Tat eine lokale Minimalstelle von f unter der
Nebenbedingung g = 0.
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(2) Es ist nach einer lokalen Minimalstelle der Oberfliiche f(r, h, k) := m(r?+2rh+r(r? +k?)'/?) unter
Nebenbedingung g1 (r, h, k) := Er?(3h+ k) —45(5+ 3v/5)m = 0 gefragt, auf dem Definitionsbereich
(R>0)®.

Auffinden der Flachstellen von f unter Nebenbedingung g = 0.

2r42h4(r2+k2) Y 2 4r2 (P24 k%)~ 1/2 2r4+2h+(2r2 +k2) (r2+k2) /2
Es wird Vy(r,h, k) = 2r =7 2r .

Tk)(T2+k2)71/2 rk(r2+/€2)71/2
6rh+2rk
Es wird N(r,h, k) = % 3r? .

Tz

Die Spalte von N(r,h, k) ist iiberall ungleich 0, d.h. das Spaltentupel von N(r, h, k) ist iiberall

linear unabhéngig.
6roho+2roko
3 1
5

45(5 + 3v/5)m

Wir haben also das Gleichungssystem

<2r0+2h0+(2r§+k3)(7~3+k§)1/2 )
s

27‘0
roko(rg+kg)~1/?

@l

2r2(3ho + ko)

zu l6sen.

Der zweite Vektoreintrag gibt p; = 2rg L

Der dritte Vektoreintrag gibt dann roko(rg + k3)~/2 = 2rq, also (rd + k3)~1/2 = 2kg!, also
r¢ + k¢ = 3k3 , also r3 = 2k, also ro = SkoV/5.

Der erste Vektoreintrag gibt dann

2ro + 2ho + 2(2r¢ + k3)kg ' = 2(6ho + 2ko) ,

d.h.
3 + 3ho + 213k L + ko = 6ho + 2ko ,
d.h.
3koV/5 + 3ho + Sko + ko = 6ho + 2ko
d.h.

%ko(l + \/5) = hy
Die untere Gleichung gibt schliellich
533 (3ko(1+ V5) + ko)) = 45(5+3V5)7 ,

d.h.

Sk3(3+3V5) = 45(5+3V5) ,
d.h.

S k(54 3v5) = 45(5+3V5) ,
d.h. 2k§ =45, d.h. k§ =216, d.h. ko = 6.
Es folgen rg = %ko\/g =3v5 und hy = %ko(l +5) =3+ 3v/5.
Einsetzen bestitigt, daB (ro,ho, ko) = (3v/5,3 + 3v/5,6) in der Tat eine Flachstelle von f unter
Nebenbedingung g = 0 ist. Der zugehorige Lagrangemultiplikator besteht aus p; = %\/5
Untersuchung der Flachstelle (ro , ho , ko) = (3v/5,3 + 3v/5,6) auf Estremstelle, jeweils unter Ne-
benbedingung g = 0.
Das lineare Gleichungssystem N (3v/5,3 4+ 3v/5,6)u =0, d.h. I ( 2704905 135 45 )u = 0 liefert

(—S@—ﬁ) —§<3—¢5>>
U = 1 0 .
0 1
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Es ist
F(Ta h7k) = f(’l’,h,k) - plgl(ra h7k)
= w((r*+2rh+r(r? +k*)V2) — Z/5(3r?(3h + k) — 45(5 + 3V5))) .
Also ist
HF(T, h7k)
24+4r(r2+k2) "2 (22 4 k) r(r24k2) T3/2 2 2k(r24k2) T2 (202 4R k(r2+k2) 73/2 0 6r2r
= 7 2 0 0 - 2V5 <6r 00
k(r2+k2)_1/27rkr(r2+k2)_3/2 0 r(r2+k2)_1/27rkz(r2+k2)_3/2 2r 0 0
247 (2r243k2) (r2+k2)7%/2 2 EK3(r24k2)73/2 0 6r2r
= n( 2 0 0 -2 5<6r00>)
k3(r2+k2)_3/2 0 'r3(7‘2+k2)_3/2 2r 0 0
und somit insbesondere
2+22f/27 2 8/27 0 18V5 6v5
Hr(3v5,3 +3v5,6) = 0 —2V5[1vs 0o o |)
8/27 0 5f/27 6v5 0 0
544-22+/5 —54 —28
= £7 —54 0
—28 0 5V5
Nun hat
3 = 54+22/5 —54 —28 3(3 VE) —1(3—vE)
U'Hp(3vV5,3+3V5,6)U = *( §(3 vE) 1 0) —54 0o 0 < ° ) )
—5(3-v5) 0 1 —28 0 5V5 0 1

_ L(540—171\/5 225—72\/5)
o 108\ 225-72¢5  90-9v5 ) ]

den ersten Hauptminor

7=(540 — 171V/5) ~ 4,585 > 0
und den zweiten Hauptminor
1082( 20250 + 12150v/5) ~ 5,854 > 0,
ist also positiv definit. Also ist
(ro,ho ko) = (3v5,3+3V5,6) ~ (6,708, 9,708, 6)

in der Tat eine lokale Minimalstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0.

Skizze einer Dose.

)\

(
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Aufgabe 136
(1) BEs wird (2+31) — (5+i)=2+3i —5—1=—3+2i.
(2) Es wird (2 +31)(5 4 2i) = 10 + 15i + 4i 4 6i® = 4 4 19i.
(3) Es wird (1+1)% =14 2i +i? = 2i.

Skizze.
A
2i
i 1+i
1
241 (241)(1+i) 2+42i4i+i% 1430 1, 3.
4) E d = = - — 135
(4) Es wir =i =D+ 2 3 5 +5i
Aufgabe 137
2 i . i .
(1) Bs wird 2 — 2 = 5 L = (1-i)- 4t =1-3i

1-1i)
A0 T TN
i)?

P =(4+4i+i%)3 = (3+4i)=3%+3-32-4i +3-3-4%i? +4%1% =

(2) Es wird (2+1)° = ((2+
= —117 + 441.

27 + 1081 — 144 — 64i
Es wird (141)'% = (1 4+1)?) = (1 +2i +i?)? = (2i)? = 512(i*)%i = 512i.

3)
: i i i i+4i42i? : : :
(4) Bswird (321)2 = (GE2REED )2 — (631041421202 L (44.71)% = L (16+56i+49i%) = —2+ 35 i
(5)
(6)

5) BEs wird |(3+4i)%| = |(3 +41)|° = ((32 +42)1/2)% = 125.
6) Es wird L
Re((1+2i)72(2—1)) = Re(5(1—-2i)%(2+1))
= 5= Re((—3—4i)(2+1))
= 5-Re(—6—8i —3i +4)
= -2

Aufgabe 138
Schreibe z = a+ bi und w = c+ di mit a, b, ¢, d € R.

(1) Eswirdzfw=a+bi+c+di=a—bi+c—di=a+bi+c+di=2%+w.

(2) Eswird z-w = (a + bi)-(c + di) = (a—bi)-(c—di) = (ac—bd)—(ad+bc)i = (ac — bd) + (ad + bc)i =
(a+0bi) (c+di) =7z w.

(3) Es wird 2% = (a + bi)(a — bi) = a® — b%i% = a® + b% = |2|2.

(4) Es v;ir(é g(z +2) = 3((a+bi) + (a—bi)) = a=Re(z) und 7-(z — 2) = 5-((a + bi) — (a — bi)) =
(5) Mit (2) und (3) wird |zw| = (|zw|?)Y/? = (zwzw)/? = (zwzw)'/? = (z22ww)"/? = (|2|*|w|?)Y/? =
2] |-

(6) Es wird 1 = [1] = |2271| = |2||]z7}|, und also |z71| = |2|7L.
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Aufgabe 139

(1)

Wir setzen z = a+bi an mit a, b € R. Es sollte —i L (a+bi)? = a®+2abi +b%i% = (a® —b?) +2abi
sein. In anderen Worten, wir suchen nach den Lésungen des (nichtlinearen) Gleichungssystems

a?—-v = 0
2ab = -1
Da hilft nur Einsetzverfahren.
Aus der zweiten Gleichung folgt a, b # 0 und b = —i. Dies eingesetzt in die erste Gleichung
erhalten wir a® = b2 = ﬁ, also a* = %, also a? = i%. Da a € R ist, folgt a® = % Daraus
wiederum ergibt sich @ = +3+/2. Somit wird b = — 5= = F1v/2. Fiir jede Losung z € C ist also

e (~3VEL - 1), +5VE1 - 1)) .

Umgekehrt sind dies beides auch Losungen.

Alternative Losung. Man rét, daf§ :l:%\/i(l — 1) Losungen sind und bringt vor, dafi das Polynom
22 + i wegen Grad 2 maximal 2 Nullstellen haben kann.

Schreibe w := 2%2. Es mul w? = —1 sein. Wir setzen w = ¢+ di an mit ¢, d € R. Es sollte
14 (c+di)? = (¢® — d?) + 2cdi sein. Wir suchen also die Losungen des Gleichungssystems

A-d = -1
2cd = 0

Wegen ¢ € R gibt die erste Gleichung, dal d?> = 1 + ¢ # 0, mithin d # 0. Daher gibt die zweite
Gleichung, dal ¢ = 0. Die erste Gleichung dann wiederum gibt d? = 1, also d = +1. Fiir jede
Losung w € C mit w? = 1 ist also

w € {—i,+i}.
Umgekehrt sind dies beides auch Lésungen.
Nun haben wir noch 22 = w in diesen beiden Fillen zu l6sen.
Fallw = —i. Aus (1) erhalten wir z € {—3v2(1 — 1), +3v2(1 — i)}
Fall w = i. Wir gehen analog zu (1) vor. Wir setzen z = a + bi an mit a, b € R. Es sollte
P = (a4 bi)? = (a® — b?) + 2abi sein. In anderen Worten, wir suchen nach den Lésungen des
(nichtlinearen) Gleichungssystems

a? - = 0

2ab = 1

Aus der zweiten Gleichung folgt a, b # 0 und b = ﬁ Dies eingesetzt in die erste Gleichung

erhalten wir a? = b = ﬁ, also a* = i, also a? = :I:%. Da a € R ist, folgt a? = % Daraus

wiederum ergibt sich a = :l:%\/i Somit wird b = % = :l:%ﬁ Fiir jede Losung z € C ist also
z € {-3V2(1+1), +3v2(1 +1)}.

Umgekehrt sind dies beides auch Losungen.

Insgesamt ist fiir z € C also genau dann z* = 1, wenn
z € {=3v2(1—1), +3v2(1 — 1), —4v2(1 +1i), +1v2(1 + 1)} .

Alternative Losung. Man rét diese 4 Losungen sind und bringt vor, dafi das Polynom z* — 1 in C
wegen Grad 4 maximal 4 Nullstellen haben kann.
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Aufgabe 140

(1) Schreibe z =a+bi mit a, b € R.

Eine Losung ist z = 1. Weitere reelle Zahlen treten nicht als Losung auf. Also kénnen wir b # 0
voraussetzen.

Es wird (a + bi)? = a® + 3a2bi + 3ab?i? + b%1% = a(a® — 3b%) + (30> — b?)bi.
Somit haben wir das Gleichungssystem

a(a? — 3b%) 1
(3a2 =bv)b = 0

Aus der zweiten Gleichung und aus b # 0 folgt b*> = 3a?. Dies in die erste Gleichung eingesetzt
gibt a(a? —9a?) = 1, d.h. —=8a® =1, d.h. a = —%. Daraus dann wiederum ergibt sich b% = %, d.h.
b=+1V3.

Jede Losung erfiillt also
— : 1, i 1 i
Dies sind alle drei in der Tat Losungen von 2% = 1, wie man durch Einsetzen bestiitigt.

(2) Finden wir zunichst alle Lésungen von w? = 1 mit w € C.
Setzen wir w = ¢+ di mit ¢, d € R an. Es ist 22 = ¢ — d? + 2cdi.

Aus ¢ —d? =1 und 2cd = 0 folgt ¢ # 0, also d = 0, also ¢ = £1. Also
w = c+di € {-1, +1}.

Beides sind in der Tat Losungen.

Also ist fiir z € C

=1 = (z*)? =1 = 23 e {-1,+1}.

F=1 = e {l 3+iVE 5 5V3)
Bleiben also alle z € C mit 23 = —1 zu finden. Wiederum mit (1) wird

P=—1 = (—23=1

Insgesamt ist 2% = 1 fiir 2 € C genau dann erfiillt, wenn
ze {-1,+1, 3 +4v3, 1 -3iv8, -1 +iv3 -1 - 13},
Vgl. auch Aufgabe 146 unten.

Aufgabe 141

(1) Es wird |2| = |Re(z) + i m(z)] < |Re(2)| + |i Im(2)| = | Re(2)| + | Tm(2)].



272

(2) Zur ersten Ungleichung,.

Zum einen ist

D.U.
2| = fw] = [(z —w) +w| = w| < [z —w+w]-|w| = |z-w]

Zum anderen gibt nun Vertauschung von w und z
w| = 2] <fw = 2] = [z —w|

Insgesamt also
2] = fw]| = max{|z] —[w], |w| = |2[} < |z —w].

Zweitere Ungleichung folgt aus ersterer durch Ersetzen von w durch —w.

Vgl. §1.2.

Aufgabe 142
Es wird

sin(i) = Y02 (—1) "oy ~ - i+ i = (14 L+ )i = i = L1751

Allgemein ist sin(z) = 5-(e'* — e7'%) fiir z € C; cf. Bemerkung aus §11.2.2. Speziell wird also

sin(i) = (et —e ) = —I(e7! —e!) = I(e—1) ~ 1,175201191i ,

in guter Ubereinstimmung mit der zuvor bestimmten Néherung mittels definierender Reihe.
Aufgabe 143

(1) Bs wird /2 = 04 (7/2)1 — 0(cos(7/2) + isin(n/2)) = i.

(2) Es wird e@+71/3 = eIn(2) (cos(nr/3) + isin(n/3)) = 2(3 + 1v3) =1+ iV53.
Aufgabe 144

(1) Es wird e!317/2 = ¢l (cos(37/2) + isin(37/2)) = e(0 + i(—1)) = —ie = —2,71828 1.
(2) Es wird

Im(e~™(M+717/6) — Tm(e= (") (cos(77/6) + isin(77/6))) = e~ ™7 sin(7r/6) = 1(-%) = —& =~ 0,07143.

(3) Es wird e(1+)7) = e27% = !/2(cos(—1/2) + i sin(—1/2)) ~ 1,44689 — 0,79044 i.
(4) Es wird

@A+ — 6B (cos(In(3)) +isin(In(3))) = 3(cos(In(3))+isin(In(3))) ~ 1,36449+2,671731 .
Aufgabe 145
(1) Es wird z.B.
cos(2i) = (e'H +e ) = L(e7? +e?) & 3762196 € R.o;

vgl. Bemerkung aus §11.2.2.
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Allgemein gilt
cos(z+m) = LG+ fem(24m) = L(eizel™ yemi2e—im) = L(—e'* —e71?) = —cos(2)

fir z € C.

Speziell wird z.B.
cos(2i +m) = —cos(2i) =~ —3,762196 € R._5.

Aufgabe 146

(1)

Von vorneherein ist z # 0, da 0% = 0 # 1.

Wir suchen z € R und y € [0,27) mit z = e*+1¥ 5o, daB 2 = e3(*+iv) L9
Dies gibt
1 £ BE+iy) — 3 *(cos(3y) + isin(3y)) .
Insbesondere sollte '
= |1] = |e**(cos(3y) + isin(3y))| = **
sein, also x = 0; beachte, dafl die Exponentialfunktion eine iiberall positive Ableitung hat, daher
streng monoton wachsend und insbesondere injektiv ist.
Es verbleibt '
1 = cos(3y) + isin(3y) .

Vergleich der Realteile liefert die Bedingung 3y é {27k : ke€Z}, dh y é {27k/3 : k€ Z}. Da
zudem y € [0, 27) vorausgesetzt ist, folgt y € {0, 27/3, 47/3}.

Fiir diese y ist auch sin(3y) = 0 erfiillt; also gilt dort auch die Gleichheit der Imaginérteile.

Wir erhalten

{z€C:22=1} = {cos(y) +isin(y) : y € {0, 27/3,4n/3}} = {1, =3+ 5V3, -3 — 3V3}.

Von vorneherein ist z # 0, da 0° = 0 # 1.

Wir suchen z € R und y € [0,27) mit z = e®*1¥ so, daf 26 = 6@ +1y) L.
Dies gibt
1 £ Sletin) — o6 “(cos(6y) +isin(6y)) .

Insbesondere sollte

3z

= |1 L e3$(cos(3y)+isin(3y))| = e

sein, also x = 0. Es verbleibt
1< ¢ 0s(6y) + isin(6y) .

! !
Vergleich der Realteile liefert die Bedingung 6y € {27k : k€ Z}, dh. y € {nk/3 : k€ Z}. Da
zudem y € [0, 27) vorausgesetzt ist, folgt

y € {0m/3, 17w /3, 2w /3, 3w /3, 4w /3, 57 /3} = {0, «/3, 27 /3, 7, 47 /3, b7 /3} .

Fiir diese y ist auch sin(6y) = 0 erfiillt; also gilt dort auch die Gleichheit der Imaginérteile.
Wir erhalten

{zeC:26=1} = {cos

(y) + isin Yy , /3, 2n/3, 7, 4w /3, bm/3} }
- {13445

n(y) : y € {0
~}+ 4V L -} - 33 5 1B}

Vgl. Aufgabe 140.



274

Aufgabe 1

47

(1) Quadratische Ergénzung gibt

Also

(2) Setze

2422 42=(2+1)2+1.

ist
{zeC:22+2242=0} = {2€C: (z+1)?2?=-1}
= {ze€eC:z+1€e{-i,+i}}
N
n wir z = w?, so folgt 2% + 2z + 2 = 0, was dank (1) dquivalent ist zu z € {—1 —1i, =1 +i}.

Esist w?2 = —1 — 1 = /2¢571/4 dquivalent zu

w € {_21/4e5m/8, +21/4e57ri/8} _ {21/4el3wi/87 21/4e5ﬂi/8}.

Es ist w? = —1 +1 = v/2e3™1/4 Hquivalent zu

w € {721/46%1/8, Jr21/4637r1/8} _ {21/46117ri/87 21/463m/8}.

Also ist

Q

{weC:w'+20w2+2=0}
{21/46137ri/8 21/4e5ﬂ'i/8 21/4e117ri/8 21/4e3ﬂ'i/8}

{0,45509 — 1,09868 i, —0,45509 + 1,09868 i, —0,45509 — 1,09868 i, 0,45509 + 1,098681 } .

Aufgabe 148

(1) Schrei

z

e’ = e~

ibe z = x + iy mit z, y € R. Gem#fl Bemerkung aus §11.2.2 ist

W — e%(cos(—y)+isin(—y)) = e®(cos(y)—isin(y)) = e¥(cos(y) + isin(y)) = er+iv = 7.

Man koénnte auch die die Exponentialfunktion definierende Reihe summandenweise konjugieren.

(2) GemifB Bemerkung aus §11.2.2 ist

sin(z)? + cos(z)?

(3) Esist

(%(eiz _ efiz))Q 4 (%(eiz + e*iz))Q
— _i( eiz)Q _ Qeize—iz + (e—iz)Z) + i((eiz>2 +Qeize—iz + (e—iz)Z)
(7e2iz+27672iz+e?iz+2+672iz)

sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w)

%( —12). %(eiw—i-e_iw)—i—%(eiz +e_iz)~%(eiw—e_iw)

4711( —1z 1w + e—iw) + ( iz + e—iz)(eiw _ e—iw))

4171( i(z4w) _ el( z4w) 4 elz—w) _ efl(z+w)) ( i(z4w) + el(—ztw) _ Gi(z—w) _ efi(z+w)))
L ((elew) — emilzHw)) 4 (i (s+w) _ g=i(e+uw)))

21 eilztw) _ —1(z+w))

sin(z + w) .
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Es ist

cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w)

l(eiz T e—iz) . %(eiw T e—iw) _ %(eiz _ e—iz) . %(eiw _ e—iw)

((eiz + e—iz)(eiw + e—iw) + (eiz _ e—iz)(eiw _ e—iw))

((ei(erw) 4 ei(ferw) 4 ei(sz) 4 efi(erw)) 4 (ei(erw) _ ei(ferw) _ ei(sz) 4 efi(erw)))
— Z((ei(z+w) 4 e—i(z+w)) 4 (ei(z—i-w) 4 e—i(z+u))>)

(ei(erw) _|_efi(z+w))

N N )

1
2
cos(z + w) .

Vgl. Bemerkung aus §11.2.2.
Aufgabe 149
(1) Es wird

cos(z)? = %(Cos(:v)2 —sin(z)?) + %(cos(:z:)2 +sin(z)?) = %cos(2x) + % -1 = %(COS(2QZ) +1).

(2) Es wird
cos(:zc)2 = (é(eiw+e—iw))2 - %((eiw)2+2eixe—ix+(e_iz)2>
= i e?ix+2+e—2ix) — %.%(QQix_’_e—Qix)_’_i.Q _ %cos(2x)+%,
(3) Es wird
Jo cos(z)?dz = % [/ (cos(22) +1)dz = L[isin(2z) + )Ty = J .
(4) Es wird
foﬁcos(x)zda: = Oﬂi(e2ix+2+e_2m)dx
= Bt 20 dre il

(271i6217'r + 27 + }gie_giﬂ) _ i(zie2i‘0 +2.04+ %Qie—QiO)

i
(37 + 27— 37) = i(ar — 27)

T SN

Aufgabe 150
(1) Mit der Eulerschen Formel aus §11.2.2 wird

/Wei‘”dz = /ﬂ(COS(I)+iSiH($))d$ = [sin(x)]f_g+i[—cos(z)]i_y = (0—0)+i(1—(-1)) =2i.
0 0

(2) Erster Weg. Nach der Additionsregel fiir den Sinus aus §11.2.2 ist sin(2z) = 2sin(z) cos(x). Mit
einer linearen Substitution folgt

foﬂ/Q sin(z) cos(z) dx =

ST PN T ST S
|
Q
]
2]
—
<
S~—"
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vgl. §6.3.1, Beispiel, (3).

Zweiter Weg. Einsetzen der Formel fiir sin und cos in Termen der Exponentialfunktion aus §11.2.2

gibt
foﬂ/z sin(z) cos(z)dz = foﬁ/Q (el —emi#) . L(el? 4 o7io)dy
_ foﬂ/2 i(emz — e 2i7) dg
iz —2iz17/2
= Fl5€"" — e }xio
= sz -1) - (-1 -1)
L

|
—

|
i

|
i
N~—

(SIS

(3) Einsetzen der Formel fiir sin und cos in Termen der Exponentialfunktion aus §11.2.2 gibt
/2 . 3 2
Jo 7 sin(x)? cos(x)? da

/2 iz —ix iz —ix
= [P (T — e )R (el e i7))2 da
. Tr/2(esiz — 3el® 4 3e~17 — e73i7)) . (217 4 2 4 o~ 2i7)) dg

321 JO
. _ 1 /2, Bix _ A3iz ix —ix —3ix _ ,—bix
= —37 )y (e e 2e'" 4 2e7 1" + e e 2 dx
_ 111 5iz _ 1 319: 1 11: 1 —iz 1 —3ixz _ _1 _—bix
= —alse 31 —27e'" + 2507 4 e —sre ] dx

ix —bix ix —3ix ix —iz\17/2
= —algr (e e >—&<3 +e73) —23(e e i)

_ 1 /1 1 1
= —1(5 -3 21)
_ 2

15
= 0,13

Aufgabe 151

(1) Schreibe r := Re(A) und s := Im(A). Schreibe u(z) := Re(f(z)) und v(z) := Im(f(z)) fiir x € D.
Unter der Verwendung der Definition eines Integrals einer komplexwertigen Funktion aus §11.3.2
und der reellen Regeln fiir Vertauschung von Linearkombinationen und Integralen aus §6.2 wird

[PAf(z)de = [P(r+ si)(u(z)+ iv(z))dz
= [Y(ru(z) — svu(@)) + i(ro(z) + su(z)) dz
= fb(ru(x)—sv( dx+1f (ro(z +su()dx
= r[lu(@)de —s [Co(z)de + ir [Do(e) dz + s [ u(z) dz
= (r+ls)f ()dw+(r+ls) I ()dw
= A [Ju(z)dz 4+ Ai [ o(z) de
— A u(x) de+1 [P v(z) dz)
= A f(2)de

(2) Sei ¢ € [0,27) so, daB f: f(z)dz = re'® fiir ein 7 € R . (Falls das Integral den Wert 0 annimmt,
kann hierfiir ¢ = 0 und r = 0 gewihlt werden.)
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Beachte, dafl fab e” ¥ f(x)da W iy fj fx)dz =r € Rxo.

Beachte ferner, daB | Re(z)| = (Re(2)?)'/2? < (Re(2)? 4 Im(2)?)1/2 = |2| fiir 2z € C.

Schreibe u(z) := Re(e™'? f(z)) und v(z) := Im(e~ ¥ f(z)) fiir z € D.

Unter Verwendung von (1), der Definition eines Integrals einer komplexwertigen Funktion aus
§11.3.2 und der Dreiecksungleichung fiir reellwertige Integrale aus §6.2 wird

2 fa)dal = e | [ f(x) dal
= Je71% [ f(x) da]
= | [, e % f(x)da|
| Re( fbe‘i“’f(x) dz)|
|} () da|

1
u2+v2

< f |u )| dz
= fa |Re(e™ ¢ f(z))|dz
< S leT e f (@) da
b,—i
= [, le7¥] [ f(z)]dz
b
= [, If(@)ldz.
Aufgabe 152
Schreibe s = v + iv mit v, v € R.
(1) Zum einen ist
(Re(fe))" = (Re(5%;e" (cos(va) + i sin(vz))))’
= u2<1H)2 (e"*(ucos(vz) + vsin(vz) ))/
ﬁ(ue“ (ucos(vz) + vsin(vz)) + e (—uwv sin(vz) + v? cos(vr))
- uinQ (u?e¥® cos(vx) + v2e"® cos(v))
= e" cos(vx)
= Re(elutvi)z)
= Re(e®”).
Zum anderen ist
(Im(%e”’))/ = (Im(%em(cos(ux ) + isin( vx))))/
!
= (e“*(—v cos(va) + usin(vz)))

= uzin (U‘Qeum sin(v:z:) + v2eu® Sln( VT )

e sin(vzx)
— Im(e(qu'ui)z)

= Im(e®”).

ﬁw(ue”(—v cos(vx) + usin(vz)) + e“*(v? sin(vz) + uv cos(vr))
)

Mit dem (reellen) Hauptsatz aus §6.2 wird also

ff eTdx = f; Re(e®*)dz + i fab Im(e*)dz = [Re(%e”)]izu + i[Im(%e”)]g:a )
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(2) Der Integrand auf der linken Seite ist die reellwertige Funktion
1 1 z—35 + T—s _ 2(z—Re(s)) _ 2(z—Re(s))
x—s | ©—§ (z—s)(z—5) * (z—s)(z—3) 22 —2Re(s)+]s|? (z—Re(s))2+Im(s)2

Mit dem (reellen) Hauptsatz aus §6.2 bleibt also nachzurechnen, dafl dies auch die Ableitung der
rechts in eckigen Klammern stehenden Funktion ist.

Aber mit der Kettenregel wird

In((z — Re(s))? + Im(s)2)/ = ((z —Re(s))* + Im(s)2)71 -2(x — Re(s)) ,

wie gewtiinscht.

(3) Nach Division durch i bleibt zu verifizieren, dafl f:%(xis - -L)dz L [2arctan((z —
Re(s))/ Im(s)) ] = -

Der Integrand auf der linken Seite ist die reellwertige Funktion

r—35 r—s 2Im(s 2Im(s

i o —s)(@=5)  (@=s)(@=5) T 22-2Re(s)+[s]> ~ (z—Re(s))’>+Im(s)? ’

Mit dem (reellen) Hauptsatz aus §6.2 bleibt also nachzurechnen, dafl dies auch die Ableitung der
rechts in eckigen Klammern stehenden Funktion ist.

Aber mit der Kettenregel wird

/ m(s m(s
(2arctan((= — Re(s))/Im(s))) = 2 ((szezs/)I)/I(rg(s)VJrl = (sz,ez(sI))Z(Jr)Im(s)z ’

wie gewiinscht; vgl. §6.2, Beispiel, (3).

Aufgabe 153

Zunéchst ist
2 +1 = (z—i)(z+i).
Wir machen demgeméifl den Ansatz

x T ! A B C

@+ DE+1])  @r)e-De+D)  zti i a4l

und suchen A, B, C' € C. Multiplikation mit (x + i)(x — i)(xz + 1) auf beiden Seiten gibt die Bedingung

e = A+ (1 -z —1)+BE>+ (1 +i)z+1)+CE2+1).

A
Koeflizientenvergleich gibt folgendes lineare Gleichungssystem fiir (g) € C3*! welches wir sogleich um-

formen.
~i i1l0 11 110 10 1/2+i/2/0 10 0]1/4+i/4
(1—i 141 0 1) s (0 21 1+i o) s (0 11/2-i/2 0) > (0 10 1/4_1/4>
1 11|0 0 2i —1+i| 1 00 La]1 001  -1/2
Folglich ist A =41 B =141 C=-1 Eswird
x _ 1+i 1—i
Jo @)@+ dz T fo pda+ fo 7= dz — ’fo w41 Az
1 i
= %fo(a: (1 1) ) dx+1fo(x_(1_j) _ﬁ) dx_%[ln(f"_l)]izo
= i[ln(x2 + 1)]95 ot % [21 arctan(z/(—1))]1_, — %ln(Q)
= %ln(Z) arctan( 1) — %ln(Q)
= —% ln(2) + g
~ 0,2194122866 .
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Aufgabe 154

(1) Zunéchst ist
2 +1 = (z—i)(z+i).

Wir machen demgeméfl den Ansatz

(x+1)?2  2*4+224+1 1 A n B n C n D
(2 +1)2 (z—i)2(x+i)2 x—1 (r—1)2 x+i (z+1i)?

und suchen A, B, C, D € C. Multiplikation mit (z — i)? (x + i)? auf beiden Seiten gibt die
Bedingung

420 +1 = Ax® +iz® + 2+ 1) + B(2? + 2iz — 1) + C(2® —iz? + = — 1) + D(2? — 2iz — 1) .

A
Koeflizientenvergleich gibt folgendes lineare Gleichungssystem fiir <§> € C**! welches wir so-
D

gleich umformen.
-1 —i —1|1 1 0 1 0 i| —1/2— 1/2 1000
12i 1 -2i(2) _, (0-1-2i -1 — (0100
i1 - 1|1 0 2i 0 —2i i 1/2+1/2 0010
1 0 1 00 i1 2i 0001

Folglich ist A=—%,B=-1,C=1%,D=31.Eswid

fol ((:52111))22 de = —%(fol wii — m_lH dz) — %fl o 1)2 de+ 1 fo (x+1)2 dx
i e
VS T T
RS S VAP N VI P
= §+3:

~ 1,2853981634 .
(2) Zunichst ist
et 44 = (2 420)(2?-21) = (z—1—-i)(z+1+i)(z—1+i)(z+1-1).

Wir machen demgeméfl den Ansatz

1 1 ! A B C D

A4 G-l eI+ 0)@tl—0) r—1-iletiti a—1+i zri-i

und suchen A, B, C, D € C. Multiplikation mit (z — 1 —i)(zx +1+i)(z —1+1i)(x +1—1) auf
beiden Seiten gibt die Bedingung

1 £ A@®+ (1+1)2 + 2iz — 2+ 2i) + B(a® — (1 +1)22 + 2iz + 2 — 2i)
+ C(2®+ (1 —1i)2z? —2iz —2—2i) + D(23 — (1 —i)2? — 2iz + 2+ 2i) .

A
Koeffizientenvergleich gibt folgendes lineare Gleichungssystem fiir <§> € C**1, welches wir so-
gleich umformen. D

—242i 2-2i —2-2i 2+2i|1 1 1 1 10 10 1/2—i/2 1/2+i/2|0
2i 2i -2 —2i(0) _, (0 4-4i —4i 41\ . [o011/24i/2 1/2—i/2[0
1+i —1—i  1—=i —1+i|0 0 0 —4i —4i|0 00 '—4—4i 44411

1 1 1 10 0 —2-2i —2i —2/0 00 —4i —4i|0

(—1—i
(1+i
(—1+i
(1—i

—OOoO

éié)
/16
/16
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Folglichist A= =11 B=1 == D=

1—i .
, 16 > o s e - Bs wird

f 1 ac4+4 dz
— i i — 1 1 1
= 5 f—lx11d$+1+ f—1x+1+1dx+ 1+flz o de+ g e de
= -1 f 1+1 (i 1) 16 f 1+1 7&71))dx
%f 11 0t = 1+1))dx—|— 16 f e ) Zﬁ(in))dx
= %6[111((% —1)?+ D))=y — 1gl2i afctan((ﬂc - 1)/1)]z—_1
+1g (@ + 1> + D]y + g5[2i arctan((z +1)/(=1))]3-_,
= —(In(1) —In(5)) + % (arctan(0) — arctan(—2))
+45(In(5) — In(1)) — % (arctan(—2) — arctan(0))
= 1In(5) + % arctan(2)
~ 0,4779669185 .
(3) Wir machen den Ansatz
1 1 ! A B C D E F

@+1)P @ 1P@ri  a—i @i @i i e ey

und suchen A, B, C, D, E, F € C. Multiplikation mit (x —i)? (x +1)® auf beiden Seiten gibt die
Bedingung

1 = A(2® + izt 4 22% + 2iz? + o + i) + B(z* + 2i23 + 2iz — 1) + C(23 + 3iz? — 3z — i)
+ D(2® —iz* +22% - 2iz? + 2 — i) + E(z* — 2i2® — 2izx — 1) + F(23 — 3i22 — 3x + i) .

A
B
Koeffizientenvergleich gibt folgendes lineare Gleichungssystem fiir | § | € C%*1, welches wir so-
: E
gleich umformen. =
i—1 —i —i —1 i1 10 0 1 0 0|0 10 0 1 0 00
12 =3 1 —2i —3/0 0—-1 —i —2i —1 i1 01 0-2i 1 0]0
2i 0 3i —2i 0 —3i|0 02 -3 0 —2i =30 00 —i —4i 0 i|1
22 1 2-2i 140] ~™ {0 0 3i —4i 0 -3il0] ~ |00 -3 —4 —4i -3|0
i 1 0 —i 1 00 02i 1 0-2i 1[0 00 3i —4i 0 —3i|0
10 0 1 0 0|0 0 1 0-2i 1 00 00 1 —4 —4i 1|0
100 1 0 0]0 1000 —i 00 10000 —3/2/0
010 —2i 1 00 0100 -1 0]/0 01000 3i/2[0
o 001 —4 —4i 10} _, 0010 0 10| _, |]00100 10
000 —8i 4 2i|1 0001 i 0|0 00010 3/2/0
000 —16 —16i 0l 0 0000 —4 2ifl1 00001 3i/2/0
000 &8 —12 —6i|0 0000 —4 —6i|0 00000 8il 1
10000 0|—3i/16
010000 —3/16
001000 i/8
~ looo100| 3i/16
000010 —3/16
000001 —i/8
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Folglichist A=—-3l B=-3% Cc=1 D=3 E=-3 F=-1 Eswid
1
f—1 ﬁ dz
_ _3i 1 3 rl 1 il
- 16 1x1dx_ﬁfl(z 1)2dx+§f71(x_i)3d$
3i il 1
+16 —1 i de— 5 f_ 1+1 -5/ e 4o
— 3l 1 1 1 il 1 1
= TwlaGmE o I+‘)dx_ 16 1((ﬂc—i)2 * (x+i)2)dx+ gf, ((x—i)3 N (x+i)3)dx
= —Siarctan(@)iy — S5k — syl + Aty + Skl
_ 3 3 1 1 1 1 i1 1 1_1 11 1_ 1
= g[arctan(z)]gch_l - E(*ﬁ = + e + T—l-l) + g(*§ (1-1)2 + bl (1+1)2 + 3 (—1-1)2 §( 141)
= 3G D) - A A T S 4 ek + )
_  3m 3 i 1 1
= 16— 16(—2) T 5= + 37)
_  3m 1
16 T2
~ 1,089048622548 .
Aufgabe 155
Wir verwenden die Notation von §12.2.
Es ist F(x flldx—x—l
Esist H(y) = [Jt2dt =3 —y L.
Gleichsetzen7
1 -1 _
Loyt =a-1,
und Auflésen nach y gibt
_ 1
ya) = HUF@) = 5.
2
Definiert ist diese Funktion auf dem offenen Intervall (—oo, ), das 1 enthilt.
Aufgabe 156
Wir verwenden die Notation von §12.2.
Esist F(z) = [, xde = 2% — 2.
Esist H(y) = [/t~ dt = In(y).
Auflésen nach y gibt
2
y(e) = H{(F(x) = e 2
Definiert ist diese Funktion auf R, wie gewiinscht.
Aufgabe 157
Wir verwenden die Bezeichnungen aus §12.2.
(1) Esist f(z) =1, g(y) =y, 20 = 0 und yo = 1.
Es wird
= [pfmdt = [f1dt = x.
Es wird
H(y) = [} gt)7tdt = [Jt72dt = [-5¢7°); = 31—y 7).
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Wir 16sen
H(y) = 3(1-y*) =z = F(x)

nach y auf und folgern aus y? = 1 — 2z wegen y = +1 bei z = 0, daB
y(x) =y = (1-22)71/2

ist auf dem offenen Intervall R.;/5, das 0 enthélt.
(2) Hat man (1) bereits berechnet, so kann man erkennen, daf§ die mit (—1) multiplizierte Funktion
aus (1) die Losung fiir (2) sein muf.
Nach Verfahren ergibt sich folgendes.
Esist f(z) =1, g(y) = ¥, 20 = 0 und yo = 1.

Es wird
F(z) = [ fydt = [f1dt = =
Es wird
H(y) = [Yg)~tdt = [Y473dt = [-3472 , = L1—y7?).
Wir 16sen
H(y) = Y1-y?) = o = F()
nach y auf und folgern aus y*> = 1 — 22 wegen y = —1 bei # = 0 nun, daf

y(o) = y = —(1—20)"1/2

ist auf dem offenen Intervall R/, , das 0 enthélt.

(3) Eine solche Funktion y(z) miiBte auf Ry /o mit (1 —2z)~? iibereinstimmen und kénnte daher bei
2 = 1/2 nicht stetig sein. Also gibt es erst recht keine solche differenzierbare Funktion, wie bei
einer Differentialgleichung erster Ordnung gesucht.

Aufgabe 158
Wir verwenden die Bezeichnungen aus §12.2.

Wir substituieren u := y’ und suchen u so, daf3

u = u?/x? .

Esist f(z) = 272, g(u) = u?, 29 = 0 und ug = 2.

Es wird
F(z) = [; f(t)dt = [[t72dt = 1—a7".
Es wird
H(u) = f;‘o g(t)fl dt = fzutfz At = [—t7]n, = %—ufl.
Wir 16sen

nach v auf und erhalten

auf dem offenen Intervall R, das 1 enthilt.

Hieraus entsteht wegen yg =0

y(@) = yo+ [ (-2—F5)dt = [[(-2—5)dt = -2z —4In(2—z)+2.
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Aufgabe 159
Wir verwenden die Bezeichnungen aus §12.2.

Esist f(z) =2, g(y) = (y+ 1), 20 = 0 und yo = 0.

Es wird
F(x) = [0 ft)dt = [ftdt = F22.
Es wird
H(y) = [} gt) "t = [Jt+1)dt = [+, = 5((y+1)>=1).
Wir 16sen

H(y) = 3((y+1)?*-1) = 32° = F(x)
nach y auf und folgern aus (y +1)> =22 + 1 wegen y = 0 bei z = 0, daBB y + 1 = +v/22 + 1 und also
ylx) =y = —1+Va2 +1
ist auf R.
Beachte, dal y(z) = —1 fiir kein € R eintritt, und so in der Differentialgleichung bei Einsetzen von
y(x) in der Tat nicht durch 0 zu dividieren ist.
Aufgabe 160
Wir verwenden die Bezeichnungen aus §12.2.
Es sollte y' = £+/x,/y sein.
Bsist f(z) = £/, g(y) = /Yy, o = 1 und yo = 1.

Es wird
Es wird
Hly) = yyog(t)*l dt = f1yt71/2dt = [Qtl/Z]iJ:l = 2(y1/2_1).
Wir 16sen
H(y) = 2(y"?—1) = £5(@**-1) = F()

nach y auf und erhalten
y(@) = y = (£3? 1) +1)?

auf dem offenen Intervall R~ , das 1 enthélt.

Hier gibt es also zwei Losungen unserer Differentialgleichung, die die Anfangswertbedingung erfiillen,
y(z) = é(ﬁ/z +2)2 und y(z) = é(:ﬁ/z —4)2.

Aufgabe 161

In den Bezeichnungen von §12.3 ist a(x) = 1 und b(z) = «.

Wir bilden
Afx) = [} at)dt = [f1dt = z.
Wir bilden
F(z) = [; b(t)e 4" dt
= [ tetdt

[—te i — [y (—e™P)dt

—ze " — eI

= —ze ¥—e"T41.
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Wir erhalten
y@) = A (F(2)+y) = *(—ze ™ —e4+1) = —2—1+¢e" .

Diese Losung ist auf ganz R definiert.

Aufgabe 162

(1) In den Bezeichnungen von §12.3 ist a(z) = 7! und b(z) = = + 1.
Ferner ist zg = 1 und yo = 1.
Wir bilden
A(z) = [ra(t)dt= [[t71dt = [In(t))fZ, = In(z).

Wir bilden
F(z) = [7 b(t)e ™ dt

= [ft+1)e O at

= [f+Dettae

= [f+tHde

= [t+In()}i,
z—1+In(z).

Wir erhalten
y(@) = AD(F@) +90) = (@ +In(2) = a(z+In(x)).
Diese Losung ist auf R~ definiert.

(2) In den Bezeichnungen von §12.3 ist a(x) = In(x) und b(z) = In(z).
Ferner ist g = 1 und yo = 0.
Wir bilden

A(z) = [ a(t)dt = [[In(t)dt = [tin(t) —tlf, = @ln(z) —z+1.
Wir bilden mittels Substitution, vgl. §6.3.1,

F(x) = fjo In(t) e~ tn®+t=1 q¢

g(t) = *“:n(t) +t—-1 flz(_eg(t)g,(t)) dt

_ 9(@) u
= = Joay © du
_ _fo—atln(a:)+m—1 ot du

_ _[eu]Zigajln(wH—z—l
— _ewIn(@)te—1 4 q
Wir erhalten
y(z) = oA@) (F(z) +y0) = _eacln(;c)—x-i-l(e—xln(x)+3:—1 1) = eP@-atl g
Diese Losung ist auf R~ definiert.
Aufgabe 163

In den Bezeichnungen von §12.4.1 ist a =1, b = 1 und ¢(z) = 0, wir sind also im homogenen Fall.
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Da a? = 1 = b ist, sind wir in Fall (3) des Lemmas in §12.4.2. Somit wird
y(x) = e ¥ (r+sz) = e %(r+ sx)

mit noch zu bestimmenden r, s € R.

Es wird

y(z) = —e *(r+sz)+e -5 = e F(—s—1+s1).

Einsetzen von zo = 0 in y(z) gibt die Bedingung

Einsetzen von xo = 0 in y'(x) gibt die Bedingung

Yo = 1 = e O(—s—r+s5-0) = —s—r.
Auch ohne Verfahren erkennen wir, daf§ » = 0 und s = —1 zu sein hat. Das liefert die Losung
y(a) = —ae

auf R.

Aufgabe 164

(1) In den Bezeichnungen von §12.4.1 ist a = 1, b = 2 und ¢(x) = 0, wir sind also im homogenen Fall.
Ferner ist 29 = 0, yo = 0 und y = 1.
Da a? = 1 < 2 = b ist, sind wir in Fall (2) des Lemmas in §12.4.2. Somit wird w = vb — a2 =
V2—1=1und

y(x) = e (rsin(wz) + scos(wx)) = e F(rsin(z) + scos(z))

mit noch zu bestimmenden r, s € R.
Es wird

y'(x) = —e P (rsin(z)+scos(z))+e " (rcos(z)—ssin(z)) = e *((—r—s)sin(z)+(r—s) cos(z)) .
Einsetzen von o = 0 in y(z) gibt die Bedingung
yo = 0 L e (rsin(0) + scos(0)) = s.
Einsetzen von zy = 0 in y'(x) gibt die Bedingung
yo = 1 L e O((—r — s)sin(0) + (r — s) cos(0)) = r—s.
Auch ohne Verfahren erkennen wir, daf§ s = 0 und » = 1 zu sein hat. Das liefert die Losung

y(x) = e Tsin(z) .

auf R.

(2) In den Bezeichnungen von §12.4.1 ist a = 1, b = —2 und ¢(z) = 0, wir sind also im homogenen
Fall.
Ferner ist 29 =0, yo = 2 und yj = —2.

Da a? =1 > —2 = b ist, sind wir in Fall (1) des Lemmas in §12.4.2.
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Somit wird v = Va2 — b= /1 — (—2) = v/3 und
ylx) = e ¥ (re" +se™"") = e *(r V3 4 se_m‘/g) — ret(-1HV3) 4 g or(-1-V3)

mit noch zu bestimmenden r, s € R.

Es wird
V(@) = (=1 +/3) et 1B (L1 - /3) &7 (1Y)

Einsetzen von zo = 0 in y(z) gibt die Bedingung
Yo = 2 L Q1B g O(-1-VE)
Einsetzen von zo = 0 in y/(z) gibt die Bedingung
vh = —2 = r(=1+V3) YD g 5(1 - VB) XD = (14 VE) 4 s(—1 - VE) |
Wir 16sen, unter Zuhilfenahme zweier naheliegender vorbereitender Schritte,
(ivs lvsl2) = (Vs valo) = (GLB) — (0-38) ~ (891D).

Also ist » = 1 und s = 1. Das liefert die Losung

y(z) = "1HVE) 4 2(1-VE)
auf R.
In den Bezeichnungen von §12.4.1 ist a = %, b= —2und ¢(x) = 0, wir sind also im homogenen
Fall.

Da a? = 1 > —2 = b ist, sind wir in Fall (1) des Lemmas in §12.4.2.

Somit wird v = va% — b = \/mz 3 und

y(r) = e (re?® +5e7) = e V(1?2 4 5e73/2) = ro¥ £ 5o

mit r; s € R. Jede Losung ist von dieser Form.

In anderen Worten, es ist der Lésungsraum der Differentialgleichung y” + 3’ — 2y auf R gegeben

durch

<eac7 e—2w>

Aufgabe 165

(1)

Wir verwenden die Bezeichnungen aus §12.3. Wir haben zu iiberpriifen, dafl
y(z) = (P (z) +10)

auf D eine Losung von y' = a(z)y + b(z) unter der Anfangswertbedingung y(xg) = yo ist.

Es wird
y'(x) = Alx)e@(F(z)+yo) + e*@F'(x)
e

+ o) + e @p(z) e~ A®)
+yo) + b(x)

Ferner wird
y(zo) = ™) (F(z0) +y0) = ®(0+y0) = o .
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(2) Wir verwenden die Bezeichnungen aus §12.4.2.

(2.1) Falla® > b. Wir schreiben v := v/a2 — b. Wir haben sicherzustellen, daf fiir beliebig gew#hlte
r, s € R die Funktion
y(z) = e ¥ (re" 4 se™ %)

auf R eine Losung der Differentialgleichung 3" + 2ay’ + by = 0 ist.

Es wird
ylz) = e % (re¥® +se” %)
= rev=a)7 4 go(-v—a)>
y'(x) = r(v—a)e@= 97T 4 s(—y— q)el-v-0)
y'(x) = r(v—a)?e"9? 4 5(—v —a)?el-va)
Also wird

y// + 2ay/ + by
= 7((v—a)®+2a(v—a)+b) e’ 4 5((—v —a)? + 2a(—v — a) + b) e~v~)=
= 7(v? = 2av + a® + 2av — 2a% + b) eV 4 5(v2 + 2av + a® — 2av — 2a% + b) [TV
= 7(v? —a® +0b)e""V* 4 5% — a® 4 b) e~V
(

= r(a®>=b—a?+b)elv-or 4 s(a®> —b—a®+0b) e(-v—a)z

|
o

auf R.

(2.2) Falla® < b. Wir schreiben w := /b — a2. Wir haben sicherzustellen, daf fiir beliebig gew#hlte
r, s € R die Funktion

y(z) = e”*(rsin(wx) + scos(wz))
auf R eine Losung der Differentialgleichung v + 2ay’ + by = 0 ist.

Es wird
y(x) = e *(rsin(wx) + scos(wz))
Yy () = —ae *(rsin(wz) + scos(wx)) + e~ (rw cos(wzx) — swsin(wx))
e ((—ra — sw) sin(wz) + (—sa + rw) cos(wzx))
y'(x) = —ae *((—ra— sw)sin(wzx) + (—sa + rw) cos(wx))
+e *(w(—ra — sw) cos(wzx) — w(—sa + rw) sin(wz))

= e %((ra® + 2saw — rw?) sin(wz) + (sa® — 2raw — sw?) cos(wz)) .
Also wird

y" + 2ay’ + by
= e “(((ra® + 2saw — rw?) + 2a(—ra — sw) + br) sin(w
+((sa® — 2raw — sw?) + 2a(—sa + rw) + bs) cos(wz))
~9((—ra? — rw? + rb) sin(wz) + (—sa® — sw? + sb) cos(wr))
—9%(p(—a? — w? + b) sin(wx) + s(—a? — w? + b) cos(wz))

e
e

= e (p(—a® — b+ a® +b)sin(wz) + s(—a® — b+ a® + b) cos(wx))
0

x)

auf R.
(2.3) Fall a®> = b. Wir haben sicherzustellen, daf fiir beliebig gewihlte 7, s € R die Funktion

y(z) = e *(r + sx)
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auf R eine Losung der Differentialgleichung y” + 2ay’ + by = 0 ist.

Es wird
y(x) = e *(r+sx)
y(x) = —ae (r+sz)+e s
= e *(—ar+s—asx)
y'(x) = —ae *(—ar+s—asx)+e **(—as)
= e %(a’r — 2as + a%sx) .
Also wird

y" + 2ay’ + by
e~ ((a®r — 2as + a®sz) + 2a(—ar + s — asx) + b(r + sz))
= e %%(—a?r — a®sx + br + bsx)
e” 9 (—a%r — a’sz + a’r + a’sx)
0

Aufgabe 166

In der Losung zu Aufgabe 163 haben wir bereits die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen
Differentialgleichung 3" + 2y’ +y = 0 zu
e "(r + sx)

mit 7, s € R ermittelt.

Nun brauchen wir noch eine Losung der gegebenen inhomogenen Differentialgleichung. IThre allgemei-
ne Losung ergibt sich dann als Summe aus dieser speziellen Losung und der allgemeinen Losung der
zugehorigen homogenen Differentialgleichung.

Wir machen den Ansatz, eine Lésung der Form §(z) = Az + p mit Konstanten A, u € R zu suchen; vgl.
zweite Bemerkung in §12.4.3. Einsetzen in die Differentialgleichung gibt die Bedingung
|
= Ae+p)" +20e+p) +Ae+p) = Ao+ A +p) .

Koeffizientenvergleich bei ! gibt A 1 Koeffizientenvergleich bei z° gibt 2\ + < 0, also = —2. Also
wird

Als allgemeine Losung von y” + 2y’ + y = x erhalten wir also
y(x) = x—2+e “(r+sx)
auf R mit mit r, s € R.
Kiimmern wir uns nun um die Anfangswertbedingungen, um r und s zu ermitteln.
Zunichst ist

y(z) = 1—e *(r+szv)+e s = 1+e “(s—1r—sz).

Es sollte '

0=vy0) =0-24+e r+s-0) = —2+7
sein, und damit r = 2.

Es sollte '

0=19y0) =1+e%s—7r—5-0)=1+s5—7
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sein, und damit s=r —1=1.

Wir erhalten

ylz) = 2 —2+e 7 (24 2)

auf R als Losung der Aufgabe.

Aufgabe 167

(1)

Wir verwenden die Notation von §12.4.3.

In der Losung zu Aufgabe 66.(1) haben wir bereits die allgemeine Losung der zugehorigen homo-
genen Differentialgleichung y"” + 2y’ + 2y = 0 zu

e “(rsin(x) + scos(x))

mit 7, s € R ermittelt.

Nun brauchen wir noch eine Losung der gegebenen inhomogenen Differentialgleichung. Thre allge-
meine Losung ergibt sich dann als Summe aus dieser speziellen Losung und der allgemeinen Losung
der zugehorigen homogenen Differentialgleichung.

Wir machen den Ansatz, eine Losung der Form §(x) = Az?+pz+v mit Konstanten A\, u, v € R zu
suchen; vgl. zweite Bemerkung in §12.4.3. FEinsetzen in die Differentialgleichung gibt die Bedingung

227 = 2 +px+v) +202 +pr+v) + 2022 +pz+v) = 202% + 2u+4N)z+ (v +2u+2)) .

Koeffizientenvergleich bei 22 gibt A L 1. Koeffizientenvergleich bei 2! gibt 2u + 4\ L 0, also
p = —2. Koeffizientenvergleich bei 20 gibt 2v + 2 + 2\ L 0, also v = 1. Also wird

g(r) = 2> =2z +1.
Als allgemeine Losung von y” + 2y’ 4+ 2y = 222 erhalten wir also
y(x) = 22 — 2z + 14 e “(rsin(x) + scos(x))

auf R mit mit r, s € R.
Kiimmern wir uns nun um die Anfangswertbedingungen, um r und s zu ermitteln.
Zunéchst ist

y'(z) = 20 —2+e “((—r — s)sin(z) + (—s + r) cos(z)) .
Es sollte '

0 =y(0) =1+s

sein, und damit s = —1.
Es sollte

sein, und damit r =s+4+2 = 1.
Wir erhalten

y(z) = 22 — 2z + 14 e *(sin(x) — cos(z))
auf R als Losung der Aufgabe.

Wir verwenden die Notation von §12.4.3.

In der Losung zu Aufgabe 66.(2) (oder (3)) haben wir bereits die allgemeine Losung der zugehorigen
homogenen Differentialgleichung 3" + 2y’ — 2y = 0 zu

re®(

—1+V3) | g or(-1-V3)
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mit r, s € R ermittelt.

Nun brauchen wir noch eine Losung der gegebenen inhomogenen Differentialgleichung. Thre allge-
meine Losung ergibt sich dann als Summe aus dieser speziellen Losung und der allgemeinen Losung
der zugehorigen homogenen Differentialgleichung.

Wir machen den Ansatz, eine Losung der Form §(z) = Asin(z) 4+ p cos(x) mit Konstanten A\, p €
R zu suchen; vgl. zweite Bemerkung in §12.4.3. Einsetzen in die Differentialgleichung gibt die
Bedingung

(Asin(z) + pcos(z))” 4+ 2(Asin(z) + peos(x)) — 2(Asin(x) + pcos(z))
(=3X —2u) sin(z) + (2X\ — 3u) cos(x) .

sin(z)

Koeffizientenvergleich bei sin(x) gibt A —2u 11 Koeflizientenvergleich bei cos(z) gibt 2A+ Lo.
Wir berechnen
) - (b3 ) ~ ()
und erhalten so A = —3/13 und p = —2/13. Also wird
§(z) = —&sin(z) — 5 cos(w) .
Alle Losungen von y” + 2y' — 2y = sin(z) sind also von der Form
y(z) = —<sin(z) — 5 cos(x) + et (Z1HVE) 4 ger(=1-V3)

auf R mit mit r, s € R.

Aufgabe 168

Wir verwenden die Bezeichnungen von §12.5.1.

Esist a =1, b =3 und ¢ = 3. Ferner ist o = 1.

Da a # ¢, sind wir in Fall (1) des Lemmas aus §12.5.1. Es wird

(Zn)nzo = (Z5 "+ (10— 222)a™)nz0 = (33" — $)nzo0 -

c—a

Aufgabe 169

(1)

Wir verwenden die Bezeichnungen von §12.5.1.
Esist a = %, b =1 und ¢ = 1. Ferner ist o = 0.
Da a # ¢, sind wir in Fall (1) des Lemmas aus §12.5.1. Es wird

(Zn)nzo = (54 (@0 — 225)a")nz0 = (2=2(3)")nz0 = (2—2""")nx0 .

c—a

Wir verwenden die Bezeichnungen von §12.5.2.
27

Esista=2,b=4,c=1und d = 1. Ferner ist g = 1—73 und r1 = .
Es ist a® + b= 8 # 0. Also sind wir in Fall (1) oder (2) des Lemmas aus §12.5.2.
Es ist d? — 2ad — b= —7 # 0. Also sind wir in Fall (1) des Lemmas aus §12.5.2.
Es ist A\; ‘=a++vVa2+b=2++/8 und Ao =a—vVa2+b=2—+/8.

Es wird

(@n)nz0 = (G d" + AT + M )nz0 = (=7 +7(2+V8)" +5(2 = v8)")nx0

mit r, s € C.
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Aus zg = £ folgt 8 = -1 +r24+8)+5(2—V8)"=—-L+r+s,alsor+s=2.
Aus 1 = Z folgt 2 = —1 4+ r(24+ v8)! + 5(2 — V8)!, also (2 + V8) + (2 — V8) = 4.
Wir 16sen, unter Zuhilfenahme zweier naheliegender vorbereitender Schritte,

(2ivs ovali) = (Vs —valo) = (1-113) = (6-41-3) — (3%1).
Also ist » = 1 und s = 1. Es folgt
(In)n>0 = (7% + (2 + \/g)n + (2 - \/g)n)TL)O

(3) Wir verwenden die Bezeichnungen von §12.5.2.
Esista=—-1,b=—1,c=1 und d = 2. Ferner ist o = 1 und z; = 0.
Es ist a® + b= 0. Also sind wir in Fall (3) oder (4) des Lemmas aus §12.5.2.
Es ist d =2 # —1 = a. Also sind wir in Fall (3) des Lemmas aus §12.5.2.
Es wird

(Tn)ns0 = ((dfa)2 d" 4+ ra" + sna")pso = (52" +r(=1)" + sn(—1)")nz0

mit r, s € R.

Aus zg =1 folgt 1 =
Aus z1 =0 folgt 0 =
Es folgt

20+ 7(-1)°+5-0-(~1)° =% + 7 und also r =

8
g,
28+ r(-1)' +s-1-(-1)' =2 —r —sund also s =

wn

2 _ . _
g =

Die ersten paar Folgenglieder ergeben sich zu

(Zn)nso = (1,0,0,2,0,6,4,18,24,62,108,...) .

Aufgabe 170

(1) Wir verwenden die Notation aus §12.4.3.
Nach Voraussetzung ist u”(z) + 2av’(z) + bu(z) = 0 fur x € D.

Es wird
(u(@)H(z))" = o (z)H(x)+u(z)H'(z)
= W(2)H(z) +u(z)(u(x) 2e"2**G(z))
o (z)H (x) +u(z) " te 292G () .
Es wird
(u(x)H ()"
= (W(2)H(z) +u(z) e >G(z))
() H(x) + o' (2)H' (x) — u(z) %/ (2)e 29 G(x) — 2au(z) " Le 29%G(x) + u(z) e 292G’ ()
= u(z)H(z) + ' ()u(z) 229G (z) — u(z) ~2u/ (z)e 29¢G () — 2au(x) " te 292G (x) + u(x) ~te 29 (c(x)u(x)e?e®)
o' () H(x) — 2au(z) e 29%G(x) + c(x) .

Insgesamt wird
(u(x)H ()" + 2a(u(x) H ()" + b(u(z)H(z)) — c()
= (u"(x)H(x) — 2au(z)"1e29G(z) + c(x)) + 2a(v/ (z)H (x) + u(x) " te=29%G(x)) + bu(z)H(z) — c(x)
= o (x)H(z)+ 2a(v/ (x)H(z) + bu(x)H (z)
=0
auf D.
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(2) Wir verwenden die Notation aus §§12.5.1.

(1) Ist a # ¢, und ist

b
(xn)n>0 = (c—a "+ Ta")n}()
mit » € R, dann ist
Toy1 —azp, —bc" = (T +ra™ ) —a(c ¢ + ra®) — bet
_ b Cn+1 + Tan+1 —a b o o— 74an+1 — ben
c—a c—a
_ bcn+1ia b " — e
c—a c—a
_ C’IL _ _ _
= “—(bc—ab—b(c—a))
0
fir n > 0.
(2) Ist a = ¢, und ist
-1
(xn)n>0 = ((bn +ra)a™ )n>0
mit r € R, dann ist
Tpt1 — ATy —bc™ = xpy1 —axy, —ba”

(b(n + 1) +ra)a™ — a(bn + ra)a™~* — ba™
(bn+ b+ ra)a™ — (bn + ra)a™ — ba™
(bn+b+ra—bn—ra—">ba"

= 0

fir n > 0.

(3) Wir verwenden die Notation aus §12.5.2.

(1) Ist a® + b # 0 und d? — 2ad — b # 0, dann wollen wir zeigen, daf

(@n)nz0 = (Faagg d" + AT+ 5A3)nz0

mit r, s € C die Gleichung x,, 5 — 2ax,4+1 — bz,, — cd™ = 0 erfiillt fiir n > 0.

Wir erinnern an A\ = a ++va?+bund A\ = a —va? +b.
Die Folge (A7), >0 erfiillt

N2 2a NI AT = AP(A? —2a\; — b)
= M(a®+2aVaZ +b+a® +b—2a% —2ava? +b—b)
= 0

fiir n > 0 und leistet somit keinen Beitrag.
Die Folge (A\}),>0 erfiillt

AST2—2aA5T —bAL = AB(A3 —2a); —b)
= A\(a® —2ava2? +b+a®+b—2a%+2ava? +b—b)
= 0

fiir n > 0 und leistet somit keinen Beitrag.

Also diirfen wir ohne Einschrankung r = s = 0 setzen.



Nun wird
Tpto — 202,41 — bx,, — cd™
= (m dnt?) — 2a(m dntl) — b(m dm) — ed™
= e d — cd”
= 0
fir n > 0.

Ist a® + b # 0 und d? — 2ad — b = 0, dann wollen wir zeigen, dafl

(zn)n20 = (Q(dc—a) ndn71 =+ ’I”AT’ + SAS)n}O

mit r, s € C die Gleichung x,, 45 — 2ax,11 — bzx,, — cd™ = 0 erfiillt fiir n > 0.
Wie in (1) ist 0.E. r = s = 0.

Nun wird
Tnt2 — 20Tpy1 — by — cd™
- m (n+2)dm - 2Cl?(clc—a) (n+1)d" — b2(dc—a) nd"~! — cd"
= 24w d" Y (nd?® + 2d* — 2and — 2ad — bn) — cd"
= 5wy 4247 — 2ad) — cd
- 2(dia) d"'2(d — a)d — cd"
= 0
fiir n > 0.

Ist a2 + b =0 und d # a, und ist

(@n)nzo0 = ((dfa)Q d™ +ra" + sna") o
mit 7, s € R, dann wird zunéchst fiir (a™),>0

an+2 _2a.an+1 _ban — an+2 _2a.an+1 +a2.an — 0

und fiir (na™)n>o0

(n+2)a"*? — 2a(n 4+ 1)a" ™! —bna™ = (n+2)a""2 - 2a(n + 1)a™ + a*na™

so daf} wir r = s = 0 setzen diirfen und

Tpto — 202,41 — bxy, —cd™

— c dn+2 —2a c dn+1 —b c dn — ed™

(d—a)? (d—a)? (d—a)?
sy A — 20d — b) — cd”

= ﬁd"(d2 —2ad + a?) — cd®

= (dfa)2 d"(d —a)? — cd®

= 0

erhalten fiir n > 0.

293
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(4) Ist a®> +b =0 und d = a, und ist

(Zn)nzo = (5 n2a""% + ra™ + sna™),>o

mit r, s € R, so diirfen wir wie in (3) 0.E. r = s = 0 setzen und erhalten

fir n > 0.

Tpto — 20Tp41 — bxyy — cd™

< (7’L + 2)2an _ 2a§ (n + 1)2an—1 _ b§n2an—2 —cdm

c  n—2 2.2 2 2 n

$a"*((n+2)%a® — 2a(n + 1)%a — bn”) — cd
2.2 2 2,2 n

san” 2((n+2)%a® — 2a(n + 1)%a + a®n?) — cd

sa a"(n+2)% —2(n+1)2+n?) — cd®

Sa™(n® +4n+4 —2n* —4n — 24+ n°) — cd”

sa"-2—cd

%

0

a2 —ca”
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