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Klausur zur Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler

Version fiir Wirtschaftsinformatik (Priifungsnummer 58121)
Allgemeine Hinweise :

e Bearbeitungszeit: 180 Minuten.
e Erlaubte Hilfsmittel: Vier Seiten DIN A4 eigenhéndig handbeschrieben.

e In den Aufgaben 1-7 sind vollstéindige Losungswege anzugeben. Die Bearbeitung dieser
Aufgaben ist auf gesondertem Papier vorzunehmen.

e In den Aufgaben 8-12 werden nur die Endergebnisse gewertet. Diese sind in die vorgege-
benen Késten einzutragen.

e FErgebnisse miissen in der jeweils verlangten Form angegeben werden und dabei vollsténdig
zu Ende gerechnet sein. Naherungslosungen in Dezimalbruchform werden nicht verlangt.

Hinweise fiir Wiederholer: Wer diese Priifung als Wiederholungspriifung schreibt und nicht besteht, ist
selbst dafiir verantwortlich, sich zu erkundigen, ob er eine zugehorige miindliche Nachpriifung erhélt, und sich

gegebenenfalls beim Priifer anzumelden. Diese Anmeldung hat bis zum 31.10.2019 zu erfolgen.
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Aufgabe 1 (2 Punkte)

Sei f: R~ {1} 5 R~ {0}, 2> f(z) = leﬂ.

Bestimmen Sie die Umkehrabbildung f~': R~ {0} - R~ {—3}.

Lésung. Wir setzen y = an und 16sen nach z auf.

142z
1 1 1 1
Es wird — =14 2x, also — — 1 =2z, also — —=— ==
Y Y 2y 2

Somit ergibt sich

FTURNA{0F = Ra{-1}, vy [y = %_%
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Aufgabe 2 (442 Punkte)

Berechnen Sie die folgenden Integrale.
1 4
(1) / re” dr (2) / In(2z) — In(z) dz
0 1
Lésung.

(1) Wir verwenden zweimal die Produktregel :

1 1
/ " dr = [2%7)} — / 226" dz
0 0

1
= [2%e"]} — [2ze”]} +/ 2¢” dx
0

= [2%"]p — [22e”]p + [2¢7]p
= e—2e+(2e —2)
= e—2.

(2) Esist In(22) —In(z) = In(2) + In(z) — In(z) = In(2).

Also wird /14 In(2z) — In(z)dz = /14 In(2) dz = [In(2)z]} = 31n(2).
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Aufgabe 3 (34243 Punkte)
Sei f:R?® = R, (1,9,2) = f(z,y,2) ="V (2y + yz + 21).

(1) Berechnen Sie den Gradienten Vy(z,y, z) und die Hessematrix H;(z, y, 2) fiir (z,y, z) € R?.
(2) Berechnen Sie alle Flachstellen von f; berechnen Sie hierzu zunéchst f, — f, und f, — f. .

(3) Welche lokalen Minimalstellen, welche lokalen Maximalstellen und welche Sattelpunkte

hat f7?
Lésung.
(1) Esist
xYy+yz+zr+uy—+z
Vi(z,y,2) = "V | aytyzdzo otz
ryt+yzt+zet+x+y
Es ist
Hf(xvyvz) =

Ty +yz+zr+2y+ 22 zy+yz+ze+r+y+2z2+1 zy+yzt+zet+ao+2y+2+1
eV gy tyr ety +22+1 xy +yz+ zx 4+ 2x + 22 ry+yz+ze+2r+y+z2+1
zy+yz+ze+r+2y+z2z+1 zy+yz+ze+2r+y+z2+1 xy +yz + zx + 2x + 2y

(2) Eine Stelle (z,y, 2) € R? ist eine Flachstelle von f, falls V(z,y, z) = 0 gilt.

Dazu miissen wir das Gleichungssystem

eV (ry+yz+ze+y+2) = 0
VT (ey+yzt e+ +z) =
eV (xy tyz+ et +y) =

losen.

Hierzu sollen wir bei (z,y, z) folgende Differenzen bestimmen.

fm _ fy — ex-i—y-i—z(y _ [L’)

fy - fz — em+y+z(z . y)

Soll f, = f, = f. = 0 sein, so miissen auch diese Differenzen gleich 0 sein. Also ist
x =y = z. Unser Gleichungssytem reduziert sich somit durch Einsetzen auf

TP+t + 2+ +x) = 0,

wegen e3* £ ( also auf
Bx+2)z = 0.
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2
Dies liefert x = —3 oder £ = 0 und damit die Flachstellen

P := (0,0,0)

und

Bei der Flachstelle P ist

01 1
H;(0,0,0) = [ 1 0 1
110

Es ist Hf(0,0,0) weder positiv noch negativ definit, da der Eintrag an Position (1,1)
gleich 0 ist. Da zudem det H(0,0,0) = det (1 0 %> = 2 # 0 ist, ist P ein Sattelpunkt.
Zur Berechnung der Hessematrix bei der Flachstelle () kann man ausniitzen, dafl fiir

x =y = z auf der Diagonalen 322 + 42 und bei den {ibrigen Eintrigen 322 + 4z + 1 steht.
Somit wird

4 -1 —1
w2 2 2 e L4
\"3"73""3) " 3 Ly

Die Hauptminoren sind det(e; (—4)) = —3e72 < 0, det( 32 (Z121)) ) = L™ >0 und

o /—4-1-1 _ —4— —4-1-1 -5
det (%5~ - (Z%Z%:}l)) = det(e3 . ( 3- _g)) = Tdet( Ll t1)> % det (1 -1 0)) =
—2e7% < 0. Folglich ist die Hessematrix bei @ negativ definit. Somit ist P eine lokale
Maximalstelle.
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Aufgabe 4 (13 Punkte) Seien

f : R4 — R7 (:c,y,z,w) = f(x,y,z,w) = TYyzw
g1 - R4 — R7 (x7yazaw) = 91(%%%“’) = $2+y2—2
—>

g : R* = R, (2,9,2,w) gz, y,2z,w) = 224+w?—-2.

Wir schreiben g := (g1, g2)-

(1) Berechnen Sie die Gradienten V¢(x,y, z,w), Vg, (x,y, 2z, w) und V,,(z,y, 2, w)
fir (z,y,2,w) € R%.

(2) Sei P:=(1,1,1,1). Ist P eine Flachstelle von f unter der Nebenbedingung g = 07 Falls
ja, dann entscheide man, ob P eine lokale Maximalstelle oder eine lokale Minimalstelle
oder ein Sattelpunkt von f unter der Nebenbedingung g = 0 ist.

(3) Sei @ := (v/2,0,/2,0). Ist Q eine Flachstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0?7
Falls ja, dann entscheide man, ob @) eine lokale Maximalstelle oder eine lokale Minimal-
stelle oder ein Sattelpunkt von f unter der Nebenbedingung g = 0 ist.

Lésung.

(1) Die Gradienten berechnen sich zu

YzZw 2x 0
T2ZW 2y 0
Vf(ﬂfay,z,w) = xyw ) vgl(l'aywzaw) = 0 ) vgz(:c7yazaw) = 22
TYZ 0 2w

(2) Wir stellen das Gleichungssystem auf, mit welchem Flachstellen unter Nebenbedingung
g = 0 ermittelt werden konnen.

Mit zusétzlichen Unbekannten p;, po € R sollte

Vf(l’,y,Z,UJ> = plvgl(x,y,z,w)—|—p2ng(x,y,z,w)
gl(xa%Z,w) =0
gz(a?,y,z,w) =0

sein. Dies iibersetzt sich zu folgendem Gleichungssystem.

yzw = p1-2x+py-0

rzw = p1-2y+p2-0

zyw = p1-0+4pg-22

xzyz = p1-04 py- 2w
2?+yP—-2 = 0

22+ w?—2
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Einsetzen des Punktes P = (1,1, 1,1) liefert

O O =
I
[\l
R
no

1
2

Somit ist P = (1, 1,1, 1) eine Flachstelle von f unter Nebenbedingung g = 0 mit Lagrange-

multiplikator r = (71) = (%g)

Dies wird durch p; = 5 und py = % gelost.

Wir untersuchen, ob P eine lokale Extremstelle unter Nebenbedingung g = 0 ist.

Es ist
F(x7y7z7w) - f($7yazaw)_P191<I7?J:Zaw)_0292(%1/72711))
= ayzw— (2 +y? —2) — 3 (2 +w? - 2).

Yzw — T
Es wird Ve(z,y, z,w) = Ty
TYw — 2z
TYZ — W
Es wird
-1 2w yw yz
—1
yw zzw —1 2y
yz xz wy —1
und also
-1 1 1 1
-1 1 1
Hp(1,1,1,1) =
# ) 1 -1 1
1 1 1 -1

Die Gradienten von g; und von gy geben

2r 0 20
2 0 20
N(z,y,z,w) = oy . | also N(1,1,1,1) = -
0 2w 0 2

Wir transponieren und losen das entstehende homogene lineare Gleichungssystem.

220 01/0 110 0/0
002 20 001 1[0/
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-1 0
Eine Basis des Losungsraums ist gegeben durch (( (1)) ) (_(1)) ). Folglich ist
0 1

-1 0
1 0
U =
0 —1
0 1

Wir erhalten

-1 1
Ut-Hp(1,1,1,1)- U = < X 0>.

_ (—3 _g>:A.

Die Hauptminoren dieser Matrix sind M; (A) = —4 und My(A) = 16. Mithin ist A negativ
definit.

Folglich ist P = (1,1,1,1) ein lokales Maximum von f unter Nebenbedingung g = 0.

(3) Einsetzen von Q = (v/2,0,+/2,) in das in (2) ermittelte Gleichungssystem liefert folgendes
Gleichungssystem.
= p1- 2\/§

= 0
/)2‘2\/§
= 0
0
0 =20

o oo oo
|

Somit ist Q@ = (v/2,0,v/2,0) eine Flachstelle von f unter Nebenbedingung g = 0 mit
Lagrangemultiplikator r = (p 1) = (8).

p2
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Wir untersuchen, ob @ eine lokale Extremstelle unter Nebenbedingung g = 0 ist.

Es ist
F(%%»Zyw) = f(l‘7yasz)_plgl(m7yvzaw)_pQgQ('Tayazaw>
= YW .
Yyzw
Es wird Ve(z,y, z,w) = wew
TYw
TYZz
Es wird
0 zw yw yz
0
yw zw 0 zy
yz zz zy 0
und also
0000
0 00 2
HF(\/§a 07 \/Ea O) =
00 0O
0 2 00

Die Gradienten von g; und von gy geben

22 0
0 0

N(v2,0,v2,0) = 0 22
0 0

Wir transponieren und losen das entstehende homogene lineare Gleichungssystem.

22 0 0 0|0 100 0/0
0 0010|0]/

0 0 2v2 0
0 0
Eine Basis des Losungsraums ist gegeben durch ((é) , (8) ). Folglich ist
0 1

o O = O
_ o O O
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Wir erhalten

0000 0 0
0 1 0 0 000 2 10
Ut-Hp(1,1,1,1)- U = .

0o 0 0 1 0000 0 0
0200 0 1

0 0

{0 1 0 o0 0 2

B 0 0 0 1 00

2 0

:(3(2)):;A

Die Hauptminoren dieser Matrix sind M;(A) = 0 und My(A4) = —4.
Folglich ist @ = (v/2,0,1/2,0) ein Sattelpunkt von f unter Nebenbedingung g = 0.
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Aufgabe 5 (2 Punkte)

Sei bei einem Sparvertrag jahrliche Verzinsung vereinbart, zu einem Zinsfaktor ¢ > 1. Sei fiir
die jéhrlich einzuzahlende Rate R = 200 Euro nachschiissige Zahlung vereinbart.

Sei das Anfangskapital Ky = 0 Euro.

(1) Bestimmen Sie das Kapital K5 nach Ablauf von 5 Jahren, in Abhéngigkeit von g¢.

(2) Bei welchem Zinsfaktor ¢ ergibt sich nach 2 Jahren ein Kapital von Ky = 412 Euro?

Lésung.
5
. g —1
1) Esist K5 = 200 -
(1) Esist Kj )
¢ -1

- =200(¢ + 1).

Es sollte also 200(q + 1) = 412 sein, folglich 200g = 212 und also ¢ = 1,06.

(2) Esist Ky =200 -
q
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Aufgabe 6 (343 Punkte)

Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen.

(1) Gesucht ist y: Rug — R, z + y(x) mit ¢/ = z*y? und mit y(1) = 1.

(2) Gesucht ist y : R — R, z — y(x) mit y” + 4y = 0, mit y(0) = 1 und mit y'(0) = 1.
Lésung.

(1) Dies ist eine separierbare Differentialgleichung erster Ordnung.
In Standardbezeichnungen ist f(z) = 2% und g(y) = .
Wir bilden

und

|

Es soll H(y(x)) = F(z) sein, also

1 ro 1 1
41 = I3z
y(x)+ 3" 73
Dies fithrt auf
(2) 1 3
ylz) = — = :
1 1 _ 43
1311 4—x

(2) Dies ist eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung.
In Standardbezeichnungen ist @ = 0 und b = 4. Insbesondere ist a®> = 0 < 4 = b.
Wir erhalten w = v/b — a? = 2 und also

y(x) = e *(rsin(wz) + scos(wx)) = rsin(2z) + scos(2x)

mit noch zu bestimmenden r, s € R.

Es ist
y'(x) = 2rcos(2x) — 2ssin(2z) .

Es sollte s = y(0) = 1 sein.

Es sollte 4/(0) = 2r = 1 sein, also r = 1

[\

Somit wird .
y(x) = 5 sin(2z) + cos(2z) .
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Aufgabe 7 (444 Punkte)

(1) Bestimmen Sie A, B, C' € C mit
4 A B C

(22 + D) (x+1) x+i+a:—i+:17—|—1'

1
4
(2) Berechnen Sie das Integral /0 CESCES) dx.

Lésung.
(1) Esist (22 4+ 1)(z+1) = (z +i)(z —i)(z+ 1).
Die angegebene Gleichung wird nach Multiplikation mit (x 4+ 1i)(x —i)(z + 1) zu
4 = AP+ (1 -1z —i)+B@®+ (1 +i)z+i)+Ca? + 1).
Wir fithren einen Koeffizientenvergleich durch.

0 = A+B+C
0 = (1-1)A+(1+1)B
4 = —iA+iB+C

Umgeschrieben in eine Matrix 16sen wir dies wie folgt.

1 1 10 1 1 1 o
1—i 1+i 00 | ~ [0 2 i-1]0
—i i 14 0 2 i+1[4

0 (1—1i)/2]0 10 0|—1+i

~ 01 a+1)/2(0] ~ | 010 -1-i

0 2 1 00 1| 2

Wir erhalten A= —-1+1i, B=—1—1 und C = 2. Somit wird
4 —-1+i —-1-i 2
+

(2 +D)(z+1) x4i r—1 +:1c+1'
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(2) Unter Verwendung der Partialbruchzerlegung aus (1) ergibt sich

! 4
/ dx
o (@ +1)(z+1)
/1—1+i —1—1i 2
= — 4+ — + dx
0 T+1 T —1 r+1

! 1 b 1 b
= —/ -+ - d{L‘—i-/ - — - d:E—I—Q-/ dx
o r—1  x—(-1) o r—1 x—(-1) o r+1

= —1In(2) + 2arctan(1) + 21In(2)

T
= In(2 —.
n()+2




Kiinzer Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler 21.08.2019

Name, Vorname,
Matrikelnummer:

Aufgabe 8 (24241 Punkte) Sei

1 11 1
A=10 0 1 —1
1 11 1
(1) Formen Sie A in Zeilenstufenform um.
1 1 0 2
Zeilenstufenform von A: 001 —1
000 0

(2) Geben Sie eine Basis von {x € R : Ax =0} an.

1 )
. nl 1 0

Basis von {x € R*! : Az =0}: ( ol 1 )
1

1 1
(3) Geben Sie den Cosinus des Winkels o an, der von den Vektoren | 0 | und | 1
eingeschlossen wird. 1 1

2

cos(a) = =
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Aufgabe 9 (141 Punkte) Berechnen Sie folgende Reihengrenzwerte.

(1)

(2)

o0

2

k=0

&

[GVIN )

SN—
©
o
Il
W

Aufgabe 10 (2 Punkte)

1 11 -1 0
Sei A:=[0 11 Berechnen Sie: A™'=|1 0 1 -1
001 0O 0 1
Aufgabe 11 (141 Punkte)
oo amt _
(1) Berechnen Sie: Z - 1
k=0
(2) Berechnen Sie: |el2+] = 2

Aufgabe 12 (242 Punkte)

Sei f:R =R,z f(x):=8cos(x)>.

(1) Bestimmen Sie a,b € R so, dass die folgende Gleichung fiir alle x € C gilt.

(2) Bestimmen Sie eine Stammfunktion F' von f.

()

acos(z) + bcos(3z).

b= 2

2
6sin(z) + 3 sin(3z)




