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Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler
Losung 9

Losungen zu den Hausaufgaben

Hausaufgabe 32 Seien 2 =2 —-3i,w=4—iund v =2 +1.
Berechnen Sie folgende komplexe Zahlen.

(1) zwov! (3) |v+w+z|
(2) Re(vw) + Im(vz). (4) v
w
Lésung.
(1) Es ist
oo (22380 -1 (2-30@+1) _ (2-3)(@+1) _ 11108
B 241 B 2+i B 241 241
(11 — 101)(2 — i)
B 441
1231
5
12 31
~5 5
(2) Es ist
Re(vw) 4+ Im(vz) = Re((2+1)(4 — 1)) + Im((2 +1)(2 — 31))
= Re(9 + 2i) + Im(7 — 4i)
—9—4
= 5.
(3) Esist
v+w+z=24+1+4—1+2—3i| =8~ 3i| = VT3.
(4) Es ist

i (2+1)-241 (2+D)2-1) 5 54+1i) 20 5.

-1 41— 41— 7 1wt

Hausaufgabe 33 Berechnen Sie fiir die folgenden Folgen und Reihen den jeweiligen Grenzwert
oder entscheiden Sie auf Divergenz.

(1) (S + 251




(3)( + cos(nm) - 1)p>1

i )+ 17T/3)

n=1

Lésung.

(="

n

(1) Die Folge (“2° + 51)n>1 konvergiert genau dann, wenn (

n )n>1 und ( +1)77121 kon-
vergieren.

Da —% < (_i)n 1 = fiir alle n > 1 gilt und die beiden dufleren Folgen gegen 0 konvergieren,

konvergiert mit dem Lemma von Sandwich auch & gegen 0.

Auferdem ist limy, oo ;47 = limy, o0 (1 — 1 — limy, oo #1 =1.

n+1>

Also ist limn_m(( DI n—Hl)n>1 =1.

(2) Nach der Definition der Exponentialfunktion und der Eulerschen Formel ist

E T -'1 =™ = e(cos(m) +isin(n)) = —1.
n!
n=0

(3) Die Folge (= + cos(nm) - i),>1 kann nur konvergieren, wenn auch (cos(nm)),>1 konvergiert.
Allerdings ist cos(nm) = (—1)". Das bedeutet, dass fiir jede Zahl z € R und k € N die

Gleichungen
| cos(2km) — x| = |(=1)* — 2| = |1 — |
und
|cos((2k + 1)) — x| = [(=1)* —g| = | =1 — 2| = |1 + =
gelten.

Aber aus der Bedingung |1 —z| < € fiir alle € > 0 folgt x = 1, wiahrend aus der Bedingung
|1+ x| < e fiir alle € > 0 folgt, dass x = —1 ist, ein Widerspruch.

Also divergiert (cos(nm)),>1 und damit auch (£ + cos(nm) - i)n>1.

(4) Es ist nach der Definition der Exponentialfunktion und der Eulerschen Formel

2 (In(2) +i7/3)" = (In(2) +i7/3)*  (In(2) + ir/3)°
;( (2) . /3) :;< ()n! /3" ()01 /3)

_ eln(2)+i7r/3 -1

= @ (cos(7/3) + isin(r/3)) —

1 V3
=iV3.

Hausaufgabe 34 Berechnen Sie folgende komplexe Zahlen.

(1) cos(wl—:_z?ri) (3) @) +im/4 4 (In(3)+iTr/4
1

(2) e1—|—i-77r/6 (4) ZSIH( >+ 113 -1




T+ 27l (m+27mi)(1—1) 3 1 .
— = = -7+ -7,
I+1 2 2 2

oo (T2 (B (3 1\ (3. (1.
1+ = COS 27T 27'(' = COS 27’(’ COSs 271'1 S1n 271' S1n 27'('1
1

(2) Esist

el HITm/6 — ol (cos(%w) +1i sin(éw))
(Cos (w + w) +isin <7r + éw))
(cos cos( ) _ sin(r) sin(%w) i <Cos(7r) sin(éw) + sin(r) cos(éﬂ»)
—e(——\/_ 0+i (—%+0)>

1
= ——v3e— §ei.

2

(3) Esist

. : 1 1 7 7
MBIHIT/A 4 oIB)FET/A — oIn(3) <COS(Z7T> + isin (ZTF>) + @ . (COS(ZW> + isin (Zﬂ>)

=3 <COS<17T) + isin(lﬁ) +cos(27r — 171') + ism<27r — 1 ))
4 4 4 4
=3- <COS<17T) +1 sin<1ﬂ> + cos (—177) +1 sin<——7r>)
4 4 4 4
1 (1 1 (1
=3 <COS<Z7T) +1 sm(zr) + cos (Zw) — 1sm<z7r)>

= 3V2.



Hausaufgabe 35

(1) Sei 2 = —3 + 3i. Finden Sie (z, y) € R x [0,27) mit e*™¥ = 2.

(2) Finden Sie (z, y) € R x [0,27) mit e*™¥ = 2i.
Finden Sie alle (u, v) € R x [0,27) mit (e*"V)? = 2i.
Zeichnen Sie €**1¥ sowie e fiir alle Losungen (u,v) in der komplexen Zahlenebene ein.

(3) Berechnen Sie sin(z)* unter Verwendung von sin(z) = J-(e'* — e7'7).

Bestimmen Sie a, b, ¢ € R so, dass die folgende Gleichung fiir alle z € C gilt:

sin(z)* = a + bcos(2z) + ccos(4x)

(4) Berechnen Sie sin(z)®cos(z)? unter Verwendung von sin(z) = 2-(e'* — e7'%) und von

cos(z) = 3(el* +e717).

Bestimmen Sie a, b, ¢ € R so, dass die folgende Gleichung fiir alle z € C gilt:

3

sin(z)? cos(z)? = asin(x) + bsin(3x) + csin(5x)

Lésung

(1) Esist e”™¥ = e®(cos(y) + isin(y)). Damit e**¥ = —3 + 3i gilt, muss also e cos(y) = —3
und e” sin(y) = 3 sein, also insbesondere cos(y) < 0 und sin(y) = — cos(y), was fir y = 3

erfillt ist: es ist
cos § = —\/—5 = —sin §
A" T T T ")

2
Damit muss e* = 3 - E =32 gelten, also x = ln(3\/§).

(2) Wie zuvor ist ist % = e(cos(y) + i sin(y)), also ist e*™¥ = 2i genau dann erfiillt, wenn
die Gleichungen e” cos(y) = 0 und e” sin(y) = 2 erfiillt sind. Da e” # 0 fiir alle 2 € R gilt,
muss cos(y) = 0 sein und da y € [0, 27) ist, ist dies dquivalent zu y = 7 oder y = 37”

Da aufierdem e” > 0 ist, sin(%) = 1 und sin(3f) = —1, folgt aus " sin(y) = 2, dass y = %
und z = In(2) sein muss.

Damit (e*¥)? = 2i gilt, muss e®**?" = 2i sein. Mit den Uberlegungen oben ist also

e?" = ¢%, cos(2v) = cos(y) und sin(2v) = sin(y). Daraus folgt 2u = z, und dass es ein
k € Z mit 2v = y + 2km gibt.
ln(2) T

Also ist u = und aufgrund von v € [0

2 4

. In(2) = In(2) 5
gesuchten Punkte sind also (T, Z) und (T, I)'

27) muss v = T oder v = T gelten. Die
2



2i4 9] = plni2+3
i »
l4+1= [I;I';'__'l_ill"
_|2 _|1 1| 2:
“1—j=etT i
)
(3) Esist
i 1 1z —1z !
in(a))* = (e =)
— W<e41x - 463190—190 =+ 6e21x—21x o 461:1:—31:1: + e—41x)
1
1 . , .
— 1_6(e4lx + ef41x o 4(621:1: T 67211) + 6)
3 1 1
=3 9 cos(2z) + 3 cos(4zx).
(4) Esist
sin(z)? cos(z)?
1 iz —ix ’ 1 iz —ix ?
_<E(e —e )) (é(e +e ))
:W<e3lx o 3621x71x + 3611721:1: o 6731:5)(6211 + 261:1:71:1: + 67211)
1 . . _ - |
— y(e&r — 3el® + Je~ 1T _ e—31x)(e2lr 4+ 924 e—21$)
1
— — ﬁ(efnx o 3631x 4 36196 _ e*lx 4 2(63190 _ 3elCC + 36711 o e731x)
+ e — 3e71T 4 3¢ T — o70IT)
1. . . . , .
= — g (€7 — e T 7 el 4 e7i)
1
1 1 1
=3 sin(x) + 6 sin(3z) — T sin(5x).
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