Gottwald, Kiinzer, Ritter Wintersemester 2018/19
Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler
Losung 8

Losungen zu den Hausaufgaben

Hausaufgabe 29 Sei
f:R}* =R, (2,9,2) = 2%* +22% + 2 + 2°2

und
g:R* =R, (,y,2) =~ 2> +9y°+ 2.

(1) Berechnen Sie Vy(z,y,z) und V,(z,y, 2) fir (z,y, z) € R?.
(2) Berechnen Sie alle Flachstellen von f unter der der Nebenbedingung g = 0.

(3) Unter der Nebenbedingung g = 0, welche lokalen Minimalstellen, welche lokalen Maxi-
malstellen und welche Sattelpunkte hat f?

Lésung.
(1) Es ist
fo(2,y,2) 2xy? + 4z + 222

Vf(il?,y,Z) = fy(x7ya Z) = 2I2y
fz(xvwa) 1+$2

gfli(way72) 2{13

Vo(@,y,2) = | gy(z,y,2) | = | 2y

gz(xuy)z) ]-

(2) Hierzu losen wir das folgende Gleichungssystem fiir z,y, 2,7 € R:

Vf(x,y,Z) :Vg(xuyvz> *P1
2y +2=0

Einsetzen der Ergebnisse aus (1) ergibt die folgenden Gleichungen:

20y* + dx + 222 = 2p1
22°y = 2p1y
14+ 2% = p1
2 +y*+2=0.
Die 3. Gleichung ist dquivalent zu 2> = p; — 1. Einsetzen in die 2. Gleichung ergibt
2(p1 — 1)y = 2pyy und damit —2y = 0. Also muss y = 0 gelten.
Dann folgt aus der 4. Gleichung z = —?. Einsetzen in die 1. Gleichung unter Beachtung
von y = 0 ergibt
4o + 22(—2?) = 4 — 22° = 2py .



Im Fall z = 0 ergibt die 3. Gleichung p; = 1 und mit den obigen Rechnungen ist das Glei-
chungssystem genau dann erfiillt, wenn y = z = 0 gilt. Also ist (0,0,0) ein Flachpunkt
von f unter der Nebenbedingung g = 0 und in diesem Fall ist p; = 1.

Im Fall x # 0 ist 4x — 223 = 2p;2 dquivalent zu 4 — 222 = 2p;. Aus der 3. Gleichung
wissen wir, dass 2 = p; — 1 gilt. Einsetzen ergibt 4 — 2(p; — 1) = 2p; und damit p; = %

Damit ist 22 = p; — 1 = % und wir bekommen fiir x die moglichen Losungen \/75 und —*/75.
Da z = —a? ist, folgt in beiden Fillen z = —1.

Wir haben also die Flachstellen (0,0,0) mit p; = 1, (?,0,—%) mit p; = % und
2 : 3
<—§,O, —%) mit p; = 3.

Um zu bestimmen, welche der Flachstellen aus (2) lokale Minimalstellen, lokale Maximal-
stellen bzw. Sattelpunkte sind, betrachten wir fiir jede Flachstelle (x,y, z) die Funktion
F = f — p1g, wobei p; jeweils den Wert annimmt, den wir in (2) berechnet haben. Dann
iiberpriifen wir U'Hp(z,y, 2)U auf Definitheit, wobei die Spalten von U eine Basis von
{u € R?: N(z,y,2)'u = 0} bilden. Da wir nur eine Nebenbedingung haben, ist N(z, y, 2)
die Matrix mit der Spalte V,(z,y, 2).

Fiir (0,0,0) ist p; = 1 und damit F' = f — g. Also ist der Gradient von F

2xy? + 21 + 222

VF(x,y,z)zvf(a:,y,z)—vg(x,y,z): 21’2y—2y

1'2

und die Hessematrix

202 +224+2  dxy 2

Hp(z,y,2) = 4y 202 -2 0 |,
2x 0 0
also
2 0 0
Hr(0,0,0) =10 —2 0
0 0 0

Es ist N(0,0,0)" = V,(0,0,0)" = (0,0,1). Eine Basis des Vektorraums {u € R? :
(0,0,1)u = 0} ist gegeben durch ( é), (g))
Also ist

2 0 0\ /10 10
. 100 2 0 0 2 0
U'Hz(0,0,0)U = 0 -2 0|0 1]= 01]= ,
010 0 -2 0 0 —2
0 00 00

eine Matrix mit der Determinante —4, die weder positiv noch negativ definit ist (da sie
eine Diagonalmatrix ist, die sowohl positive als auch negative Eintrdge hat). Also ist



(0,0,0) ein Sattelpunkt von f unter der Nebenbedingung g = 0.

Fiir (?, 0, —%) ist p; = g und damit F' = f — %g. Also ist der Gradient von F

3 2zy* + v + 212
VF(IL‘,y,Z) ZVf(JI7y,Z)——Vg<J],y7Z) = 2$2y_3y

2 2 1

L™= 3

und die Hessematrix

202 +22+1 4y 2

Hr(z,y,2) = 4y 222 -3 0 |,
2z 0 0
also

0 0 2

V2 1 V2

He | —,0,—=| =10 -2 0

2 2
V2 0 0

¢ ¢
Es ist N (Vg,o, —%) -V, (Vg,o, —%) — (v2,0,1).
Eine Basis von {u € R?: (v/2,0,1)u = 0} ist gegeben durch <<7
Also ist

So»—A
)

N——
/N
oo
N—
S~—~

0 0 2 1 0
5 1 10 -3
UHp L_,o,—— U= AN 0 1
5 5 01 0 . .

(25

eine Diagonalmatrix, die nur negative Eintrége hat und damit negativ definit ist. Damit

ist <‘/7§, 0, —%) eine lokale Maximalstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0.

Fiir <—§,O, —%) ist p; = % und damit F' = f — %g. Also ist analog zu oben

202 +224+1 4oy 2«

Hr(0,0,0) = dxy 202 -3 0
2 0 0

0 0 —2

V2 1 V2

Hp | ——=,0,—= | = 0 -2 0
2 2

-2 0 0



t t
Es ist N (—%5,0, —g) ~v, (—%5,0, —§> — (—/2,0,1).
Eine Basis von {u € R3: (—/2,0,1)u = 0} ist gegeben durch (( 0 ), (g))
Also ist

0 0 —2
5 10 V2
UtH —L—,o,—— U— V2 0 -2
5 5 01 0

(0 4)

eine Diagonalmatrix, die nur negative Eintrage hat und damit negativ definit ist. Also ist
(—‘/75, 0, —%) eine lokale Maximalstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0.

Hausaufgabe 30 Sei
R =R, (2,9,2) = 22%y* + zy* — 22¢° — T2?,
g R*=R, (,y,2) =»a2*—4+z ¢ R =R, (v,y,2) =22 —y* +4.
(1) Berechnen Sie V(z,v,2), V,, (x,y,2) und V,,(z,y, 2) fir (z,y,2) € R?.

(2) Welche der folgenden Punkte sind Flachstellen von f unter der Nebenbedingung
9:=(g1,92) = 07
Unter der Nebenbedingung g = 0, welche sind lokale Minimalstellen und welche sind

lokale Maximalstellen?
(=2,v/7,0), (3,v10,-5)

Lésung.
(1) Esist
fw<x7y7z) 4.Ty2 — 14z
Vi(w,y,z) = | fylz,y,2) | = | 40°y + 2yz — 44y
f2(2,y, 2) y?
glx($7y7 Z) 2:[
Vg1<x7y7 Z) = gly(az,y,z) = 0
glz(x7y7 Z)



(2) Um fiir eine gegebene Stelle (z,y, z) zu bestimmen, ob sie eine Flachstelle von f unter
der Nebenbedingung g = (g1, g2) = 0 ist, miissen wir herausfinden, ob g(x,y, z) = 0 gilt

und es ein eindeutig bestimmtes r = PUY it Vi(z,y,2) = N(x,y,2)-r = Vg p1+Vy,po
P2
gibt.

Falls ¢1(z,y, z) = g2(z,y, 2) = 0 gilt, 16sen wir also das Gleichungssystem
day® — ldx = 2p12 + 2po
4oy + 2yz — 44y = —2pay
y* = p1.
Da gy(—2,V/7,0) = =7 # 0 gilt, ist (—=2,1/7,0) keine Flachstelle von f unter der Ne-

benbedingung g = 0. Damit kann (—2,1/7,0) auch keine lokale Minimalstelle oder lokale
Maximalstellen sein.

Fiir (z,y,2) = (3,10, —5) ist sowohl ¢,(z,y,2) = 0 als auch ga(z,y,2) = 0 und obiges
Gleichungssystem ergibt

78 = 6p1 + 2p2
—18 - v/10 = —2p2V/10
10 =

mit der eindeutigen Losung p; = 10 und ps = 9. Also ist (3,110, —5) eine Flachstelle von
f unter der Nebenbedingung g = 0.

Wir miissen noch iiberpriifen, ob (3, V10, —5) eine lokale Minimalstelle oder lokale Ma-
ximalstelle ist. Dafiir iiberpriifen wir U'Hy(3, V10, —5)U auf Definitheit, wobei
F(x,y,2) = f(2,y,2)=p1g1(2,y, 2)=paga(,y, 2) = 22°y*+2y° —13y* 170 +4-102—18z .
ist und die Spalten von U eine Basis von {u € R?: N(3,1/10, —5)'u = 0} bilden.

Es ist
4xy® — 34x — 18

Ve(x,y,2) = | 42y + 2yz — 26y

y? — 10
und
4y? — 34 8xy 0
Hp(z,y,2) = S8xy 422 4+ 22 —-26 2y |,
0 2y 0
also
6 24 -/10 0
Hp(3,V/10,-5) = [24-v10 0 2./10
0 2-/10 0
Es ist
2x 2

N(m,y,z) = 0 _2y )
1 0



also

60 18
N(3,v10,-5)= [ 0 —18-/10
10 0
-
Damit ist — V10 eine Basis von {u € R3 : N(3,4/10, —5)'u = 0}. Also ist
1
auch jedes Vielfache davon eine Basis von {u € R*: N(3,1/10, —5)'u = 0}, insbesondere
10 10
V10 und wir kénnen U := | v/10 | setzen. Dann ist
—60 —60
6 24-V10 0 10
U'Hp(3,v/10, —5)U = (10 V10 —60) 2.0 0 2.v/10]| | vi0
0 2-v/10 0 —60
10
~ (300 120-vI0 20) | V0
—60

= (3000).

Da (3000) eine positiv definite Matrix ist, ist (3,4/10, —5) eine lokale Minimalstelle von
f unter der Nebenbedingung g = 0.

Hausaufgabe 31 Sei
f:R* =R, (z,9,2,w) — 2%y + 2wy,

g :R'= R, (z,y,2,w) = 2* +2y, ¢ :R*'= R, (z,y,2,w) — 2w+ zy +wy — 12
(1) Berechnen Sie Vy(z,y,z,w), V,, (2,9, z,w) und V,,(z,y, z, w) fir (z,y,z,w) € R.
(2) Welche der folgenden Punkte sind Flachstellen von f unter der Nebenbedingung

9:=1(91,92) =07

Unter der Nebenbedingung g = 0, welche sind lokale Minimalstellen und welche sind
lokale Maximalstellen?

11

0,2,2,2), (0,—2,-2,-2), (1,—1,—1,—?)
Lésung.
(1) Es ist
f-’l?(x’y?z?w) 2‘ry
fy(x7yasz) U)Z—|—$2

ful2,y,2) 2y



glx(xvywzaw) 2‘T+y
g1 (:U,y,z,w) z
Vg1(x7y7 Z) = Y -
glz(xaywzuw) 0
glw(x7y7sz> 0
ng($ay7Zaw) 0
92 <$7y727w) w+z
VgQ(x,y,z,w) = Y =
g2z('r7y727w) U)+y
)

g2w(x7y7z7w y+Z

(2) Um fiir eine gegebene Stelle (z,y, z, w) zu bestimmen, ob sie eine Flachstelle ist unter der
Nebenbedingung g = (g1, go) = 0 ist, miissen wir herausfinden, ob g(z, y, z, w) = 0 gilt und

es ein eindeutig bestimmtes r = PrY it Vi(x,y, z,w) = N(z,y,z,w) 1 = Vg, p1+Vy,p2
P2
gibt.

Falls ¢1(z,y, z,w) = g2(x,y, z,w) = 0 gilt, 16sen wir also das Gleichungssystem
2ry = 2p1x + pry
wz + 2% = P + paw + paz
wy = paw + P2y
2Y = P2y + p2z.
Fiir (0,2,2,2) gilt ¢1(0,2,2,2) = ¢2(0,2,2,2) = 0 und das Gleichungssystem wird zu

0=2p;
4 =4p;
4=4p,
4 =4p

mit der eindeutigen Losung p; = 0 und py = 1. Also ist (0, 2,2,2) eine Flachstelle von f
unter der Nebenbedingung g = 0.

Es ist

F(CC, Y, z, ’LU) = f(ZL’, Y, z, w>_plgl(l‘7 Yy, z, w)_PZQQ(l” Y, z, w) = x2y+zwy—zw—2y—wy+12

mit Gradientem

2zy
wz+x?—w—z
Vi =
wy —w —y
2y —1y— 2z
und Hessematrix
2y 2x 0 0
2z 0 w—1 z-—1
HF(x7y7 va) - )

0 w—-1 0 y—1
0 z2—-1 y—1 0



also

4 0 00
0011
Hp(0,2,2,2) =
r =101 01
01 10
2 4y 0 2 0
0 4
Esist N(z,y, z,w) = * Wtz und N(0,2,2,2) = . Damit ist eine Basis
0 wiy 0 4
0 y+z 0 4
0 0
4 t .. 2 1
des Vektorraums {u € R*: N(0,2,2,2)'u = 0} zum Beispiel e )
—1 -2
0 0
: 2 1
Also setzen wir U := ) ) und berechnen
-1 =2
4 0 00 0 0
0 2 -1 -1 0 011 2 1
U'Hr(0,2,2,2)U =
01 1 -2 01 01 -1 1
0110 -1 -2
0 0
(0 =2 11 2 1
Lo -1 -1 2 -1 1

Diese Matrix ist negativ definit, da

of(32)) oo
(3 2) (2 2)-0

gilt. Also ist (0,2,2,2) eine lokale Maximalstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0.

und



Um analog zu iiberpriifen, ob (0, -2, —2, —2) eine Flachstelle ist, stellen wir fest, dass
g1(0, =2, =2, —=2) = g5(0, -2, —2, —2) = 0 ist und l6sen das Gleichungssystem

0=—2p,
4 = —4p
4= —4p,
4= —dp,

mit der eindeutigen Losung p; = 0 und ps = —1. Also ist (0, —2, —2, —2) eine Flachstelle
von f unter der Nebenbedingung g = 0.

Es ist
F(CC, Y, z, ’LU) = f(ZL’, Yy, z, w)_plgl(‘r7 Yy, z, w)_9292($» Y, z, w) = :L‘2y+zwy—|—zw+zy+wy—12

mit Gradientem

2zy
wz + 2 +w+ 2
Vi =
wy +w+y
2y+y+z
und Hessematrix
2y 2z
2 0 1 1
HF(x>y727w): ! v =
0 w+1 y+1
0 z+1 y+1
also
-4 0 0 0
0O 0 -1 -1
Hr(0, -2, -2, —-2) = )
o ) 0 -1 0 -1
0O -1 -1 0
2r + vy 0 -2 0
. T w+ z 0 -4 .
Es ist N(z,y, z,w) = , also N(0, —2, -2, -2) = und damit
0 w+y 0 —4
0 y+z 0 —4
0 0
. 2 1 : . 4 ¢
ist e ) eine Basis von {u € R*: N(0, -2, -2, —2)'u = 0}.



Mit U = ist
— 1
-1 =2
-4 0 0 0 0 0
02 -1 —1 0 0 -1 —1
U'Hp(0, -2, -2, —-2)U =
01 1 =2 0 -1 0 -1 -1 1
0 -1 -1 0 -1 -2
0 0
2

_<§g>.

Diese Matrix ist positiv definit, da

gilt. Also ist (0, —2,—2, —2) eine lokale Minimalstelle von f unter der Nebenbedingung
g=0.

Es bleibt noch, die Stelle (1, -1, —1, —%) zu iiberpriifen: Hier wird das Gleichungssystem
zu

—2=pm
13 13
o = P1— 702
11 13
P
1= —-2p,
Aus der 3. Gleichung folgt py = —%, aber aus der 4. Gleichung folgt p, = —%, ein

Widerspruch. Damit ist die Stelle (1,—1,—1, —%) keine Flachstelle von f unter der Ne-
benbedingung g = 0.

https://pnp.mathematik.uni-stuttgart.de/lexmath/kuenzer/wiwil8/


https://pnp.mathematik.uni-stuttgart.de/lexmath/kuenzer/wiwi18/

