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Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler
Losung 6

Losungen zu den Hausaufgaben

Hausaufgabe 21 Berechnen Sie die folgenden Integrale.
Skizzieren Sie die Fliachen, deren Inhalte durch die Integrale berechnet werden.
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Lésung.

(1) Da die Funktion f stiickweise definiert ist, muss man ihr Integral auch stiickweise be-
rechnen. Das Integral von cos(z?)z berechnet man dabei mithilfe einer Substitution von

u =12
/14f(x)dx: 1
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= §7r2 + 5 27 + 5 sin(7?) — 3 sin (Zﬂ2)
~ 1,92323

Eine Skizze der Flédche, deren Inhalt durch das Integral berechnet wird, hat die folgen-
de Form. Dabei ist der Fldcheninhalt unterhalb der z-Achse negativ, der Flacheninhalt
oberhalb der z-Achse positiv.
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(2) Da (2 —2)""% = 07'/% = 1 nicht definiert ist, ist / (x — 2)"3dx ein uneigentliches
2

Integral und es gilt

Mit der Substitution v := z — 2 bekommen wir

4 4-2 2
/ (z —2)"3dx = lim (u)"Y3 du = lim (u) =13 du.
2 a=2 [, o a=2 . o

Wegen lim, ,2(a — 2) = lim,_,o(a) konnen wir dies als

4 2
/ (x—2)"de=1lim [ (u)"Y3du
2

a—0 0

schreiben. Also ist
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Eine Skizze der Fliche, deren Inhalt durch das Integral berechnet wird, hat die folgende
Form.



Hausaufgabe 22 Berechnen Sie die folgenden Integrale.
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Lésung.

(1) Das Integral

/4 3
3 (x4 1)(x—2)(z+2)

dz

léisst sich mithilfe einer Partialbruchzerlegung berechnen. Da der Nenner einen kleineren
Grad hat als der Zahler, miissen wir (z 4+ 1)(z — 2)(x + 2) zunéchst ausmultiplizieren,

damit wir eine Polynomdivision durchfithren kénnen:

(z+D(x—-2)(r+2)=@*—2-2)(z+2)=2"+2° —4x — 4

x4 =@+ 2% —dx—4)(xr—1)+ 52> -4

und
—zt -2 442? +4zx
—1% 44x? o
z2  +2? -4z —4
52 —4
Also ist
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5x% — 4
(x+1)(z—2)(x+2)

Fiir die weitere Rechnung benétigen wir die Partialbruchzerlegung von
Also suchen wir A, B,C' € R mit

5% — 4 ! A B C

Gt D)@-2@+2) @+ @-2 @i

Wir multiplizieren die Gleichung mit (z + 1)(z — 2)(x + 2) und erhalten

5 — 4= Az —2)(x+2)+ Bz +1)(z+2) + Clz + 1)(z — 2)
= Az —4) + B(2®* + 32 +2) + C(z* — v — 2).

Also miissen wir das Gleichungssystem

—4 2 =2 A —4
-1 Bl = 0
1 C
l6sen, um A, B und C zu finden:
—4 2 2|4 11 1| 5 11 1] 5 11 4/3
03 =1 0 | ~» 03 -1 0|~[03 —-1{0]~]01 —1/3
11 1| 5 -4 2 —-2|—-4 0 6 2116 00 411
1 0 0]-1/3
~1 01 0] 4/3
0 01 4
Alsoist A= —1/3, B=4/3 und C = 4 und damit
5x2 —4 1 4 4

G D@ —2x12) 3@+l 3@-2 @t2

Mit der obigen Rechnung ist

4 3t 4 5x? — 4
Js CETCEDCE) Rl (g s (x+1)(z —2)(z + 2))
= 3(3+ f34 _S(xl-i-l) + 3(z4—2) + (:ciz) d
— 3(34[-Lin(@+1)+2iin(z —2) +4In(z + 2)};3)
_ 3 g _ 1n(5)gln(4) n 4(1n(2);1n(1)) + 4(In(6) — 1n(5)>
= L —13In(5) + 181In(2) + 121n(3)
~ 12,23730,

wobei wir fiir die Vereinfachung in der vorletzten Zeile benutzt haben, dass In(1) = 0,
In(4) = 2In(2) und In(6) = In(2) + In(3) ist.
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(2) Es ist In(2?) = 2In(z) und damit (In(2?))" = =. Also kénnen wir die Aufgabe mit einer
T

Substitution von u := In(z?) 16sen:

/le sin(In(a?)) _ /lln(e"’) sin(u) du = %/02 sin(u) du = % (= cos(u)]?

x n(12) 2
1 — cos(2)
=—F"
~ 0,70807.

Hausaufgabe 23 Berechnen Sie die folgenden Integrale.

[

w/4
(2) /0 sin(2x) cos(2x) dx

Lésung.

(1) Dieses Integral lasst sich mit der Produktregel berechnen: Die Funktion
1
"R =R, 2 —
x

hat eine Stammfunktion

1
F:Ryo— R, 20— —
212

und die Funktion
g:Roo—= R, z— In(z)

hat die Ableitung
1
Jd :Reg— R, 2+ —.

Damit ist
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~ 0,16119



(2) Das Integral
w/4
/ sin(2x) cos(2x) dx
0

lasst sich am leichtesten durch Substitution von w := sin(2x) berechnen. Denn es ist
(sin(2z))" = 2 cos(2x). Damit ist

/4 sin(2-7/4) 1 271 12 02 1
/ sin(2x) cos(2x) dax = / Yau= / Yy = {u_} e
0 sin(2-0) 2 0 2 4 =0 4 4 4

Hausaufgabe 24 Berechnen Sie die folgenden Integrale.
2
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Lésung.

(1) Das Integral

2 8
—d
/1x3(x+2) :1:

ldsst sich mithilfe einer Partialbruchzerlegung berechnen: wir suchen A, B, C, D € R mit

+

A B C D
x a2 4l

B 7 +2
Multiplikation mit z3(z + 2) liefert die Bedingung
8= Az*(2+2)+Bo(z+2)+C(z+2) + Da® = 2 A+ 22° A+ 2° B+ 22 B+ Cx +2C +2°D.

Wir miissen also das Gleichungssystem

=N O O

O~ N O

S O = N

_ o O O

O Q=
|

o O O oo



16sen:
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100 1]0 00 2 08 022 0|8 00 2 018

100 1]0

010 =20
PN

001 4]0

00 0 =818

100 0 1

01 0 0]-2
S

00 10| 4

000 1]-1

Damit ist A=1, B=-2,C=4und D = —1. Also ist

Q/z 8 4 /01 2_%4 1 1
———dz = e T
1 23z +2) L2 xd x 42

2 2 2

=1
1
=In(2)+1— 5 In(4) —In(1) — 2+ 2 +1n(3)
1
=1n(3) —In(2) + 3
~ 0,90547
(2) Um dieses Integral zu berechnen, muss man zweimal die Produktregel anwenden. Dabei

benutzt man, dass die Stammfunktion von e® wieder e* ist und dass (22)’ = 2z und
(22)" = 2 gilt.

Also ist

2 2 2
/ r’e” dz = [z%e"] i:o — / 2ve”dr =22 - e — 07 - ¥ — ([Qxem]izo — / 2e” dx)
0 0 0

= 4de? —2-2e? +2-0e" + [2¢"]

x=0
= 2¢* — 2¢°
= 2% —2
A~ 12,77811.

https://pnp.mathematik.uni-stuttgart.de/lexmath/kuenzer/wiwil8/
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