Gottwald, Kiinzer, Ritter Wintersemester 2018/19

Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler

Lo6sung 10

Losungen zu den Hausaufgaben

Hausaufgabe 36 Berechnen Sie die folgenden Integrale:
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Lésung.
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plexe Partialbruchzerlegung von
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(1) Um das Integral / 12 5 dz zu berechnen, bendtigt man als erstes die kom-
o (@

(22 +2)(z +1)*

Mit dem Ansatz

9 A B C D

= + + +
(2 +2)(z+1)2 z2+ivV2 z—iv2 x+1 (z+1)2

erhalt man

9=A(*+ (2 -1v2)2? + (1 — ivV2)z — iv2) + B(@® + (2 + iV2)2* + (1 +iV2)z + iV?2)
+C(2® + 2* + 22+ 2) + D(z* + 2).

Wir miissen also die folgende Matrix auf Zeilenstufenform bringen, wobei wir zunéchst
die 1. Zeile von der 3. Zeile und das Doppelte der 1. Zeilen von der 2. Zeile abziehen, um



die Rechnung zu vereinfachen:
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Also lautet die Partialbruchzerlegung




Damit ist

2 9
/0 @2+ 2)(x + 1)2 dz

2 9 -1 2§22 142 22 23

= + dz + - dz + —dx—l—/ ——dw
/0x+i\/§ T —iv2 0o T—ivV2 z4iV2 0o x+1 o (z+1)2
= —[In(2?+2))2 Y2 [2iarctan(i>]2 + 2z + D)2, — 3 [#r
x=0 4 \/5 0 =0 ({L‘—f- 1) 0

= —In(6) + In(2) — \g(arctan(ﬁ) —arctan(0)) +2In(3) —2In(1) — 1+ 3

= —1In(3) —In(2) +In(2) — \/75 arctan(v/2) 4 21In(3) + 2

= In(3) — g arctan(v/2) + 2.

—dz?+ o —4
E+ )@+ 1)
der Partialbruchzerlegung in (1); da der Nenner des Bruchs derselbe ist wie in (1), bleibt
sogar der grofite Teil der Rechnung derselbe: Der Ansatz

Die Partialbruchzerlegung von berechnet man vollkommen analog zu

dePte-4 A B C D
(22 +2)(x+1)? z4+iv2 2—-iv2 z+1 (z+1)

fithrt auf

—4x® 2 —4
= Az + (2 - iV2)2? + (1 — iV2)z — iV2) + B(z® + (2 + iV2)2? + (1 + iV2)z + iV?2)
+C(2® + 2° 4+ 22+ 2) + D(2* + 2).



und das Gleichungssystem
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Also lautet die Partialbruchzerlegung

—4z? +x—4




und es ist

/2 —dz?+ o —4
dx
o (22 +2)(z+1)?
1 /2 1 1 S| 2 3
= — = + dx + —d —/ —d
o _l 2 2 2 1 ?
= — —(In(6) + In(2)) + In(3) — 2In(1) + 1 — 3

— o =

= — §(ln(3) —In(2) +In(2)) + In(3) — 2
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Hausaufgabe 37 Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen:
(1) Gesucht ist y(z) auf Rs mit ' = 2%y* und y(1) = —1.

(2) Gesucht ist y(x) auf Rso mit ¢ = 272y + 272 und y(1) = 2.

Lésung.

(1) Diese Differentialgleichung ist separierbar, denn sie ist der Form ¢/(z) = f(x)-g(y(x)) mit
f(z) = 2% und g(y) = y*. Aus der Anfangswertbedingung folgt zo = 1 und yo = y(1) =
—1.

Wie setzen also

und fiir w < 0

w 1 wl
Hiw :/ —dt:/ L P S B S
W= g, v =1)

Dabei haben wir w < 0 angenommen, damit das Integral definiert ist. Also hat die
Funktion g den Definitionsbereich £ = Ry und wir miissen am Ende der Rechnung
itberpriifen, ob das gefundene y nur Werte in £ annimmt.

Als néichstes miissen wir H~!(w) finden. Dafiir setzen wir z := H(w) = —w ™' —1 an. Dies
1
ist dquivalent zu —2 — 1 = w™! und damit zu w = T Also ist H 1(z) = T
Wir bekommen
1 1 1 3
:H—IF :H—l_3__ — — _ )
y(@) (F(2)) (3:6 3) —zzd+3—1 3+ 2

Wie gewiinscht, ist diese Funktion auf R > 0 definiert und der Wertebereich ist in R
enthalten.



(2) Diese Differentialgleichung ist linear, denn sie ist der Form y/(z) = a(x)y(x) 4+ b(x) mit
a(z) = b(z) = 272, Aus der Anfangswertbedingung folgt zo = 1 und yo = y(1) = 2.

Um die Gleichung zu losen, setzen wir also

Az) = / a(t)dt = / I T R R |

x0 1

und

x T 11
F(z) = / b(t)e*A(t) dt = / 20711 gy — / Cetdy — —ev 1 4 1,

xQ 1 0

wobei wir u := t~! — 1 substituiert haben, um das Integral zu berechnen (siehe Skript,
§6.3.1).

Also ist
y(:v) _ eA(x)(F(SB) + yo) _ e_a;*l-i-l(_ex*l—l +14+ 2) =1+ 3e—x71+1‘
Hausaufgabe 38 Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen:

(1) Gesucht ist y(x) auf R mit y” + 4y’ + 3y = 0, mit y(1) = 1 und ¢'(1) = 1.

(2) Gesucht ist y(x) auf R mit y” + 4y’ + 3y = 10 cos(x) 4+ 10sin(z),
mit y(0) = 0 und mit y'(0) = 0.

Lésung.

(1) Dies ist eine homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung der Form
y"(z) + 2ay'(z) + by = 0

mita=2undb=1. Esistalso4=a>>b=1.

Mit der Formel aus dem Skript ist mit v = va2 —b=+/1 =1 und r, s € R jede Losung
der Form

y(x) = e “(re"” + se” ") = e X (re” + se” ") = re " + se .

Um r und s so zu bestimmen, dass die Anfangswertbedingungen y(1) = 1 und ¢'(1) =1
erfiillt sind, l6sen wir das lineare Gleichungssystem

y(l) = re!+se® =1
y(1) = —ret—5.3e3 =1

3 3—3x

Also bekommen wir s = —e?, r = 2¢ und y(x) = 2!~ — ¢

(2) Dies ist eine inhomogene Differentialgleichung zweiter Ordnung der Form

y"(x) + 2ay'(z) + by = c(w)



mit @ =2, b =1 und ¢(x) = 10 cos(z) + 10sin(z). Aus (1) wissen wir, dass die allgemeine
Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung y”(x) + 4/ (x) + 3y = 0
y(x) = re " 4+ se” "
ist.
Wir miissen also nur noch eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung finden, die

allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung aufaddieren und r
und s so anpassen, dass die Anfangswertbedingungen erfiillt sind.

Es ist

1 . : 1 . : . .
c(x) = 10 cos(z)+10sin(z) = 10~§(elx+e_lx)+10-f(e””—e_””) = (5—51)e'*+(5+bi)e ",
i

Also kénnen wir eine solche Losung der inhomogenen Differentialgleichung finden, indem
wir unseren Ansatz wie in der Bemerkung im Skript wéhlen: Mit A =i ist

M +20A+b=1"+4i+1=4i #0
und wir setzen y(z) = ve'? in die Differentialgleichung

y' + 4y + 3y = (5 —5i)e'”

ein: . . . .
iZve'” + dive'” 4+ 3ve'” = (5 — 5i)e'”,
also _ _
(24 4i)ve'® = (5 —5i)e'™
und damit

_5-5i  (5-5)(2—4i) -10-30i 1 3,

YT o 4 20 20 7 2"

! —ix

Analog setzen wir y(z) = v/e™'* in die Differentialgleichung

y' + 4y +3y = (5+5i)e "

ein: _ . . .
(—i)*/e " —4ive " + 3/e ' = (54 bi)e ¥,
also . '
(2 —4i)ve ™ = (54 5bi)e
und damit
, DH+05i (54 51)(2 + 4i) —10 + 301 1+3.
vV = g o = —— —1.
2 —4i 20 20 2 2
Also ist

y(x) = ve'® 4 Ve ¥ = (—1 - §1) el 4+ (—1
2 2 2 2
1 3\ .. 1 3\ _.
- (‘5*5)6 +(—5—5>e
= —cos(z) + 3sin(x)
eine Losung der Differentialgleichung

y" + 4y + 3y = (5 — 5i)e'” + (5+ 5i)e ' = 10cos(x) + 10sin(z).



Indem wir die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung, die wir in (1) berechnet
haben, aufaddieren, bekommen wir eine allgemeine Losung der inhomogenen Differentialglei-
chung;:

y(x) = — cos(z) + 3sin(z) + re” + se 3"
mit ;s € R. Um die Losung zu bestimmen, die die Anfangswertbedingungen y(0) = 0 und
y'(0) = 0 erfiillt, 16sen wir das lineare Gleichungssystem

y(0) = —cos(0) + 3sin(0) +re’ +s¢ = —1+7r+s =0
y'(0) = sin(0) +3cos(0) —re® —3se® = 3—r—3s =0

Y

also s =1 und r = 0.
Die Losung
y(x) = — cos(x) + 3sin(x) + e "

der Differentialgleichung y” + 4y’ + 3y = 10 cos(x) + 10sin(x) erfiillt also die Anfangswertbe-
dingungen y(0) = 0 und ¢'(0) = 0.

Hausaufgabe 39 Losen Sie die folgenden Differenzengleichungen:

(1) Bestimmen Sie eine reelle Folge (z,,),>0 mit 2,41 =z, +3-2" und 2y = 1.

(2) Bestimmen Sie eine reelle Folge ()0 mit Zp10 = 22,41 + T,
mit g = 0 und mit z; = 1.

Lésung.

(1) Dies ist eine lineare Differenzengleichung der Form x,, = ax, + b - " fir alle n € Z>g
mit a = 1, b = 3 und ¢ = 2 und Anfangswert xo = 1. Da a # c gilt, ist

b
n)n — n n — 3.271
(oo = (e Hrat) =G24

n=0
mit
b

cC—a

—1-3=-2

r=2Xg—
Also ist (z)ns0 = (3-2" —2)

n=0"

(2) Dies ist eine lineare Differenzengleichung zweiter Ordnung der Form
Tpio = 2aTpeq + bz, + cd”
mit a =b =1, ¢ = 0 und d # 0 beliebig. Es ist

M=a+Va2+b=1+2

und

M=a—Va2+b=1—2.

Aufgrund von a® + b = 2 # 0, kénnen wir die Aufgabe mit der Formel aus Teil (1) oder
Teil (2) aus dem Lemma im Skript 16sen, je nachdem, welchen Wert wir fiir d wéhlen.



Da ¢ = 0 gilt, ergibt Einsetzen der Werte in die Formel
(n)uzo = 1A} + 573 = 7(1+V2)" + s(1 — V2)"

mit 7, s € C, unabhéngig davon, welchen Wert d hat.

Die Anfangswertbedingungen ergeben
O=zg=7+s

und

1= =r(1+V2)+s(1-V2).

Aus der 1. Gleichung folgt s = —r und damit wird die 2. Gleichung zu
1= 27’\/5,
also —s =r = \/Ti und damit

($n>n>0 = §<1 —+ \/E)n — \/Ti(l _ \/5)?1

https://pnp.mathematik.uni-stuttgart.de/lexmath/kuenzer/wiwil8/
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