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Lösung 4

Hausaufgaben

Hausaufgabe 7 Sei Ω = R⩾0 .

Sei die Wahrscheinlichkeitsdichte p(t) = t
100

· e−t/10 auf Ω gegeben.

Sei t der Zeitpunkt, an welchem an einem Gerät ein Schaden eintritt, gemessen in Jahren.

Wenn 0 ⩽ t ⩽ 2 ist, tritt der Garantiefall ein, in welchem dem Kunden 1000 Euro zu zahlen
sind. Wenn 2 < t ⩽ 3 ist, tritt der Kulanzfall ein, in welchem 200 Euro zu zahlen sind.

Es gebe die Zufallsgröße X die entstandenen Kosten an. Sei also X auf Ω gegeben durch

X(t) :=


1000 falls t ∈ [0, 2]

200 falls t ∈ (2, 3]

0 falls t > 3 .

(1) Man überprüfe: Es ist P (Ω) = 1.

(2) Man berechne die Wahrscheinlichkeit für das Eintreten des Garantiefalls.

(3) Man berechne die im langfristigen Mittel zu erwartenden Kosten, also E(X).

(4) Man berechne die Varianz Var(X) und die Standardabweichung σ.

Lösung.

(1) Es ist

P (Ω) =
∫∞
0

t
100 · e−t/10 dt

= limβ→+∞
∫ β

0
t

100 · e−t/10 dt

= limβ→+∞([ t
100 · (−10)e−t/10]β0 −

∫ β

0
1

100 · (−10)e−t/10 dt)

= limβ→+∞([− t
10 · e−t/10]β0 +

∫ β

0
1
10 · e−t/10 dt)

= limβ→+∞(− β
10 · e−t/10 + 0 + [−e−t/10]β0 )

= limβ→+∞(−e−β/10 + e−0/10)

= 1 .

(2) Die Wahrscheinlichkeit für das Eintreten des Garantiefalls ist

P (X = 1000) =
∫ 2

0
t

100 · e−t/10 dt

= [ t
100 · (−10)e−t/10]20 −

∫ 2

0
1

100 · (−10)e−t/10 dt

= − 2
10e

−2/10 +
∫ 2

0
1
10e

−t/10 dt

= − 2
10e

−2/10 + [−e−t/10]20

= − 1
5e

−1/5 − e−2/10 + 1

= − 6
5e

−1/5 + 1

≈ 0,017523 .



(3) Nebenrechnung: Es ist

P (X = 200) =
∫ 3

2
t

100 · e−t/10 dt

= [ t
100 · (−10)e−t/10]32 −

∫ 3

2
1

100 · (−10)e−t/10 dt

= − 3
10e

−3/10 + 2
10e

−2/10 +
∫ 3

2
1
10e

−t/10 dt

= − 3
10e

−3/10 + 2
10e

−2/10 + [−e−t/10]32

= − 3
10e

−3/10 + 2
10e

−2/10 − e−3/10 + e−2/10

= − 13
10e

−3/10 + 6
5e

−1/5

≈ 0,019413 .

Der Erwartungswert wird

E(X) = 1000 · P (X = 1000) + 200 · P (X = 200) + 0 · P (X = 0)

≈ 1000 · 0,017523 + 200 · 0,019413 + 0

≈ 21,40574 .

(4) Aus (3) erhalten wir den Erwartungswert µ = E(X) ≈ 21,40574.

Mit P (X = 1000) ≈ 0,017523, P (X = 200) ≈ 0,019413 und

P (X = 0) = 1− P (X = 1000)− P (X = 200) ≈ 0,963064

wird die Varianz

Var(X) = (1000− µ)2 · P (X = 1000) + (200− µ)2 · P (X = 200) + (0− µ)2 · P (X = 0) ≈ 17841,4194 .

Das gibt die Standardabweichung
σ =

√
Var(X) ≈ 133,5718 .

Hausaufgabe 8

Wir würfeln mit zwei Würfeln. Sei Ω = { (a, b) | 1 ⩽ a ⩽ 6, 1 ⩽ b ⩽ 6 }, wobei a das Resultat
des ersten und b das Resultat des zweiten Wurfs sei.

Sei X((a, b)) := a+ b für (a, b) ∈ Ω, also die Augensumme.

Sei Y ((a, b)) := a− b für (a, b) ∈ Ω, also die Augendifferenz.

Sei Z := X + Y .

(1) Man berechne den Erwartungswert E(X) und die Varianz Var(X).

(2) Man berechne den Erwartungswert E(Y ) und die Varianz Var(Y ).

(3) Man berechne den Erwartungswert E(Z) und die Varianz Var(Z).

(4) Man entscheide, ob X und Y unabhängige Zufallsvariablen sind.
Läßt sich das anhand der Ergebnisse aus (1, 2, 3) alleine entscheiden?

Lösung.

(1) Der Erwartungswert ergibt sich zu

E(X) =
∑

α∈X(Ω) α · P (X = α)

= 2 · 1
36 + 3 · 2

36 + 4 · 3
36 + 5 · 4

36 + 6 · 5
36 + 7 · 6

36 + 8 · 5
36 + 9 · 4

36 + 10 · 3
36 + 11 · 2

36 + 12 · 1
36

= 14 · 1
36 + 14 · 2

36 + 14 · 3
36 + 14 · 4

36 + 14 · 5
36 + 7 · 6

36 = 7 .



Die Varianz ergibt sich mit µ = E(X) = 7 zu

Var(X)

=
∑

α∈X(Ω) (α− µ)2 · P (X = α)

= (2− 7)2 · 1
36 + (3− 7)2 · 2

36 + (4− 7)2 · 3
36 + (5− 7)2 · 4

36 + (6− 7)2 · 5
36 + (7− 7)2 · 6

36

+(8− 7)2 · 5
36 + (9− 7)2 · 4

36 + (10− 7)2 · 3
36 + (11− 7)2 · 2

36 + (12− 7)2 · 1
36

= 2 · (52 · 1
36 + 42 · 2

36 + 32 · 3
36 + 22 · 4

36 + 12 · 5
36 )

= 35
6 ≈ 5,8333 .

(2) Der Erwartungswert ergibt sich zu

E(Y ) =
∑

α∈Y (Ω) α · P (Y = α)

= (−5) · 1
36 + (−4) · 2

36 + (−3) · 3
36 + (−2) · 4

36 + (−1) · 5
36 + 0 · 6

36 + 1 · 5
36 + 2 · 4

36 + 3 · 3
36 + 4 · 2

36 + 5 · 1
36

= 0 .

Die Varianz ergibt sich mit µ = E(Y ) = 0 zu

Var(Y )

=
∑

α∈Y (Ω) (α− µ)2 · P (Y = α)

= (−5)2 · 1
36 + (−4)2 · 2

36 + (−3)2 · 3
36 + (−2)2 · 4

36 + (−1)2 · 5
36 + 02 · 6

36 + 12 · 5
36 + 22 · 4

36 + 32 · 3
36 + 42 · 2

36 + 52 · 1
36

= 2 · (52 · 1
36 + 42 · 2

36 + 32 · 3
36 + 22 · 4

36 + 12 · 5
36 )

= 35
6 ≈ 5,8333 .

(3) Der Erwartungswert ergibt sich zu

E(Z) = E(X + Y ) = E(X) + E(Y ) = 7 + 0 = 7 .

Es ist nun Z((a, b)) = X((a, b)) + Y ((a, b)) = (a+ b) + (a− b) = 2a für (a, b) ∈ Ω.

Die Varianz ergibt sich mit µ = E(Z) = 7 zu

Var(Z)

=
∑

α∈Z(Ω) (α− µ)2 · P (Z = α)

= (2 · 1− 7)2 · 1
6 + (2 · 2− 7)2 · 1

6 + (2 · 3− 7)2 · 1
6 + (2 · 4− 7)2 · 1

6 + (2 · 5− 7)2 · 1
6 + (2 · 6− 7)2 · 1

6

= 70
6 = 35

3 ≈ 11,6667 .

(4) Es ist
P (X = 2 und Y = −5) = 0 ,

da es für (a, b) ∈ Ω nicht möglich ist, zugleich X((a, b)) = 2 und Y ((a, b)) = −5 zu erfüllen. Denn ersteres gilt
nur für (a, b) = (1, 1), und Y ((1, 1)) = 0 ̸= −5.

Auf der anderen Seite ist

P (X = 2) · P (Y = −5) =
1

36
· 1

36
=

1

1296
.

Also ist
P (X = 2 und Y = −5) ̸= P (X = 2) · P (Y = −5) .

Folglich sind die Zufallsgrößen X und Y nicht unabhängig.

Dies kann man nicht aus (1, 2, 3) alleine folgern. Denn es ist ja tatsächlich Var(X+Y ) = 35
3 = Var(X)+Var(Y ).

Nur wenn man hier eine Ungleichheit vorgefunden hätte, hätte man daraus schon schließen können, daß X und
Y nicht unabhängig sein können.
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