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Vorwort

Wir geben eine Einfiihrung in die Statistik und die Wahrscheinlichkeitsrechnung im Hin-
blick auf Anwendungen im Ingenieursbereich.

Inhaltlich geht es um folgendes.

In der deskriptiven Statistik werden Median, Mittelwert, Varianz und Korrelation aus
vorliegenden Daten berechnet.

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung werden Binomial-, Poisson-, Exponential- und Nor-
malverteilung besprochen.

In der induktiven Statistik liegen Mefsreihen vor, die die Rolle von Stichproben spielen.
Wir behandeln, wie man daraus durch Parameterschiatzungen Aussagen {iber Wahrschein-
lichkeiten erhalten kann.

Ferner besprechen wir Hypothesentests: Kann man anhand einer Mefireihe mit zureichen-
der Sicherheit eine eingangs getroffene Annahme, die Nullhypothese, ausschliefien?

Insbesondere behandeln wir den Levene-Test fiir iibereinstimmende Varianzen, den t-Test
von Student fiir ibereinstimmene Erwartungswerte und den U-Test von Wilcoxon, Mann
und Whitney fiir iibereinstimmende Mediane.

Im Verlauf habe ich oft das Skript von J. DIPPON konsultiert [3].

Stuttgart, im Sommersemester 2025

Matthias Kiinzer



Kapitel 1

Deskriptive Statistik

1.1 Arithmetisches Mittel und Median

Seien z1,...,x, € R gegeben.

Definition. Das arithmetische Mittel von xq, ..., x, , auch Mittelwert genannt, ist
1< 1
T = — T = —(x1+...+x,) .
n ; J n( 1 )

Bemerkung. Es gilt

Diese Gleichung nennt man auch Schwerpunkteigenschaft.

Denn es ist
zn:(xj—f) = (ix])—?%f: <zn:x]>—nlzn:x] =0.
j=1 j=1 j=1 i

Falls man Ausreifier nicht einrechnen mochte, kann man auch wie folgt den “Wert an der
mittleren Stelle” betrachten, genannt Median.

Definition. Seien r; < 9 < 23 < ... < z, angeordnet.

Der Median von x4,...,x, ist

8

2

1 falls n ungerade
Tmed =

(22 +an4q) falls n gerade .

N[



Beispiel.
(1) Sei T = 1, Ty = 3, T3 = 11.
Das arithmetische Mittel ist

T = i(m4atay) = 35(1+3+11) = 5.
Es ist n = 3 ungerade. Der Median ist also
Tmed = Tspl = Ty = 3.
(2) Sei zy =1, 9 = 3, x5 = 10, x4 = 11.
Es ist n = 4 gerade. Der Median ist also

(1‘2 + 1’3) = 6,5 .

N =

Tmed = %(x%+x%+1) =

1.2 Standardabweichung

Seien x1,...,x, € R gegeben.
Wir erinnern an den Mittelwert  von x4,...,x, aus §1.1.

Definition. Die Varianz ist
1l — o
- Z(az] —T)°.
7=1

Die Standardabweichung ist die Wurzel der Varianz, also

Jj=1

Falls ; > 0 fiir 1 < j < n, dann definiert man auch den Variationskoeffizienten v :=
Dieser ist dimensionslos und mafistabsunabhéngig.

Die Standardabweichung ist ein Maf fiir die Streuung der Werte z1, . .., x, um ihren Mittel-
wert Z. Je grofer die Standardabweichung, desto breiter gestreut sind die Werte. Umgekehrt
ist die Standardabweichung gleich 0 genau dann, wenn alle Werte x4, ..., z, gleich dem Mit-

telwert 7 sind, wenn also keine Streuung vorliegt.

Bemerkung. Alternativ kann die Standardabweichung auch berechnet werden als

(5

SIS



Denn unter Verwendung der Schwerpunkteigenschaft folgt

o’ = %Z?ﬂ(% —z)°
2 > (= 22,7 +T)
Sy (@ = 2(x; —T)T - 277 + 77)
%Z;:l(l? 2(% —-T)T -7 )
= 52 jalaf -7
= () -7

Beispiel. Sei x; = 1, 25 = 3, x3 = 11; vgl. Beispiel (1) in §1.1.
Es ist T = 5.

Die Variation ist

1 56
o? = §<(1_5)2+(3—5>2+<”_5>2) =3
Die Standardabweichung ist also
/ 114
= @ = 24/ — =~ 4,32.
3 3
Alternativ kann man rechnen:
1 56
o= \/—(12+32+112)—52 =\/= =~ 432.
3 3
Der Variationskoeffizient ist
o 1 /56
= — = —4/— = 0,86.
YT 72 75V !

Beispiel. Eine Messung der Lange von 100 Werkstiicken ergab folgendes.

1 Werkstiick hat Lange 35 cm
4 Werkstiicke haben Lange 38cm
23  Werkstiicke haben Liange 39cm
60 Werkstiicke haben Lénge 40cm (die Soll-Lange)
12 Werkstiicke haben Lange 41cm

Der Mittelwert ist

1
7= o135+ 43842339460 40 +12-41) = 39,76 (cm) .

Der Median ist der Mittelwert aus der 50ten und der 51ten gemessenen Lange, wenn man
sie der Grofe nach anordnet. Diese Werte sind beide gleich 40 cm. Also wird

1
Tmed = 5(40—1—40) = 40 (cm) .



Die Standardabweichung wird

1/2
1
o = | —|[1-35—7)*+4-(38—7)*+23- (39— 7)> +60 - (40 — 7)* +12- (41 — 7)?
100 ~— ~—— —— —— —
~ 22,66 ~3,10 ~0,58 ~0,06 ~1,54
~ 0,8381 (cm) .

Der Variationskoeffizient ist v = % R % ~ 0,0211. Derselbe mafstabslose Wert fiir v

hétte sich ergeben, hatte man alles in mm statt in cm gerechnet.

1.3 Ausgleichsgerade

Seien (z1,%1), (22,%2), .., (Tn,yn) in R? gegeben. Es soll dabei (1,3, ..., r,) nicht aus
lauter gleichen Eintragen bestehen.

Man stelle sich unter (z;,y;) ein Paar von zusammengehérenden Mefdaten vor. Wie z.B.
die Temperatur eines Metallstabs und die bei dieser Temperatur gemessene Lénge.



Zeichnet man diese Paare in der Ebene ein, so ergibt sich ein Bild wie folgt.

A
)
J

X . e o
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® ] v
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‘o !N
(X v.)
° 1g>
P \
Xy d
X

Gesucht ist nun eine Gerade der Form y = f(z) = fx + «, die diese Sammlung von
gemessenen Daten moglichst gut wiedergibt, genannt Ausgleichsgerade.

Folgende Bedingung ist dazu zu erfiillen:

n

e(a,p) = Z(f(xj)—yj)2 = Min!

=1

Mit anderen Worten, die Quadrate der vertikalen Absténde der einzelnen Punkte von der
Ausgleichsgeraden sollen in der Summe minimal werden.

Um die kritische Stelle fiir e(«, 5) zu bestimmen, setzen wir die partiellen Ableitungen



ea(a, B) = Ze(a, B) und ez(a, B) = %e(a,ﬁ) gleich 0.

Wir rechnen. Es ist

e(a, B) = Y51 (f(z)) —y;)°
= Z;’Lﬂ(ﬁmj +a—y;)?
>

(B2 + o+ i 4 2800 — 2By — 2ay;)
Somit soll sein
n n n !
eal, B) = Zj:1(2a +2Bz; — 2y;) = 2an+2p <Zj:1 Ij) —2 (Zj:l yj) =0
und
egla, f) = Zj:1(26x§+2xjoz—2xjyj) = 28 (Zj:1 x?) +2a <Zj:1 xj)—2 (ijl xjyj> =0

Wir kitrzen ab: 35 aj = 300 @y, Yoy = 20 Yy, 2L TG = D X D@y = D Ty

Zu erfiillen ist also das lineare Gleichungssystem

an + BXx = Xy
aylx; + By al = Y wy;.

(5e52) () = (Z0)
Yajyar ) \B) T \ Ty
folgt durch Multiplikation mit der inversen Matrix
() = (52) (32)
B T\ X e e
e (5 ) ()
n(Cad)—(Xz)? \ -2z n 2755

_ 1 <(Zﬁ)(Zw%(Z%)(Z%w))
n(Xa?)—-(C ;)2 \ —Cw) Xy +n(z5y;) '

Aus der Forderung

Nebenrechnung 1. Es wird

n(yad) - ()P = () -7
12 2 2

= n’ 2y — 1)
= ny.(zr;— ).

Nebenrechnung 2. Dank Schwerpunkteigenschaft fiir i ist Y (y; —¢) = 0; vgl. §1.1. Damit
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wird

n( ;) — Qo x) (2 y;) = (o y;) —n( )y
= n(d>zy; — z;7)

= iy — 7))
(

(

= n(Q_wi(y; — ) —n(X_2(y; — )
> —2)(y; — 7)) -

Mit diesen beiden Nebenrechnungen erhalten wir aus dem unteren Vektoreintrag

ny (e =2y —y) _ 2(z; —T)(y; —§)
n) (z; — 1) Ylwy—z)?

Aus der ersten Gleichung des linearen Gleichungssystems folgt an + fnz = ny, also

= N

g =

Bx4+a =7y
und somit a = y — 7.
Nun haben wir die einzige kritische Stelle («, 8) von e(«, ) bestimmt. Man kann nun

noch nachrechnen, daf an dieser tatséchlich ein globales Minimum vorliegt.

Wir fassen zusammen:

Satz. Mit

und

ist die Ausgleichsgerade gegeben durch
= fr+a.

Bemerkung. Die Gleichung 8z + o« = 3 besagt: Es liegt der Punkt (z,y) auf der Aus-
gleichsgeraden.

Hierbei sind z = 1 >y rjund g = Ly j—1Y; die jeweiligen Mittelwerte.

Beispiel. Sei (x1,11) = (2,2), (z2,92) = (3,4) und (x3,y3) = (7, 3).

Durch dese drei Punkte soll eine Ausgleichsgerade gelegt werden.

Wir erhalten = 3 (z1+xa+x3) = 5(24347) = 4und §j = 3 (y1+y2+ys) = 5(2+443) = 3.
Es wird

B = (z1—-2) (y1 —7)+ (w2 —T) (y2— ) +(z3 - ) (y3—7)
(z1—%)2+(z2—7)% 4+ (z3—T)2
(2-4)(2—3)+(3—4) (4—3) + (7—4)(3-3)
(2—4)21(3-4)2+(1-4)2

= & =~ 0,0714.
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Damit wird

Die Ausgleichsgerade ist also durch y = o + 2 ~ 0,0714 - z + 2,7143 gegeben.

5-

Beispiel. Ein Experiment liefert folgende Daten. Zu einer Temperatur z; (in °C) eines
Metallstabs wurde immer seine Lénge y; (in cm) gemessen.

(x1,11) = (0,120)

(x9,y2) = (11,123)
($3, y3) = (24= 127)
(1'4, y4) = (50, 132)
(z5,y5) = (68,141)

Es ergibt sich 7 = $ 3. 2; =30,6 und g = £ 3., y; = 128,6.

Damit wird

3 o (0—30,6)(120—128,6)-+(11—30,6) (123—128,6)+(24—30,6) (127—128,6)+(50—30,6) (132—128,6)+(68—30,6) (141—128,6)
(0—30,6)2+(11—30,6)2+(24—30,6)2+(50—30,6)2+(68—30,6)2

a = y—pPr =~ 128,6 —0,2909 - 30,6 ~ 119,69 .
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1.4 Empirischer Korrelationskoeffizient

Seien (z1,v1), (T2,%2), -+, (Tn,Yn) € R2

Es sollen dabei weder & := (z1,2,...,2,) noch § := (y1, ¥y, ...,y,) aus lauter gleichen
Eintragen bestehen.

Gesucht ist ein Mafs dafiir, wie ausgeprégt ein linearer Zusammenhang zwischen den
Grofen z; und y; besteht.

Definition. Der empirische Korrelationskoeffizient ist gegeben durch
> i@ —2)(y; — 9)
V(S - 22) (S - 97)

Kurz heiit rz ; auch die Korrelation.

Bemerkung. Es kann rz; gelesen werden als der Cosinus des Winkels zwischen den
Vektoren (zq7 — Z, 20 — Z,..., 2, — Z) und (41 — G, Y2 — Y, - - -, Yn — ¥). Also ist

-1 < rzy < +1.

Ansonsten braucht man die geometrische Interpretation dieser Vektoren aber nicht.
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Bemerkung.

(1) Es ist Teg = Tyaz-
(2) FirceRsei ¥+ c:= (z1+ ¢, 20+ ¢,... x5+ ¢). Es ist
T#tey = To&g = Tagte -

(2) Fir a € R~ {0} sei aZ := (az1,axs, ..., ax,). Es ist

N rzy fallsa >0
Tay — —rzy fallsa <0,

Beispiel zur Vorstellung.

Korrelation rzy knapp unter 1:  Korrelation 735 nahe bei 0: Korrelation rz; knapp tiber —1:
“ » A . 1“
~ ¢ ¢ -
VL
- (o 4,)
. "\ -
X\ M o
. B _— -~ -~
T e 4
> X
— - N
| X
Bemerkung.

Ist die Korrelation knapp unter 1, so sagt man, die z-Werte und die y-Werte sind stark
korreliert. Die Punkte liegen dann nahe an der Ausgleichsgeraden.

Ist die Korrelation nahe bei 0, so sagt man, die z-Werte und die y-Werte sind schwach
korreliert. Die Punkte liegen dann weit entfernt von der Ausgleichsgeraden.

Ist die Korrelation knapp iiber —1, so sagt man, die z-Werte und die y-Werte sind stark
negativ korreliert. Die Punkte liegen dann nahe an der Ausgleichsgeraden.

Beispiel. Sei (z1,y1) = (2,2), (22,y2) = (3,4) und (z3,y3) = (7, 3).
Vgl. erstes Beispiel in §1.3. Es ist £ =4 und y = 3.
Die Korrelation ergibt sich zu

z1—Z)(y1 =)+ (z2—Z) (y2—7)+(x3—Z) (y3—%)

w2 —7)2+(23—1)2) "% - (y1-9)2+(y2—7)2+(y3—7)2)
(2—4)(2—3)+(3—4) (4—3) +(7—4)(3-3)

((2-4)2+(3-4)2+(7-4)2)"/? - ((2-3)2+(4-3)2+(3-3)2)" /2

_ 1 — ~
= L = -1 %0180.

o (
" ((@1-2)2+(

1/2

|H

5
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Die z-Werte und die y-Werte sind nur schwach korreliert. Die Ausgleichsgerade hat grofen
Abstand von den Punkten.

5

Beispiel. Wir betrachten wieder das zweite Beispiel in §1.3. Dort lieferte ein Experiment
folgende Daten. Zu einer Temperatur z; (in °C) eines Metallstabs wurde immer seine
Lange y; (in cm) gemessen.

(I‘l, y1> = (0, 120)

(x9,y2) = (11,123)
(z3,y3) = (24,127)
(r4,4) = (50, 132)
(z5,y5) = (68,141)

Es ist £ = 30,6 und 3y = 128,6.

Die Korrelation ergibt sich zu

_ (21—2) (y1—=9)+(22—%) (y2—¥) +(23—7) (y3 =) +(24—F) (ya—9) +(25—7) (y5—7)
((21-2)2+(22—7)2+ (23— )2 +(24—2) 2+ (25—7)2) 2 - (y1-9)2+(y2—)2+(y3—7) 2+ (ya—7)2+(ys—7)2)
0,9861 .

1/2

Q

Die z-Werte (jeweilige Temperatur des Metallstabs) und die y-Werte (jeweilige Lénge
des Metallstabs) sind stark korreliert. Die Ausgleichsgerade hat kleinen Abstand von den
Punkten.
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Kapitel 2

Wahrscheinlichkeitstheorie

2.1 Begriff der Wahrscheinlichkeit

Definition. Gegeben sei als Ergebnisraum eine Menge ().

Es ist 2 die Menge der mdoglichen Ergebnisse eines Zufallsexperiments.
Beispiel. Beim Wiirfeln mit einem Wiirfel ist 2 = {1,2,3,4,5,6}.
Beispiel. Beim Messen der Temperatur (in °C) um 8:00 morgens ist 2 = R>_a73 15 .

Bemerkung. Aus mathematik-technischen Griinden muf man manchmal noch zwischen
mefbaren und nicht mefbaren Teilmengen A C ) unterscheiden. Nicht mefbare Teilmen-
gen von {2 sind nicht ganz einfach zu finden. Die in der Praxis iiblicherweise auftretenden
Teilmengen sind in aller Regel mefbar. Wir werden dieses Problem daher weitgehend
ignorieren.

Ist z.B. Q endlich, so stellt sich dieses Problem nicht: Jede Teilmenge von §2 ist mefsbar.

Definition. Eine mefbare Teilmenge A C € heifst Ereignis.
Diese Teilmenge stellt das Ereignis dar, daf das Ergebnis des Zufallsexperiment in A liegt.

Beispiel. Sei wieder beim Wiirfeln Q = {1,2,3,4,5,6}.
Das Ereignis, eine ungerade Zahl zu wiirfeln, ist die Teilmenge A = {1,3,5} C Q.

Beispiel. Sei wieder beim Temperaturmessen 2 = R>_973 15 .

Das Ereignis, Frost zu haben, also eine Temperatur < 0, ist die Teilmenge

{zeQ :2<0} = [-273,15,0] C Q.

16
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Definition. Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsmafs P, das jedem Ereignis A C 2 eine
Wahrscheinlichkeit P(A) € R zuordnet.

Dabei sollen die folgenden Bedingungen von Kolmogorov gelten.

(K1) Esist P(A) > 0 fiir jedes Ereignis A C Q.
(K2) Esist P(2) = 1.

(K3) Esist P(AUB) = P(A) + P(B) fiir Ereignisse A, B C Q mit AN B = 0.

Allgemeiner ist auch noch P(|J;2; A;) = > -, P(A;) fiir Ereignisse A;, A, ...
mit A; VA; = 0 fir 4, j > 1 mit i # j.

N
2

Interpretation:

e Es ist P(A) die Wahrscheinlichkeit, daf das Zufallsexperiment ein Ergebnis in A
liefert. (“P” fiir “probability”.)

e P(A) =0 heifst: Es ist fast unmoglich, ein Ergebnis in A zu haben.

e P(A) =1 heifst: Es ist fast sicher, ein Ergebnis in A zu haben.
Zum Beispiel ist P(€) = 1, da es sicher ist, ein Ergebnis in € zu haben.

e Sei A C  ein Ereignis. Es heifit A := Q ~ A C Q das zugehorige Gegenereignis.
Dank (K 3) ist

P(A)+ P(A) = P(AUA) = P(Q) = 1.

Insbesondere ist
Da P(A) > 0 ist, folgt

Ferner folgt
P0) = PANQ) = P() = 1-P(Q) = 0.

e (K 3) heifit: Wahrscheinlichkeiten disjunkter Ereignisse werden addiert.

Beispiel. Sei wieder beim Wiirfeln Q = {1,2,3,4,5,6}.
Es ist

P({1}) = P({2}) = P({3}) = P({4}) = P({5}) = P({6}) = é
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Die Wahrscheinlichkeit, eine ungerade Zahl zu wiirfeln, ist

P({1,3,5}) = P{1}) +P({1}) + P({1}) = 3% = %

Das Gegenereignis, eine gerade Zahl zu wiirfeln, hat also Wahrscheinlichkeit 1 — % = %

Beispiel. (Temperaturmessung)

Im Monat Marz sei folgende langjéahrige Temperaturverteilung bekannt, die wir unseren
Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen zugrunde legen wollen.

o

Es gebe also z.B. 10 Tage, an denen die Durchschnittstemperatur zwischen 0 und 5 Grad
liegt.

Hier ist ) = R2_273715 .

Es ist P({10}) = 0, da es fast unmdoglich ist, eine Temperatur von exakt 10 Grad zu
erhalten.

Es ist P([10,20]) die Wahrscheinlichkeit, eine Temperatur zwischen 10 und 20 Grad zu
erhalten.

Es ist

_ Anzahl der Tage mit Temperatur zwischen 10 und 20 Grad
P([l()’ 20]) o Anzahl der Tage im Monat

anschaulich Flécheninhalt in rot
o Flacheninhalt unter Kurve insgesamt *

An diesem Beispiel kann man erkennen, warum allgemein P immer Ereignissen, also
Teilmengen von (2, eine Wahrscheinlichkeit zuweist, und nicht einem einzelnen Ergebnis.
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2.2 Laplace-Experimente

Definition. Ist M eine endliche Menge, so schreiben wir #M fiir die Anzahl ihrer Ele-
mente.

Definition. Ist € endlich und nichtleer und ist
P({z}) = —
z}) = 70

fiir jedes x € €2, so sprechen wir von einem Laplace- Experiment.

Diesenfalls gilt dank (K 3) fir A C Q

_ #4

=0

In Worten, die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis A ist gleich der Anzahl der fiir A
giinstigen Ergebnisse (also #A), geteilt durch die Anzahl aller méglichen Ergebnisse (also

4Q).

P(A)

Beispiel. Es werde eine Miinze dreimal geworfen. Es stehe W fiir Wappen, Z fiir Zahl.
Es ist

Q= {(W,W,W), (W, W,Z), (W,Z,W),(W,Z,Z2),(Z,W,W),(Z, W, Z2),(2,Z,W),(Z,Z,7)} .

Es liegt ein Laplace-Experiment vor, da jedes Ergebnis Wahrscheinlichkeit ﬁ = % hat.

Wir betrachten das Ereignis, dal genau zweimal Wappen geworfen wird, also
A = {(W,W,2),(W,Z,W), (Z, W,W)} .

Dalfiir ist die Wahrscheinlichkeit

A 3

Beispiel. Wir betrachten das Lottospiel “3 aus 9”. Es werden aus den Zahlen {1,2,...,9}
drei Zahlen gezogen.

Der Ergebnisraum ist also

Q = {(1,2,3),(1,2,4),...,(1,2,9),
(1,3,2),(1,3,4),...,(1,3,9),
1,4,2),(1,4,3),...,(1,4,9),

(9,8,1),(9,8,2),...,(9,8,7)}
Esist #Q2=9-8-7.
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Jemand hat die Zahlen 1, 4 und 5 getippt.
Er will wissen, wie hoch die Wahrscheinlichkeit fiir drei Richtige ist. Das zugehorige Er-
eignis ist
A3 - {(1747 5)7 (17 57 4)7 (47 ]'7 5)7 (47 57 ]‘)7 (5’ 174)7 (57 47 1)} .
Esist #4353 =3-2-1=06. Also ist

P(A3) = #s _ g

40

1 1

21

8.7 (g) 84 °

Er will auch noch wissen, wie hoch die Wahrscheinlichkeit fiir zwei Richtige ist. Das
zugehorige Ereignis ist

AQ = {(174733)’ <4a17$>7 (1,5,.2?), (5,1,%’), (4,5,1’), (5,4,%),
(1,z,4), (4,2,1), (1,,5), (5,z,1), (4,z,5), (5,z,4),
(x,1,4), (z,4,1), (z,1,5), (z,5,1), (z,4,5), (z,5,4)
:x€{2,3,6,7,89} }.
Esist #A45 =3-6-(9—3). Also ist
4A,  6-6-3
P(Ay) = = = — = 0,2143
(42) 40  9.8.7 1 ’

Beispiel. Beim Skatspiel gibt es 32 Karten, vier davon sind Buben. Jeder Spieler erhalt
10 Karten.

Sei A, das Ereignis, dafs ein Spieler 4 Buben unter seinen 10 Karten findet.

Wir ziehen nacheinander 10 Karten aus den 32 Karten. Sei (2 die Menge der Ziehungs-
protokolle. Also z.B.

(Herz-7, Karo-9, Kreuz-7, Pik-9, Pik-10, Kreuz-Dame, Pik-Dame, Pik-Konig, Pik-Bube, Karo-Dame) € Q
Die Anzahlen der beim jeweiligen Ziehungsschritt noch verfiighbaren Karten geben
#Q = 32-31-30-29-28-27-26-25-24-23.

Sei A4 die Menge der Ziehungsprotokolle, bei denen 4 Buben gefunden werden. Wir haben
# A, zu bestimmen.

Bezeichnen wir mit B im Protokoll, dafs ein Bube gezogen wurde. Bezeichnen wir mit N
im Protokoll, daf ein Nicht-Bube gezogen wurde. Fiir die Stellen im Protokoll mit Buben
gibt es dann die Moglichkeiten

(B,B,B,B,N,N,N,N,N,N), (B,B,B,N,B,N,N,N,N,N), ..., (N,N,N,N,N,N, B, B, B, B)
Das sind (1f) Moglichkeiten. Fiir jede dieser Moglichkeiten gibt es dann wiederum

4-3-2-1-28-27-26-25-24-23
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mogliche Protokolle. Also ist

P

(4) = (})-4-3-2-1-28-27-26-25-24-23 () 21 0.005340
4T '32.31-30-29-28-27-26-25-24-23 (*) 3594 T 7

die Wahrscheinlichkeit, vier Buben zu finden.

Darf man iibrigens als Alleinspieler noch zwei weitere Karten aufnehmen, dann ist dabei
entsprechend die Wahrscheinlichkeit

(4) _ 99
N4 2T~ 0,01377,
(2) ~ 7192

vier Buben zu finden.

Beispiel. Wir wiirfeln.

(1)

Sei A; das Ereignis, nach einem Wurf eine 6 zu wiirfeln. Es ist also
Ay = {1} C {1,2,3,4,5,6} = Q.

Die Wahrscheinlichkeit, nach einem Wurf eine 6 zu wiirfeln, ist also

A 1
P = T2 — ¢

~ 0,1667 .

Sei A, das Ereignis, nach zwei Wiirfen mindestens eine 6 zu wiirfeln.

Hier gehen wir besser iiber das Gegenereignis A, , welches beinhaltet, nach zwei
Wiirfen keine 6 zu wiirfeln. Dafiir gibt es # A4, = 5-5 = 25 Mdglichkeiten, aus einer
Ergebnismenge mit # = 6 -6 = 36. Also ist

_ Ay 25
P(Ay) = ZQQ = %

Folglich ergibt sich die Wahrscheinlichkeit, bei zwei Wiirfen mindestens eine 6 zu

wiirfeln, zu

- 25 11

Sei A; das Ereignis, nach drei Wiirfen mindestens eine 6 zu wiirfeln. Analog zu (2)
wird
53 91
P(A3) = 1—- = = — =~ 0,4213.
(42) &~ 216~



22

2.3 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Pfadregel

Definition (Bedingte Wahrscheinlichkeit).
Seien A, B C  Ereignisse, mit P(B) # 0. Es heifst

P(ANB)

P(A|B) =
(A1B) = “p
die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter B.

Es gibt P(A|B) die Wahrscheinlichkeit, dalt A eintritt, unter Voraussetzung, dafs B ein-
tritt.

Beispiel (Alarmanlage). Wir wollen die Funktionalitét einer Alarmanlage evaluieren.

Sei A das Ereignis “Alarm wurde ausgelost”. Sei B das Ereignis “Ein Einbruch hat statt-
gefunden”.

Die Gegenereignisse sind A, “Alarm wurde nicht ausgelést”, und B, “Ein Einbruch hat
nicht stattgefunden”.

Wir erstellen eine Vierfeldertafel wie folgt.

P A A

B| P(ANB) | P(ANB) | P(B)

B | P(ANB) | P(ANB) | P(B)
P(A) P(A) | P(Q)

Auf der Grundlage einer Versuchsreihe mit 1000 simulierten Verlaufen einer Nacht ergab
sich folgende Tafel.

A A
0,08 | 0,02 | 0,1
0,1 | 08 |09
0,18 | 0,82 | 1

S| | g

Hierbei ist die Summe in den Zeilen immer die rechts stehende Zahl. Z.B. ist ja
P(ANB)+P(ANB) = P(ANB)U(ANB)) = P(B).

Ferner ist die Summe in den Spalten immer die unten stehende Zahl. Z.B. ist ja
P(ANB)+ P(ANB) = P(ANB)U(ANB)) = P(A).

Wir entnehmen: Die Wahrscheinlichkeit fiir Fehlalarm betrégt P(ANB) = 0,1. Die Wahr-
scheinlichkeit fiir ein Versagen der Alarmanlage betrigt P(AN B) = 0,02.
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Im Fall, dafs ein Einbruch stattgefunden hat, war die bedingte Wahrscheinlichkeit, daf

die Alarmanlage funktioniert,

P(ANB) 0,08
P(B) 01

P(A|B) = = 08.

Das ist zufriedenstellend.

Im Fall, daf die Alarmanlage losging, war die Wahrscheinlichkeit, daf ein Fehlalarm vor-

lag, bei

_ P(AnB) 01 5
P(B|A) = = =2~ .
(Bl4) P(A) 018 g~ Uoo0

Das sollte dem Hersteller zu denken geben.

Definition (Unabhéngigkeit).

Seien A, B C 2 Ereignisse. Es heiffen A und B unabhdngig, falls
P(AnB) = P(A)- P(B).

Falls A und B unabhéngig sind und falls P(B) # 0 ist, folgt

P(ANB) _ P(A)-P(B)
P(B) P(B)

P(A|B) = = P(A).

Mit anderen Worten, ob das Ereignis B zur Bedingung gemacht wird oder auch nicht,
andert diesenfalls nichts an der Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A.

Falls A und B unabhéngig sind und falls P(A) # 0 ist, folgt analog
P(B|A) = P(B).
Beispiel (Alarmanlage). Es sind im vorigen Beispiel die Ereignisse “Alarm wurde ausge-

16st” und “Ein Einbruch hat stattgefunden” nicht unabhéngig. Denn
P(ANnB) = 0,08 # 0,18-0,1 = P(A)-P(B).

Beispiel (Kugeln). Es befinden sich drei Kugeln in einem Geféf, mit den Nummern 1, 2, 3.

Es sollen nacheinander zwei Kugeln gezogen werden. Fiir eine Ziehung einer Kugel sollen
alle Kugeln dieselbe Wahrscheinlichkeit haben.

Es gibt zwei Moglichkeiten des Vorgehens.

(1) Die Kugel wird nach dem ersten Zug wieder in das Gefafs zuriickgelegt.
Es ist
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Sei A das Ereignis, im ersten Zug eine 1 zu ziehen. Es ist A = {(1,1),(1,2),(1,3)}
und also P(A) = 3 = 1.

9~ 3
Sei B das Ereignis, im zweiten Zug eine 3 zu ziehen. Es ist B = {(1, 3), (2, 3), (3,3)}

und also P(B) = 2 = 1.

Dann ist AN B das Ereignis, im ersten Zug eine 1 und im zweiten Zug eine 3 zu
ziehen. Es ist AN B = {(1,3)} und also P(AN B) = §.

Die Ereignisse A und B sind unabhéngig, da

P(A)-P(B) = 53 = 5 = P(ANB)
ist.

Die Kugel wird nach dem ersten Zug nicht wieder in das Geféaf zuriickgelegt.

Es ist
Q = { (1,2),(1,3),
(2,1), (2,3),
(3,1),(3,2) }
Sei A das Ereignis, im ersten Zug eine 1 zu ziehen. Es ist A = {(1,2),(1,3)} und

also P(A) =2 = 1.

Sei B das Ereignis, im zweiten Zug eine 3 zu ziehen. Es ist B = {(1,3),(2,3)} und

also P(B) = 2 = 3.

Dann ist A N B das Ereignis, im ersten Zug eine 1 und im zweiten Zug eine 3 zu
ziehen. Es ist AN B = {(1,3)} und also P(AN B) = ¢.

Die Ereignisse A und B sind nicht unabhéngig, da

11 1 1
ist.
Hier ist z.B. P(B|A) = PEDE({Q;D = % = 1 die Wahrscheinlichkeit, beim zweiten Zug

die Kugel 3 zu ziehen, unter der Bedingung, im ersten Zug die Kugel 1 gezogen zu
haben. Insbesondere ist P(B|A) = 3 # 5 = P(B).

Bemerkung (Pfadregel).
Sein > 1. Seien Ay, ..., A, C Q. Dann ist

P(A N AN ... NA)
= P(A) - P(A|A) - P(A3) A1 N Ay) .- P(AyJA N Ay N N Ayly)

Denn tatsachlich konnen wir durch Kiirzen erreichen:

P(Ay) - P(As|Ay) - P(A5|Ay N Ay) .- P(A|A N Ay N 0 Ay

o P(A ) . P(AlﬂAQ) X P(AlﬂAQQAg) . X P(A1ﬂA20A30...ﬂAn)
- 1 P(A7) P(A1NAz) © T T P(AINAaN..NAL_1)

= PAINAN...NA,).
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Beispiel (Streichhdlzer ziehen).
Seien 4 Streichholzer vorliegen. Sei unter diesen ein kurzes.

Es ziehen 4 Personen je ein Streichholz, ohne zu sehen, welches das kurze ist. Jeder behélt
nach dem Zug das Streichholz.

Wer das kurze Streichholz zieht, verliert.

Welche Position im Ablauf ist vorteilhaft? Die als erste Person, als zweite Person, als
dritte Person oder als vierte Person?

Sei A; das Ereignis, daf die erste Person ein kurzes Streichholz zieht. Dann ist P(A;) = 2
und P(A;) = 1.

Sei As das Ereignis, dafs die zweite Person ein kurzes Streichholz zieht. Da dies nur eintritt,
wenn die erste Person ein langes Streichholz gezogen hat und da danach noch 2 lange und
ein kurzes Streichholz vorhanden sind, ist dann P(A5]A4;) = 2 und P(Ay|A4;) = 3.

Sei A3 das Ereignis, daf die dritte Person ein kurzes Streichholz zieht. Da dies nur eintritt,
wenn die erste und die zweite Person je ein langes Streichholz gezogen haben und da
danach noch ein langes und ein kurzes Streichholz vorhanden sind, ist dann P(A3]A; N
Ay) =3 und P(A3]4; N A4p) = 5.

Sei A, das Ereignis, daf die dritte Person ein kurzes Streichholz zieht. Da dies nur eintritt,
wenn die erste und die zweite und die dritte Person je ein langes Streichholz gezogen haben
und da danach noch ein kurzes Streichholz vorhanden ist, ist dann P(/L]Al NA;NA3) =0
und P(A4|A1 N A2 N Ag) =1.

Wir erstellen folgenden Baum.

0
1/4 3/4

A 4 \A
1 1/% lw

AQﬂAl AIQAQ
1/2
— — \_ — p—
AsN AN As A NAyN Az
e
AsNA; NAN A AiNA,NA;NA,

An den Asten notieren wir die bedingten Wahrscheinlichkeiten. Um zur Wahrscheinlichkeit
eines Ereignisses weiter unten im Baum zu kommen, multiplizieren wir geméf Pfadregel
die bedingten Wahrscheinlichkeiten entlang dem Pfad, der dorthin fiihrt.

Es wird

P(A)) = P(A) == 1
P(Ay) = P(AynA) = 3.1 -1
P(A3) = P(A3n AN A) —8.2.1 1
P(A) = P(ANANANA) = 3.2.1.1 1
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Es ist also egal, ob man als erster, zweiter, dritter oder vierter zieht.

Beispiel (Alarmanlage). Zum obigen Beispiel mit Alarm und Einbruch kann man auch
einen Baum erstellen, die bedingten Wahrscheinlichkeiten eintragen und dann die Pfad-
regel anwenden.

Q
% N
A A
4 5 1 40
2N 8N
ANB ANB ANB ANB
Auch hiermit ergibt sich z.B. P(ANB) =0,18- 3 = 0,1.

2.4 Zufallsgrofien

Definition. Eine Funktion
X:Q >R :t—= Q@)

heil’t Zufallsgroffe oder Zufallsvariable.
Wir schreiben kurz

P(X=a) = P{teQ: X(t)=a})
P(X<a) := P{teQ: X(t)<a})

usf., wobei a € R. Allgemein, ist U C R, so schreiben wir kurz
PXeU) = P{teQ: X(t)eU}).
Beispiel. Wir wiirfeln mit 2 Wiirfeln. Die Ergebnismenge ist Q@ = { (a,b) : 1 < a,b <6 }.

Wir betrachten die Zufallsgrofe X mit X ( (a,b)) :=a + b fiir (a,b) € Q.
Es wird

P(X = 7) = P({(176)’(275)7(374>7(4’ 3)7(5>2)7(671)}) = % = %
Es wird 6 ; .
P(X€{7,10}) = P(X=7)+P(X=10) = %—F% = 1

Beispiel. Wir betrachten ein Gliicksrad, bei welchem Sektoren rot (r), griin (g) oder blau
(b) eingeféirbt sind. Es ist also Q = {r, g, b}.

Sei das Gliicksrad so eingerichtet, daf P({r}) = ¢, P({g}) = 3, P({b}) = 3.
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Der Veranstalter setzt nun Gewinne bei den einzelnen Ergebnissen fest:

X(r) =2 X =0 X()=-1.
Es ist L X
P(X>0) = P({rg}) = s+ = 3

die Wahrscheinlichkeit dafiir, als Teilnehmer keinen Verlust zu erleiden.

Definition. Sei 2 C R. Diesenfalls heifst eine Funktion p : 2 — R eine Wahrscheinlich-
keitsdichte fiir das Wahrscheinlichkeitmafl P, falls fiir alle Ereignisse A C Q) gilt:

P(A) = /A p(t) dt .

Beispiel (graphisch). Sei die Wahrscheinlichkeitsdichte p(t) fiir die Temperatur im Mérz
bekannt. Und seien die Betriebskosten X einer Maschine temperaturabhéngig :
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Laut Graphik wird
22

P(X <50) = P([-1,22]) = / p(t) dt .
-1
Beispiel. Sei 2 = R . Sei die Wahrscheinlichkeitsdichte
p: Q=R :tplt) =e".

Dann wird fir 0 < a < b
b b
P(la,b]) = / () dt = / etdt = [e P = et e
Wir betrachten die Zufallsgréfe Y mit Y (¢) = ¢? auf Q. Es wird z.B.

P(Y<}) = P({teRy: <)) = P(0,3) = 1-e"? = 1

S

2.5 Erwartungswert

Sei X : 0 — R eine Zufallsgrofe.

Definition (Erwartungswert).

Fall: Q) endlich. Der Erwartungswert der Zufallsgrofse X ist

E(X) = Y X(t)-P{t}).

teQ)

Indem wir die Summanden mit einem festen Wert a von X (¢) zusammenfassen, erhalten
wir alternativ auch
E(X) = ) a-P(X=a).
aceX(Q)
Fall: Q2 C R unendlich. Sei p eine Wahrscheinlichkeitsdichte fiir P.
Der Erwartungswert der Zufallsgrofe X ist

B(X) = /teg X(t) - p(t) dt .

Beispiel (Gliicksrad). Sei wieder Q = {r,g,b} mit P(r) = ¢, P(g) =
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Sei der Gewinn wieder jeweils gesetzt auf:

Der Erwartungswert fiir den Gewinn wird

B(X) = X() P() + X(8) - P(g) + X(b)- P(b) = 2 2 +0- 2+ (~1) -5 = —¢

Im langfristigen Mittel hat ein Spielteilnehmer also pro Spiel ein Verlust von é zu erwarten.
Der Veranstalter kann das Spiel also so anbieten, er wird langfristig Gewinn machen.

Beispiel. Sei ) = R . Sei darauf die Wahrscheinlichkeitsdichte p(t) = e™* bekannt.
Sei darauf ferner die Zufallsgrofe X durch X (¢) = 3t gegeben.
Der Erwartungswert wird
B(X) = [0 X(0)-p(0) di
= [ 3t-etdt.
Wir rechnen mit 5 statt +o0o und lassen im Nachgang ( gegen 400 gehen.
JP3t-etdt = [3t-(—e )y~ [P3-(—e) dt
= —38-e 43 fO’B e”t dt
= —38-e P 43[—e!]
= —38-e % -3e " +3

Fiir f — +o00 geht dies gegen

Bemerkung. Seien X und Y Zufallsgrofien. Seien a, b € R konstant.
Sei (aX +bY)(t) := aX(t) + bY (t) fir t € Q.
Es wird
E(aX +bY) = aE(X)+0E(Y) .

Definition. Die Zufallsgroffen X : @ — R und Y : Q@ — R heifsen unabhdingig, wenn fiir
B, C C  die Ereignisse

{teQ: X(t)e B} und {teQ:Y(t)eC}
unabhéngig sind, d.h. wenn stets

P(XeBundY e(C) = P(XeB)-PYe().
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Ist © endlich, so geniigt es, hierfiir einelementige Teilmengen B = {b} und C = {c}
heranzuziehen:

P(X=bundY =¢) = P(X =b)-P(Y =c¢)
soll fiir alle b, ¢ € X () gelten.

Bemerkung. Seien unabhéngige Zufallsgrofen X und Y gegeben.
Sei (X -Y)(t) = X(t)-Y(¢) fir t € Q.
Es wird

E(X YY) = E(X)-E(Y).

Dies wollen wir im Fall 2 endlich nachrechnen. Es wird

E(X)-E(Y) = Y b-P(X=b)]- c-P(Y =¢)
beX(Q) ceY (Q)

— > be-P(X=b)-PY =¢)
beEX (Q), ceY(Q)

X, Y unabhingi Z be- P(X =bund Y =¢) .
bEX (), cEY (Q)

- Z be-P{teQ: X(t)=bund Y(t) =c})

bEX(Q), cEY ()

- S X rU

beX(Q), ceY(Q) t € 2 mit
Xt)=bund Y(t) =c

_ D X)) Y(t) P({t})

teQ

= E(X-Y).

Beispiel. Wir wiirfeln mit 2 Wiirfeln.
Die Ergebnismenge ist Q2 = { (o, ) : 1 <, 5 <6 }.
Wir betrachten die Zufallsgréfte X mit

2 fallsa=6
X((a,8)) = { —1 sonst
fir (o, 5) € 2. Wir betrachten die Zufallsgrofe Y mit
. 3 falls 5 =6
Y((a, ) = { —1 sonst

fir (o, 8) € Q.
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Der Wert von X héngt nur vom ersten Wiirfel ab. Der Wert von Y héngt nur vom zweiten
Wiirfel ab. Das legt nahe, daft X und Y unabhéngig sind.

Tatsachlich ist

P(X=2udY =3) = L = 1.1 — p(Xx=2).PY=3)
P(X=2undY=-1) = 2 = 1.5 — p(X=2).PY=-1)
PX=-lundY =3) = 2 = 3.1 — P(X=-1)-P(Y =3)
PX=-1lundY=-1) = 3 = 5.5 — p(X=-1)-PY =-1).

Und weitere Werte kénnen X und Y nicht annehmen. Also sind die Zufallsgrofien X und
Y unabhéngig.

Fiir die Erwartungswerte ergibt sich
E(X) = 2
EY) =

Wl D=

ot ot

Damit wird in der Tat

E(X - Y)=2-3-%+(-1)-3-242-(=1)- 2+ (-1)-(-1)- B=1=E(X)-E(Y).

2.6 Varianz

Sei X : 2 — R eine Zufallsgrofe. Sei p := E(X) ihr Erwartungswert.

Definition (Varianz).
Fall: Q) endlich. Die Varianz der Zufallsgrofe X ist
Var(X) = B((X —p)?) = S(X(0) — w?- P}
teQ

Indem wir die Summanden mit einem festen Wert a von X (¢) zusammenfassen, erhalten
wir alternativ auch

Var(X) = Y (a—p)*-P(X =a).
aeX(Q)

Fall: Q2 C R unendlich. Sei p eine Wahrscheinlichkeitsdichte fiir P.
Der Erwartungswert der Zufallsgrofse X ist

Var(X) = E((X - p)?) = /teJX“) W p(t) dt

In beiden Fallen schreibt man auch noch
o = 4/ Var(X)
fiir die Standardabweichung. Also o = Var(X).
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Beispiel (Gliicksrad). Sei wieder Q = {r,g,b} mit P(r) = ¢, P(g) = 35, P(b) = 1.
N
,’/ i .
Sei der Gewinn wieder jeweils gesetzt auf:
X(r) =2, X(g) =0, X(b) = -1
Der Erwartungswert fiir den Gewinn ergab sich zu p = —%. Die Varianz wird

Var(X) = (X(r) = (—5))° P(r) + (X(g) — (=5))* P(g) + (X (b) — (=5))* - P(b)

Beispiel. Sei 2 =R,

Sei p(t) := e~ auf Q die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir das Wahrscheinlichkeitsmaf P.
Sei die Zufallsgrofe X auf Q gegeben durch X (t) = 3t.

Der Erwartungswert von X ist u = E(X) = 3; vgl. Beispiel in §2.5.

Die Varianz von X wird

Var(X) = [(X() = p)? - p(t) dt

= [t —3)%e " dt
= limgyeo [V(3t — 3)%e dt

= Timg oo O([(t — DX (—e]g = f 2t — 1)(—e!) di)
= 91 +limg 0 [ 2(t — 1) et dt)

= 9(1+limg oo ([2(t — 1) (= e 0)]§ — [ 2(—e7?) dt))
= 9(1 =2+ limgyoo [ 2e7 dt)

= 9(1—2+limg,,o0[2(—71]f)

= 9(1-2+2) =9.



Bemerkung. Seien X und Y Zufallsgrofen. Sei ¢ € R eine Konstante.

Dann ist

Var(cX)
Var(X +Y)

¢ Var(X)
Var(X) + Var(Y) ,

Verifizieren wir dies im endlichen Fall.

Es ist E(cX) = cE(X). Also wird

Ferner wird

Var(cX)

falls X und Y unabhéngig sind .

XN (@) = E(Y) + (Y(1) —E(Y))?) -

Y()P({t})) +

—(Var(X) 4 Var(Y)) + Var(X +Y)

—(Var(X) + Var(Y)) + 32 co(X + Y)(t) - E(X +Y))? - P({t})
—(Var(X) + Var(Y)) + 3-,cq(X (1) + Y (t) — E(X) — E(Y))? - P({t})
—(Var(X) + Var(Y)) + 3o (X (1) — E(X)) + (Y(t) — E(Y)))? - P({t})
—(Var(X) + Var(Y)) + 3-eq (X (t) — E(X))? + 2(X (¢) — E(

2% ea(X(t) = E(X))(Y(t) — E(Y)) - P({t})

2 ea(X ()Y (1) = X(HE(Y) = E(X)Y'(?) + E(X)E(Y))P({t})

2 (o XOY )Pt} — (e XOPHEH)EY) — B(X)(Xeq
2(E(XY) - E(X)E(Y) — E(X)E(Y) + E(X)E(Y) - 1

2 (E(XY) - E(X)E(Y))

0,

letzeres, da X und Y unabhéngig sind.

2.7 Verteilungen

2.7.1 Binomialverteilung

Wir fiihren einen Versuch durch, mit Ergebnismenge ).
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P({t})

EX)EY)(Xeq PEt}))

Dabei sei A C  ein Ereignis, Erfolg genannt. Das Gegenereignis A sei dementsprechend

kein Erfolg.
Sei

P(A)
P(A)

A
A

— 3
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Bei unserem Versuch ist also die Wahrscheinlichkeit fiir einen Erfolg gleich p, die Wahr-
scheinlichkeit fiir keinen Erfolg gleich 1 — p.

Wir fiihren diesen Versuch nun n-mal durch, wobei n > 1. Die Ergebnismenge dafiir ist
also
Q= {(t17t2>---atn) s ty, te, ..., b, € Q} .

Sei auf Q" die Zufallsgrofe X erklért durch
X Q" —- R
(tl,tg,...,tn) — X((tl,tQ,,tn)):#{ZE[l,n] t,JEA}

Es ist also X ((t1,ts,...,t,)) die Anzahl der Erfolge unter den Einzelergebnissen
tht, ot

Bemerkung. Fiir 0 < £ < n ist die Wahrscheinlichkeit fiir £ Erfolge unter n Einzeler-
gebnissen gegeben durch

Es ist die Varianz

Beispiel (5-mal wiirfeln).

Sei A= {6} C {1,2,3,4,5,6} = als Erfolg festgelegt.

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Erfolg bei einem solchen Einzelereignis ist p = %.
Wir wollen nun 5-mal wiirfeln. Sei also n = 5.

Wir erinnern an das Pascalsche Dreieck, aus dem wir die Binomialkoeffizienten entnehmen
konnen.

1 5 10 10 5 1
So wird (). )+ )+ (). () () = (1.5.10.10,5.1).

Das ist manchmal schneller, als die Formel (}) = ”'("_1)"}6'!' (n=k+1) 711 verwenden.
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Die Wahrscheinlichkeiten verteilen sich nun wie folgt:

P(X=5) = ())-(3)°- ()" = L =~ 0,000129 (5 Sechsen)

PX=4) = () -3 () = & =~ 00003215 (4 Sechsen)

PX=3 = () -(})P(2)? = 22 ~ 0032150 (3 Sechsen)

PX=2) = (J)-(3)?-(8)3 = & =~ 0,160751 (2 Sechsen)

PX=1 = (-G (3)* = EB ~ 0401878 (1 Sechs)

PX=0) = () -(3)°-(2) = 25 ~ 0401878 (0 Sechsen)
Der Erwartungswert ist E(X) =n-p=5-§ =2~ 0,8333.

Die Varianz ist Var(X) = np(1 — p) =2 ~0,6944.

I
(@)
D=
NI

Beispiel (Werkstiick-Herstellung wird kontrolliert).

Bei der Produktion eines Werkstiicks sei es mit Wahrscheinlichkeit p = 0,9 ohne Fehler,
also mit Wahrscheinlichkeit 1 — p = 0,1 mit Fehler und damit Ausschufk.

Es werden n = 20 Werkstiicke gepriift. Gebe die Zufallsgrofe X die Anzahl der Werkstiicke
ohne Fehler an, die unter diesen 20 festgestellt wurden.

Der Erwartungswert fiir die Anzahl der Werkstiicke ohne Fehler ist E(X) = n - p
20-0,9 = 18.

Die Wahrscheinlichkeit fiir > 18 Werkstiicke ohne Fehler ist

20 20 20
P(X >18) = (18) -0,9'%.0,12 + (19) -0,91.0,1' + (20> -0,9°-0,1° =~ 0,6769 .

~ ~
~0,2852 ~0,2702 ~0,1216

Die Wahrscheinlichkeit fiir < 17 Werkstiicke ohne Fehler ist

J/

P(X<17) = 1-P(X >18) = 0,3231.
Die Varianz ist

Var(X) = np(l—p) = 20-0,9-(1-0,9) = 1,8.

2.7.2 Poisson-Verteilung

Die Poisson-Verteilung wird sich als ein Grenzfall der Binomialverteilung ergeben.
Hierzu machen wir ein Experiment.
Es werden n = 5000 Werkstiicke gepriift.

Sei die Fehlerwahrscheinlichkeit bei jedem Werkstiick gleich p = Sei also p klein.

1000

Wir wollen die Wahrscheinlichkeit fiir k£ fehlerhafte Werkstiicke feststellen, wobei k klein
sei im Vergleich zu n.
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Es wird

PX=k) = (Ppr@x—pr*

|
=3 =% = A
Eoud

A
S =
=
®|
3
il

ko

Q

8=

Fiir den letzten Schritt haben wir (1 — z)

In(1 —2) ruepital

L
verwendet.
Also, mit np = 5000 - ﬁ =D,
P(X=0) ~ 3e® ~ 0006738
P(X=1) ~ %ed ~ 0033690
P(X=2) ~ Zed ~ 0084224
P(X=3) ~ e ~ 0,140373896
P(X =4) Se™s = 0,175468
P(X =5) e~ 0,175468
P(X = 6) Bed ~ 0,146223 .
Zum Vergleich: Z.B. ist P(X = 3) = (°%°) - (&) - (1 — 105) " & 0,140359822.

Die verwandte Naherung erkldren wir nun zur Poisson-Verteilung:
Definition. Sei €2 ein Ergebnisraum. Sei A € R .
Eine Zufallsgrofe X : €2 — R heifst poissonverteilt mit Rate A, falls gilt:

0 sonst

Wir erhalten dann den Erwartungswert

und die Varianz
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Bemerkung. Es ist dann in der Tat

[o.¢] )\k
PQ) =) P(X=k =) et =ce? =1,
k=0 k=0 k!

Beispiel. Die Wahrscheinlichkeit, sich innerhalb eines Jahres in einer Stadt mit einem
seltenen Virus zu infizieren, sei nicht bekannt.

Es gebe die Zufallsgrofe X an, wieviele Personen sich dort in diesem Zeitraum infizieren.

Sei aus langjéhrigen Statistiken die plausible Annahme E(X) = 10 gewonnen. Sei X als
poissonverteilt angenommen.

Dann ist die Rate A = E(X) = 10. Wir erhalten

P(X =10) = 2e710 ~ 0,12511
P(X=0) = e 10 ~ 454-107° = 0,0000454

P(X=15) = %7e10 ~ 0,03472.

Die Wahrscheinlichkeit, dafl sich dort in diesem Zeitraum zwischen 10 und 15 Personen

infizieren, ergibt sich zu

D10k
_ e (U
PO X <15) = Y et A 0493330,
k=10
liegt also nahe bei 0,5 = 50%.

Die Varianz ist iibrigens Var(X) = A = 10.

Beispiel. Die Werkstiick-Produktion wird kontrolliert. Die Fehlerwahrscheinlichkeit bei
jedem Werkstiick sei nicht bekannt.

Sei aber fiir die Anzahl Y der fehlerhaften Werkstiicke aus einer Tranche der Erwartungs-
wert bekannt: E(Y) = 2.

Bei angenommener Poisson-Verteilung mufs man sich die Miihe nicht machen, zu zéhlen,
wieviele Werkstiicke eine Tranche umfafst.

Es ist dann die Rate A = E(Y) = 2. Es wird

PY=2) = Ze2 &~ 02707
P(Y=1) = Ze? ~ 02707
P(Y=0) = Ze? ~ 0,13523

che
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Der Kollege, der im Beispiel von §2.7.1 fiir die Produktion dieser Maschine Binomialver-
teilung verwendet hat, hat gezéhlt, dak eine Tranche 20 Werkstiicke umfaftt und bekam
dort als Wahrscheinlichkeit fiir hochstens 2 fehlerhafte Werkstiicke P(X > 18) ~ 0,6769.
Was sich nicht stark unterscheidet vom Resultat P(Y < 2) ~ 0,6767, das hier mit Poisson-
Verteilung berechnet wurde.

2.7.3 Stetige Verteilungen
Sei 2 ein Ergebnisraum. Sei X : {0 — R eine Zufallsgrofse.

Definition. Es heifst X eine stetige Zufallsgrofe, falls es eine Wahrscheinlichkeitsdichte
px : R=>R : z— px(z)

gibt, fiir welche fiir B C R sich fiir das Ereignis {t € Q : X(¢) € B} die Wahrscheinlich-
keit
P(X€B) = P({teQ: X(t) € B}) = /pX(:l:) de
B

ergibt.

So ergibt sich speziell fiir a, b € R mit a < b die Wahrscheinlichkeit

b
Pla< X <b) = / px(z) dzx
dafiir, dafs die Zufallsgrofe X einen Wert zwischen a und b annimmt.

Bemerkung. Es ist der Erwartungswert

+oo
pw = px = EX) = / x-px(z) de.

e}

Es ist die Varianz

—+00

Var(X) = E((X - p)?) = / (2 — w0 px(x) de .

o0

Bemerkung. Ist {2 C R und schreiben wir wieder
p: Q2 —R

fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir das Wahrscheinlichkeitsmaf P wie in §2.4, und ist
X : Q) — R differenzierbar, dann wird

pt) = px(X(1))- X'(2) .
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Dann ist
p=BX) = [Tepx@de T2 LX) px(X(0) - X(0)
= Jo X(t) - p(t) dt
Var(X) = ["%(@—p)?- px(z) do d::)f((;)dt Jo(X (1) = p)? - px (X (1)) - X'(t) dt

wie in §2.5 und §2.6.

2.7.4 Exponentialverteilung

Sei () ein Ergebnisraum.

Sei X : ) — R eine Zufallsgrofse.

Definition. Sei A € R .

Es heifst X exponentialverteilt mit Rate A > 0, falls die zugehorige Wahrscheinlichkeits-

dichte sich zu

ergibt.

by ef)\m
0

firz >0
firxz <0

pxte) = {

Bemerkung. Sei X exponentialverteilt mit Rate A > 0.

Wir berechnen den Erwartungswert zu

1254

E(X)

" px(x) dz

Jos

f0+°° T e ™M dx

limg_, o0 foﬂ r e ™M dx
~N S~
u v’
[ (—e )] —
———

—0

B
fol'

limg_, o0 ( (—e™) dx)
li B Xz
img_, 400 [, €7 da

>

1

hmﬁﬁ+oo [ (=X

>



40

Wir berechnen die Varianz zu
Var(X) = [ (x—p)? px(z) do
- f0+°°(a: — %)2 e M dg

= limg i foﬁ (x— 1) Ae™™ do

H,/\_/ Rl/_/
= limgo ([ = 27 (e - 200 = 1) (- o) do)

= 5 +2limg, o foﬁ(x — 1) e M dx

= b 2l ([ D e 1 e )

- -3z

— 255 +2limg, 4o fO’B Te M dx
1

f)\z]ﬁ

— 2% + thﬁ_)_;,_oo[%m S] 0

— 235 + 255

A = - -

Beispiel. Von Maschinen einer bestimmten Bauart sei bekannt, dafs pro Jahr 3% ausfallen
und entsorgt werden miissen.

Sei 2 = Ry die Menge der moglichen Ausfallzeitpunkte der betrachteten Maschine,
gemessen in Jahren.

Sei X (t) =t die Lebensdauer der betrachteten Maschine.
Es ist X exponentialverteilt mit Rate A = 0,03. Es hat dann A die Einheit ﬁ

(1) Der Erwartungswert fiir die Lebensdauer einer Maschine ist

1 1
E(X) = 3= oo ™ 33,3 (Jahre) .

(2) Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafs die Maschine zwischen ihrem 10ten und 20ten Be-
triebsjahr ausfallt, ist

P10 < X €£20) = ffoopx(x) dx
= 1200 Ae ™M dx
20 —0,03z
= Jip 0,037 dx
= [ ot 4o
— 00320 4 (00310

0,192 .

Q
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(3) Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf die Maschine mindestens wéhrend ihrer erwarteten
Lebensdauer von = 33,3 Jahren lauft, ist

P(X 2333) = [iopx(z)de
= [102°,0,03e7003 dy

00/3
= limg400[— e_o’ogx]/foo/?,
—  —003100/3
= e}
~ 0,368 .

Also weniger als % , was einen iiberraschen kann.

Das kann damit erklart werden, dafs eine Maschine mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit
sehr lange lauft und dieser Effekt dahingehend in den Erwartungswert fiir den Ausfall-
zeitpunkt einzurechnen ist, dafs er nach dem Zeitpunkt liegt, zu dem die Maschine mit
Wahrscheinlichkeit % ausgefallen ist.

(4) Zu welchem Zeitpunkt kann man davon ausgehen, dafs die Hélfte der Maschinen in
der Fabrik ausgefallen ist, wahrend die andere Halfte noch lauft?

Genauer gesagt, fiir welchen Zeitpunkt ¢ ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl eine be-
trachtete Maschine erst zum Zeitpunkt ¢y oder spater ausfallt, gleich %?

Zunéachst ist
P(X>t) = [Zpx(z)de

to

= [70,03e700% dg
0

= limg, oo~ €007

_ 000310

Aus e~003t0 = 5 folgt —0,03 - ¢ - In(3) und damit
to = o5y - n(3) ~ 23,1 (Jahre) .

2.7.5 Normalverteilung

Sei 2 ein Ergebnisraum.

Sei X : Q — R eine Zufallsgrofe.

Definition. Sei 0 € R.(. Sei u € R. Es heitt X normalverteilt mit den Parametern p
und o, falls fiir die zugehorige Wahrscheinlichkeitsdichte gilt:

px(z) = ! ~eXp(—M>_

oV 2w 202
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Bemerkung. Die Maximalstelle von py(x) befindet sich dort, wo der Exponentialfaktor
gleich 1 ist, also bei x = p. Dort ist

1

o2

px(p) =

202

Es ist p/y(z) = —osbﬁ(x — 1) exp(—M>. Sodann hat

PHple) = — -exp(—(x‘—“)) (o= (=) - (& — (it 0))

o521 2072

die Nullstellen ;1 — o und p 4 o, an welchen sich die Wendepunkte der Funktion px(x)
befinden.

Der Vorfaktor #ﬁ resultiert aus der Bedingung, dafs

+oo
/ px(z) dr = P(—oo< X < +o00) = 1
—o0

zu gelten hat, als Wahrscheinlichkeit dafiir, daft X irgendeinen Wert zwischen —oo und
+oo annimmt — was sicher ist. Wie dieser Vorfaktor aus dieser Bedingung resultiert,
ist eine Rechnung, die ein Integral in zwei Variablen involviert, und die wir hier nicht
durchfiihren.

‘ 1%y
y e
\
Wee s ¢
p=3
E = ‘
0.3
‘0&{!_1 rs‘ L\? L’.\«\‘\LJ(-&,
— o
T flu
A X :w\ma, 0.2
L Ly
Vo
urve
- A 014
1]
},\15
' ‘ — + F—
4

w
4
1
3
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Bemerkung. Sei X normalverteilt mit den Parametern p und o.

Der Erwartungswert von X berechnet sich zu

E(X) = [Ya.px(z) da

oo z—pu)?
= fjoo T - _m}ﬁ exp(—( 20’5) ) dx

=0 da Integrand ungerade
7\

Ve - e ~
= [[Dle-w- e eXP(—%) da
+ fj;o [~ 1% exp(—(x;a’;)z) dz

= p-l=p,

letzteres, da fj;o px(x) dz =1 gilt. Der Parameter p trégt seinen Namen also zu Recht.

Sobald E(X) = u bekannt ist, kann auch noch die Varianz zu

Var(X) — /_+Oo(x—u)2- ! exp(—M> do = o

o o\ 2 202

berechnet werden. Auch diese Rechnung fithren wir nicht durch.

Die Standardabweichung ist also in der Tat gleich 0. Auch der Parameter o tragt seinen
Namen zu Recht.

Bemerkung. Seien —oo < 2z < w < +00.

Die lineare Substitution v = £(2 — y) und ¢ du = da gibt
Plp+z20 < X <p+wo) = :j;”px(x) dx

_ 1 T=pt+wo _ (z=p)?
= I Jacpiro exp( dx
o 1 u=w o
= —= fuzz exp( 5 ) o du
2

= e(-7)
= — exp| —— ) du .
2m J. P 2

Das ist unabhéngig von den Parametern p und o.

Fir z = —1 und w = 1 wird

1 +1 U2
Plu—o<X<pu+o) = E/ exp(—?) du =~ 0,6827 .
1

Fir z = —2 und w = 2 wird

1 +2 u?
Plpu—20 <X <p+20) = \/?/ exp(—;) du ~ 0,9545 .
™J-2
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Fir z = —3 und w = 3 wird
2

1 +3
Plu—30c< X< pu+30) = \/?/ exp(—%) du ~ 0,9973 .
m™J-3

Beispiel. Eine Maschine soll 50mm lange Schrauben produzieren.

Normalverteilung mit g4 = 50mm und Standardabweichung ¢ = 2mm sei vorausgesetzt.

(a) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine Schraube von Lénge > 50mm?

(b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine Schraube von Lénge > 51mm?

Es ist also g = 50 und o = 2.
Zu (a). In vorstehender Bemerkung kénnen wir z = 0 und w = 400 setzen und erhalten
2

1 “+o00 U 1
P(X 250) = P(50 < X < _ L AR I
(X' >50) = P +o0) m/o eXp( 2) v =3

da der Graph des Integranden achsensymmetrisch zu u = 0 ist und da die Wahrschein-
lichkeit des sicheren Ereignisses gleich 1 = P(—oco < X < +00) = \/%7 fj;o exp(—“—;) du
ist.

Zu (b). Es ist 51 = 50 + % 2 =p+ % - 0. Also kénnen wir in vorstehender Bemerkung
z = 5 und w = +00 setzen und erhalten

+o0) 1 / Foo ( u2) du e a0es
o) = —— exp| —— | du =~ , )
V21 J1y2 P\

2.7.6 Normalverteilung als Grenzfall der Binomialverteilung

=
>
WV
[
Naw”
I
)
i
—
/N
<
/N

Satz (de Moivre-Laplace). Sei X = X, eine Binomialverteilung mit Erfolgswahrschein-
lichkeit p des Einzelversuchs und Versuchsanzahl n. Wie in §2.7.1 ist dann fir 0 < k < n
die Wahrscheinlichkeit fiir k£ erfolgreiche Versuche

Ferner ist der Erwartungswert
w, = E(X,) = np

und die Standardabweichung

o, =1/ Var(X,) = /np(l —p),
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in Abhéngigkeit von n. Nun wollen wir n — oo laufen lassen.
Sei —oo0 < a < b < +00. Der Satz von de Moivre-Laplace besagt:

1 b u?
lim P(u, +ao, < X, < p +boy,)) = — | exp| —— ) du.
Vo Ja 2

n—oo

In diesem Sinne wird die Binomialverteilung in der Grenze zur Normalverteilung.

Man beachte auch noch:
Pa < i(X” —pn) <b) = Pun+ao, < X, < pn + boy,)

= P(np+ay/np(l —p) < X <np+by/np(l—p)) .

Bemerkung. Praktische Anwendung findet der Satz von de Moivre-Laplace zur approxi-
mativen Berechnung der Wahrscheinlichkeiten bei der Binomialverteilung wie folgt.

Hat man P(k < X,, < ¢) anzundhern, mit ganzen Zahlen k und ¢, so bestimme man
zunéchst a, b € R mit

fn +ac, = k—205

fy +bo, = £+05,

um den Diskretisierungsfehler auszugleichen.

( ) 1 b 'LL2
Pk<X,</t) ~ — exp| —— | du
\/27T/a ( 2)

fiir grofse n. Naherungen fiir die Werte des Integrals auf der rechten Seite werden dabei
Tabellen entnommen.

Dann wird

Beispiel. Eine Maschine arbeite mit Ausschufswahrscheinlichkeit p = 0,1.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit produziert die Maschine bei n = 1000 Stiick zwischen 50
und 80 Stiick Ausschufs?

(1) Man beantworte dies mittels Binomialverteilung.
(2) Man beantworte dies ndherungsweise mittels Normalverteilung.

(3) Man beantworte dies ndherungsweise mittels Poissonverteilung.

(1) Es wird

80
P(50 < X, <80) = » ('9") 0,109 ~ 0,017611 .
£=50

(2) Wir haben a und b zu bestimmen.
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Es ist p1, = np = 1000 - 0,1 = 100 und o,, = v/np(1 — p) = /1000 - 0,1 - 0,9 ~ 9,4868.

Aus
aon, + p, = 50 —0,5

folgt
50—0,5—pn __ 50-0,5—mp _  50-0,5—100
0 = Meboe - Mobiow _ e n 58736
Aus
boy, + i = 80+ 0,5
folgt
b — 804-0,5—pn — 804+0,5—np __ 80+0,5—100 ~ _27055480

on Vop(i—p) V1000009

Mit obiger Bemerkung folgt nun
I )
P(50 < X, <80) ~ E/a exp(—u”/2) du =~ 0,019916 .
Das ist eine ordentliche Ndherung an das Ergebnis aus (1).

(3) Bei Verwendung von Poissonverteilung als Néherung ist A = p,, = np = 100. Es wird

A 0. 100k
P(50 < X, < 80) ~ Zye_A — -
k=50 k=50 ’

e 190 ~ 0,022649 .

Das ist eine grobe Naherung an das Ergebnis aus (1).

Beispiel. (Miinzwurf mit Normalverteilung).
Wir werfen eine Miinze n = 40 mal. Es ist p = 0,5.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhalten wir 20 mal “Zahl” ?

(1) Man beantworte dies mittels Binomialverteilung.
(2) Man beantworte dies ndherungsweise mittels Normalverteilung.
(1) Es wird
P(X =20) = (3)-0,5*-05""" ~ 0,123537 .
(2) Esist P(X,, =20) = P(20 < X,, < 20). Dafiir haben wir a und b zu bestimmen.
Es ist p, =np =40-0,5=20 und o, = y/np(1 —p) = V/40-0,5-0,5 = /10.
Aus

aon, + pn, = 20—0,5

folgt

_ 20-0,5—pp _ =05
a = Tﬂ = ﬁ ~ —0,158111
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Aus
bo, + p, = 2040,5
folgt
_ 20405—pn . 05
b = == g R 0,158111 .

Mit obiger Bemerkung folgt nun
I )
P(X,=20) = P20< X, <20) ~ — | exp(—u“/2) du = 0,125633 .
(X, =20) = P )~ o= [ en(=r2)

Das ist eine ordentliche Ndherung an das Ergebnis aus (1).



Kapitel 3

Induktive Statistik

3.1 Schatzung von Erwartungswert und Varianz

Sei X : 2 — R eine Zufallsgrofe.
Sei = E(X) der Erwartungswert. Sei 02 = Var(X) = E((X — u)?) die Varianz.

Um von statistischen Daten auf diese Parameter zu kommen, hat man zu schétzen.

3.1.1 Schatzung des Erwartungswerts

Sei eine Mefreihe x4, xo, ..., x, fiir X gegeben.

Der Erwartungswert von X wird geschétzt zu

1
Hgeschatzt = E(xl + X+ ...+ xn) .

Seien X, X, ..., X,, unabhéngige und wie X verteilte Zufallsgrofen.
Mit anderen Worten, es sind Xi, Xy, ..., X,, Kopien von X.
Insbesondere ist E(X;) = E(X) = p fiir 1 <i < n.

Der zugehorige Schatzer ist

— 1
X, = E(X1+X2+...+Xn) )
Wir testen die Qualitdt dieses Schétzers. Es wird

E(X,) =ER(X;+... 4+ X)) = YEX) +... +E(X,) = Lonpg = p.

Man sagt: Der Schitzer X, fiir den Erwartungswert j ist erwartungstreu. Damit ist er
geeignet.

48
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3.1.2 Schatzung der Varianz

Sei eine Mefsreihe zq, xo, ..., x, fir X gegeben.

Die Varianz von X wird geschétzt zu

1
Oéeschétzt = m ((xl - Mgeschétzt)2 + (132 - /ngeschétzt)2 + ...+ (In - /«Lgeschétzt)Q) .

Die Bessel-Korrektur, statt des Vorfaktors % vielmehr den Vorfaktor ﬁ zu verwenden,

ist notig, um auch hier einen erwartungstreuen Schétzer zu bekommen. Wiirde man hier
den Vorfaktor % aus der Varianz der Mefreihe wie in §1.2 verwenden, dann wiirde man
die Varianz der Zufallsgrofe unterschétzen.

Seien X1, X, ..., X,, unabhéngige und wie X verteilte Zufallsgroften.
Mit anderen Worten, es sind X;, X, ..., X,, Kopien von X.
Insbesondere ist E(X;) = E(X) = p fir 1 <i < n.

Ferner ist E((X; — p)?) = Var(X;) = Var(X) = o2 fiir 1 <i < n.

Der zugehorige Schdtzer ist

S2 = (X1 = Xo)? 4 (Ko — X2 4+ (X — X,)2)

n

(n—1)-E(S2) B
= (n—1) - E(;5 20 (Xi — Xa)?)
1 E( Xz - 7n)2)

(
= Yo 0® = 2B((0L (X — ) (X — ) + 30, B((Xn — 1))

Il
S
q
|
3
5
J=X
<
2

= no? — % Var(3_;L, X)
Unabh.:der X; n0'2 _ 1 Z@—l Var(Xz)

Bem. aus §2.6 n =
— 2 _ 1 n 2
= not — 3,0
= TLO'2 — lna2
n

= (n —1)0?
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Damit ist
E(S?) = o*.

Man sagt: Der Schitzer S? fiir die Varianz o? ist erwartungstreu. Damit ist er geeignet.

Beispiel. Wir haben die Mefreihe
T = 10, To = 30, T3 = 40, Ty = 30
fiir die Zufallsgrofse X vorliegen.

Der Schitzer X, gibt den geschiitzten Erwartungswert

1
Hgeschitzt = 1(10 + 30 440 + 30) = 27,5 .

Der Schitzer S? gibt die geschiitzte Varianz

1 1
o2 = ——((10-27,5)*+(30—27,5)*+(40—27,5)*+(30—27,5)*) = 5-475 ~ 158,33 .

geschéatzt 4—1

Somit wird die geschétzte Standardabweichung

Ogeschitst = 1/3 - 475 ~ 12,5831 .

3.2 Parameterschatzung bei Verteilungen bekannter Art

3.2.1 Parameterschatzung bei Binomialverteilung

Sei X eine Binomialverteilung mit Erfolgswahrscheinlichkeit bei Einzelversuch p.

Seien aus einer Mefreihe Versuchsanzahl n und Erfolgsanzahl k bekannt, aber p unbe-
kannt.

Mit anderen Worten, die Mefsreihe mit n Versuchen ergab k Erfolge. Wir wollen p schitzen.

Sei
Lp) = P(X=k) = (x)p"Q—p"*.
Sel Pgeschatzt die Maximalstelle von L(p). Das nennt man auch den Mazimum-Likelihood-
Ansatz.
Ist k = 0, dann ist L(p) = (1 — p)n, also pgeschétzt = 0.
Ist k =n, dann ist L(p) = p", also pgeschitzt = 1.

Ist 1 < k < n—1, dann rechnen wir dazu die kritische Stelle von L(p) aus, bei welcher
0 <p<1ist. Es wird

L'(p) = (&) R 11 =p)" " +pfn—k)(L—p)" "' (-1))
PP = p) k(1 = p) +p(n — k) - (=1))
PP = )" *H (k — kp — pn + pk)
p

A =p) (R —pn)
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Die Nullstelle ist bei pyeschitar = &

n"

Fir 0 <k < nist also

Dgeschitat —

Beispiel. Ein Gliicksrad, das wir nicht sehen konnen, liefert bei einer Versuchsreihe mit
n = 10 Durchldufen insgesamt 3 Erfolge.

Wir schétzen die Erfolgswahrscheinlichkeit auf

Dgeschitat = E = 157 — 073

Auf diese Idee kann man auch ohne den Maximum-Likelihood-Ansatz kommen.

3.2.2 Parameterschatzung bei Poissonverteilung

Sei X : 2 — R eine Poisson-verteilte Zufallsgrofse.

Es ist
P(X = k) = { ’]\C—l;e_’\ falls k € Z=o
0 sonst.
Anhand einer Mefsreihe
ki, ko, ..., k,

wollen wir die Rate \ schatzen.

Da A = p = E(X) ist, nehmen wir den Schétzer fiir den Erwartungswert aus §3.1.1:
1
)‘geschétzt = E(kl + k2 + ...+ k?n> .
Beispiel. Im ersten Beispiel aus §2.7.2 hiefs es:

Die Wahrscheinlichkeit, sich innerhalb eines Jahres in einer Stadt mit einem
seltenen Virus zu infizieren, sei nicht bekannt.

Es gebe die Zufallsgrofe X an, wieviele Personen sich dort in diesem Zeitraum
infizieren.

Sei aus langjahrigen Statistiken die plausible Annahme E(X) = 10 gewonnen.
Sei X als poissonverteilt angenommen.

Wie wurde die plausible Annahme E(X) = 10 gewonnen?
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Aus der Statistik wurde entnommen, daf in den letzten 5 Jahren die Infektionszahlen wie

folgt waren:
Jahr 1: 8 Infizierte

Jahr 2: 10 Infizierte
Jahr 3: 11 Infizierte
Jahr 4: 11 Infizierte
Jahr 5: 10 Infizierte

Es wurde also

1
E(X) = Ageschitst = 5(8+10+11+11+10) — 10

angenomimern.

3.2.3 Parameterschatzung bei Normalverteilung

Sei X : Q2 — R eine normalverteilte Zufallsgrofe.
2

Sowohl der Erwartungswert Var(X) = p als auch die Varianz Var(X) = o° seien uns
unbekannt.
Es liege eine Mefsreihe
1, g, ..., Ty

fiir X vor.
Wir schitzen den Erwartungswert wie in §3.1.1 zu

1

Hgeschitzt = 5(1‘1 + 29+ ...+ xn) .
Wir schétzen die Varianz wie in §3.1.2 zu
1
O—geschétzt = m ((1’1 - Ngeschéitzt)2 + (1'2 - Ug;esché'ﬂ:zt)2 +...+ (xn - ,Ugeschétzt)z) .

Es wird also die Bessel-Korrektur beriicksichtigt: als Vorfaktor nehmen wir ﬁ statt % .

Beispiel. Wir haben die Mefreihe
T = 10, Lo = 30, T3 = 40, Ty = 30
fiir die Zufallsgrofe X vorliegen, wie im Beispiel von §3.1.2.

Dort ergaben sich
Hgeschatzt = 2775
Ogeschiitzt — 475/3 ~ 12,5831 .

Wollen wir auf der Grundlage dieser Schatzung die Wahrscheinlichkeit
P(25 < X <35)



bestimmen, so setzen wir wie in §2.7.5 an:

1 v u?
P(,ugeschétzt + 20 geschitzt g X < Hgeschitzt + wageschétzt) = _/ exp (_? du
z

V2r

Wir miissen z und w passend bestimmen.
Aus

Mgeschétzt + Z0geschatzt — 25
ergibt sich

L 25_[1’geschéitzt o —0,1987

O geschétzt

und

w — 35_,Ugeschétzt ~ 0,5960

O geschitzt

Somit wird

1 v u?
P(25 < X <35) ~ —— ) qu ~ 03032
(25 35) \/%/Z exp< 2) u =~ 0,303

3.2.4 Parameterschatzung bei Exponentialverteilung

Sei X : () — R eine exponentialverteilte Zufallsgrofe mit Rate \. Sei also

B Ae ™M fiirz >0
10 firz <0.

Dann ist, fir 0 < a < b < +o0,

b b
Pla< X <b) = /pX(x) do = / Ae ™™ dg

Sei die Rate A nicht bekannt.
Es liege eine Mefreihe x4, o, ..., z, fir X vor.
Wir schitzen die Rate zu

1

A geschatzt —

23

Beispiel. Von Maschinen einer bestimmten Bauart seien folgende Betriebsdauern bis zum

Ausfall festgestellt worden.
ry = b Jahre
e = 9 Jahre
r3 = 12 Jahre
gy = 10 Jahre
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Eine Maschine dieser Bauart wird neu in Betrieb genommen. Mit welcher Wahrschein-
lichkeit lauft sie mindestens 12 Jahre?

Wir schatzen die Rate auf
1 1
5+9+12+10)  9°

)\gesché,tzt =

Damit wird
P(X >12) = P(12< X < +0)

+oo
12 A

o +oo 1 1,
= Jip getde

geschéatzt e_AgCSChétZtm dx

. _1 _1.
= limg 40 —€ of e 12

~ 00,2636 .

Also beléduft sich die Wahrscheinlichkeit, dafs die Maschine mindestens 12 Jahre lauft, auf
etwa 0,2636.

3.3 Hypothesentests

3.3.1 Hypothesentest bei binomialverteilten Grofien

Sei p die Erfolgswahrscheinlichkeit bei einem Einzelversuch. Sei uns p nicht bekannt.

Sei X = X, die Zufallsgrofe fiir die Anzahl der Erfolge bei n Versuchen. Es ist

P(X, = k) = (Z)pm e

Der Erwartungswert ist

Die Standardabweichung ist
o, = v/ Var(X,) = /np(l—p).

Néherung der Binomial- durch Normalverteilung gibt, wie in §2.7.5, §2.7.6,

+a
P(/Ln_aanang,un‘i_aan)%\/%/ eXp(_§)du
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wobei a > 0. Haufige Werte fiir spétere Verwendung:

Py — 0y < Xy < i + 0) ~ \/% fjll exp(— %) du ~ 0,6827
Plin = 200 < X < pin +20,) & = [Jexp(—%) du ~ 09545
Plptn = 30y < X < fin +30,) ~ = [Fexp(—%) du ~ 09973 .

Also:

2

= [exp(—%) du ~ Puy — aoy < X, < pin + a0,)

= P(|X, —np| < ay/np(l —p))
= P(IX, —pl a2

Sei nun n Einzelversuche durchgefiihrt, wobei sich H,, Erfolge eingestellt haben.
Sei h,, := %Hn die relative Erfolgshdufigkeit aus dem Versuch. Es ist

“+a

exp( — “72) du .

=
P(lhy—pl <a¥22) ~ o=

—a

Nun kennen wir p nicht. Also schétzen wir ab: p(1 —p) < 5 - (1 —3) = 1. Damit ist

“+a
a u2
P(lh, —pl < 3%) > f/ exp(— %) du.

Bemerkung. Sei X,, die binomialverteilte Zufallsgrofse fiir die Anzahl der Erfolge nach
n Versuchen, mit Erfolgswahrscheinlichkeit p fiir den Einzelversuch.

Sei H,, die aus einem durchgefiihrten n-fach iterierten Versuch resultierende Anzahl von
Erfolgen. Sei h,, := %Hn die zugehorige relative Erfolgshaufigkeit.

(1) @ = 1: Mit einer Wahrscheinlichkeit von > 68,27% ist

1
hp—p| < —=.
(2) a = 2: Mit einer Wahrscheinlichkeit von > 95,45% ist

1
‘hn_p| < -

N

(3) a = 3: Mit einer Wahrscheinlichkeit von > 99,73% ist

|hn _p| <

3
2y/n
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Beispiel. Der Anteil der Bahnhofsbaubefiirworter in der Gesamtbevolkerung sei p.

(1) Es werden n = 100 Personen befragt. Davon sprechen sich 55 fiir einen Bahnhofsbau
aus.

Wir legen eine Wahrscheinlichkeit von > 95,45% als zureichende Sicherheit fest.

Somit ist mit zureichender Sicherheit

1
55
29 g _,
100 — Pl 100
also
|p - 0a55| < 071 )
also

0,45 < p < 0,65.

Somit ist das Umfrageergebnis, in iiblicher Ausdrucksweise: Es sind 55% der Ge-
samtbevolkerung fiir den Bahnhofsbau, mit einer Fehlertoleranz von +10 Prozent-
punkten.

(2) Es werden n = 400 Personen befragt. Davon sprechen sich 224 fiir einen Bahnhofs-
bau aus.

Wir legen wieder eine Wahrscheinlichkeit von > 95,45% als zureichende Sicherheit
fest.

Somit ist mit zureichender Sicherheit

1
24 ) L —
400 p’ X 100 )
also
|p_0756| < 07057
also

0,51 < p < 0,61.

Somit ist das Umfrageergebnis, in iiblicher Ausdrucksweise: Es sind 56% der Gesamt-
bevolkerung fiir den Bahnhofsbau, mit einer Fehlertoleranz von +5 Prozentpunkten.

Beispiel. Eine Firma verkauft Schoko-Eier mit Uberraschungen. In der Werbung behaup-
tet sie, es sei in jedem vierten Ei eine Figur enthalten.

Die Behauptung der Firma sei unsere Nullhypothese: Die Wahrscheinlichkeit fiir eine
Figur in einem Ei ist py = 0,25.

Soll dieses Nullhypothese aufrechterhalten werden oder verworfen werden?
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(1) Erster Versuch. Die Tester kaufen 50 Eier und finden 7 Figuren.
Ist das schon Anlafs fiir eine Beschwerde?
Wir legen eine Wahrscheinlichkeit von > 95,45% als zureichende Sicherheit fest.
Mit zureichender Sicherheit ist unter Annahme der Nullhypothese

|5_70_p0‘ — ‘%_0’25| = 0,11 < \/% ~ 0,1414 .

Das stellt kein Problem dar. Also kann die Nullhypothese aufrechterhalten werden.
Das Ergebnis des Testkaufs ist im Rahmen. Es gibt keine Beschwerde.

(2) Zweiter Versuch. Die Tester kaufen 500 Eier und finden 70 Figuren.
Ist das schon Anlaf fiir eine Beschwerde?

Wir legen wieder eine Wahrscheinlichkeit von > 95,45% als zureichende Sicherheit
fest.

Mit zureichender Sicherheit ist unter Annahme der Nullhypothese

70 _ |70 — 1 ~
s —pol = |45 025 = 0,11 < A= &~ 0,04472.

Das trifft nicht zu. Also kann die Nullhypothese nicht aufrechterhalten werden.
Das Ergebnis des Testkaufs ist nicht im Rahmen. Es gibt eine Beschwerde.

Beispiel. Das Schlafmittel Dorma werde getestet.
Wir legen eine Sicherheit von > 99,73% als zureichende Sicherheit fest.
Wir testen mit 100 Patienten.

Jeder Patient testet eine Woche Dorma, eine andere Woche ein Placebo (“controlled”).
Was jeweils wann geschieht, wird zufillig festgelegt (“randomized”). Weder er noch der
durchfiihrende Arzt wissen, in welcher Woche welches Mittel verabreicht wird (“double-
blind”).

Es wird gemessen, wer in welcher Woche besser schléft.

Die Nullhypothese sei: Das Schlafmittel Dorma ist wirkungslos. Wenn wir eine Person
herausgreifen und ihr Schlafverhalten messen, dann ist die Wahrscheinlichkeit, in der
Dorma-Woche besser geschlafen zu haben, unter dieser Nullhypothese also

Po = 0,5

Mit anderen Worten, wenn das Schlafmittel Dorma wirkungslos ist, dann wirkt es genauso
gut wie ein Placebo. Es ist also genauso wahrscheinlich, in der Placebo-Woche besser
geschlafen zu haben wie in der Dorma-Woche. Wir erhalten diesenfalls eine Verteilung
wie bei einem Miinzwurf.

Nun haben Hgg = 70 Patienten in der Dorma-Woche besser geschlafen. Es ist also higg =
470 =0,7.

100
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Mit zureichender Sicherheit, also mit > 99,73% Wahrscheinlichkeit, ist unter Annahme

der Nullhypothese
3

b —pol < 5—F7=,

also

3
24/100

|h1oo — 0,5] <
also

3
02 = [0,7-05 < — = 0,15,
) ’7 7‘ 20

Dies trifft nicht zu. Also ist die Nullhypothese, Dorma sei wirkungslos, zu verwerfen.

Das Testergebnis ist also: Das Schlafmittel Dorma wirkt.

3.3.2 Levene-Test

Seien k Mefireihen aus je mindestens 2 Werten gegeben:

1,1, 1,2y «--5 Tiny
21, 22y «vvvvnn.. y L2ny
.17371, ZL‘3’2, ...... s 1737n3
Tr1, Tk2y -y Thny
Hierbei sei @; 1, Zi2, ...... , Tjn, eine Mefreihe fiir eine Zufallsvariable X; , fiir 1 <1 < k.

Z.B. konnte die i-te Mefreihe von den Produkten der Maschine Nummer ¢ stammen, und
man mochte wissen, ob die Maschinen dieselbe Varianz aufweisen, d.h. ob ihre Resultate
die gleiche Streuung um den Erwartungswert aufweisen.

Nullhypothese: Es ist
Var(X;) = Var(Xs) = ... = Var(Xy) .

Die Nullhypothese ist also: Es liegen iibereinstimmende Varianzen vor.
Mit dem Levene-Test kann diese Nullhypothese iiberpriift werden.
Der Levene-Test besteht aus folgenden Schritten.
1. Wir bilden den Mittelwerte der i-ten Mefreihe, also
1 ng

T = n—l ;x”
fir 1 <¢ < k. (Dabei wird 7; _ als “x quer 4 Strich” gelesen.)
2. Wir bilden die Abstdnde der Mefsergebnisse zum jeweiligen Mittelwert, also

Yij = |Ti; —Ti_|
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firl<i<kund1<j<n;.

3. Wir bilden den jeweiligen Mittelwert dieser Absténde, also

1 &
Yi— = p Zyi,j

=1

flir 1 <i<k.

4. Wir bilden den Mittelwert aller vorliegenden Abstéande.
Sei n =Y n;.

Sei

kK n;

1 &
ZZ%] = ;m?i,_ :

i=1 j=1

y =

S|

5. Wir bilden folgende Grofen.

N
I
=
|
—_
M-
S
=
<
|
|
l‘Q’I
|
N—
[N}

s
Il
—

I
S
|
o
-
—
s
<
=
)
[\

.
Il
—
<.
Il
—

=N

6. Sei a = 0,05 unser gewahltes Signifikanzlevel.

Falls W < F,(k — 1,n — k) ist, dann kann die Nullhypothese nicht mit zureichender
Sicherheit verworfen werden, und Var(X;) = Var(X3) = -+ = Var(X}) wird als Arbeits-
hypothese aufrechterhalten.

Hierbei heifst F,,(a,b) der “upper critical value of the F-distribution”.

Die Werte von F,(a,b) entnehmen wir folgender Tabelle.
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Tabelle fiir F0705 (a, b)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

161,448 199,500 215,707 224,583 230,162 233,086 236,768 238,882 240,543 241,382
18,513 19,000 19,164 19,247 19,296 19,330 19,353 19,371 19,385 19,396
10,128 9,552 9,277 9,117 9,013 8,941 8,887 8845 8812 8,786
7,709 6,944 6,591 6,388 6,256 6,163 6,094 6,041 5999 5964
6,608 5,786 5409 5,192 5050 4,950 4,876 4,818 4,772 4,735
5,087 5,143 4757 4,534 4,387 4,284 4,207 4,147 4,099 4,060
5501 4,737 4,347 4,120 3,972 3,866 3,787 3,726 3,677 3,637
5318 4,459 4,066 3,838 3,687 3,581 3,500 3438 3,388 3,347
5117 4256 3,863 3,633 3482 3,374 3,203 3,230 3,179 3,137

10| 4,965 4,103 3,708 3478 3,326 3217 3,135 3,072 3,020 2,978

11| 4,844 3,982 3,587 3,357 3,204 3,095 3,012 2948 2,806 2,854

12| 4,747 3,885 3,490 3259 3,106 2,996 2,913 2,849 2,796 2,753

13| 4,667 3,806 3,411 3,179 3,025 2915 2,832 2,767 2,714 2,671

14| 4,600 3,739 3,344 3,112 2,958 2848 2,764 2,699 2,646 2,602

15| 4,543 3,682 3,287 3,056 2,901 2,790 2,707 2,641 2,588 2,544

16| 4,494 3,634 3,239 3,007 2,852 2741 2,657 2,591 2,538 2,494

17| 4451 3,592 3,197 2965 2,810 2,699 2,614 2548 2,494 2450

18| 4,414 3,555 3,160 2928 2,773 2,661 2,577 2,510 2,456 2,412

19| 4,381 3,522 3,127 2895 2,740 2628 2,544 2477 2,423 2,378

20| 4,351 3,493 3,008 2,866 2,711 2,599 2514 2447 2,393 2,348

IS

© 00 JO Utk Wi~

Es ist a = 0,05 ein iiblicher Wert. In Schritt 6 ist aber noch zu erkennen, wie vorzugehen
ist, wenn man ein anderes Signifikanzlevel wahlen mdochte.

Beispiel.

Seien folgende Mefkreihen zu den Produkten der Maschinen 1, 2, 3 gegeben. Es ist also
k= 3.

1, 50 , 60 , 65, 55 n, =4
) =~ =~
i1 T2 T3 T4
s 30, 40, 40, 35, 50, 45  ny =6
) = T = =~
T2l  T22  T23 T24 T25 T26
T3, 40 , 60 , 50 , 40 , 55 ng =95
3,1 3,2 T33 T34 T35

Wir durchlaufen die Schritte des Levene-Tests.

1. Es wird
T~ = (50 + 60+ 65+ 55) = 57,5
Ty = ¢(30+40+40+35+50+45) = 40
T3 = (40 + 60+ 50 + 40 + 55) = 49.

2. Als Abstidnde zum jeweiligen Mittelwert erhalten wir:

yi,; 1 1,9, 2,5, 7,9, 2,5
y2,; - 10,0, 0, 5, 10, 5
yg’j . 9, 1]_, ]., 9, 6
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3. Von den Absténden bilden wir jeweils den Mittelwert:

7. H(754254+75+25)
Up = ¢(10+04+04+5+104+5) =
Us_ = 2(9+114+1+9+6) = 72

4. Von allen Abstinden bilden wir den Mittelwert: Es ist n = 4 +6 + 5 = 15. Unter
Verwendung von Schritt 3 wird

86
y._ = %(4~5—|—6~5+5~7,2) =T ~ 5,7333 .

5. Wir erhalten

Z = A (4-(5-5,7333)2+6-(5—57333)> +5- (7,2 — 5,7333)%) ~ 8,0667

1
31
und

= 5((2,5°42,5°4+2,574+2,5%)+(5°+5°+5°+0°+5740%)+(1,8°+3,8°+6,2°+1,8°+1,2*)) ~ 15,4833 .

Somit wird

A
W = — = 0,5210
N Y

6. Der Tabelle entnehmen wir den Wert Fp g5(3 — 1,15 — 3) = 3,885.
Es ist W ~ 0,5210 < 3,885 = Fp05(3 — 1,15 — 3). Dies bestétigt die Nullhypothese.

Es liegt somit mit zureichender Sicherheit iibereinstimmende Varianzen bei den Produkten
der drei Maschinen vor.

3.3.3 t-Test fiir unabhingige Stichproben (Student)

Der t-Test stammt von W. S. GOSSET. Er arbeitete fiir die Guinness-Brauerei und hatte
diesen Test entwickelt, um die Qualitdt des Stout-Biers zu iiberwachen. Da sein Arbeitgeber
aber Publikationen untersagt hatte, vertffentlichte Gosset den Test unter dem Pseudonym
STUDENT.

Seien zwei Mefireihen aus je mindestens 2 Werten gegeben:

T11, 1,2, -+ Tiny
T21y; X225 «vvvvnnnn y L2mg
Hierbei sei x;1, @2, ...... , Tin, eine Mefreihe fiir eine normalverteilte Zufallsvariable

X;, fiir i € {1,2}.

Z.B. konnte die erste Mefreihe von den Produkten der Maschine 1 stammen, die zwei-
te Mefreihe von den Produkten der Maschine 2 stammen, und man mochte wissen, ob
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die Maschinen denselben Erwartungswert aufweisen, d.h. ob sie im langfristigen Mittel
dasselbe Resultat liefern.

Nullhypothese: Es ist
E(X;) = E(X,).

Die Nullhypothese ist also: Es liegen iibereinstimmende Erwartungswerte vor.

0. Wir iiberpriifen mit dem Levene-Test, ob Var(X;) = Var(Xs) nicht mit zureichender
Sicherheit verworfen werden kann und damit als Arbeitshypothese aufrechterhalten wird.

Falls die Varianzen iibereinstimmen, kann mit dem t-Test diese Nullhypothese iiberpriift
werden.

Der t-Test besteht aus folgenden Schritten.
1. Wir bilden den Mittelwerte der i-ten Mefreihe, also

fiir i € {1,2}.

2. Fiir die Standardabweichungen mit Bessel-Korrektur berechnen wir

ng

(i =)} == ) (ws; =)

Jj=1

fir i € {1,2}.
3. Wir bilden

4. Wir bilden den t-Wert

5. Sei a = 0,05 unser gewahltes Signifikanzlevel.

Falls [t| < ti-2 (4;—1)4(ny-1) i8t, dann kann die Nullhypothese nicht mit zureichender
Sicherheit verworfen werden, und E(X;) = E(X,) wird als Arbeitshypothese aufrechter-
halten.

Hierbei heifst t1_a , der “critical value of Student’s distribution with a degrees of freedom”.

Die Werte von ti—2.0 = 0975, entnehmen wir folgender Tabelle.
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Tabelle fiir to 9754
£0,975,a
12,706
4,303
3,182
2,776
2,571
2,447
2,365
2,306
2,262
10| 2,228
11| 2,201
12| 2,179
13| 2,160
14| 2,145
15| 2,131
16| 2,120
17] 2,110
18| 2,101
19| 2,093
20| 2,086

@OO\]GIU‘»PCON)»—“@

Es ist a = 0,05 ein iiblicher Wert. In Schritt 5 ist aber noch zu erkennen, wie vorzugehen
ist, wenn man ein anderes Signifikanzlevel wahlen mochte.

Beispiel.
Seien folgende Mefreihen zu den Produkten der Maschinen 1, 2 gegeben.

24 . 30 n, =4
~ ) =~

Tl T2 1,3 T14

30, 20, 30, 35, 35 my=5
- = =

2,1 2,2 2,3 2,4 2,5

z1; 20, 30,

L2, j

0. Zunéchst fiithren wir einen Levene-Test durch, um auf ibereinstimmende Varianzen zu
testen.

0.1. Es wird
(20 + 30 + 24 + 30) = 26

1
4
$(30+20+30+35+35) = 30
0.2. Als Absténde zum jeweiligen Mittelwert erhalten wir:

ij . 6, 4, 2, 4
y2,; 0,10, 0,5, 5

0.3. Von den Absténden bilden wir jeweils den Mittelwert:

7. = ;06+4+2+4) = 4
Yo = 2(0+1040+5+5) = 4
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0.4. Von allen Abstanden bilden wir den Mittelwert: Es ist n =4 +5 = 9. Unter Verwen-
dung von Schritt 3 wird
Yoo = s(4-4+45-4) = 4.

0.5. Wir erhalten
Z = #=(4-(4—-4P2+5-(4-4)%) =0
und
N = 5((22+02+2240%) + (4> +6*+4*+1°+17)) ~ 11,1429 .
Somit wird

0.6. Der Tabelle entnehmen wir den Wert Fj5(2 — 1,9 — 2) = 5,591.
Esist W =0 < 5,591 = Fp5(2 — 1,9 — 2). Dies bestétigt die Nullhypothese.

Es liegt somit mit zureichender Sicherheit iibereinstimmende Varianzen bei den Produkten
der zwei Maschinen vor.

Natiirlich hatte man schon bei der Feststellung Z = 0 sofort auf mit zureichender Sicherheit
tibereinstimmende Varianzen schliefen konnen.

Nachdem wir {ibereinstimmende Varianzen festgestellt haben, kénnen wir nun die Schritte
des t-Tests durchlaufen.

1. Aus dem Levene-Test kennen wir schon ; _ = 26 und 7, _ = 30.
2. Es wird
(np —1)s? = (20 —26)% + (30 — 26)% + (24 — 26)? + (30 — 26)? = 72

(ny —1)s2 = (30 —30)2 + (20 — 30)% + (30 — 30)2 + (30 — 35)2 + (30 — 35)2 = 150

3. Es wird

72+ 150 222
. = /22 ~ 56315
° \/(4—1)+(5—1) 7 ’

4. Wir bilden den t-Wert

5. Der Tabelle entnehmen wir den Wert t1-2 (n1—1)+(na—1) = b0,975,7 = 2,365.
Es ist |t| ~ 1,0588 < 2,365 = t0’97577 .

Somit ist die Nullhypothese bestétigt, und es liegen mit zureichender Sicherheit {iberein-
stimmende Erwartungswerte bei den Produkten der beiden Maschinen vor.
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3.3.4 U-Test fiir unabhangige Stichproben
(Wilcoxon-Mann-Whitney)

Der U-Test stammt von H. MANN und D. R. WHITNEY, und, unabhéngig davon, von
F. WILCOXON.

Definition. Sei X : (2 — R eine stetige Zufallsgrofe.

Der Median My von X ist die reelle Zahl, fiir die P(X < My) = £ ist.
Diesenfalls ist auch P(X > My) = P(X > My) = 3.

Beispiel. Sei X exponentialverteilt mit Rate A > 0. Es ist also

(z) = Ae ™M fiirz >0
PX\T) =3 0 fiir 7 < 0 .

Wir erinnern an den Erwartungswert ux = E(X) = 5 vgl. §2.7.4.

1
A

Esist My = 1n§\2). Denn es wird

P(X <Myx) = [Mpx(z)da

Insbesondere ist My = @ # % = lx .

Verfahren. Seien X; : 2 — R und X5 : Q — R Zufallsgrofsen.

Seien zwei Mefireihen gegeben.

T11, T12s «vnn-- , T1p, flur die Zufallsgrofe X,
To1, 22, -y Top, fiir die Zufallsgrofe X,

Mit dem U-Test wollen wir anhand dieser Mefireihen iiberpriifen, ob von iibereinstimmen-
den Medianen ausgegangen werden kann, d.h. ob My, = My, ist.

Unsere Nullhypothese ist also: Es ist Mx, = My, .
Der U-Test verlauft nun wie folgt.

1. Wir ordnen die MeBwerte an:
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Hierbei tauche jeder Mefswert aus den Reihen z11, ..., 14, 21, ..., T2,, genau
einmal unter den y1, ..., Yn,+n, auf.

Der Rang von y; sei wie folgt gegeben. Sei Gleich(y;) :={1<j<n;+ny : y; =y, } die
Menge der Indizes j, bei denen y; = y; ist. Sei

1
Rang(y;) = é(min Gleich(y;) + max Gleich(y;))

der Rang von y; , wobei 1 <17 < ny + nsy.
Ist z.B. yi-1 < y; < yi+1, dann ist Gleich(y;) = {i} und also Rang(y;) = 1(i + 1) = i.

Ist zB. ¥i1 < ¥i = Yir1 < Yiro, dann ist Gleich(y;) = {i,7 + 1} und also Rang(y;) =
$(i+ (i+1)) =i+ 5. Genauso ist dann auch Rang(y;+1) =i+ 5.

Ist z.B. yio1 < Ui = Yit1 = Yira < Yirs, dann ist Gleich(y;) = {i,7 + 1,7 + 2} und also
Rang(y;) = 5(i+(i+2)) = i+1. Genauso ist dann auch Rang(y; 1) = Rang(yi+2) = i +1.

Wir bilden die Rangsummen

Ry = 301 Rang(z,)
Ry = 3772 Rang(w;) .

2. Sei
U1 = nl-n2+%n1-(n1+1)—R1

UQ = nl-n2+%n2-(n2+1)—R2.

Sei
U = min{U;,Us} .

Hier ist eine Probe mdoglich: Es mufs Uy 4+ Uy = ny - ny sein.

3. Sei
1
Hu = 5”1'712.
Sei
1
oy = Enl-ng-(nl—i—m—l—l).
Sei
_U—w
z = )
ou

4. Unter Annahme der Nullhypothese ist nun, wie bei der Normalverteilung:

Mit 68,27% Wahrscheinlichkeit : z € [—1,+1] .
Mit 95,45% Wahrscheinlichkeit : 2z € [-2,+2] .
Mit 99,73% Wahrscheinlichkeit : 2z € [-3,+3] .
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Legen wir z.B. 95,45% Wahrscheinlichkeit als zureichende Sicherheit fest, dann ist unter
Annahme der Nullhypothese mit zureichender Sicherheit z € [—2,+2]. Falls z ¢ [—2, +2]
ist, so ist die Nullhypothese zu verwerfen.

Legen wir z.B. 99,93% Wahrscheinlichkeit als zureichende Sicherheit fest, dann ist unter
Annahme der Nullhypothese mit zureichender Sicherheit z € [—3,+43]. Falls z & [—3, +3]
ist, so ist die Nullhypothese zu verwerfen.

Die Nullhypothese zu verwerfen, bedeutet, zum Ergebnis zu kommen, dafs mit zureichen-
der Sicherheit My, # My, ist, dafs sich die Mediane also unterscheiden.

Die Nullhypothese aufrechtzuerhalten, bedeutet, man kann als Arbeitshypothese von
My, = My, ausgehen, also von iibereinstimmenden Medianen.

Beispiel. Seien folgende Mefireihen gegeben.

T1 303, 305, 302, 302 fir X,
’ N N~~~
z1,1 z1,2 z1,3 1,4

Toj 310, 310, 307, 305, 304, 310 fiir Xs

2,1 2,2 2,3 T2.4 2,5 2.6
Es ist also n; = 4 und ny = 6.

Mit dem U-Test wollen wir anhand dieser Mefreihen {iberpriifen, ob von {ibereinstimmen-
den Medianen ausgegangen werden kann, d.h. ob My, = My, ist.

Unsere Nullhypothese ist also: Es ist My, = My, .

Wir fithren den U-Test durch. Als zureichende Sicherheit setzen wir eine Wahrscheinlich-
keit von 95,45% fest.

1. Wir ordnen die MeRwerte an:

302 , 302 , 303 ., 304 , 305 , 305 , 307 , 310 , 310 , 310
~~ ~~ ~~ ~~ ~~ ~~ ~~ =~ ~~ =~

Y1 =121,3 Y2 = 21,4 Y3 =2x1,1 Y4 =125 Ys =1,2 Y6 = 2,4 Y7 =x2,3 Ys =21 Yo =22 Y10 = 22,6
Aus der Anordnung entnehmen wir:

Ry, = Rang(zi1)+ Rang(z,2) + Rang(x;3) + Rang(x; 4)
= 3+55+15+15
— 115

und

Ry, = Rang(za;)+ Rang(z22) + Rang(z23) + Rang(xs4) + Rang(xs5) + Rang(xa )
— 9494 T4554+449
= 435.

2. Es wird
Uy = ni-no+3n-(m+1)—R = 4-6+35-4-5-115 = 225
Uy = ni-na+3ne-(no+1)—Ry = 4:6+3-6-7-435 = 15.
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Es wird
U = min{Ul,Ug} = 175

Zur Probe rechnen wir: Es ist tatsachlich Uy +Us; = 22,54+ 1,56 =24 =n; - ny.
3. Es wird
hu = 5”1 Ny =

und

1 1
oy = \/En1~n2~(n1+n2+1) = \/5.4.6.(4+6+1) = V22 &~ 4,6904 .

Es wird U L5 1
— /"LU , —_
= = ~ —2.2386 .
: ou 46904 ’
4. Es ist
z & [-2,42].

Unter Annahme der Nullhypothese ist aber mit zureichender Sicherheit z in diesem In-
tervall enthalten.

Also kann die Nullhypothese nicht aufrechterhalten werden.

Der U-Test liefert also das Ergebnis: Die Mediane von X; und X; unterscheiden sich, es
ist M X1 7é M X -
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