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Vorwort

Das vorliegende Skript wurde begleitend zu einer Vorlesung Lineare Algebra fiir Infor-
matiker erstellt, gehalten in Ulm im Wintersemester 2002/03. Inhaltlich lehnt es sich an
die Vorlesung Gerhard Baurs aus dem Vorjahr an [1]. Hinzugefiigt wurden zusétzliche
Beispiele endlicher Korper. Ferner wurde die Jordansche Normalform vollends vollstandig
abgehandelt. Dafiir wurde die Behandlung der ebenen Quadriken aus Zeitgriinden weg-
gelassen.

Endliche Korpererweiterungen von F, sind im Hinblick auf die Anwendungen in der In-
formatik, und insbesondere in der Codierungstheorie, mit aufgenommen worden. Nach
Erlauterung des allgemeinen Konstruktionsprinzips fiir Korpererweiterungen mittels irre-
duzibler Polynome beschrinken wir uns jedoch pars pro toto auf Fy, Fy und Fy.

Der Algorithmus zur Berechnung der Jordanschen Normalform ist fiir nicht diagonali-
sierbare Matrizen etwas aufwendiger. Man erhélt so aber ein vollstdndiges Représentan-
tensystem der Konjugationsklassen quadratischer Matrizen iiber einem algebraisch ab-
geschlossenen Korper. Insbesondere kennt man auf diese Weise jeden Endomorphismus
eines endlichdimensionalen Vektorraums iiber einem solchen Korper.

Im abschlieBenden Abschnitt werden normale und also insbesondere hermitesche Matrizen
unitar diagonalisiert. Wir hoffen, dafl sich der Leser die zur Behandlung von Quadriken
notwendige geometrische Interpretation als Hauptachsentransformation bei Bedarf selbst
aneignen kann.

Ich méchte mich bei meinen Ubungsleitern Marc Meister und Norbert Renz fiir zahlreiche
kritische Anmerkungen bedanken. Desweiteren erhielt ich aus den Reihen der Studenten,
der Korrektoren und der Tutoren viele Hinweise auf Fehler, auch dafiir meinen Dank.

Ulm, den 18.02.2003
Matthias Kiinzer

In die aktualisierte Version wurden der Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra nach
Derksen [2] und die Jordanform nach Frobenius und Boge (cf. [10, p. 144-146]) als fakul-
tative Abschnitte mit aufgenommen. Ferner wurden zahlreiche Korrekturen und Umstel-
lungen vorgenommen. So z.B. wird die direkte Summe mehrerer Unterrdume nun unmit-
telbar nach der direkten Summe zweier Unterrdume eingefiihrt. Ein Dank geht an Andreas
Martin, der mich von einer 6konomischeren Darlegungsweise des Nilpotenzlemmas iiber-
zeugte. Ein weiterer Dank geht an Leonhard Griinschlof fiir eine sorgféltige Durchsicht
des ganzen Manuskripts.

Ulm, den 26.08.2004

Matthias Kiinzer



Ein Abschnitt zur vereinfachten Berechnung des charakteristischen Polynoms wurde mit
aufgenommen. Die verwandte Methode kenne ich von Max Neunhdoffer.

Aachen, den 11.10.2006

Matthias Kiinzer



Kapitel 1
Mengen, Gruppen, Ringe, Korper

Die Mengentheorie ist die Sprache der Mathematik. Gruppen werden uns in der Form von
symmetrischen Gruppen bei den Determinanten begegnen. Sie werden auch als Bestandteil
der Definitition von Ringen auftreten. Als Ringe werden wir etwa Polynomringe kennenler-
nen, oder aber eben Koérper, wie etwa die reellen Zahlen R, die komplexen Zahlen C und
die ganzen Zahlen modulo einer Primzahl p, geschrieben F,,. Kérper sind als die zugrunde-

gelegten Skalarbereiche von Vektorrdumen der Ausgangspunkt der Linearen Algebra.

1.1 Mengen

1.1.1 Allgemeines

Seien X und Y Mengen.

Beispiele. Mit N werde die Menge der natiirlichen Zahlen bezeichnet (einschliefilich 0),
mit Z die der ganzen Zahlen, mit Q die der rationalen Zahlen und mit R die der reellen
Zahlen. Die leere Menge schreibt sich (). Sind a,b € Z, so schreiben wir

la,b] = {z2€Z|a<z<b} C Z

fiir das ganzzahlige Intervall von a bis b.

Definition. Mit X x Y = {(z,y) | € X, y € Y} bezeichnen wir das cartesische
Produkt der Mengen X und Y, d.h. die Menge der geordneten Paare von Elementen aus
X in erster und aus Y in zweiter Stelle. Analog ist X x Y x Z die Menge der geordneten
Tripel mit Eintrdgen aus X, Y und Z. Usf.

Definition. Die Potenzmenge B(X) := {U | U C X} ist die Menge der Teilmengen von
X,dh UeP(X) <= UCX.

Definition. Ist X eine endliche Menge, so bezeichnet #X die Anzahl ihrer Elemente.



Definition. Sind U fiir i € I Teilmengen von X, so heifit ihre Vereinigung V' := J,.,; U; €
X disjunkt, falls es fiir jedes Element x € X hochstens ein ¢ € I gibt mit x € U;. Diesenfalls
schreiben wir auch V' = | |,; U;.

1.1.2 Abbildungen

Definition. Seien X, Y und Z Mengen.

Eine Abbildung f : X —Y (oder X LY) ist eine Zuordnung, die jedem Element x €
X genau ein Element f(z) € Y zuweist. Fiir die Zuordnung eines einzelnen Elementes
schreiben wir auch z+— f(z).

Sind zwei Abbildungen X Ty g gegeben, so bezeichne go f : X — Z deren Kom-
position, d.h. (go f)(z) := g(f(x)) fir alle z € X.

Die identische Abbildung wird X XX iz geschrieben, oder auch idy, falls Ver-
wechslungsgefahr besteht.

Seien U C X und V C Y Teilmengen. Wir schreiben f(U) = {f(z) € Y |z € U} CY
und fH(V)={xe X | f(z) eV} C X.

Sind X X+ Y und X’ Loy Abbildungen, so schreiben wir f x f': X x X' —Y x Y
(x,2")— (f(x), f'(z")) fiir deren cartesisches Produkt.

Die Abbildung f heiit surjektiv, falls f(X) =Y, d.h. falls #f ' ({y}) > 1 fir alley € Y.

Sie heifit injektiv, falls fir z,2’ € X aus f(z) = f(a') stets © = 2’ geschlossen werden
kann. D.h. falls #f7'({y}) < 1 fiiralley € Y.

Sie heifit bijektiv, falls sie injektiv und surjektiv ist, d.h. falls #f~'({y}) = 1 fiir alle
y € Y. Symbolisch schreiben wir f: X =Y.

Lemma. Die Abbildung X Lovist genau dann bijektiv, wenn es eine Abbildung Y X
so gibt, daff go f = 1x und fog = 1y. Die Abbildung g ist eindeutig bestimmt, und wir
schreiben auch f~! :=g.

Beweis. Sei ein solches g als existent angenommen. Dann ist f surjektiv wegen y = f(g(y))
fiir alle y € Y. Zeigen wir die Injektivitit. Seien z, 2’ € X mit f(z) = f(2') gegeben. Es
folgt x = g(f(z)) = g(f(2')) = 2'. Insgesamt ist f also bijektiv.

Sei nun f als bijektiv angenommen. Sei y € Y vorgegeben. Da f surjektiv ist, gibt es ein
x mit f(x) =y, und da f injektiv ist, existiert hochstens ein solches x. Wir diirfen also
g(y) := x setzen, und sehen, daf nach Konstruktion f(g(y)) = y gilt, d.h. fog = 1y.
Bleibt zu zeigen, dafl g o f = 1x, d.h. daB ¢g(f(x)) = = fir alle x € X. Nun ist aber
f(g(f(x))) = f(x), und die behauptete Gleichung folgt aus der Injektivitdt von f.

Damit ist die Aquivalenz der beiden Aussagen nachgewiesen. In der Praxis ist es oft
ratsam, anstatt Injektivitdt und Surjektivitit zu zeigen, besser die Umkehrabbildung hin-
zuschreiben.



Bleibt noch die Eindeutigkeit von g zu zeigen. Sei noch eine Abbildung Y e gegeben
mit f o g = 1y (das geniigt bereits als Annahme). Dann ist g =go fo g =g. o

Vorsicht. Das Urbild f~'(V) einer Teilmenge existiert fiir alle Abbildungen f, nicht
nur fiir die bijektiven. Ist f bijektiv, so stimmen die beiden Bedeutungen von f~*(V) —
“Urbild unter f” und “Bild unter f=!” — {iberein. Fiir ein einzelnes Element y € Y ist

7 b =)}

1.1.3 Aquivalenzrelationen

Seien X und Y Mengen.

Definition. Eine Relation zwischen X und Y ist eine Teilmenge R C X x Y. Fiir (z,y) €
R schreiben wir auch x Ry, d.h. x ist in Relation zu y.

Etwa ist einer Abbildung f : X — Y als Relation ihr Graph
Iy = {(z,f(x) |ze X} CX XY

zugeordnet.

Man kann iiber die Graphenkonstruktion umgekehrt Abbildungen auch als spezielle Re-
lationen I' definieren — fiir x € X wird verlangt, dafl es genau ein y € Y so gibt, dafl 'y
gilt; man setzt dann fr(z) := y. Dies nur als Bemerkung,.

Definition. Eine Relation (~) € X x X (d.h. auf X) heit Aquivalenzrelation, falls
(A1,2,3) gelten.

(A1) Fiir alle z € X ist 2 ~ x (Reflexivitét).
(A 2) Fir alle z,y € X ist x ~ y <= y ~ = (Symmetrie).
(A 3) Fiir alle z,y, 2z € X impliziert © ~ y und y ~ z, dal x ~ z (Transitivitét).
Sei nun (~) eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X.
Definition. Die Aquivalenzklasse von x € X ist gegeben durch
T :={yeX|y~z} C X.

Jedes Element von z heifit Reprisentant von z. Wegen (A 1) ist # Reprisentant von Z.

Beispiel. Sei X = {1,12,7,74,3}, und sei z ~ y genau dann, wenn die Ziffernzahlen von
x und y iibereinstimmen. Dann gibt es die Aquivalenzklassen

3=7 = {1,3,7},
12 =71 = {12,74}.

Lemma. Es ist x = i genau dann, wenn x ~ y.



Beweis. Ist & = ¥, so ist insbesondere x € y, was gerade = ~ y bedeutet.

Ist umgekehrt x ~ y, so wollen wir zunéichst * C ¢ zeigen. Ist u € Z, so ist wegen
u~ x ~ymit (A3) auch u € §. Zeigen wir nun y C z. Ist v € g, so ist wegen v ~ y ~ z,

wofiir wir (A 2) verwandt haben, mit (A 3) auch v € 7. -
Lemma.
(i) Fiir z,y € X gilt entweder T = oder T Ny = 0.

(ii) Es gibt (mindestens) eine Teilmenge S C X so, dafs

X =|]s.

seS

Fine solche Teilmenge S heifit auch Repriasentantensystem von (~).

(iii) Bezeichnet X/~ = {Z | v € X} C P(X) die Menge der Aquivalenzklassen (die
Aufzihlung iber x € X ist i.a. redundant!), so ist die Abbildung S — X/~ : s+—=3
bijektiv.

Beweis. Zu (i). Seien z,y € X mit TNy # () gegeben. Wir fixieren ein Element z € TNy
und haben & = ¢ zu zeigen.

Wir zeigen Z C g. Sei u € Z. Mit (A2) wird u ~ & ~ z ~ y, also mit (A 3) auch u ~ v,
was nach Definition gerade u € y heif3t.

Die Inklusion = O 7 zeigt man genauso. Also ist in der Tat T = 7.

Zu (ii). Wir wihlen nun aus jeder Aquivalenzklasse genau ein Element und sammeln die
ausgewihlten Elemente in einer Menge S (1).

Wir zeigen zunéchst, daf fiir jedes Element z € X wenigstens ein s € S existiert mit x € s,
d.h. daB X = (J, 45 (gewthnliche Vereinigung). Sei z € X, und sei s € NS — diese
Schnittmenge enthélt nach Konstruktion S genau ein Element. Dann ist € 5 C [ J,.4 5.

Nun zeigen wir, dafl die Vereinigung disjunkt ist, d.h. da fiir jedes Element z € X
hochstens ein s € S existiert mit € 5. Sei x € s und x € § mit s,s € S. Dann ist
s~ x~ s, esliegen also s und s’ in Z. Da aber jede Aquivalenzklasse nach Konstruktion
genau ein Element von S enthélt, folgt s = ¢'.

Zu (iii). Da es zu jeder Aquivalenzklasse einen Représentanten in S gibt, ist die Abbildung
surjektiv. Da es sogar genau einen solchen gibt, ist die Abbildung auch injektiv. o

Beispiel. Sei X = Z, und sei © ~ y genau dann, wenn x —y € 3Z := {3z | z € Z},
geschrieben x =3 y, gesprochen z kongruent zu y modulo 3. (A 1,2) sind klar. Fiir (A 3)
argumentieren wir wie folgt. Sei x ~ y ~ z, genauer, sei x — y = 3a und y — z = 3b mit
a,be Z.Dannist x — z = (x —y) + (y — 2) = 3(a + b) € 3Z, und mithin z ~ 2.

!Dieser intuitiv einleuchtende Schritt bendtigt strenggenommen das sogenannte Auswahlaziom.
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Esist Z=0U10U2, dh.esist S = {0,1,2} ein Reprisentantensystem. Alternativ ist
aber auch S’ = {3, —5, 8} ein Reprisentantensystem.

Bemerkung. Sei P(X) := {T C P(X) | Uger B = X} die Menge der Partitionen
von X, und sei A(X) = {(~) € X x X | (~) ist Aquivalenzrelation} die Menge der
Aquivalenzrelationen auf X. Es gibt eine Bijektion

PX) = A(X)
T +— (~r), wobelz ~py <= esgibt ein B €T mit {z,y} CB
{rlreX} ~— (),

wobei in der dritten Zeile die Aquivalenzklasse Z beziiglich (~) zu bilden ist.

1.2 Gruppen

Definition. Sei G eine Menge, und sei (-) : G x G — G : (z,y) — = - y eine Abbildung,
genannt Verkniipfung oder Operation. Betrachte folgende Bedingungen.

(G1) Firalle z,y,z € Gist (x-y)-z=uz-(y-2) (Assoziativitit).

(G 2) Es existiert ein Element e € G so, dafl # - e = e -z = x fiir alle z € G (neutrales
Element).

(G 3) Fiir alle z € G existiert ein y € G mit x -y =y - x = e (inverses Element).
(Das Element e aus (G 2) ist eindeutig, s.u.)

(G4) Fir alle z,y € Gist -y = y - v (Kommutativitét).
Das Paar (G, -) (oder kurz auch nur G) heifit Monoid, falls (G 1,2) gelten. Wegen (G 1)
schreibt man bei iterierten Produkten in einem Monoid meist keine Klammern.
G heiBt abelsches Monoid, falls (G 1,2,4) gelten.
G heiBBt Gruppe, falls (G 1,2, 3) gelten.
G heit abelsche Gruppe, falls (G 1,2,3,4) gelten.

Sei G ein Monoid. Sind e und ¢’ neutrale Elemente von G im Sinne von (G 2), so ist
e = e-¢e¢ = €. Das neutrale Element ist also eindeutig bestimmt. Man schreibt auch
l:=e.

Sei G nun eine Gruppe. Sind y und 3’ Inverse von x € G im Sinne von (G 3), so ist wegen
=y-e=y-x-y =e-y =1vy'. Auch das Inverse ist damit eindeutig. Man schreibt daher

auch 71 := y. Beachte, daf insbesondere (z7')™' =z und (z-y)' =y~ ! 2.

Wir schreiben auch 2" := g -2---gund 2™ =g ' 27 o7 firn > 1 und 2° = 1.
— ~~
n Faktoren n Faktoren

Damit sind 2" = 2™ - 2™ und (z™)" = 2™ fiir m,n € Z.
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Ist die Gruppe abelsch und ist die Verkniipfung mit dem Symbol + bezeichnet, so schreibt

man jedoch in der Regel 0 := e und —x := y. Auch schreibt man z + (—2') = = — 2’
fir ,2" € G, sowie nx == g +x+---+x und (—n)z := (—2)+ (—x) + --- + (—x) fiir
n Sum\r,nanden n SumXanden

n=>1,und 0-2:=0.

Beispiele. (N, +) und (N, ) sind abelsche Monoide. (Z,+) ist eine abelsche Gruppe,
(Z,-) ist ein abelsches Monoid. (Q,+) ist eine abelsche Gruppe, (Q,-) ist ein abelsches
Monoid, (Q ~ {0}, ") ist eine abelsche Gruppe. Dito mit R statt Q.

Definition. Eine nichtleere Teilmenge U einer Gruppe G heif3t Untergruppe, falls fiir alle
x,y € U auch x - y~! € U. Wir schreiben U < G.

Lemma. Ist U < G, dann ist auch (U,-) (eingeschrinkte Verkniipfung) eine Gruppe.

Beweis. Es gibt in U # ) ein Element # € U. Somit ist auch z - 27! = 1 € U. Liegen
xz und y in U, so auch y=* = 1-y~! und mithin auch z - (y7)™' = x - y. Damit ist die

Operation U x U Y. U definiert. Die Eigenschaften (G 1,2, 3) vererben sich aus G. o
Definition. Seien G und H Gruppen. Eine Abbildung G L H heifit Gruppenmorphis-

mus, falls fir alle z,y € G gilt, da§ f(z -y) = f(x) - f(y). Hierbei bezeichnet = - y das
Produkt in G, und f(z) - f(y) das Produkt in H.

Es wird
1) = FQ)-FQ)- SO = FO-1)-F0) = F1)-F0) = 1.

Ferner gilt fiir alle x € G

fl@™) = f@)fl@)fl@) = fla ) flx)™ = f)-fl@) = Lf(@) = fla)™".

Definition. Der Kern des Gruppenmorphismus G e H st gegeben durch

Kemf = f({1}) = {ze G| f() =1} .
Der Kern ist eine Untergruppe, Kern f < G.

Lemma. Ein Gruppenmorphismus G Ny ist injektiv genau dann, wenn Kern f = {1}.
Beweis. Ist f injektiv, so folgt aus f(z) =1 = f(1), daB = = 1.

Ist umgekehrt Kern f = {1}, so folgt aus f(x) = f(y) zunichst f(z-y™') = f(z)-f(y)~' =
fy)-fy) =1 undalsoz-y ' =1 dh z =z -y ' y=y. Somitist f injektiv. o

Der minimale Exponent m > 1, fiir welchen 2™ = 1 ist, heifit — sofern existent — die
Ordnung von z. Ist #G endlich, so hat jedes Element x von G eine Ordnung. In der Tat,
es mufl unter den Potenzen von z wenigstens zwei iibereinstimmende geben, sagen wir
2% = 2P mit a,b € Z, a < b. Dann ist 2°7% = 1.

Lemma (Lagrange). Ist G eine endliche Gruppe und U eine Untergruppe von G, so ist
#U ein Teiler von #G. Insbesondere teilt die Ordnung jedes Elements x von G die Anzahl
#G der Elemente von G.
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Beweis. Sei auf G eine Relation dadurch erkléart, dal © ~ y genau dann gelte, wenn es
ein u € U gibt mit y = zu, wobei z,y € G. Da U eine Untergruppe ist, ist dies eine
Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklasse von « € G wird vermittels y — 2~ 'y bijektiv
auf U abgebildet. Die Aquivalenzklassen enthalten also alle #U Elemente, und die erste
Behauptung folgt mit der disjunkten Zerlegung von G in Aquivalenzklassen.

Fiir die zweite Behauptung betrachten wir die Untergruppe (z) := {2™ | m € Z} < G.
Bezeichnet n die Ordnung von z, so ist (x) = {2’ | ¢ € [0,n — 1]}. In der Tat kann
man jedes m € Z schreiben als m = ns +t mit s € Z und ¢ € [0,n — 1], und es wird
2™ = g™t = gropt = gt AuBerdem ist xt # 2t fiir t,¢' € [0,n — 1] mit ¢t # t/. Wire
nimlich z¢ = 2%, und wire t < ', so wire 2t = 1 und ¢’ —t € [1,n — 1], was der
Minimalitdt von n > 1 mit 2 = 1 widerspriche. Also teilt n = #(x) die Anzahl #G. o

1.3 Die symmetrische Gruppe

1.3.1 Permutationen und Zykel

Symmetrische Gruppe. Sein > 1, und sei S,, die Menge der Bijektionen von [1,n]
nach [1,n]. Zusammen mit der Komposition S,, X S, — S,, : (0, p) 0 0 p bildet (S, 0)
eine Gruppe, genannt die symmetrische Gruppe (auf n Elementen). Die Elemente von S,
heiffen auch Permutationen.

Beweis. Wir haben die Gruppeneigenschaften nachzuweisen. Sind o : [1,n] = [1,7n| und
p 1 [1,n] == [1,n] bijektiv, so auch poo : [1,n] = [1,n]. Damit gibt die Komposition eine
Abbildung (o) : S, x S, — S,,. Die Komposition ist assoziativ, es gilt also (G 1). Es ist
lgn oo =0oly, = o, und dieses neutrale Element 1s, = 1j1 ) zeigt (G 2). SchlieBlich
sind Bijektionen invertierbar, woraus (G 3) folgt.

Wir schreiben ein Element o € S,, als

, - (0<1) o2) - g(n)>'
-

[OV) )

Vorsicht. S, ist im allgemeinen nicht abelsch. In Sy erhalten wir zB. (573) o (3
(133), wiihrend (337) o (213) = (331).
Zykelschreibweise. Eine etwas handlichere Bezeichnungsweise geht wie folgt.

Sein > 1 und sei uns ein o € S, gegeben. Wir definieren eine Aquivalenzrelation auf [1,n]
durch a ~ b genau dann, wenn es ein m € Z gibt mit b = ¢ (a). Die Aquivalenzklassen
sind von der Form a = {¢™(a) | m € Z}. Sei S = {s1, ..., s;} ein Reprisentantensystem.

Sei i; = #5; fir j € [1, k]. Nicht redundant aufgezéhlt ist

55 = {ao(sj)val(sj)a'"aojj71<3j)}'
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In der Tat, da [1,n] endlich ist, gibt es Exponenten u,v > 0, u < v mit o%(s;) = 0"(s;),
mithin ¢*7“(s;) = s;. Sei m > 1 minimal mit ¢™(s;) = s;. Dann sind ¢%(s;), o'(s;),
.., 0™ !(s;) paarweise verschieden, da ansonsten mit u < v wie eben, nur dazuhin
u,v € [0,m — 1], wegen v — u € [1,m — 1] ein Widerspruch zur Minimalitdt von m
entstiinde. Damit ist ¢; > m. Ferner konnen wir & € Z schreiben als & = ¢ + dm mit
c € [0,m —1] und d € Z, und erhalten " (s;) = 07" (s;) = 6°(s;). Damit ist i; = m, da
die angegebene Aufzéhlung genau alle Elemente von 5; umfaft.

Wir schreiben nun auch

o = (6%(51),0 (s1),...,0" (1)) (0 (s2), 0 (52), ..., 02 () - (6°(s1), 0 (8), - .., 7% (1))

Ein Ausdruck der Form (¢%(s;),o'(s;),...,0% 7 (s;)) heiit Zykel von o. Zykel der Linge
1 werden auch gerne weggelassen. Fiir die Identitdt — die so zum leeren Ausdruck wiirde
— schreiben wir jedoch weiterhin 1 € §,,. Beachte noch, dafl

o = (00(81),01(31),...,0’:1*1(81)) (Uo(sk),al(sk),...,a."kfl(sk))
= (0%s1),0(s1),...,007(s1)) o0 (0%sp), 0t (sk), ..., 0% L(sy)) .

Beispiel. Etwa ist
(236418) = (1,2,5)(3,6)(4) = (1,2,5)(3,6) .

Dies berechnet sich wie folgt. Wihle z.B. den Reprisentanten 1. Bilde dessen Aquiva-
lenzklasse {c"(1) = 1, o'(1) = 2, 0?%(1) = 5} (beachte 0(1) = 1). Wihle als nichsten
Repriisentanten ein Element in [1, 6] \ 1, z.B. das kleinste solche Element 3. Bilde dessen
Aquivalenzklasse {0°(3) = 3, ¢'(3) = 6} (beachte 0%(3) = 3). Wihle als niichsten Re-
prisentanten ein Element in [1,6] \ (1U 3), z.B. das kleinste (und bereits einzige) solche
Element 4. Bilde dessen Aquivalenzklasse {0°(4) = 4} (beachte o'(4) = 4). Die disjunkte
Vereinigung der gefundenen Aquivalenzklassen {1,2,5} LI {3,6} LI {4} ergibt nun bereits
[1,6], so daB S = {1, 3,4} ein Représentantensystem darstellt. Bleibt uns, die gefundenen
Zykel aneinanderzureihen.

Beispiel. Es ist (;‘f’%) = (1,2)(3) = (1,2) und (%%i’ = (1,2,3). Die Rechnungen in
obigem Beispiel lesen sich nun (1,2) o (1,2,3) = (2,3) und (1,2,3) o (1,2) = (1, 3).
Beispiel.
((1,2,5)(3,4) 6 — (1,2,5)60(3,4)6 = 1,
((1,2,3,4)(5,6,7)" = (4,3,2,1)(7,6,5) = (1,4,3,2)(5,7,6),
(1,2)0(2,3)0(3,4) = (1,2,3,4),

alles jeweils in einer geeignet groflen symmetrischen Gruppe.

Definition. Eine Permutation der Form (i, 7) mit ¢ # j heiBt auch Transposition.
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1.3.2 Das Signum

Sei n > 1. Wir wollen einen Gruppenmorphismus von S, in die Gruppe ({—1,+1},")
definieren.

Sei X = {(i,5) € [1,n] x [1,n] | i # j} das cartesische Produkt [1,n] x [1,n] ohne die
Diagonale. Wir definieren eine Aquivalenzrelation auf X durch (i, j) ~ (i', j') genau dann,
wenn {i,j} = {i, 7'} (z.B. (1,2) ~ (2,1)). Die Aquivalenzklassen sind alle von der Form
{(2,9), (4,9}

Sei S ein Représentantensystem. Fiir o € S, ist dann auch (o x 0)(S ) ein Reprasentan—
tensystem. In der Tat, ist (¢,7) € X vorgegeben, so ist entweder (67'(i),07(j)) oder
(c71(3),071(7)) in S, und also entweder (i,5) = (0 x o)(c71(:),071(j)) oder (j,71) =
(o0 x 0)(e7(4),07(4)) in (¢ x 0)(S). Jede Aquivalenzklasse {(i,7), (j,4)} hat also genau
einen Représentanten in (o x )(95).

Die Signumsabbildung ist definiert als

S, — {-1,+1}

o > &, = H(i,j)es U(]J):;T(z)’

wobei H(l )es das iiber S indizierte Produkt bezeichne. Da jede Aquivalenzklasse von der

Form {(7,7), (j,4)} ist, ist diese Definition unabhéngig von der Wahl des Représentanten-
systems S — das Produkt bleibt bei einem Wechsel des Reprasentantensystems Faktor fiir
Faktor dasselbe.

Wir kénnen auch als Reprasentantensystem Sy = {(4,j) € X | i < j} auszeichnen und

(%) €y =

11 U(J) — ;f(@)

o J—1
1<i<j<n

schreiben. Um in der Praxis ein Signum auszurechnen, ist es jedoch streng untersagt, diese
Formel zu verwenden — siehe untenstehenden Satz 1.

Wegen

Higes 2770 = (Mupes(eG) = o) / (Hapesti — )
= (Meseeorst =) [ (Mapesti =)
= jZ(H(i,j)es( - ))/(H(i,j)eS( - ))

= =1

ist in der Tat e, € {—1,+1}.
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Die Signumsabbildung o —— ¢, ist nun wegen

11 a(p(j)) —a(p(i))

R j—i
(i,)€S
_ a(p(s)) —olp(@)) | p(j) — p(@)
- (ES p(5) = p(i) (i}L j—i

_ 11 o(j') —o() ) . I (i) = pi)
y ' j—i
(",5")€(pxp)(S)

= &€&

(4,5)€S

fiir o, p € S,, ein Gruppenmorphismus von (S, o) nach ({—1,+1},-).

Satz 1 Sei eine Permutation
o= (00(31), 01(51), . ,ail_l(sl)) e (ao(sk), al(sk), o ,Jik‘_l(sk)) e S,

gegeben. Es ist
o = (~)Tna®D).

Beachte, daf$ auch hierfiir Zykel der Ldnge 1 unterschlagen werden kénnen.

Beweis. Da die Signumsabbildung ein Gruppenmorphismus ist, diirfen wir annehmen, daf3
o selbst ein Zykel ist, also von der Form o = (ay,as, . ..,q;), und haben e, = (—=1)""! zu
zeigen. Denn sobald dies gezeigt sein wird, konnen wir das Signum des Produkts der Zykel
als das Produkt der Signen der Zykel bilden, und erhalten gerade die gewiinschte Summe
im Exponenten auf der rechten Seite.

Schreiben wir

(a1, as,...,a;) = (a1,az) o0 (ag,az)o---o(a_1,a)
als Produkt von [ — 1 Transpositionen, so sehen wir wieder mit der Eigenschaft des Grup-
penmorphismus, dafl wir uns darauf beschrinken kénnen, nachzuweisen, dafl das Signum
einer Transposition (a,b) gleich —1 ist. Denn aus e, = —1 wird €(4,,...0) = (—1)1
folgen.

aiy1)

Wir diirfen a < b annehmen. Ist a + 1 < b, so wird

(a,b) = (a+1,b)o(a,a+1)o(a+1,b).
Unter abermaliger Verwendung der Eigenschaft des Gruppenmorphismus sind wir also
darauf reduziert, €(4411) = —1 fiir a € [1,n — 1] zu zeigen. Denn aus £, 441) = —1 wird
Eab) = E(at1p)E(@mat)E(atLh) = —1 - Efy ) = —1 folgen.
Es gibt nun aber im definierenden Produktausdruck () fiir €(4,4+1) genau einen negativen

a—(a+1)
(a+1)—a

Faktor, ndmlich . Also ist €(q,04+1) negativ, d.h. g q41) = —1. o

Beispiel. Wir wollen das Signum der Permutation o = (%%? 2;) bestimmen. Dazu
bemerken wir zunéchst, daf§ o = (% 3%225) =(2,3,7,5)(4,6) ist, und erhalten mit Satz 1,
daB g, = (—1)U=D+C-D = 41,



16
1.4 Ringe und Korper

1.4.1 Begriffe

Sei R eine Menge, zusammen mit Abbildungen

(+) : RxR — R : (z,y) +— x4y
() : RxR — R (x,y) +— z-y.

Betrachte folgende Bedingungen.

(R1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe (mit neutralem Element 0).
(R2) (R,-) ist ein Monoid (mit neutralem Element 1).
(R2a) (R,-) ist ein abelsches Monoid (mit neutralem Element 1).
(R3) Firallez,y, 2,y € Rist (x+y)-('+y) = z-2'+x-y/ +y-2"+y-y (Distributivitit).
(R4) (R~ {0},") ist eine abelsche Gruppe.

Hierbei, wie auch bei allem folgenden, gelte die “Punkt-vor-Strich”-Regel, die besagt, dafl
bei fehlenden Klammern zuerst die Multiplikation ausgewertet wird. Ferner bezeichne fiir
x € Rund n > 1 die Potenz 2" das n-fache Produkt x - z - - - 2. Dazuhin sei stets 2° = 1.

(R,+,-) (oder kurz auch nur R) heifit ein Ring, falls (R 1,2, 3) gelten. In einem Ring wird
gerne auch die Notation des Multiplikationszeichens unterschlagen, d.h. ab = a - b.

R heifit ein kommutativer Ring, falls (R 1,2a,3) gelten.

R heifit ein Korper, falls (R 1,2a,3,4) gelten. In einem Korper hat also jedes Element,
ausgenommen die 0, ein multiplikativ Inverses. Ferner folgt aus x -y = 0, daBl = 0 oder
y = 0 — sonst wire die Multiplikation keine Operation auf R ~ {0}, im Widerspruch zu
(R4).

In einem Ring Rgilt 0-z =(1—1)-x=1-2—1-2 =0, und genauso x -0 = 0. Ferner ist
fir alle z,y € Rauchz- (—y)=z-(—y)+z-y—z-y=x-(—y+y) —x-y=—(v-y),
und genauso (—z) -y = —(x - y).

Beispiele. (Z,+,:) ist ein kommutativer Ring. (Q,+,-) und (R,+,-) sind Korper.
(N, +, ) ist kein Ring, da (N, +) keine Gruppe bildet.

Lemma. Sei R ein kommutativer Ring. Es ist R ein Korper genau dann, wenn 0 # 1
und wenn fir jedes v € R~ {0} einy € R so existiert, daf$ xy = 1.

Beweis. Ist R ein Korper, so ist 0 # 1, da 1 € R~ {0}. Das multiplikativ Inverse existiert
in R~ {0} nach (R4).

Seien umgekehrt 0 # 1 und das multiplikativ Inverse in R\ {0} stets existent. Wir haben
zu zeigen, daB (R ~\ {0},-) eine abelsche Gruppe ist. Dazu muf§ die Operation (-) auf
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(R~ {0}) x (R~ {0}) zunéchst Werte in R ~ {0} liefern. Seien also z,y € R ~ {0}
vorgegeben. Wire xy = 0, so wéire mit dem Inversen z € R zu y auch x = xyz = 0.2 = 0,
was nicht der Fall ist. Also ist zy # 0. Die abelschen Gruppenaxiome fiir R ~\ {0} folgen
nun, und zwar (G 1,2,4) mit (R 2a), und (G 3) nach Voraussetzung. g

1.4.2 Ideale

Definition. Ein nichtleere Teilmenge I eines Ringes R heifit Ideal, falls fiir alle a,a’ €
und alle » € R sowohl a — ', als auch ra, als auch ar wieder in I liegen.

Symbolisch geschrieben, I C R ist Ideal, falls I —1 C I, RI C I und IR C I. Beachte, daf3
I # () zusammen mit [ — I C I gerade besagt, dal I eine Untergruppe von R beziiglich
(+) ist. Ist R kommutativ, so sind die Aussagen RI C I und IR C I &quivalent.

Beispiel. Ist m € Z eine ganze Zahl, so ist mZ := {mz | z € Z} ein Ideal in Z. In
der Tat sind fiir a = mz,a’ = mz’ € mZ und r € Z auch a — o' = m(z — 2’) € mZ und
ra=m(rz) € mZ.

Restklassenring. Sei I ein Ideal in einem Ring R. Wir definieren eine Aquivalenzre-
lation auf R durch x =; y (gesprochen x kongruent zu y modulo I) genau dann, wenn
x—1vy €I, und schreiben R/I := R/=;. Die Aquivalenzklassen heifien auch Restklassen.
Vermage der Abbildungen

R/I x R/I YL R/I
@ , 9 + z+y
R/I x R/I % R/I
@z ., 9y r— Ty
wird (R/I,+,-) zu einem Ring, dem Restklassenring R/I (gesprochen R modulo I, oder
R nach I). Die Restklasse von 0 € R modulo I ist die Null von R/I, die Restklasse von

1 € R modulo I ist die Eins in R/I. Ist R kommutativ, so auch R/I.

Beweis. Zunichst ist zu zeigen, dafl es sich um eine Aquivalenzrelation handelt. (A1) gilt,
da x =; x gerade 0 = x—x € I bedeutet. Fiir (A 2) seien uns z,y € R mit z =; y gegeben.
Dann ist wegen y —x = (—1)(x —y) € RI C [ auch y =; x. Fiir (A3) selen uns z,y,z € R
mit z =; y und y =y z gegeben. Dann ist wegen v —z = (x —y)+ (y—2) € [+ 1 C I
auch r =7 z.

Die Operationen (+) und (-) auf R/I sollen Paare von Restklassen (Z, %) abbilden. Zur
Definition des Bildes x + y resp. T -y wurden aber Reprisentanten x, y verwandt, fiir die
man im Rahmen der Aquivalenzklassen noch eine Wahlfreiheit hat. Damit die Definition
einen Sinn ergibt — man sagt auch, damit die Abbildung wohldefiniert ist —, muf} die
Unabhéngigkeit des jeweiligen Bildes von der Reprisentantenwahl {iberpriift werden.

Betrachten wir die Abbildung (+). Zu zeigen ist, dafl aus * =; 2’ und y =; ¢/’ folgt, daB
r+y=a+y,dh daB x+y =; 2/+y. Nunist aber (z+y)—(2'+¢) = (x—2')+(y—y') €
1.
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Betrachten wir die Abbildung (). Zu zeigen ist, dafl aus * =; 2’ und y =; ' folgt, dafl
xy =7 o'y, In der Tat ist

xy—2y = ax(y—y)+(x—2")y € RI+IR C I.

Nun sind die Ringaxiome (R 1,2, 3) und ggf. (R2a) fiir (R/I,+,-) zu zeigen. Diese folgen
aber ohne Schwierigkeiten aus den Axiomen fiir (R, +, ). Zum Beispiel gilt die Distribu-
tivitdt (R 3) wegen

@+y)-@+y) = (@+y) @ +y)

= (t+y) (@ +y)
zx' + xy + yr' + yy’
x4+ xy +yr' +yy
= 7 +zy +yr’' +yy

fir z, 7,9,y € R/I. 5

Reprisentantenweise Notation. Alternativ kann man sich auf die Elemente von R/
auch durch Angabe eines jeweiligen Repriasentanten beziehen. In anderen Worten, man
unterschlagt die Querstriche. Um dann Verwechslungen auszuschliefen, kann man die
Gleichheit in R/I als =; schreiben. Kurz: Z = § und = =; y sind gleichbedeutende
Schreibweisen fiir Elemente von R/I. Etwas unsauber, aber durchaus gebréuchlich ist es,
auch “in R/I gilt x = y” fiir  =; y zu schreiben, und die Querstriche zu unterschlagen.

Beispiel. Sei m > 0 eine ganze Zahl, sei I = mZ. Hier schreibt man auch =, fir =,,z.
Es ist Z/0Z nichts anderes als Z, da = nichts anderes als = bedeutet.

Es ist Z/1Z = {0} der Nullring, in welchem 1 = 0, und auch dies ist nicht sonderlich
interessant.

Fir m > 2 ist

Z/mZ = {0,1,2,...,m—1},

da sich jedes Element z € Z eindeutig schreiben 148t als z = ¢ + dm mit ¢ € [0,m — 1]
und d € Z (verwende Division mit Rest — daher iibrigens auch der Name Restklasse).

In Z/4Z gilt 2-2 =, 0, obwohl 2 #,4 0. Der kommutative Ring Z/4Z ist kein Korper, denn
hétte 2 ein multiplikativ Inverses x, dann wire 0 =4 -0 =4 x - 2 -2 =4 2, und das ist
nicht der Fall.

Definition. Ist m = p eine Primzahl, so schreiben wir auch
F, = Z/pZ.

Der kommutative Ring F, ist ein Beispiel fiir einen endlichen Korper, wie wir weiter unten
sehen werden (F, wegen engl. field).
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1.4.3 Ideale in Z
Lemma. Jedes Ideal ungleich {0} in Z ist von der Form
mZ = {mz |z € Z}

fiir ein positives m € 7.
Vorsicht. Es ist z.B. 2 < 6, aber 2Z D 6Z.

Beweis des Lemmas. Ein Ideal I # {0} in Z enthélt ein positives Element, da mit = € [
stets auch —x € I gilt. Sei m das minimale positive Element von /. Fiir alle z € Z ist
dann auch mz € I, also insgesamt mZ C I. Wir wollen die Gleichheit zeigen. Sei uns ein
x € I vorgegeben. Division mit Rest gibt x = ¢+ dm mit ¢ € [0,m — 1] und d € Z. Es ist
¢ =2z —dm in I. Wegen der Minimalitét von m kann ¢ nicht in [1,m — 1] liegen. Also ist
c=0und x = dm € mZ.

Satz 2 (a) Ist p eine Primzahl, so ist ¥, = Z/pZ ein Kérper. Genauer, fir m > 2 ist
Z/mZ ein Korper genau dann, wenn m eine Primzahl ist.

Beweis. Ist m > 2 keine Primzahl, so haben wir zu zeigen, dafl Z/mZ kein Korper ist.
Dazu zerlegen wir m = n - n/ mit m > n,n’ > 1. Es sind n,n’ #,, 0, obgleich n - n’ =, 0.
Damit enthélt Z/mZ zwei nichtverschwindende Elemente, deren Produkt verschwindet.
Dies wére in einem Korper nicht moglich.

Ist m =: p eine Primzahl, so haben wir zu zeigen, dal Z/pZ ein Korper ist. In anderen
Worten, wir miissen zu n #, 0 ein s € Z so finden, dafl ns =, 1. Dazu betrachten wir das
Ideal

I = {ns+pt|s,teZ}y CZ.

Nach obigem Lemma gibt es ein positives u € Z mit [ = uZ. Insbesondere ist p =
n-0+p-1¢€ [ = uZ, dh. es gibt ein v € Z mit p = wv. Wére u = p, so wire
n € I = uwZ = pZ, und folglich n =, 0, was nicht der Fall ist. Also kénnen wir mit p
prim auf v = 1 schlieen. Insbesondere ist 1 € uZ = I, so dafl wir 1 = ns + pt schreiben
konnen. Hieraus ersehen wir 1 =, ns. o

Lemma. Sei K ein endlicher Korper, und sei q := #K die Anzahl seiner Elemente.
Dann st fiir alle v € K die Gleichung

2?1 =z
erfiillt. Insbesondere gilt fiir p prim und x € ¥, stets, daf$ 27 = x ist. In anderen Worten,
fiir alle x € Z teilt p die Differenz P — x (Kleiner Fermatscher Satz).

Beweis. Ist x = 0, so ist 09 = 0. Ist + € K ~ {0}, so hat = als Element der endlichen
abelschen Gruppe (K ~ {0},-), welche ¢ — 1 Elemente enthilt, eine Ordnung, die ¢ — 1
teilt. Folglich ist 297! = 1, und somit auch 2 = z. o
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1.4.4 Polynomringe

Sei im folgenden K ein Korper.

Definition. Sei X eine formale Variable. Ein Polynom f = f(X) mit Koeffizienten
a; € K ist ein Ausdruck der Form

fX) = Z%‘Xi = X"+ @ X" 4 X+ o X+ ap XY,

i>0

wobei a; € K fiir i > 0, und wobei a; = 0 fiir ¢ > m fiir ein m > 0 (welches vom Polynom
abhéngt). Ein Polynom hat also nur endlich viele nichtverschwindende Koeffizienten. Zwei
Polynome sind genau dann gleich, wenn alle ihre Koeffizienten iibereinstimmen (?).

Die Menge der Polynome mit Koeffizienten in K wird K[X]| geschrieben. Wir schreiben
auch X! = X und X° = 1. Insbesondere werde via konstanter Polynome ag = aoX° der
Koeffizientenkorper K als Teilmenge K C K[X| aufgefafit.

Trotz der Schreibweise als f(X) ist ein Polynom keine Abbildung. Siche Bemerkung am
Ende des Abschnitts.

Auf K[X] seien folgende Verkniipfungen erklért.

K[X] x K[X] LSOR
im0 @iX® , YisobiX') = Xisolai + b)) X

K[X] x K[X] —  K[X]
(Z@;oaiXi ; Zi>obiXi) — Zk>0< Z aibj) X*

20, j 20, i+j=k

Beachte, daf§ das Resultat der jeweiligen Operation in der Tat nur endlich viele nichtver-
schwindende Koeffizienten hat.

Lemma. (K[X],+,-) ist ein kommutativer Ring.

Beweis. (K[X], +) ist eine abelsche Gruppe mit dem Nullpolynom 0 = 0-X° als neutralem
Element, da die Addition koeffizientenweise definiert ist, und da (K, +) eine abelsche
Gruppe ist.

2Strenggenommen ist ein Polynom also definiert als das Tupel seiner Koeffizienten. Die Summen-
schreibweise unter Zuhilfenahme einer formalen Variablen X soll lediglich die Rechenregeln suggerieren,
die wir gleich einfithren werden.
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Wir wollen zeigen, da8 (K[X],-) ein abelsches Monoid ist. Die Assoziativitét folgt aus

((Zi>0 aiXi) (Zj>0 ijj)) (Zk)o Ck:Xk) = <Zz>o <Zi+j:l aibj) Xl) (Zk>0 Cka)
= Dm0 ( 2itjmt, 1rk=m aibjck) X
= Dm0 2itjrh=m aibjck) X
= Dm0 \ 2okt iviem aibjck) X
= (Xiso@X') (2120 (Zj-i—k:l bj0k> Xl)

= (Zz;o aiXi) ((Zpo ijj) (Zk>0 cka)> :

Das Einselement ist durch 1 = 1- X° gegeben, und die Kommutativitiit resultiert aus der
Kommutativitiat von (K, -).

Die Distributivitat folgt mit einer &hnlichen Rechnung. Beachte, dafl das Multiplikations-
gesetz nicht anderes ist als die “distributive Fortsetzung” des Potenzgesetzes X' - X7 =
X7, o

Allerdings ist K[X]| kein Korper, da das Element X kein multiplikativ Inverses besitzt.
Definition. Der Grad eines Polynoms f(X) =3, ;X" € K[X] \ {0} ist definiert als
deg(f) = max{i >0 a; # 0} .

Wir treffen die Vereinbarung, dafl wann immer wir deg(f) anschreiben, stillschweigend
f # 0 vorausgesetzt ist.

Es ist deg(fg) = deg(f) + deg(g), da
(@, X+ (kleinere Potenzen))(b, X"+ (kleinere Potenzen)) = a,,b, X"+ (kleinere Potenzen) ,

und da a,,b, # 0 falls a,, # 0 und b, # 0.

Definition. Ist f(X) = >, a; X" € K[X] ein Polynom, und ist m = deg(f), so heiit
a,, der Leitkoeffizient von f. Ein Polynom mit Leitkoeffizient 1 heif3t normiert.

Definition. Zu einem Polynom f(X) = . ;a; X’ € K[X] gehort eine polynomiale
Abbildung [+ K — K @ x+— f(x) := 3",y @2’ Hierfiir wird milbrauchlich die Be-
zeichnung f weiter verwandt.

Vorsicht. Es ist moglich, da§ f(x) = 0 fiir alle x € K, obwohl f(X) # 0. Sei etwa K = F3,
und sei f(X) = X3 - X = X(X — 1)(X —2) # 0. Offenbar ist f(0) = f(1) = f(2) = 0.
Die Abbildung, die einem Polynom seine polynomiale Abbildung zuweist, ist also nicht
injektiv.

i€[0,m

1.4.5 Ideale in K[X]

Was die Ideale anbelangt, verhilt sich K[X] wie Z, wobei der Grad die Rolle des Absolut-
betrags tibernimmt.
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Fir f(X) € K[X] schreiben wir
FXOK[X] = {f(X)g(X) [ 9(X) € K[X]} € K[X];

dies stellt ein Ideal dar. Wir schreiben kurz auch (=¢) fiir (=x)x[x))-

Lemma. Jedes Ideal ungleich {0} in K[X] ist von der Form f(X)K[X] fir ein normiertes
Polynom f(X) € K[X].

Beweis. Sei I # {0} ein Ideal in K[X]. Sei f(X) ein Polynom kleinsten Grades in 7\ {0}.
Wir diirfen f(X) als normiert annehmen, da Multiplikation mit konstanten Polynomen
innerhalb I mdglich ist. Es ist f(X)K[X] C I, und wir wollen die Gleichheit zeigen.
Sei uns ein h(X) € I vorgegeben. Polynomdivision gibt h(X) = f(X)s(X) + r(X),
mit s(X) € K[X] und mit entweder deg(r) € [0,deg(f) — 1] oder aber r = 0. Es ist
r=h— fs € I. Wegen der Minimalitéit von deg(f) kann 7 nicht ungleich Null sein. Also
ist r =0und h = fs € f(X)K[X]. o

Definition. Ein Polynom ¢(X) € K[X] ~\ {0} mit deg(q) > 1 heiBt irreduzibel, falls es
normiert ist, und falls eine Zerlegung ¢(X) = f(X)g(X) mit f(X),g(X) € K[X] nur mit
deg(f) = 0 oder deg(g) = 0 moglich ist.

Beispiel. Ein Polynom der Form X? — a mit a € K ist irreduzibel genau dann, wenn es
kein z € K gibt mit 22 = a. In der Tat, in einer Zerlegung (X? —a) = (X — b)(X — ¢) ist
notwendig b = —c, und folglich b* = a.

Allgemeiner, ein Polynom der Form X2+ aX +b mit a,b € K ist irreduzibel genau dann,
wenn es kein € K gibt mit 22 + ax + b = 0. Denn nicht irreduzibel zu sein, heifit hier,
in zwei Faktoren von Grad 1 zu zerfallen. Einen Faktor von Grad 1 zu haben, heifit aber
gerade, eine Nullstelle zu besitzen.

Genauso fiir ein Polynom der Form X3+ aX? 4+ bX + ¢ mit a,b,c € K — es ist irreduzibel
genau dann, wenn es kein z € K gibt mit 23 + ax® + bz + ¢ = 0. Denn nicht irreduzibel
zu sein, heifft hier, in einen Faktor von Grad 1 und einen Faktor von Grad 2 zu zerfallen
(wobei letzterer nicht irreduzibel sein muf}).

Vorsicht, es ist X* +2X? +1 = (X? + 1)? € R[X] nicht irreduzibel, obwohl es keine
Nullstelle in R besitzt.

Satz 2 (b) Ist ¢(X) mit deg(q) > 2 ein irreduzibles Polynom, so ist K[X]/q(X)K[X]
ein Korper. Genauer, fir f(X) € K[X] normiert mit deg(f) > 1 ist K[X]/f(X)K[X]
ein Korper genau dann, wenn f(X) irreduzibel ist.

Beweis. Ist f(X) nicht irreduzibel, so haben wir zu zeigen, dal K[X]|/f(X)K|[X] kein
Korper ist. Dazu zerlegen wir f(X) = g(X) - g(X) mit deg(f) > deg(g),deg(g) > 0.
Es sind ¢(X), g(X) #y 0, obgleich ¢(X) - §(X) = 0. Dies wére in einem Korper nicht
moglich.

Ist f(X) =: ¢(X) irreduzibel, so haben wir zu zeigen, da8 K[X|/q(X)K[X] ein Korper ist.
In anderen Worten, wir miissen zu einem Polynom ¢(X) #, 0 ein Polynom s(X) € K[X]
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so finden, dafl g(X)s(X) =, 1. Dazu betrachten wir das Ideal
I = {g(X)s(X) + a(X)UX) | s(X),6(X) € K[X]} € K[X] .

Nach obigem Lemma gibt es ein normiertes Polynom w(X) € K[X] mit I = u(X)K[X].
Insbesondere ist ¢(X) = g(X)-0+¢(X)-1 € I = u(X)K[X], d.h. es gibt ein v(X) € K[X]
mit ¢(X) = u(X)v(X). Wire deg(u) = deg(q), so wire deg(v) = 0. Da ¢ und u normiert
sind, miifite also v = 1 und ¢ = wu sein. Da dann aber auch g(X) € I = u(X)K[X] =
q(X)K[X] wire, wire g(X) =, 0, was nicht der Fall ist. Also kénnen wir mit ¢ irreduzibel
auf deg(u) = 0 und mithin auf v = 1 schlieffen. Insbesondere ist 1 € u(X)K[X] = I, so
dal wir 1 = g(X)s(X)+¢q(X)t(X) schreiben kénnen. Hieraus erschen wir 1 =, g(X)s(X)s

Satz 2 (b) ist in noch stdrkerem Mafle als Satz 2 (a) eine Konstruktionsmaschine fiir
Korper. Bevor wir uns ein paar Korper ausgeben lassen, interessiert uns aber noch, wie
man die Elemente eines Quotienten der Form K[X]/f(X)K[X] standardisiert schrei-
ben kann, d.h. wie man ein gutes Reprisentantensystem fiir die Restklassen, aus denen

K[X]/f(X)K[X] ja besteht, finden kann.

Lemma. Sei f(X) € K[X], seim = deg(f) > 1. Jedes Element g(X) von K[X]/f(X)K|[X]
lafst sich in eindeutiger Weise in der Form

9(X) =; Z a; X*

i€0,m—1]

schreiben, wobei a; € K. Insbesondere, ist #K = b < oo, so ist #(K[X]/f(X)K[X]) =
b,

Beweis. Wir wollen zunéchst zeigen, daf sich jedes Element in dieser Form schreiben 148t.
Sei also g(X) € K[X] vorgegeben. Mit Polynomdivision kénnen wir g(X) = f(X)s(X) +
r(X) schreiben, mit s(X) € K[X] und mit entweder deg(r) € [0,deg(f) — 1] oder aber
r = 0. Jedenfalls ist g(X) =y r(X), und r(X) ist ein Représentant der gewiinschten Form.

Zeigen wir nun, daf§ eine solche Darstellung eindeutig ist. Seien also 7(X) und 7(X)
gegeben mit deg(r) < deg(f) oder r = 0, mit deg(7) < deg(f) oder 7 = 0 und mit
r(X) =; 7(X). Dann ist #(X) = r(X)+ f(X)h(X) fiir ein h(X) € K[X]. Wiire h(X) # 0,
so wire deg(7) > deg(f). Also ist A(X) = 0 und r(X) = 7(X). 5

1.4.6 Konstruktion von Kérpern

1.4.6.1 Die komplexen Zahlen C

Definition. Der Korper der komplexen Zahlen ist gegeben durch
C = R[X]/(X*+ 1)R[X].

Die Restklasse von X wird auch i := X geschrieben. Beachte, da§ X2 +1 = X% — (1)
in der Tat irreduzibel ist, da —1 in R kein Quadrat ist.
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Insbesondere ist
i2=—1].

Jedes Element von C 148t sich eindeutig in der Form a + b¢ mit a,b € R schreiben.
Allgemein ist (a + bi)(a’ + b'i) = (aa’ — bY') + (ab’ + ba')i fiir a,b,d’, b’ € R.

1.4.6.2 Der Korper mit 4 Elementen F,

Definition. Der Korper Fy ist gegeben durch
F, .= BX]/(X?+ X +1DFR[X].

Schreibe o := X. Beachte, da X2 + X + 1 irreduzibel ist, da es von Grad < 3 ist und
keine Nullstelle in F, hat.

Insbesondere ist

@=ival

Jedes Element von F, 148t sich eindeutig in der Form a + ba mit a, b € Fy schreiben. Der
Korper Fy hat also 4 Elemente, und namentlich ist als Menge

F, = {0, 1, o, 1 +a}.

Darin gilt (a + ba)(a’ + V'a) = (aa’ + bb') + (ab’ + ba’ + bb')a fiir a,b,a',b' € Fy. In der
Praxis verwendet man allerdings nicht diese Formel, sondern rechnet in polynomialen
Ausdriicken in « und vereinfacht durch Einsetzen von o? = « + 1.

Vorsicht. Es ist F; = Z/2Z nach Definition, aber ¥y # Z/47Z. Es ist F, ein Korper, nicht
aber Z/AZ.

1.4.6.3 Der Korper mit 8 Elementen Fg

Definition. Der Korper Fy ist gegeben durch
Fy = BX]/(X]+ X + 1)F[X].

Schreibe 3 := X. Beachte, da8 X3 + X + 1 irreduzibel ist, da es von Grad < 3 ist und
keine Nullstelle in F, hat.

Insbesondere ist

B =1+7].
Jedes Element von Fg lifit sich eindeutig in der Form a+b3+c¢3% mit a, b, ¢ € F, schreiben.
Der Koérper Fg hat also 8 Elemente, und namentlich ist als Menge

Fs = {0, 1, 8, 1+8, % 1+ 5% B+5 1+ 3+ 3°}.

Darin gilt

(a+b8+cB)(d +VB+P%) =
(ad’ +bd + V) + (abl +ba’ +bd + b + )3+ (ad + bV + ca' + )3

. / / /
fiir a,b,c,a’, b, € F,.
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1.4.6.4 Der Korper mit 9 Elementen Fy

Definition. Der Korper Fy ist gegeben durch

Schreibe ¢ := X. Beachte, da X? + 1 irreduzibel ist, da —1 kein Quadrat in Fj ist.

Insbesondere ist
2 =—1].

Jedes Element von Fy 148t sich eindeutig in der Form a + bt mit a,b € F3 schreiben. Der
Korper Fy hat also 9 Elemente, und namentlich ist als Menge

Fo = {0, 1, =1, ¢, e4+1, t—1, —¢, —t+1, —t—1}.

Darin gilt (a + be)(a’ 4+ V't) = (aa’ — bY') + (ab’ 4 ba')¢ fiir a,b,a’, b € Fs.

Man kénnte nun fiir jede Primpotenz p* einen Korper F,: einfithren, was wir nicht tun
werden. Wie dies ausgehend von einem irreduziblen Polynom in F,[X]| von Grad k zu
geschehen hétte, sollte aber klar geworden sein.

1.4.6.5 Zusammenstellung

Die Liste der Korper, die im folgenden verwandt werden werden, mitsamt Definitionen so
erforderlich, hier noch einmal.

Q
R
C | C:=R[X]/(X?+ 1)R[X] i=X,i2=-1
F, fir p prim | ¥, := Z/pZ
F, F, =RX]/(X?+X+1)RX]|a=X,a’=1+a
F | Fo=BX]/(XP+ X+ D)RX] | f:=X, F=1+0

Fy | Fy = F[X]/(X? + 1)F[X] =X, 12 =1




Kapitel 2

Vektorraume

Die Lineare Algebra studiert Vektorrdume iiber Korpern, ihre innere Beschaffenheit und

ihre wechselseitigen Beziehungen.

2.1 Begriff

Sei (K,+,-) ein Korper. Das kleine griechische Alphabet wird zur Bezeichnung seiner
Elemente herangezogen. Vollstindig lautet es wie folgt.

«  alpha n
B beta 0
v gamma | ¢

0 delta K
e epsilon | A
¢ zeta o

eta v
theta &
iota 0
kappa T
lambda | p
mil o

ni T
xi v
omikron | ¢
pi X
rho P
sigma w

tau
ypsilon
phi

chi

psi
omega

Die Buchstaben o € Fy, 8 € Fgz und ¢ € Fy sind fiir vordefinierte Korperelemente re-
serviert. Der Buchstabe ¢ bezeichnet die Signumsabbildung, und p, ¢ und 7 bleiben
Permutationen vorbehalten. Der Buchstabe o ist der Null zu &hnlich, um verwandt zu

werden.

Vektorraum. Sei V' eine Menge, und seien Abbildungen V' x v &y (Vektoraddition)

und K xV - v (Skalarmultiplikation) gegeben. (V. +, ) heifit Vektorraum (iber K ), falls
(V1,2,3,4,5) gelten.

(V1) (V,+) ist eine abelsche Gruppe.

(V2) Firalleye Vist 1-y=uy.

(V3) Firalle \,pe Kund alley € Vist A+ (u-y) = (A p) - v.

(V4) Firalle \,\pe Kundalley e Vist A+ u) - y=X-y+pu-y.

(V5) Firalle \€e Kund alley,ze Vist A\- (y+2)=A-y+ -z

26
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Elemente von V' heilen auch Vektoren. Im Zusammenhang mit Vektorrdumen iiber K

spricht man von den Elementen von K auch als Skalaren, und von K als dem Skalarkérper.
Wir bezeichnen die Null in K und die Null in V' (den Nullvektor) mit demselben Symbol
0. Oft schreibt man auch Ay := X\ - y.

FiryeVist0-y=0-y+0-y—0-y=(04+0)-y—0-y=0-y—0-y = 0. Ferner
st fir \€e K (=\)-y=(=A)-y+A-y—A-y=(=A+A)-y—A-y=—X\-y, speziell
(-1)-y=—y.

Fir A € K und den Nullvektor O ist A -0 =A-04+A-0—-A-0=XA-0—A-0=0. Fiir
yeVist Ao (—y)=A-(—y)+ A y—A-y=—-X-v.

Ist Ay = 0 fiir ein A € K\ {0} und ein y € V, so folgt y = A~ Ay = 0. Es ist Ay = 0 also
genau dann, wenn A = 0 oder y = 0.

Beispiel. V' = {0} mit der Addition 0 + 0 = 0 und der Skalarmultiplikation A -0 = 0

ist ein Vektorraum iiber K, der Nullvektorraum. Wir schreiben auch V' = 0, wenn keine
Verwechslung méglich ist.

Beispiel. V = K, mit der Korperaddition K x K ) K als Addition und der Korper-

multiplikation K x K YK als Skalarmultiplikation, ist ein Vektorraum iiber K, wie aus
den Korperaxiomen folgt.

Standardvektorraum. Sei n > 1, sei V = K" = K X K x --- x K (n cartesische
Faktoren) die Menge der n-Tupel mit Eintrdgen in K, genannt Standardvektorraum iiber
K. Wir schreiben die Elemente von K™ als Spaltenvektoren

M1 gl

2 2
y:<:),z: : e K" =V.

T C;z

Wir setzen
vxv Yoy
m ¢1 n1+G1
2 G2 1N2+C2
(y,2) — y+z=|:]|+|:] = :
Tin Cn nn‘FCH
und
Kxv
m ANt

Ny) — Ay =X | =
Tin Ann
In diesem Zusammenhang setzen wir noch K° := 0.

Wie in dem vorangegangenen Beispiel V = K = K*! sind nun auch hier die Vektorraum-
axiome erfiillt, nur nunmehr durch eintragsweise Anwendung der Koérperaxiome. Zum
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Beispiel gilt (V5) wegen
m ¢1

12 G2

A (y + Z) = A\ + :

7]n Cn
A-(m1+<1)
A-(m2+C2)

/\‘(nn""cn)

Ani+XA-Q1
(R_S) ( Am24+A-C2
A

Y+ Az

Beispiele. Der Vektorraum R! wird als Gerade veranschaulicht, parametrisiert durch die
reellen Zahlen.

Der Vektorraum R? wird als mit zwei Koordinaten parametrisierte Ebene veranschau-
licht. Ein Vektor (g) € R? wird durch einen Pfeil vom Ursprung zum Punkt mit den
Koordinaten (1, &) dargestellt, die Addition zweier solcher Vektoren durch Aneinander-
setzen der Pfeile, und die Multiplikation mit A\ durch eine Streckung des Pfeiles um den

Faktor .

Analog R3, welcher als mit 3 reellen Koordinaten parametrisierter Raum veranschaulicht
wird.

Im Vektorraum FZ gibt es 4 Vektoren, als da wiren {(8) , ((1)) , ((1)) : G)}
Beispiel. Sei V = K[X], mit der Addition aus dem Ring

<Z aiXi> + (Z biXi) =) (a;+b;)X’

i>0 >0 i>0
und der Multiplikation

A (Z aiXi) = Z/\ ca; X
i>0 i>0
fir X € K und }7, 0@, X", >, b X" € K[X]. Da die Multiplikation mit A\ € K der
Multiplikation im Ring mit dem konstanten Polynom A € K[X] entspricht, folgen die
Vektorraumaxiome aus den Ringaxiomen fiir K [X].

Beispiel. Sei f(X) € K[X] ein normiertes Polynom von Grad > 1, und sei V =
K[X]/f(X)K|[X]. Genauso wie im vorangegangenen Beispiel wird auch hier V' zu ei-
nem Vektorraum, d.h. unter Verwendung der Ringaddition, und der Ringmultiplikation
mit Restklassen konstanter Polynome.

Insbesondere ist C = R[X]/(X? 4+ 1)R[X] ein Vektorraum iiber K = R. Ferner sind
F, = B[X]/(X? + X + 1)F[X] und Fy = F[X]/(X? + X + 1)F,[X] Vektorrdume iiber
F,, und schlieflich ist auch Fy = F3[X]/(X? 4 1)F3[X] ein Vektorraum iiber F.
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2.2 Basis und Dimension

Sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K.

Definition. Ist (z1,...,x,,) ein Tupel von Vektoren in V', so sei seine Linge die Anzahl
m seiner Eintrdge. Ein Vektor y € V heiit Linearkombination in (xy,...,z,,), falls es
Ay ey A € K gibt mit

Yy = A1x1+)\2x2+~~+)\mmm = Z )\11‘2 .
i€[1,m]
Die Elemente \; heiflen die Koeffizienten dieser Linearkombination.

Die Menge der Linearkombinationen in (x1,...,z,,) wird als Erzeugnis von (x1,...,Zy,)
bezeichnet, und mit spitzen Klammern

<x1,...,xm> = Z Nz | A €K
1€[1,m]
geschrieben. Ist (z1,...,z,) =V, so heifit (z1,...,z,,) ein erzeugendes Tupel in V. Man
sagt auch, (z1,...,x,) erzeugt V.
Das Tupel (z1,...,z,,) von Vektoren in V heifit linear abhdngig, falls es eine Linearkom-
bination

0 = Max1+Xozo+ -+ AT,

der Null gibt, in welcher nicht alle \; verschwinden, d.h. fiir welche es ein j € [1, m]| mit

Aj # 0 gibt.

Umgekehrt, das Tupel (z1,...,x,,) von Vektoren in V heifit linear unabhdngig, falls
0 = Max1+Xzo+ -+ A,

nur fiir Ay = Ay = --- = A\, = 0 moglich ist.

Das leere Tupel () sei ebenfalls linear unabhéngig.

Beispiel. Ein Tupel (z;1) in V' der Lénge 1 ist linear abhéngig genau dann, wenn z; = 0
ist. In der Tat folgt aus Ax; = 0 falls z; # 0, dal A = 0. Auf der anderen Seite ist der
Nullvektor 0 wegen 1 -0 = 0 linear abhéngig.

Allgemeiner ist ein Tupel von Vektoren, das den Nullvektor enthélt, linear abhéngig, da
man den Nullvektor als Linearkombination dieser Vektoren darstellen kann mit einem
einzigen nichtverschwindenden Koeffizienten beim Nullvektor.

Ahnlich sieht man, daB ein Tupel von Vektoren mit zwei gleichen Eintriigen an verschie-
denen Stellen linear abhéngig ist.

Beispiel. Sei K = R, sei V = R3, und seien

ne) me () me ()
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Wegen

—2I1+[E2+l’3 =0
ist (z1,x2,23) linear abhingig.
Betrachten wir nun x; und 5. Mit A, Ay € K wird

A1+2X
AT+ Aoxy = < 1*/\22)

A2

Diese Linearkombination verschwindet nur dann, wenn \; = 0, wie man dem zweiten
oder dritten Eintrag ansieht. Dies wiederum impliziert \; = 0, wie man dem ersten
Eintrag ansieht. Der Nullvektor ist also nicht aus zi, xs linear kombinierbar, ohne daf
die Koeffizienten alle verschwinden. Mit anderen Worten, (x;, ) ist linear unabhéngig.

Dimension. Gibt es in V' ein linear unabhéngiges Tupel der Lénge n, ist aber jedes Tupel
der Lénge n + 1 linear abhéngig, so nennen wir n die Dimension von V| geschrieben

n = dimgV = dimV ;
letzteres, falls der Skalarkorper K aus dem Kontext hervorgeht. Kurz: die Dimension ist
dann die maximale Lénge, die ein linear unabhéngiges Tupel in V' haben kann.

Ein Vektorraum hat also eine Dimension genau dann, wenn die Lénge linear unabhéngi-
ger Tupel in V nach oben beschréinkt ist. Diesenfalls heifit V' endlichdimensional, und
ansonsten unendlichdimensional.

Beispiel. V = K[X] ist unendlichdimensional, da (X° X' ... X™) linear unabhiingig
ist fiir jedes m > 0.

V' = 0 hat Dimension dim0 = 0.

Der Standardvektorraum K™ sollte Dimension n haben. Um dies einzusehen, benétigen wir

noch einen weiteren Begriff.

Basis. Ein linear unabhingiges und zugleich erzeugendes Tupel (z1,...,x,) in V heifit
auch Basis von V (iiber K).

Beispiel. Sei n > 1. Das Tupel

1 0 0
0 1 0
(€1,...,6,) = 3 I N IR I
0 0 1

ist eine Basis des Standardvektorraums K", genannt die Standardbasis.
Das leere Tupel () ist eine Basis des Nullvektorraums V = 0 = K°.

Beispiel. Ein Vektorraum hat im allgemeinen mehr als nur eine Basis. Etwa ist neben
der Standardbasis (((1)) , ((1))) von V = R? iiber K = R auch das Tupel (((1)) , (;1[)) eine
Basis.
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Lemma. Das Tupel (x4, ..., x,,) ist genau dann linear unabhdngig, wenn sich jeder Vektor
y € V fir hichstens ein Tupel (A1, ..., \p), von Koeffizienten \; € K als Linearkombi-
nation

darstellen lafst.

Beweis. Sei jeder Vektor in V' auf hochstens eine Weise als Linearkombination in

(x1,...,2y) schreibbar. Da sich auch der Nullvektor eindeutig als Linearkombination in
(x1,...,Tn) schreiben l&8t, namentlich mit allen Koeffizienten gleich Null, ist (x1, ..., z,)
linear unabhéingig.

Umgekehrt, sei (21, ..., x,,) linear unabhéngig. Nehmen wir zwei Darstellungen eines Vek-
tors y = Zie[l’m] ity = Zigp,m} wiz; mit A\, p; € K oals gegeben an. Es folgt
> icim(Ai — i)z = 0. Der linearen Unabhéngigkeit von (z1,...,2,,) entnehmen wir
nun A; — p; = 0, d.h. \; = ; fiir alle i € [1,m]. 5
Zusammenstellung. Ein Tupel (z1,...,2,,) in V ist

e erzeugend genau dann, wenn jeder Vektor in V' wenigstens eine Darstellung als
Linearkombination in (z1, ..., z,,) hat,

e linear unabhingig genau dann, wenn jeder Vektor in V' hdchstens eine Darstellung
als Linearkombination in (xy,...,x,,) hat, und

e eine Basis genau dann, wenn jeder Vektor in V' genau eine Darstellung als Linear-
kombination in (xy,...,x,,) hat.

Beispiel. Sei f(X) € K[X] von Grad n gegeben. Da wir jedes Element von V =
K[X]/f(X)K[X] eindeutig als Linearkombination in (X%, X*, ..., X"!) schreiben kinnen,
ist (X9 X1 ..., X" 1) eine Basis von V iiber K. Insbesondere ist (1,4) eine Basis von C
iiber R. Ferner ist (1, «) eine Basis von Fy iiber Fy, es ist (1, 3, %) eine Basis von Fy iiber
F,, und schlieBlich ist (1,¢) eine Basis von Fy iiber Fs.

Vorsicht. Die Eigenschaft eines Tupels von Vektoren, Basis eines Vektorraumes zu sein,
héngt vom Grundkorper ab. Dies liegt daran, dafl mit einem grofieren Vorrat an Skalaren,
also mit mehr Moglichkeiten, linear zu kombinieren, mehr Tupel in die lineare Abhéngig-
keit getrieben werden. Etwa ist in V' = C das Tupel (1,4) linear abhéngig iiber K = C,
da1-1+47-i=0 gilt, wohingegen es iiber K = R eine Basis ist. Uber K = C hat V = C
vielmehr zum Beispiel die Basis (1).

Lemma. Sei (21, ..., xy) linear unabhingig, aber nicht erzeugend in'V', und sei (y1, . .., y;)
erzeugend in V. Dann gibt es ein i € [1,1] mit (z1,..., %y, y;) linear unabhingig in V.

Beweis. Wire y; fur alle ¢ € [1,1] im Erzeugnis von (xy,...,x;) enthalten, so konnte man
jede Linearkombination in (yi, ..., ;) in eine Linearkombination in (z1, . . ., 2} ) umformen,
und folglich wire V' = (z1,...,x;), was wir ausgeschlossen hatten. Wir koénnen also ein
i€ [1,]] mit y; & (x1,...,x,) wihlen.
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In einer Linearkombination
)\1$1++>\k$k+/ﬁyz =0

mit Koeffizienten \;, u € K ist u = 0, da ansonsten nach Multiplikation mit —u~* folgte,
daB y; € (x1,...,x) ist, der Wahl von ¢ widersprechend. Aus p = 0 folgt nun aber wegen
der linearen Unabhéngigkeit von (xy,...,zy), daB A\; = 0 fiir alle j € [1,k]. Also ist

(1, ...,Zk, y;) linear unabhéngig. 0
Lemma. Sei (z1,...,x) linear unabhdngig in V', und sei (y1,...,y) erzeugend in V.
Es gibt ein linear unabhdngiges Tupel der Form (yi,,...,v:, ) fir gewisse, paarweise ver-
schiedene i; € [1,1], wobei j € [1,k]. Insbesondere ist k < 1.

Beweis. Wir diirfen k > 1 voraussetzen. Es ist x & (x1,...,2,_1), da eine Gleichung der
Form z;, = Zie[l,kfu Aiz; der linearen Unabhéingkeit von (x1, ..., zy) widerspriache. Also
ist (z1,...,2,_1) nicht erzeugend in V', und wir finden mit vorigem Lemma ein i, € [1,]]
so, daB (z1,..., Tk 1,¥; ) linear unabhéngig ist.

Da nun (x1,...,Zk_2,¥; ) ebensowenig erzeugt, findet man nun genauso ein iy € [1,1] so,
daB (x1,...,%k_2,Yi;, Yi,) linear unabhéngig ist.

Féhrt man so fort, so hat man nach & Schritten ein linear unabhéngiges Tupel (y;,, . .., ¥i,)

konstruiert. Aus der linearen Unabhéngigkeit folgt nun, daf§ die Indexabbildung
[17 ] - [17 l}

) B 1

injektiv ist. Mithin ist £ < [. o
Satz 3 Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum tber K, sein := dim V.

(i) Der Vektorraum V besitzt (mindestens) eine Basis. Alle Basen von V' haben die
gleiche Linge, ndamlich n = dim V.

(ii) Jedes linear unabhingige Tupel in V' 1Gfit sich zu einer Basis erginzen. Jedes erzeu-
gende Tupel in V' enthdlt eine Basis.

(iii) Jedes linear unabhingige Tupel in V von Linge n ist eine Basis. Jedes erzeugende
Tupel in 'V von Léinge n ist eine Basis.

Beweis. Zu (i). Gemé$ der Definition der Dimension gibt es ein linear unabhéngiges Tupel
(x1,...,2,) in V. Wir behaupten, daf jedes solche linear unabhéngige Tupel der Lange n
eine Basis darstellt, d.h. wir zeigen zunéchst die erste Aussage von (iii). Dazu bleibt uns
zu zeigen, daf (zy,...,x,) ein Erzeugendensystem von V ist. Fiir ein gegebenes y € V
haben wir hierzu y € (24, ..., x,) nachzuweisen.

Das Tupel (z1,...,x,,y) ist von Lange n + 1, und somit nach Definition der Dimension
linear abhéngig. Sei
0 = Moy + -+ M\ + 1y
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eine entsprechende Linearkombination mit nicht allen Koeffizienten gleich Null. Nun kann
i nicht verschwinden, da dies der linearen Unabhéngigkeit von (x1, ..., z,) widerspriche.
Nach Multiplikation mit —u~! sehen wir, da8 y € (z1,...,z,). Damit ist (z,...,,) als
Basis nachgewiesen.

Ist (y1,...,ym) eine weitere Basis, so ist mit vorigem Lemma sowohl m < n als auch
n < m, insgesamt also n = m. Damit haben alle Basen dieselbe Lénge n = dim V.

Zu (ii). Iterierte Anwendung des vorvorigen Lemmas auf das fragliche linear unabhéngige
Tupel (z1, ..., x;) und ein beliebiges erzeugendes Tupel (y1, . .., ¥;) (z.B. eine Basis) liefert
die Basisergidnzung, da die Iteration abbricht, sobald das ergénzte Tupel sowohl linear
unabhéngig als auch erzeugend ist. Wegen dim V' = n mufl das Verfahren nach spétestens
n — k Schritten abbrechen.

Mit vorigem Lemma, angewandt auf eine Basis (z1, ..., z,) und das fragliche erzeugende
Tupel (y1,...,y), findet man ein linear unabhéngiges Tupel von Lénge n, welches aus
gewissen Eintrdgen von (yi,...,y;) besteht. Mit der bereits gezeigten ersten Aussage von
(iii) folgt, daB es sich dabei um eine Basis handelt.

Zu (iii), zweite Aussage. Mit (ii) 1&8t sich auch aus jedem erzeugenden Tupel der Lénge
n eine Basis auswéhlen. Da jede Basis aber mit (i) gerade Linge n hat, muf das fragliche
erzeugende Tupel bereits eine Basis gewesen sein.

Beispiel. Fiir n > 0 ist dim K™ = n, wie man der Standardbasis entnimmt.

Beispiel. Es ist dimg C = 2, dimy, F, = 2, dimg, Fs = 3, und dimg, Fy = 2. Vorsicht, es
ist dimg C =1 # 2 = dimg C, etc.

2.3 Unterraume

Sei V' ein Vektorraum iiber einem Koérper K.

Definition. Eine Teilmenge U C V' heifit Unterraum von V', falls 0 € U und falls
ANy +pz € U

fiir alle A\, u € K und alle y,z € U.

Mit A = 1 und pu = —1 folgt dann, dafl U eine Untergruppe der additiven Gruppe von
V ist. Wir werden daher miflbréauchlicherweise auch die Unterraumbeziehung als U < V
notieren.

Mit den eingeschrankten Operationen U x U Sl Uund K x U o, U wird U zu einem
Vektorraum iiber K, da sich die Giiltigkeit von (V 1-5) von V' nach U vererbt.

Ist V' endlichdimensional und U < V, so ist auch U endlichdimensional. Denn ist die
Lénge eines linear unabhéngigen Tupels in V' nach oben beschréankt, so gilt dies erst recht
in U.

Beispiel. 0 := {0} und V sind Unterrdume von V.
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Lemma. Sei (z1,...,x,) ein Tupel von Vektoren in V. Ihr Erzeugnis (1, ..., xy) ist ein
Unterraum von V. Es ist
dim (z1,...,2,) < m,
mit Gleichheit genau dann, wenn (x1,...,Z,,) linear unabhdngig ist.
Beweis. Zunichst ist 0 = 37,00 2; € U := (21,...,%m). Sind ferner A,y € K und

sind y = Zie[l’m] nix; und z = Zie[l’m] CGr; in U, ¢, n; € K, soist auch
N+pz = Y i+ pé)r €U,
1€[1,m]
woraus U < V.

Es ist nun (z1,...,2,) ein erzeugendes Tupel von U. Nach Satz 3.(ii) konnen wir aus
diesem eine Basis von U auswihlen. Nach Satz 3.(i) ist die Dimension von U gleich der
Linge dieses ausgewihlten Tupels, was die behauptete Ungleichung zeigt.

Ist (1,...,%,) linear unabhingig, so ist es eine Basis von U, und wir haben Gleichheit.

Ist umgekehrt Gleichheit vorausgesetzt, so darf fiir die Basisauswahl aus (x1, ..., z,,) kein
Vektor weggelassen werden, da sonst eine Basis von Lénge < m resultierte. In anderen
Worten, (z1,...,%,,) ist eine Basis. 5

Beispiel. Sei K = R. Ist V = R?, so ist der eindimensionale Unterraum <G)) veran-
schaulicht durch eine Ursprungsgerade, ndmlich die erste Winkelhalbierende.

1
Ist V = R3, so ist der eindimensionale Unterraum ((%)) veranschaulicht durch die Ur-

1 1 -1
sprungsgerade, die den Vektor (%) enthélt. Der zweidimensionale Unterraum <<%> , ( %))
-1

1
ist die Ursprungsebene, die von den Vektoren (%), ( g) aufgespannt wird.
Lemma. Ist U <V, und ist dimU =dimV, so st U =V.

Beweis. Schreibe n = dimU = dimV, und sei (z1,...,z,) eine Basis von U. Nach
Satz 3.(ii) konnen wir diese zu einer Basis von V' ergéinzen, welche nach Satz 3.(i) ebenfalls
Léange n hat, und also bereits gleich (xy,...,x,) ist. Es folgt U = (z1,...,z,) = V. 0

Fir T,U <V setzen wir
TNU = {ze€V|zeTundzxecU}
T+U = {t+ul|teT, uelU}.

Lemma. Sind T,U <V, so ist sowohl T NU <V als auch T +U < V.

Beweis. Wir betrachten T'N U und stellen fest, dal 0 € TN U. Seien nun y,z € T NU
und A\, € K gegeben. Esist \y+puz e T, daT <V, und \y+puz e U,daU < V. Also
ist \y+pzelTnU.

Wir betrachten 7'+ U und stellen fest, dal 0 = 040 € T+ U. Seien y, z € T'+ U, genauer,
seien y =t4+wund z =t + o' mit t,¢' € T und u, v’ € U. Fiir \, u € K wird

ANy +pz = (M+pt')+Au+pd) € THU . o



35

Direkte Summe. Sei £ > 2, und seien U;, U, ..., U, Unterrdume von V. Gibt es fiir
jeden Vektor z € Zje[l,k} Uj :=U; +Us + --- 4+ Uy genau eine Darstellung der Form

r = Zuj:u1+uQ+--~+uk mit u; € U; fiir alle j € [1,k] ,
JE[LK]
so heiflt die Summe U; + Uy + - - - 4+ U}, direkt, und man schreibt
YU =i+t +U = Uolho---0U, = @@ U;.
JE[L,K] FE[1,k]

Das Symbol & bezeichnet also den durch die Summe gebildeten Unterraum, zusammen
mit der Information, dafi diese Summe direkt ist.

Lemma. Ist V = @, ,, Uj fiir Unterrdume U; <V, und ist jeweils (xj, ..., x;y,) eine
Basis von Uj, so ist das zusammengesetzte Tupel

xr = (1‘171, Ce ,1'1711, 1’271, e ,£I§‘2712, ceey :z:m,l, Ce 7$m7lm)
eine Basis von V.

Beweis. Zeigen wir, dafl x erzeugend in V ist. Sei y € V. Da V = Zie[l,m] Uj, konnen
Wir Y = > i W mit u; € Uy schreiben. Da Uy = (zj1,...,2jy,), gibt es Aj € K mit
Uj = D kel ,) NjkTik- Insgesamt wird

y = Z Z ANjkTik € (Z) .

J€[1,m] ke(1,l5]

Zeigen wir, dafl z linear unabhéngig ist. Sei
> D Nk =0
jell,m] kell,l5]

fiir gewisse A, € K. Wegen der Direktheit von @@ ¢, ,,,) U folgt mit 3=, .y ) Ajwajn € U,
und der alternativen Darstellung des Nullvektors als > jefm 0 = 0 mit jeweils 0 € Uj, daB
> ke Aiktik = 0 fiiralle j € [1, m]. Mit der linearen Unabhéngigkeit von (z;1, ..., x;y,)
folgt, dal \;; = O stets. o

Lemma. Die Summe Uy + U + - - - + Uy, der Unterrdume U; <V ist direkt genau dann,
wenn
un( Y, U) =0

JE[LEIN{1}

fir alle 1 € [1,k]. Insbesondere, ist k = 2, so ist Uy + Uy direkt genau dann, wenn
UnUy,=0.

Beweis. Sei die Summe direkt, sei [ € [1, k] gegeben, und sei w; € Uy N (3 e pqy Us):
d.h. wir konnen schreiben
wo= Y (-,

JE[LEN{1}
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wobei u; € U; stets. Daraus folgt nun >, ;yu; = 0, und da alternativ >, 0 =0
mit 0 € U; stets, folgt aus der vorausgesetzten Eindeutigkeit der Darstellung, da§ u; = 0
stets, insbesondere u; = 0.

Sei umgekehrt Uy N (3;cp oy Uj) = 0 fiir I € [1, k], und selen = = 3., ju; =
Zje[l,k] u’; zwei Darstellungen der verlangten Art, d.h. mit u;, u; € Uj stets. Aus uj—w; =
> e~y — ;) € Urn (X cppqy Us) = 0 folgt nun wj —w; = 0, und dies fiir alle
le[l,k]. -

Satz 4 Ist V' endlichdimensional und sind T, U < V', so ist
dm(T+U)+dim(TNU) = dimT + dim U .

Fiir eine direkte Summe gilt insbesondere dim(T @& U) = dim T + dim U,

Beweis. Sei (x1,...,%,) eine Basis von T'N U, ergénzt mit Satz 3.(ii) zu einer Basis
(X1, Ty Y1, - - -, Yg) von T und zu einer Basis (21, ..., Ty, 21, ..., 2) von U. Wir haben
zu zeigen, daB (x1,...,Tm, Y15+ - Yks 21, - - -, 21) €ine Basis von T + U ist, denn dann ist

dimT+U =m+k+1, wiahrend dimTNU =m, dimT = m+ k und dim U = m + [ sind.
Zeigen wir zunéchst, dafl dieses Tupel 7'+ U erzeugt. Ist uns ein Vektor x = t+u mit ¢t € T'

und u € U gegeben, so konnen wir ¢ als Linearkombination in (z1, ..., Zm, Y1, ..., yx) und
u als Linearkombination in (x1,...,Zm, 21, ..., z1) schreiben. Thre Summe ¢ + v ist mithin
eine Linearkombination in (21, ..., Zm, Y1y« s Yks 215 - - 5 21)-

Zeigen wir nun die lineare Unabhéngigkeit. Sei also

0= Z &z | + Zmyi + ZCizi

i€[1,m] 1€[1,k] i€[1,]

mit &;,n;, ¢; € K. Es folgt Zie[l’k] n:y; € T'NU, in T nach Konstruktion, in U wegen dieser

Linearkombination. Da aber (xy,...,z,,) eine Basis von T'N U ist, ist jedes Element
darin eine Linearkombination in (z1,...,x,,), welche durch Nullkoeffizienten eindeutig
fortgesetzt werden kann zu einer Linearkombination von (x1,...,Zm, 41, .., yx). Da die
Koeffizienten von Zie[l’k] 1n:y; € T in dieser Basis eindeutig sind, folgt 7, = 0 fiir alle
i € [1,k|. Die lineare Unabhéngigkeit von (xy,...,Zm, 21,...,2) zeigt nun & = 0 fir alle
i€ [1,m] und ¢; = 0 fiir alle ¢ € [1,1]. -
.. 1 0 1 0 )
Beispiel. Ist K = R, V = R3 T = ((8),(5)) und U = ((?),(%)% so ist

TAU = <<f§))> und T+ U = V. Wir verifizieren

dim(TNU)+dim(T+U) = 1+3 = 242 = dim7 +dimU .
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2.4 Lineare Abbildungen

Seien V', W und Y Vektorrdume iiber einem Korper K.

Definition. Eine Abbildung V' N W heifit linear oder K -linear, falls fiir alle \, u € K
und alle y, z € V gilt, daf3

fy+pz) = My) +nf(z) .
Kurz: f respektiert Linearkombinationen.
Sind V Lo W %+ Y zwei lineare Abbildungen, so ist auch V' 2Ly eine lineare Abbildung.

Falls V = W, so heifit V Ly Endomorphismus (griech. “endon” = innerhalb).

Falls f bijektiv ist, so heiit V' Jow Isomorphismus (griech. “iso” = gleich). Gibt es (we-
nigstens) einen Isomorphismus von V' nach W, so heilen V und W isomorph, geschrieben
V~W.

Ist V L+ W eine lineare Abbildung, so sehen wir wegen f(y+z) = f(y)+f(z) firy,z € V,
daB f insbesondere ein Gruppenmorphismus der abelschen Gruppe (V, +) in die abelsche
Gruppe (W, +) ist. Wie fiir jeden Gruppenmorphismus ist also

Kernf = {x eV | f(zx) =0}

genau dann gleich 0, wenn f injektiv ist.

Es ist stets Kern f < V. In der Tat, ist f(y) = 0 und f(z) = 0 fiir y,2z € V, und sind
A € K, soist auch f(uy+Az) = pf(y)+Af(z) = 0. Wegen f(0) = 0ist auch 0 € Kern f.

Fiir das Bild von V unter f schreiben wir auch

Im f = f(V)

(engl. “image”).

Es ist stets Im f < W. In der Tat ist fiir y,2 € V und p, A € K die Linearkombination

wf(y) +Af(2) = f(uy + Az) wieder im Bild enthalten. Wegen f(0) = 0 ist auch 0 € Im f.
§2+2¢

Beispiel. Seien K =R, V =R?, W = R® und sei f ((§)) = ( 25315 1). Eintragsweise
—9oQ2

erkennt man, dafl f linear ist.

Beispiel. Sei V' = W = K[X]. Die Ableitung eines Polynoms f(X) = 3",  a; X’ € K[X]
werde formal definiert als

DfF(X) = f(X) = (f(X)) = Y aiX"".

i>1

Zum Beispiel ist fiir K = F, und f(X) = X? + X die Ableitung f'(X) = 1.
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Fiir allgemeines K ist die Abbildung

K[X] =~ K[X]

f(X) — Df(X):= f(X)
linear. Es handelt sich also um einen Endomorphismus. Dieser ist nicht injektiv, da kon-
stante Polynome auf 0 gehen. Im allgemeinen ist er auch nicht surjektiv. So etwa hat
X?~1 € F,[X] kein Urbild unter D. Fiir K = R ist der Endomorphismus R[X] 2, R[X]
aber sehr wohl surjektiv, wenn auch nicht injektiv.

Beispiel. Sei V' = F;. Die Frobenius-Abbildung

Fy $F4

atba = (a+ba)® = a+ba® = (a+0b)+ ba (a,b € Fy)
ist ein Fy-linearer Isomorphismus von F; in sich. Dieser ist allerdings nicht Fy-linear,
vielmehr gilt

F((a+ba)-(d +Va)) = (a+ba)?-(d +Va)* = Fla+ba)- F(d +ba).
Satz 5 Sei (x1,...,x,) eine Basis von V und sei V oW eine lineare Abbildung.

(i) Die Abbildung V ow st injektiv genau dann, wenn (f(x1),..., f(z,)) linear un-
abhdngig in W ist.

(ii) Die Abbildung V' oW st surjektiv genau dann, wenn (f(xy1),..., f(z,)) erzeugend
i W ist.

(iii) Die Abbildung V' oW st bijektiv genau dann, wenn (f(xl) ., f(zy,)) eine Basis
von W ist. Diesenfalls ist die Umkehrabbildung WH V ebenfalls linear.

(iv) Ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vektorraums ist bijektiv genau
dann, wenn er injektiv ist, und auch genau dann, wenn er surjektiv ist.

Beweis. Zu (i). Sei f injektiv, und sei 3,y , Aif(2:) = 0. Dannist auch f(37,c; ) Nizi) =
0, so dafl mit der Injektivitdt von f folgt, daf3 Zie[l,n] Aix; = 0, und schlieBlich mit der
linearen Unabhéngigkeit von (xy,...,x,), da \; = 0 fiir ¢ € [1,n].

Sei umgekehrt (f(xy),..., f(x,)) linear unabhéngig in W, und sei y € V gegeben mit
f(y) = 0. Es ist zu zeigen, daff y = 0. Wir schreiben y = >, ;Aiz; und erhal-
ten 0 = (3 icjnn Ai®i) = Dicm Aif (%), so daf mit der linearen Unabhéngigkeit von
(f(x1),..., f(z,)) folgt, daBB \; = 0 fiir i € [1,n].

Zu (ii). Sei f surjektiv, und sei uns ein z € W vorgegeben, welches wir als Linearkom-

bination in (f(x1),..., f(z,)) auszudriicken haben. Die Surjektivitéit von f gibt uns ein
Y= Zie[l,n] Air; € V omit
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Sei umgekehrt (f(z1),..., f(z,)) erzeugend, und sei uns ein z € W vorgegeben. Schreiben
wir 2 =3 e g Aif (i) = f(Zie[l’n] )\@-xi), so sehen wir z € f(V).

—1
Zu (iii). Mit (i) und (ii) bleibt zu zeigen, daf W L+ V linear ist. Seien y,z € W und
A, € K gegeben. Aus

FUT Oy +p2) = dy+pz = MUTW) +uf(F1(R) = FOF ) +wf'(2))
folgt mit f injektiv, daB in der Tat f~'( Ay + pz) = Af 1 (y) + uf~(2).

Zu (iv). Ist V Ly injektiv, so schickt f mit (i) eine Basis auf ein linear unabhéngiges
Tupel. Da dies ebenfalls Linge n hat, ist es eine Basis nach Satz 3.(iii), und f ist bijektiv
mit (iii).

st VLo v surjektiv, so schickt f mit (ii) eine Basis auf ein erzeugendes Tupel. Da dies
ebenfalls Lange n hat, ist es eine Basis nach Satz 3.(iii), und f ist bijektiv mit (iii). o

Aus Satz 5.(iii) ersehen wir, dafl isomorphe endlichdimensionale Vektorrdume dieselbe

Dimension haben. Genauer, existiert eine injektive lineare Abbildung V—f>W, so ist
dim V < dim W, existiert eine surjektive solche Abbildung, so ist dim V' > dim W.

Lemma. Seix = (z1,...,x,) eine Basis von V. Zu jedem Tupel (y1, ..., y,) von Vektoren
in W gibt es genau eine lineare Abbildung v w so, daf$ f(x;) =vy; fir alle i € [1,n].

Beweis. Sind die Bilder (yi,...,y,) der Basiselemente (z1,...,z,) unter einer linearen
Abbildung f bekannt, so auch das Bild eines allgemeinen Elements Zie[lm] Aix; €V, da

f Z Aizi | = Z ANif () = Z Aili -
]

1€[1,n] i€(l,n 1€[1,n]

Hieraus folgt die Eindeutigkeit.
Fir die Existenz setzen wir fiir 2 = Zie[l’n] Nx; € V, wobei \; € K, das Bild zu

fz)=171 Z Aiwi | = Z Aili -

1€[1,n] 1€[1,n]

Dies liefert eine Abbildung von V' nach W, da die Koeffizienten )\; durch Angabe von
z € V eindeutig festliegen. Die Linearitdt dieser Abbildung folgt aus

fluz+p'2) = flnu (Zie[l,n] Aﬂ?i) + i (Zie[l,n] )\;xi)>
= S Xiepm(mdi + /”L/)‘;)%)

Def.
- Zie[l,n] (1Ai + (' Ay
= pf(z)+u'f(z)
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fiir z = Zie[l’n] Nx; €V, 2 = Zie[l,n] N, € V,mit A\, A, € K, und fiir p, 4/ € K. o

Folgerung. Jeder endlichdimensionale Vektorraum V iiber K ist isomorph zu einem Stan-
dardvektorraum K™, wober n = dim V.

Beweis. Sei x = (x1,...,x,) eine Basis von V. Die vom vorigen Lemma gelieferte Ab-
bildung K" — V', die die Standardbasis (ey,...,e,) auf (z1,...,x,) schickt, ist nach
Satz 5.(iii) ein Isomorphismus. o

Satz 6 Ist V endlichdimensional und V —Lv W eine lineare Abbildung, so gilt

dimKern f + dimIm f = dimV .

Beweis. Sei (x4, . . ., xx) eine Basis von Kern f, erweitert zu einer Basis (21, ..., Zg, Y1, ..., Y1)
von V. Dann erzeugt (f(y1), ..., f(y;)) den Unterraum Im f von W. Die Behauptung wird
folgen, sobald wir (f(y1), ..., f(y)) als linear unabhéngig kennen, da dann dim'V' = k+1 =
dim Kern f 4 dim Im f folgt. Sei dazu

0 = Z Nif(yi) = f Z AiYi
]

ie[1,l i€[1,]]

mit \; € K angesetzt. Da Zie[l 1 Ay; deswegen in Kern f liegt, ist es zugleich eine Li-

nearkombination in (xy,...,z), die mit Nullkoeffizienten zu einer Linearkombination in
(X1, ..., Tk, Y1, ..., y) fortgesetzt werden kann. Da die Koeffizienten einer Darstellung in
(1, ..., Tk, Y1, - - ., y) aber eindeutig sind, folgt \; = 0 fiir alle i € [1,]. o

Beispiel. Sei K = F,, sei V =F;, sei W = F;, und sei

n1+m2

fiv—wi () — (g%gg) .

1 1

Wir erhalten eine Basis (G)) des Kerns, und eine Basis <((1)) : (?)) des Bildes. Zusam-
0 0

men ergibt sich die Dimension 14+ 2 =3 von V.

Definition. Die Menge der linearen Abbildungen von V' nach W schreiben wir Ling (V, W)
oder Lin(V, W). Mittels

Lin(V,W) x Lin(V,W) ‘% Lin(V,W)
(f,9) +— f+g:y—fy)+9(y)
K x Lin(V,W) % Lin(v, W)
AN f) — A fryr—A-f(y)

wird Lin(V, W) zu einem Vektorraum iiber K. Sind vier lineare Abbildungen

g
Vi—= W —

f/ gl
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gegeben, so gilt
(g+g)o(f+f) =gof+gof +gof+gof .
Ferner ist fiir A € K auch

go(A-f) = (A-g)of = A-(gof).

Ist insbesondere V' = W, so schreiben wir End(V') = Endg (V) := Lin(V, V') und sehen,
daB (End(V'),+,0) einen Ring bildet, mit der Nullabbildung als 0 und der Identitét 1y
als 1.

Lemma. Sei R ein beliebiger Ring, und bezeichne
Inv(R) := {zr€R|esgibteinye Rmitzy=yr=1} C R

die Teilmenge der invertierbaren FElemente. Dann ist Inv(R), zusammen mit der auf
Inv(R) eingeschrankten Multiplikation, eine Gruppe. Das daher eindeutig festliegende In-
verse y von x € Inv(R) wird als ™! := y geschrieben.

Beweis. Zunichst miissen wir sehen, daf fiir z, 2" € Inv(R) auch das Produkt zz’ wieder
in Inv(R) liegt. Sei xy = yxr = 1, und sei 2/y/ = y'2’ = 1. Dann ist z2’y'y = 1 und
y'yxa’ = 1. Damit ist Inv(R) x Inv(R) &IHV(R) wohldefiniert, und wir kénnen nach
den Gruppenaxiomen fragen. Die Assoziativitdt (G1) und das neutrale Element (G 2)
vererben sich von (R2) (es ist 1 € Inv(R)). Zu (G 3) merken wir an, dafl das Inverse y
zu z € Inv(R) nach Konstruktion von Inv(R) vorhanden ist — zunéchst ist y € R, wegen
xy = yr = 1 ist dann auch y € Inv(R). o
Beispiel. Es ist Inv(Z) = {—1,+1}. Es ist Inv(Z/10Z) = {1,3,7,9}. Fiir einen Korper
K ist Inv(K) = K ~ {0}, und auch Inv(K[X]) = K \ {0}.

Bemerkung. Ist V' endlichdimensional und ist f € End V| so ist fiir ein ¢ € End V' genau
dann fog =1y, wenn go f = 1y. Denn ist f o g = 1y, so ist f surjektiv, und also mit
Satz 5 auch injektiv. Daher folgt aus fogo f = f, dal auch g o f = 1y. Umgekehrt,
ist go f = 1y, so ist f injektiv, und also mit Satz 5 auch surjektiv. Daher folgt aus
fogof=f, dalauch fog=1y.

Mit Satz 5 ist also f invertierbar genau dann, wenn es ein Isomorphismus ist.

Definition. Die allgemeine lineare Gruppe von V ist definiert als GL(V') := Inv(End(V')),
d.h. als die Menge der Isomorphismen von V' in sich, mit der Komposition als Multipli-
kation.

Definition. Sei n > 1 und V = K". Wir haben einen injektiven Gruppenmorphismus

T

S, — GL(K")
o 7(0):e— e -
Denn fiir 0,p € S, bildet 7(c) o m(p) das Basiselement e; auf e,(,;)) ab, genauso wie

m(o o p), woraus wir (o) om(p) = w(o o p) ersechen. Ferner ist in der Tat o = 1 die einzige
Permutation, fiir welche 7(0) = 1y, was die Injektivitit zeigt.



42

Insbesondere ist GL(K™) im allgemeinen nicht abelsch, und also End(K™) im allgemeinen
nicht kommutativ.

Ein Element der Form 7(0) € GL(K") mit o € S,, wird auch als Permutationsendomor-
phismus bezeichnet.

Die innere Beschaffenheit der eben definierten Gebilde Lin(V, W), End(V) und GL(V') wird
sich unter Zuhilfenahme der Matrixrechnung des néchsten Kapitels klédren.



Kapitel 3
Matrizen

Die Matrixrechnung ist der Kalkiil der Linearen Algebra. Eine Matrix stellt hierbei eine in
gewissem Sinne standardisierte lineare Abbildung dar. Deren Eigenschaften werden in den

Eigenschaften der Matrix reflektiert — die Invertierbarkeit etwa in der Determinante.

Sei K ein Korper.

3.1 Begriffe

3.1.1 Der Matrixbegriff

Seien m,n > 1. Eine Matriz A (der Grofle m x n) ist ein m - n-Tupel von Elementen von
K, angeordnet in einer Tafel

a1 Q12 @13 - Q1p
Q21 Q22 Q23 -+ Q2n
A = (aij)ienm)jenn = (aij)i; = | @1 32 A3z -0 dan
m,1 Am2 Am3 *° Onun

Die Menge der m x n-Matrizen wird mit K™*" bezeichnet. Die j-te Spalte von A wird
mit a,; € K™ und die i-te Zeile mit @ € K™ begeichnet.

Vermittels eintragsweiser Addition und eintragsweiser skalarer Multiplikation wird K™*"
zu einem Vektorraum iiber K, isomorph zu K™".

Eintrdge von Matrizen werden mit kleinen lateinischen Buchstaben bezeichnet. Eintrage
von Vektoren im Standardvektorraum K" werden weiterhin hauptsédchlich mit kleinen
griechischen Buchstaben bezeichnet.

43
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Fiir ein Tupel von Vektoren (yi, ..., y,) aus K™ werden wir uns gelegentlich mit derselben
Schreibweise (y1, . . . , y, ) auf die Matrix beziehen, die in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte
den i-ten Eintrag von y; stehen hat fiir i € [1,m] und j € [1,n]. D.h. (y1, ..., y,) bezeichnet
zugleich auch die Matrix, die aus diesem Vektorentupel durch Nebeneinanderschreiben
hervorgeht.

3.1.2 Matrixmultiplikation

Seien m,n,r,s > 1. Wir haben eine Multiplikationsabbildung

JMXT ¢ [CXT Q» JmXT
(A =(aij)ij, B=(bjr)jx) + A-B = AB = (X jcqn @ibin)ik

Das neutrale Element der Addition in K™*"™ namentlich die Matrix mit nur Nulleintrégen,
heift auch die Nullmatriz 0 = 0,, ,,.

Wir definieren fiir n > 1 die Einheitsmatriz durch E = E,, = (a;;);; € K™ mit a;; = 1
fir i = j und @; ; = 0 fiir i # j, wobei 4, j € [1,n]. In anderen Worten,

100 0
010 0
E = 0 01 0
000 -1

Fir A;A" e K™ B, B € K™ und C' € K™** gelten die folgenden Regeln.
(A-B)-C = A-(B-C)

(A+AY-(B+B) = AB+AB+AB' +A'B
A-E, = A
E, A = A
Zum Beispiel gilt die Assoziativitdt wegen
(AB)C = > agbirer | = ABC),

jelln], ke[L] .
wobei A = (a;;)ij, B = (bjx)jr und C = (¢x )k,

Insbesondere bildet K™*™ einen Ring, mit multiplikativ neutralem Element E,,.

Wir schreiben GL,, (K) := Inv(K™*").

Beispiel. Es ist (¢5) - (‘;: Zﬁ) = (ggﬁjggi gg,’jgji) So ist etwa (50) (10) = (60), wihrend
(99) (00) = (51)- Der Ring K2*? ist also nicht kommutativ. Ferner ist (8(1))2 = 0, withrend

(00) #0.
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Ein Vektor x € K™ kann nun vermittels einer Identifikation K™ = K™*! als n x 1-Matrix
aufgefafit werden. Auf diese Weise erhalten wir auch eine Produktverkniipfung
(Ajx) +— Az = Ax

mit den entsprechenden Eigenschaften.

3.1.3 Transposition

Die transponierte Matriz A* € K™ einer Matrix A € K™*™ geht aus A durch Spiegelung
an der Diagonalen hervor. Genauer, ist A = (a;;)ic[1,m],je[1,n], 50 15t A® = (@4 5) jeft.n]ic[1,m]-
Fir A, A" e K™ B e K™ und A\, \ € K gelten die Regeln

(A) = A
(AMA+ VAN = XAt + VA"
(AB)t = BUA*.

11
Beispiel. Ist A = (133), so ist A® = (ig)

3.2 Lineare Abbildungen und Matrizen

Wir werden lineare Abbildungen als Matrizen beschreiben, um Eigenschaften von linearen

Abbildungen anhand dieser Matrizen studieren zu kénnen.

3.2.1 Beschreibende Matrizen

Sei V' ein Vektorraum mit Basis y = (y1,. . . ,Un), sel W ein Vektorraum mit Basis z =
(21, ..., 2m) und sei

v Lw

eine lineare Abbildung. Wir definieren die beschreibende (oder darstellende) Matrix

A(f)z,g = (ai,j)i,j e K™

von f beziiglich y und z mittels

(*) fly;) = Z 2 j

1€[1,m]

fir j € [1,n] (wozu wir die Skalarmultiplikation rechts notieren). Dies ist moglich, da die

Koeffizienten a;; wegen z Basis eindeutig festliegen. So finden wir etwa A(1ly),, = En.
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Umgekehrt definiert jede Matrix A € K™ ™ via (x) eine lineare Abbildung. Auf diese
Weise vermitteln die Basen y und z eine Bijektion

Lin(V,W) -~ [Kmxn
J o A(f)g,ga

die dazuhin linear ist, d.h. es ist A(uf + p'f")zy = pA(f)zy + 1 A(f')y fir pp' € K
und f, f* € Lin(V,W). Aus diesem Isomorphismus kénnen wir etwa dim Lin(V, W) =
dim V - dim W ersehen.

Satz 7 Sei U ein Vektorraum mit Basis x = (z1,...,%,), sei V ein Vektorraum mit
Basis y = (y1,...,Yn), sei W ein Vektorraum mit Basis z = (21,...,%n), und seien
lineare Abbildungen

v v Low
gegeben. Dann ist

A(fog)e = A(f)zvg'/“g)y@ .
——
eKan EKW/X?"

In anderen Worten, die Komposition ist gegeben durch Matrixmultiplikation.

Beweis. Wir schreiben A(g),. = (a};)jr, A(f)zy = (aij)i; und berechnen den Eintrag
an Position (i, k) der Matrix der linken Seite, wobei ¢ € [1,m| und k € [1,r]. Nach (x)
ergibt sich dieser Eintrag aus

(o)) = f(Syetm i)
= Zjeu,n] f(y)dl
= Zje[l,n] (Zie[l,m} Ziai»ﬂ’) @
= Zie[l,m] <i <Zj€[1,n} aiJ“&Js) ’

ZU Y icn g Qi@ , Was mit dem Eintrag an Position (i, k) der Matrix der rechten Seite
ibereinstimmt. o

Bemerkung. Nun kann man die Assoziativitit der Komposition dazu verwenden, um die
Assoziativitdt der Matrixmultiplikation erneut zu zeigen; und analog die anderen oben
angefiihrten Regeln.

Bemerkung. Insbesondere kann man auf diese Weise nach Wahl einer Basis y von V'
die Ringe End(V') und K™*" identifizieren, da sich die Bijektion f+— A(f),., nicht nur
mit Linearkombinationen, sondern auch noch mit der Ringmultiplikation vertrigt wie in
Satz 7 beschrieben.

Bemerkung. Beziiglich der Standardbasen e von K™ und e von K™ ist fiir A € K™*" die
beschreibende Matrix der linearen Abbildung f : K™ — K™, v+ Ax, gegeben durch
A(f)ee = A.

Lemma (Folgerung aus Satz 5.)

Sei A(f)zy = (aiy)i; die beschreibende Matriz von V Low.
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(i) Die Abbildung f ist injektiv genau dann, wenn das Tupel der Spaltenvektoren
(i1, Gy .y Gey) in K™ linear unabhingig ist.

(ii) Die Abbildung f ist surjektiv genau dann, wenn das Tupel der Spaltenvektoren
(i1, G2,y Guy) in K™ erzeugend ist.

(iii) Die Abbildung f ist bijektiv genau dann, wenn das Tupel der Spaltenvektoren
(Qu1,Gu2,...,0x,) eine Basis von K™ bildet. Insbesondere ist dann n = m.

Beweis. Dies ist eine Konsequenz aus Satz 5, da f(y;) = > | Zi;,; unter dem Iso-

i€[l,m
morphismus W =+ K™ : z;—¢; auf a, ; kommt, und also (f(y1),..., f(y,)) genau dann

linear unabhéngig bzw. erzeugend ist, wenn dies fiir das Bildtupel (a1, ..., a.,) gilt. o
Beispiel. Die Matrix A = (313) € R?*3 beschreibt eine surjektive, aber nicht injektive
Abbildung. Beziiglich der Standardbasen bedeutet dies ausgeschrieben, daf§ die Abbildung
m m
R3 HRQ : <772) — (%(1)%’) ’ <Z§) = (27717-753;27]53773)

73
1
surjektiv, aber nicht injektiv ist. So schickt sie etwa (j) auf (8).

Bemerkung. Sei n > 1. Die Bijektion End K™ =~ K™*" schréankt ein auf den bijektiven
Gruppenmorphismus
GL(K™) = GL,(K)
[ A(f)ee

(x— Axz) ~— A,

da die Invertierbarkeit eines Endomorphismus f in End V' mit Satz 7 die Invertierbarkeit
von A(f).. nach sich zieht, und da umgekehrt aus AB = BA = FE folgt, daf (z+— Ax)
von (x+— Bz) beidseitig invertiert wird.

Es ist eine Matrix A = (a; ;); ; also genau dann invertierbar, wenn die Abbildung x +—— Ax
invertierbar ist, und das ist mit vorstehendem Lemma genau dann der Fall, wenn ihr
Spaltentupel (a1, ..., a.,) linear unabhéngig ist.

Sei A € K™ gegeben. Der Bijektion entnehmen wir, daf§ fir B € K™*" genau dann
AB = F ist, wenn BA = F ist. Denn bezeichnen wir f4 : x+— Az, so ist fap =
fao fg = fe = 1g» genau dann, wenn fga = fgpo fa = fg = 1k~ ist. Wir bezeichnen
dann diese inverse Matriz mit A~! := B und werden uns spiter noch mit ihrer praktischen
Berechnung beschéftigen.

Matrizen in GL,(K) heiflen auch reguldr, Matrizen in K™*" \ GL,(K) heiflen auch sin-
guldir. Es ist fir A = (a;;);; € K™ mithin:

Aregulir <= A invertierthar <= A€ GL,(K) <= (au1,...,0n) L u

Beispiel. Sei K = R und n = 2. Es ist (% _%) regulédr, und (_% _%) singulér.

Beispiel. Ist A = (£7) € K2, und ist ad — be # 0, so ist A~ = —L— (_¢7?), wie man
anhand von AA~! = E oder von A~'A = E verifiziert.
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Bemerkung. Wir hatten im letzten Kapitel einen Gruppenmorphismus S, = GL(K™)
definiert. Wir bezeichnen nun fiir o € §,, die das Element 7(0) beziiglich der Standard-
basen beschreibende Matrix miibrauchlich ebenfalls wieder mit (o) = A(7(0))ee €
GL, (K). Ausgeschrieben hat (o) an den Positionen (o(j), ) fiir alle j € [1,n] einen Ein-
trag 1, und an allen iibrigen Positionen einen Eintrag 0. Etwa erhalten wir fiir (1,2,3) € S;

die Matrix 7((1,2,3)) = <§§é> € GL3(K). Allgemein gilt 7(o o p) = (o) - w(p) fir

o,p € S,. Eine Matrix der Form 7 (o) fiir ein o € S,, heifit auch Permutationsmatriz.

3.2.2 Basiswechsel

Wir behalten die Bezeichnungen des vorigen Abschnitts bei. Sei y' = (y1,...,,) eine

weitere Basis von V und sei 2/ = (21,...,2],) eine weitere Basis von W. Es stellt sich

rm

die Frage, wie die beschreibende Matrix A(f). , beziiglich der Basen y' und 2’ aus der
beschreibenden Matrix A(f),, beziiglich der Basen y und z hervorgeht.

Basiswechsellemma. FEs ist

A(f)z;,g’ = A(lW)A’,g : A(f)z,g ) A(1V>g,g’ .

Beweis. Das ist eine zweimalige Anwendung von Satz 7. o

Beispiel. Sei K =R, sei V =R? sei W =R? und sei f: (J1) — <7717E772>. Beziiglich

2 m—mn2

der Standardbasen y := e von V und z := ¢ von W erhalten wir also A(f)g,g = (?_i)

. ;o 1 —1 . . . - 1 1 1 .
Sei nun y' = ((2) , ( 1)) eine weitere Basis von V', und sei 2/ = ((?) , <(1)) , (_?)) eine

weitere Basis von W. Wir sehen direkt, dafl

fE) = () = () + () = o ( )
o= () = () + o () + e ()

ist A(Ly)yy = (371). Wegen
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1/2-1/2 1/2 )
0 1 0). In der Tat ist nun
1/2-1/2 —1/2

ist A(Ly )., = (

Allw)zs - Af)ay - Ay = 3(020)- (1 1))
= 3(120)-(49)
= %<_§_é> = A(f)zy

3.3 Lineare Gleichungssysteme

3.3.1 Berechnung der Zeilenstufenform — Gaufischer Algorith-
mus

Wir werden folgende Typen von Matrizen als operierende Matrizen verwenden.

Elementarmatrizen. Sei m > 1, seien k,l € [1,m] mit £k # [ und sei n € K. Sei
die Matrix Ey;(n) = (a;;)i; € GL,(K) gegeben durch a;; = 7, durch a;; = 1 fir
i € [1,m] und durch a; ; = 0 falls i # j und (7, 5) # (k,1). D.h. Ej,(n) ist konstant 1 auf
der Diagonalen, hat noch einen Nebendiagonaleintrag n bei (k,1), und ansonsten Null.
Matrizen der Form Ej;(n) heifien auch Elementarmatrizen.

Diagonalmatrizen. Eine Matrix A = (a;;);; € K™ mit a,; = 0 fiir ¢ # j heifit
Diagonalmatriz. Wir schreiben auch A = diag(ay1,az29, ..., am,m). Beachte, daf

diag(ai 1, ..., Qmm) - diag(bia, ..., bmm) = diag(ai1bia, ..., Gmmbmm) -

Insbesondere ist diag(aii,...,amm) invertierbar genau dann, wenn a;; # 0 fir alle
i€ [1l,m].

Permutationsmatrizen von der Form (o) € GL,,(K) fir ein 0 € S,,.

Zeilenstufenform. Seien m,n > 1. Eine Matrix A = (q;;);; € K™ ™ ist in Zeilenstu-
fenform, falls es ausgewdhlte Spaltenindizes

1 < ki < ky < -~ <k <n

mit [ € [0,m] so gibt, daBl (Z1,2) gelten. Wir setzen dazu formal noch k; := n + 1 fir
ie[l+1,m].

(Z1) Firie[l,m]und j € [1,n] mit j < k; ist a;; = 0.

(Z2) Firt e [1,l]ist ary, =1 und a;p, = 0 fiir ¢ € [1,m] ~ {t}.

D.h. in den Spalten k; steht in Zeile t eine 1, sonst 0. Und ansonsten ist jeder Eintrag
links von einer solchen 1 oder in Zeile > [ + 1 gleich 0.
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Beispiel. Die Nullmatrix 0,,, ist in Zeilenstufenform. Die Einheitsmatrix E,, ist in Zei-
lenstufenform; sie ist die einzige Matrix in GL,,(K) in Zeilenstufenform.

01x00=x0
00010%0
A = |o00001x0 | € R®*7
0000001
0000000

ist mit beliebigen Eintrdgen an den mit % markierten Positionen in Zeilenstufenform. Es

sindk:1:2,k:2:4,k:3:5undk:4:7.

Beispiel. Die Matrix

Das wesentliche am folgenden Satz ist das in seinem Beweis dargelegte Verfahren, auch

Gaujscher Algorithmus genannt.

Satz 8 Sei m,n > 1, und sei A € K™ gegeben. Es gibt eine Matriz G € GL,,(K),
die sich als Produkt von Elementarmatrizen, Permutationsmatrizen und invertierbaren
Diagonalmatrizen (in gemischter Anordnung der Faktoren) schreiben lifst, dergestalt, daf
G - A Zeilenstufenform hat.

Bewers. Multiplikation mit einer Permutationsmatrix von links bewirkt eine Zeilenver-
tauschung in A. Multiplikation mit einer Elementarmatrix Ej;(n) von links bewirkt die
Addition des n-fachen der [-ten Zeile von A zur k-ten Zeile von A. Multiplikation mit
einer invertierbaren Diagonalmatrix diag(dy, ..., d,,) von links bewirkt die Multiplikation
der i-ten Zeile von A mit d; fiir alle 7. Im folgenden werden wir diese drei Arten von Zei-
lenoperationen anwenden, angedeutet durch P, E, D. Das Produkt der dafiir benotigten
Matrizen, mit dem ersten Matrixfaktor rechts und dem letzten Matrixfaktor links, ergibt
dann die gesuchte Matrix G.

Starte mit der Matrix A.

Sei ky der Index der ersten Spalte von links, in welcher in den Zeilen [1,m] ein Eintrag
ungleich Null steht — so vorhanden, ansonsten breche ab. Multipliziere diese Zeile mit dem
Inversen dieses Eintrags (D). Tausche diese Zeile in die erste Zeile (P). Subtrahiere die
erste Zeile, multipliziert mit dem Eintrag an Position (i, k1), von der i-ten Zeile fiir alle

€ [1,n] {1} (E). Wir erhalten eine Matrix, in welcher links von Spalte k; bereits (Z 1)
und in Spalte k; bereits (Z2) gilt.

Sei ko der Index der ersten Spalte von links, in welcher in den Zeilen [2,m| ein Eintrag
ungleich Null steht — so vorhanden, ansonsten breche ab. Multipliziere diese Zeile mit dem
Inversen dieses Eintrags (D). Tausche diese Zeile in die zweite Zeile (P). Subtrahiere die
zweite Zeile, multipliziert mit dem Eintrag an Position (i, k3), von der i-ten Zeile fiir alle

€ [1,n] ~ {2} (E). Wir erhalten eine Matrix, in welcher links von Spalte ks bereits (Z 1)
und in den Spalten ky, ko bereits (Z2) gilt.

Setze das Verfahren fort. Es bricht spétestens bei der Suche nach dem Index k,,,; ab,
ohne einen solchen zu finden.
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Es wird so 1 < k1 < -+ < k; < n, wenn k; der letzte so gefundene Spaltenindex ist.
Hierbei ist [ € [0,m] (wobei | = 0 schlicht die Abwesenheit von Nichtnulleintrégen in A
signalisiert, d.h. in der Nullmatrix finden wir {iberhaupt keinen solchen Spaltenindex k;)s

Beispiel. Sei
A = (88?3) e R4
0218

10 0
Esist k1 = 2. Multiplikation von links mit diag(1,1/2,1) = (8 1z (1)>, dann mit 7((1,2)) =

010 . 100\ ..
<100> und dann mit Fs;(—2) = ( 01 0) liefert
001 , —20

011/22
00 0 2 .
00 0
0

4
10
Somit ist ko = 4. Multiplikation von links mit diag(1,1/2,1) = (8 12 (1J>, mit 7(1) = F,

—_

, 100 . 1-2 0\
mit Fso(—4) = (8_}1 (1)> und mit E o(—2) = <8 ! (11) liefert

011/20
00 0 1] .
00 0 0

Hier bricht der Algorithmus ab, die Matrix ist in Zeilenstufenform. Wir erhalten
1-20\ /1 00\ /1 0 0 100\ £010\ /1 0 0 ~11/2 0

G = <0 10) <0 10) (01/20)( 010) <100> (01/20) = <1/2 00) .
0 01/\o-41/\o 0 1/\-201/ \oo1/ \o 0 1 22 -1 1

Bemerkung. Es folgt insbesondere, dafl jede Matrix in GL,(K) ein Produkt von Ele-
mentarmatrizen, invertierbaren Diagonalmatrizen und Permutationsmatrizen ist. Wegen

((1)(1)> = E172(1)E271(—1)E172(1) dlag(—l,l)

konnen hierbei die Permutationsmatrizen hierbei auch weggelassen werden.
3.3.2 Losungsverfahren
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Sei eine Matrix A = (a;;);; € K™ " und ein Vektor b = (¥;); = ( : ) € K™ vorgegeben.
Gesucht ist die Menge Um

{re K" |A-x=10b}.
Wir spalten das Problem in zwei Teilprobleme. Hat man eine Partikulirlésung xy mit
Azy = b gefunden, so gilt fiir jedes x mit Ax = b fiir die Differenz A(x — xy) = 0.
Umgekehrt, ist Ax; = 0, so ist A(zo + x1) = b. Kurz,

{reK"|A-x=b} = xo+{m1 € K" | A 2, =0}.

Wir suchen also zuerst eine solche Partikulédrlosung xo € K™ mit A - zo = b und dann die
allgemeine Losung z; der zugehorigen homogenen Gleichung A - 1 = 0.
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3.3.2.1 Partikulirlésung

Mit Satz 8 diirfen wir A in Zeilenstufenform annehmen, mit ausgewéhlten Spalten
1 <k < -+ <k <n. In der Praxis heifit dies, man forme zunéichst A in Zeilenstu-
fenform um und fithre dabei sdmtliche Umformungen simultan fiir b durch. In anderen
Worten, man multipliziert beide Seiten der Gleichung von links mit der invertierbaren
Matrix GG, um zunéchst diese Form zu erreichen.

Fall I. Es gibt ein i € [l + 1, m] mit 9; # 0. Dann ist Az = b unlosbar, d.h.

{re K" | Az =b} = 0.

Fall II. Es ist fiir alle ¢ € [l + 1, m| der Eintrag 9J; = 0. Schreibe xy = (&;); und wéhle

gk‘t = 79t

fiir ¢t € [1,1], und die sonstigen Eintrdge von xo zu Null (positives Einfiillen). Wegen der
Gestalt von A ist dann Axy = b, d.h. x( ist eine Partikularlosung.

3.3.2.2 Allgemeine homogene Losung

Wir suchen nun die allgemeine Losung fiir die zugehorige homogene Gleichung Ax; = 0.
Mit Satz 8 diirfen wir A in Zeilenstufenform annehmen. In der Praxis hat man an dieser
Stelle die dazu notwendigen Umformungen bereits fiir die Partikuldrlosung durchgefiihrt.

Durchlaufe nun 1 < k] < k), < --- < k!/,_, < n die Indizes der nicht ausgewéhlten Spalten.

Wir wollen fiir jedes u € [1,n — (| eine Losung x1,, € K™ konstruieren, und setzen dazu
T1 = (§)s an. Wahle &, = 1, wihle &y = 0 fiir t € [1,n—I]\{u}, und wihle &, := —a;,
fir t € [1,1] (negatives Einfiillen). Wegen der Gestalt von A ist in der Tat Az, = 0. Ferner
ist das Tupel (z1,, | v € [1,n — {]) linear unabhéngig, wie man an den Eintrégen an den
Positionen ki, ..., k!, erkennt.

Sei f: K" — K™ : x+— Az. Aus dimIm f = [ folgt mit Satz 6, dafl dim Kern f =n —[.
Also ist (1., | w € [1,n —[]) eine Basis des Kerns. In anderen Worten, jede Losung x;
der Gleichung Az; = 0 148t sich (mit eindeutigen Koeffizienten) als Linearkombination in
(1, | w € [1,n —1]) schreiben.

3.3.2.3 Allgemeine Lésung
Ist z¢ eine Partikularlosung Az = b, so ist die allgemeine Losung von Ax = b gegeben

als Summe von xy und der allgemeinen Losung z; der zugehorigen homogenen Gleichung
Az = 0. Genauer, es ist wie eingangs erwahnt

{Q?EK”’AZ’Ib} = x0+{x1€Kn\Ax1:O} = $0+<$1;1,...,l‘1;n,l>.
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3.3.2.4 Beispiel

Seien K =R, m =4, n = 8 und

6

12) e R¥®.

OO
O s
WO

—37

1 9
Sei b = ((1)), sei ¢ = (%3) Gesucht seien {r € R® | Az = b} und {z € R® | Az = c}.
0

52

Wir notieren bei der Umformung die Matrix neben den mitzufiihrenden Vektoren, d.h.
wir formen

012 3 040 61 9
0-1-2-3 1 1 1 91| 12
(A|b|c): 0 1 2 3 0 4 1 14/ 0/ 20
0-1-2-3-1-9-3-37 0|—52
simultan um zu
01230406 19
00001507 1[10
0000001 8—111
00000000 1|0

Wir haben also die ausgewéhlten Spalten ky = 2, ks =5 und k3 = 7.
Und wir haben die nichtausgewahlten Spalten k] =1, k, =3, k{ =4, kjy = 6 und ki = 8.

Beziiglich b sind wir in Fall I, da eine Nullzeile auf einen nichtverschwindenden Eintrag
des Vektors trifft, und wir erhalten {z € R® | Az = b} = 0.

Berechnen wir nun {x € R® | Az = c}.

0
9
0
Wir erhalten durch positives Einfiillen die Partikulérlésung zo = | 1p
1
0
Fiir den Vektor x;.; setzen wir in Position k] = 1 eine 1, an die iibrigen nichtausgewé&hlten
0
0
Positionen eine 0 und erhalten durch negatives Einfiillen der 1ten Spalte x;.; = 9
0
0
Fiir den Vektor x;.o setzen wir in Position k) = 3 eine 1, an die iibrigen nichtausgew&hlten
Positionen eine 0 und erhalten durch negatives Einfiillen der 3ten Spalte x;.0 = 9
0
0

Fiir den Vektor x1,3 setzen wir in Position k4 = 4 eine 1, an die {ibrigen nichtausgewéhlten

0
-3

Positionen eine 0 und erhalten durch negatives Einfiillen der 4ten Spalte x5 =

[=lelelel ]
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Fiir den Vektor x;.4 setzen wir in Position kj = 6 eine 1, an die iibrigen nichtausgewéhlten
4
0

Positionen eine 0 und erhalten durch negatives Einfiillen der 6ten Spalte ;4 = _2

1
0
0

Fiir den Vektor x;.5 setzen wir in Position k; = 8 eine 1, an die iibrigen nichtausgewéhlten

Positionen eine 0 und erhalten durch negatives Einfiillen der 8ten Spalte x15 = | _7

Insgesamt wird

0 1 0 0 0 0
9 0 —2 -3 —4 -6
0 0 1 0 0 0
8 0 0 0 1 0 0
{zeR |Az=c} = [w | +(lo|-] of. | ofl .| 5| | =]
0 0 0 0 1 0
11 0 0 0 0 -8
0 0 0 0 0 1

3.3.3 Die inverse Matrix

Sein > 1, sei A € GL,(K) C K™ und sei nach der Matrix A~! € GL,,(K) gefragt, d.h.
nach der emdeutlgen Losung von BA = E mit B € K™*". Denn daraus folgt, dal auch
AB = FE.

Wir bringen A auf Zeilenstufenform GA vermittels G € GL,(K). Dies bedeutet wegen
A € GL,(K) aber gerade, dal GA = FE, da F die einzige invertierbare Matrix in K™*"
in Zeilenstufenform ist, da jede Matrix in Zeilenstufenform ungleich E linear abhéngige
Spalten hat. Also haben wir A™! = G.

In der Praxis formt man die um die Einheitsmatrix erginzte Matrix (A|E) so um, dafl im
linken Teil Zeilenstufenform entsteht, da dann G(A|E) = (GA|GE) = (E|G) = (E|A™).

Hat man dieses Verfahren versehentlich mit einer nichtinvertierbaren Matrix A begonnen,
so bemerkt man das daran, dafl ihre Zeilenstufenform nicht gleich £ wird.

101
Beispiel. Sei A = ((1)%%) Wir formen

(A|E) = (%3%
011

100
010
001

so von links um, dal A Zeilenstufenform erhélt. Z.B. kann man wie folgt vorgehen.
) (100

010|—

001

1/2 1/2-1
Wir erhalten also A~! = <—1?2 1?2 0)_

1/2-1/2 1

Wer hier keine Probe AA~! = E oder A~'A = E macht, dem ist leider nicht zu helfen.
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3.3.4 Der Rang einer Matrix

Rang. Seien m,n > 1, sei A = (a;;);; € K™, und sei f : K" — K™ : x+— Az, so
dal A = A(f)e, die Abbildung f beschreibt. Wir setzen

tkA = rkxg A := dimg Im f
(nach engl. rank = Rang). Wegen Im f = (a.1,. .., as,) ist
kA = dimIm f = dim(a.1,...,0n)

die maximale Lénge eines linear unabhéngigen Tupels von Spalten von A. Es ist f sur-
jektiv, falls tk A = m; es ist f injektiv, falls die Spalten von A linear unabhéngig sind,
d.h. falls tk A = n.

Lemma. Seien U N VLW LY lineare Abbildungen zwischen endlichdimensionalen
Vektorrdumen. Dann ist

dimImg > dimIm(hogo f).

Die Gleichheit gilt hier, falls f surjektiv ist und h injektiv ist.

Beweis. Zeigen wir die Ungleichung. Es ist Im(h o g o f) < Im(h o g), zu zeigen bleibt
also dimImg > dimIm(h o g). Ist (z1,...,x%) eine Basis von Img < W, so erzeugt
(h(z1),...,h(x;)) den Unterraum Im(h o g) < Y. Aus letzterem Tupel kénnen wir also
eine Basis von Im(h o g) von Lange < k = dim Im g auswéhlen.

Zeigen wir die Gleichheit, falls f surjektiv und h injektiv ist. In der Tat ist dann im
voranstehenden Argument Im(h o go f) = Im(h o g), und (h(z1),...,h(xy)) ist bereits
eine Basis von Im(hog) < Y. o

Lemma. Seien m, n, s, t > 1 gegeben. Ist A € K™ ", und sind B € K**™ und C €
K™t 50 ist
rtk A > rk(BAC),

mit Gleichheit, falls tk B = m und tkC = n. Insbesondere liegt Gleichheit vor, falls
B € GL,,(K) und C € GL,(K).

Beweis. Wir wenden das vorige Lemma an auf
h
Kt i» Kn 9, Km . K
r +— Cux r + DBx
r +— Ax

[m]

Lemma. Ist A € K"™*" und ist G € GL,,(K) mit GA in Zeilenstufenform mit ausgewdhl-
ten Spalten 1 < k1 < --- <k <n, soisttkA=1.

Beweis. Nach vorigem Lemma ist tk A = rk(GA). Das Tupel (@ug,, ..., 0. ) der aus-
gewéhlten Spalten von GA = (&;;);; ist ein linear unabhéngiges Tupel, welches wegen
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(G oys - -5 Qugey) = (@sns - - -, Gsp) eine Basis des letztgenannten Erzeugnisses darstellt. Al-
SO 1st

[ = dim(Guq,...,0.,) = rk(GA) = tkA.

o

Beispiel. Die Nullmatrix 0 € K™*" hat rk0 = 0. Eine Matrix A € K™*™ hat tk A =n
genau dann, wenn A € GL,(K).

Lemma. Ist A € K"™*", so ist tk A = rk A*. In anderen Worten, die mazximale Linge
eines linear unabhdngigen Spaltentupels von A ist gleich der maximalen Linge eines linear
unabhdngigen Zeilentupels von A.

Beweis. Sei G € GL,,,(K) so, dal GA Zeilenstufenform annimmt. Mit obigem Lemma ist
rk(GA) = rk A und auch rk(GA)" = rk A*G* = rk A*. Somit diirfen wir die Matrix A als
in Zeilenstufenform gegeben annehmen, mit ausgewéhlten Spalten 1 < k; < --- < k; < n.

Wir wissen bereits, dafl rk A = [. Nun sehen wir aber, dafl das Tupel der ersten [ Spalten
von A’ linear unabhiingig ist, und daf§ die weiteren Spalten alle verschwinden. Damit ist

auch rk A" = |. o

Seien A = (a;);; € K™ und b € K™ gegeben. Sei (A[b) = (a1, ..., Qun,b) € K™*HD
die um b ergénzte Matrix A.

Lemma. FEs gibt genau dann ein x € K™ mit Az = b, wenn rk A = rk(A|b).

Beweis. Es gibt genau dann ein x mit Az = b, wenn b € (a1, ..., @ y), d.h. genau dann,
Wenn (@1, ..., aen, b) = (Asq, ..., asp,). Da die Inklusion > stets gilt, ist dies wiederum
dquivalent zu

rk(A|b) = dim(asq,. .., Qupn,b) = dim(aeq,...,a.,) = tkA.

3.4 Determinanten

Was das Signum fiir Permutationen, ist die Determinante fiir Matrizen.

3.4.1 Begriff

Definition. Sei n > 1, sei R ein kommutativer Ring, und sei A = (a; ;) € R™*" eine n x n-
Matrix mit Eintrdgen in R. Die Determinante von A ist gegeben durch die Leibnizsche
Formel

det A := Z o H QAo (3),i €ER.

o€Sy 1€[1,n]

Beispiel. Ist n = 1, so ist det(ay1) = a11. Ist n = 2, so ist det (Z;j Z;:;) = (11022—01 202 .
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Bemerkung. Fir n > 1 und D = diag(ds,...,d,) ist det D = Hz’e[l,n] d;, da in der
Leibnizschen Formel nur der Summand zu ¢ = 1 zu beriicksichtigen ist. Insbesondere ist
det E,, = 1.

Bemerkung. Fir p € S, ist detmw(p) = ¢,, da in der Leibnizschen Formel nur der
Summand €, Hie[l n] Gp(i)i = Ep 211 beriicksichtigen ist.

Fir n > 3 ist es untersagt, die Leibnizsche Formel zur praktischen Berechnung direkt

anzuwenden — siehe vielmehr §3.4.4.

3.4.2 Charakterisierung

Sei K ein Korper, sei n > 1.

Satz 9 Sei K™ % K eine Abbildunyg.

Die Abbildung d erfillt (D2,3) genau dann, wenn d(A) = d(E,) - det A gilt fiir alle
Ae K™,

Die Abbildung d erfillt (D 1,2,3) genau dann, wenn d(A) = det A gilt fir alle A € K™",
d.h. wenn d = det.

(D1) Esist d(E,) =1 (Normiertheit).
(D2) Firalle A= (a;;);; € K™ und fiir alle Spaltenpositionen j € [1,n] ist

K — K
Tr = (&)Z B d(a*J, vy By 1, 6*7 Qs j41y - - - ,a*vn)

eine lineare Abbildung (Multilinearitdt).

(D 3) Hat eine Matriz A € K™*" zwei tbereinstimmende Spalten an verschiedenen Spal-
tenpositionen, so ist d(A) = 0 (Alternativitdt).

Beweis. Wir haben zum einen zu zeigen, dafl die Determinante det die Eigenschaften
(D 1,2,3) hat, und zum anderen, daf fiir zwei Abbildungen d und d’, die (D 2, 3) erfiillen,
stets d(A)d'(E,) = d'(A)d(E,) gilt. Denn dann folgt aus (D2,3) fir d, dal d(A) =
det(E,)d(A) = d(E,)det(A); und umgekehrt, ist d(A) = d(E,)det(A) stets, so folgen
dann (D2, 3) fiir d aus (D 2, 3) fiir det.

Wir behaupten zunéchst, dafl det den Forderungen (D 1,2, 3) geniigt.
Zu (D 1). Wir haben oben bereits angemerkt, daf§ det £, = 1.
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Zu (D2). Seien A € K™ x = (&)i,y = (m;); € K™ und \, p € K gegeben. Es wird

det(au s .oy Qu o1, As + W0y Qo i1y - - Ga)
ZUGSn <(>‘§U(J + 1o (5)) Hie[l n)~{j} o (i), z)

A ZO’ES €o <£U (4) Hze[l n]~{j} Ao (i), ) +p ZO‘ES €o (no( j) Hie[l,n]\{j} ag(i)ﬂ)
= Adet(@u1, ..oy Qa1 &y a1y - ooy Qun) + ACE(@uty ooy Qo o1y Ty G i1y - vy i) -

Zu (D3). Sei A € K™*™ so gegeben, daf [,I’ € [1,n] mit | # ' und a,; = a. existieren.
Mit 7:= (I,I') € S,, wird

det A = > s € (ILicpn aa(z’Lz‘)

= ZUESn €o Hie[l,n] ai,v*(l‘))

= (Xoesn comtt TLiepm @io—1)) ) = (Xvesn, comt1 (Hicpng azp(rorl)(z')))
ZUESn,agz—i-l Hie[l,n} Aio=1(3) | | — desn,ggzﬂ Hie[l,n] ai,U*(l‘)))
0.

Fiir die zweite Gleichheit wurde hierbei verwandt, dafl ganz allgemein Hze[ln d; =
[Ticpndor) fiir di € K und o € S, gilt. Fiir die dritte Gleichheit wurde verwandt,
dal wenn o d1e Permutationen mit Signum +1 durchlduft, o o 7 die Permutationen mit
Signum —1 durchlduft. Die vierte Gleichheit folgt schliellich aus a;; = a;(;), was nach
Voraussetzung fiir alle i, j € [1,n]| gegeben ist.

d
Seien nun Abbildungen K™*" —; K gegeben, die beide (D 2, 3) erfiillen. Kénnen wir zei-
d/

gen, dafl d(A)d'(E,) = d'(A)d(E,) fir alle A € K™ gilt, die als Spalten Standard-
basisvektoren enthélt, so folgt, dal diese Gleichung fiir alle A € K™*" zutrifft, da fiir
A= (ai,j)m mit (D 2)

dA)d(E,) = d(ay,...,au)d(By) = Y o Y a0t nedlen, ... e,)d(Ey)

i1€[1,n] in€[1,n]
und genauso fiir d'(A)d(E,).

Treten in einer solchen Matrix A gleiche Standardbasisvektoren an verschiedenen Stellen
auf, so folgt aus (D 3), da d(A)d'(E,) = 0= d'(A)d(E,).

Bleibt der Fall einer Permutationsmatrix A = m(¢) mit einem o € S,, zu betrachten.
Schreiben wir o in Zykeldarstellung, und zerlegen die einzelnen Zykel gemé8 (dy, ..., d;) =
(dy,dg)o---o(d;_1,d;) in ein Produkt von Transpositionen, so sehen wir, dafl wir insgesamt
o als Produkt von Transpositionen 7; schreiben kénnen, o = 7 o - - - o 7. Damit wird aus
A nach k Vertauschungen je zweier Spalten die Einheitsmatrix F,,.

Mit (D 2) und (D 3) bewirkt jede solche Vertauschung eine Negation des Wertes von d. In
der Tat ist

(D3)

0 d(...,a*’j—|—a*,j/,...,a*’j+a*7j/,...)

(D2,3)
== d(...,a*J,...,a*,j/,...)+d(...,a*yj/,...,aw,...) .
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Genauso fiir d’. Wir erhalten d(A)d'(E,) = (=1)kd(E,)d' (E,) = d'(A)d(E,). 5

3.4.3 Eigenschaften

Lemma. Fir A, B € K"*" ist det(AB) = (det A)(det B). Fiir S € GL,(K) ist insbeson-
dere det(S™1AS) = det A.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung K™*™ L K, B+ d(B) := det(AB). Diese erfiillt
(D2,3), da die Linksmultiplikation mit A Linearkombinationen von Spalten auf entspre-
chende Linearkombinationen von mit A multiplizierten Spalten schickt, da gleiche Spal-
ten in gleiche Spalten iiberfiihrt werden, und da schliefllich die Determinantenabbildung

(D2,3) erfiillt. Es wird det(AB) £ * d(B) > d(E,)(det B) "L ¢ (det A)(det B).

Damit wird nun det(S*AS) = (det S71)(det A)(det S) = (det S~1)(det S)(det A) =
det(S71S)(det A) = det A. o

Lemma. Fine Matriz A € K™ ist regquldr genau dann, wenn det A # 0. Insbesondere
det

ist GL,,(K) — GL;(K) = K ~ {0} ein Gruppenmorphismus.
Beweis. Ist A regulir, so ist wegen 1 = det £, = (det A)(det A™!) auch det A # 0.

Sei nun A singulér. Sei Zie[l’n] Nt ; = 0 mit \; € K, und sei A\; # 0. Mit p; == —\;/ ],
148t sich a,; =

(i} Milsi schreiben, und es wird

1€[1,n]
det A = det(ai, .., G i1, Qujy Qujb1, -5 Aup)
(D2)
— Zie[l,n]\{j} i det(a“, vy Qe =1y Qe y Qe 415 - - ,a*,n)
(D3)
=" 0.
. . . de . . . .
Damit ist die Abbildung GL,,(K) LK {0} wohldefiniert. Nach vorigem Lemma ist sie
ein Gruppenmorphismus. 0

Lemma. Fiir A € K™ ist det A = det A.

Beweis. Wir schreiben A = (a;;); j, mithin A* = (a;;);,, und berechnen

det At = ZaESn Eo Hie[l,n} ai,g(i)>
= ZUESTL o Hie[l,n] aU*l@)J)
= ZpGSn Ep1 (Hie[l,n} ap(i)vi)

ZpESn €p (Hie[l,n] aﬂ(l’)ﬂ')
= detA.

[m]

Lemma. Sei A = (a;;);; € K™ gegeben mit einem Index k € [1,n] so, daf$ a;; =0 fiir
alle (i,7) € [k + 1,n] x [1,k]. Dann ist

det A = det(a;;)iciin), jein] = (det<ai,j>i€[1,k],je[l,k}) (det(ai,j)ie[k—l-l,n},je[k+1,n]) .



60

In anderen Worten, die Determinante einer oberen Blockdreiecksmatriz ist gleich dem
Produkt der Determinanten der Blicke auf der Diagonalen. Genauso auch fiir untere
Blockdreiecksmatrizen.

Beweis. Fiir o € §,, verschwindet der Summand Hie[lm] ao(s),i aus der Leibnizschen Formel,
falls es ein i € [1, k] gibt mit (i) € [k + 1,n]. In Zykelschreibweise gibt es daher keinen
Zykel von o, der sowohl ein Element von [1, k| als auch von [k + 1,n] enthélt. Damit
konnen wir in eindeutiger Weise 0 = p o 7 schreiben, wobei p die Teilmenge [k + 1,n]
festldaBt, und wobei 7 die Teilmenge [1, k| festlafit. Bezeichnen wir in S,, die Untergruppe
der Permutationen, die [k + 1,n] festlassen, mit Sp ) (= Sk), und die Untergruppe der
Permutationen, die [1, k| festlassen, mit Sp1,,), s0 wird

detA = degn €o <Hz’€[1,n] aU(i)v")
— ZpES[Lk]y TES Gt m] Epor (Hie[l,k] ap(i),i) (Hie[k+1,n] a’r@),i)
<Zpes[1’k] £) (Hie[l,k] ap(i)ﬂ-)) <2763[k+1‘n] Er (Hie[k—‘rl,n] aT(i),i>>

= (det(ai;)ien n, jerr) (det(ai;)icprin], jekrim]) -

Da det A = det A", gilt die entsprechende Aussage auch fiir untere Blockdreiecksmatrizena

3.4.4 Berechnung
3.4.4.1 Gauflscher Algorithmus

Sei A € K™ gegeben. Sei GA in Zeilenstufenform. Dann ist det(GA) = det E,, = 1, falls
A reguliir ist, und det(GA) = 0 sonst. Im ersten Fall haben wir somit det A = (det G)~!
zu berechnen.

Schreiben wir nun die Matrix G als Produkt G = T}, ---T5 - T} von zu einzelnen Umfor-
mungsschritten gehérenden Matrizen T; € GL,(K), so wird det A = J[;c; 4 (det )L
Eine solche Matrix T; ist nun eine Elementarmatrix, eine Permutationsmatrix oder eine
invertierbare Diagonalmatrix. Stellen wir zusammen:

(E) Fir k,l € [1,n], k # [l und n € K ist det Ey,(n) = 1.
s ist det diag(dy,...,d,) =[], ; Tir beliebige Diagonaleintrage d; € K.
D) E det diag(d d Ze[l’n}d fiir beliebige D lei d, e K

(P) Fir o € S, ist det (o) = &,.

Diese Regeln wurden entweder schon eingesehen, oder folgen aus dem Lemma iiber Block-
dreiecksmatrizen. Eine vollstandige Zeilenstufenform mufl unter Zuhilfenahme des Lem-
mas iiber Blockdreiecksmatrizen in der Regel nicht erreicht werden, um die Determinante
angeben zu kénnen.



61

Beispiel. Wir erhalten iiber K = R

242 12 1
det <530> = 2det <0—7—5> = 2det<
231 0-1-1

OO
O—=N
D = =
N—
I
W~

Oder aber, iiber K = F,

110 110 110
det <101> = det (011) = det (011) =0
011 011 000

3.4.4.2 Laplacescher Entwicklungssatz

Sein > 2.
Definition. Sei A = (a;;);; € K™*". Fiir k,[ € [1,n] schreiben wir

At = (aig)iefn~gk) seltoyy € KOO

fiir die Matrix, die aus A durch Streichen der kten Zeile und der [ten Spalte hervorgeht.
Vorsicht, Ay, € K(=1)x(n=1) ynd ax,; € K nicht verwechseln.

Satz 10 Sei A = (a;;);; € K™*".

,L'7j

(i) Seil € [1,n]. Eine Entwicklung von det A nach der lten Spalte gibt

det A = Z (—1)k+lak7l det AkJ.

ke[l,n]
(ii) Sei k € [1,n]. Eine Entwicklung von det A nach der kten Zeile gibt

det A = Z (—l)kHak,l detAk?l .

l€[1,n]
Beweis. Zu (i). Es wird
ai,1 "t G11-1G1,0 G141 """ Gln
det
Ap,1 ° " " Ap -1 0nlanl4+1 """ An,n
a1l arg—1 0 aygq1 a1

(D2) : : : : :
= Zke[lm] oy det | ar1 " akgi—1 1 akgv1 " apn

Ap,1 """ An Q-1 0 An 41 """ Gn.n
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0 a1 " ay—1a1541°°° ain
(D3) - Lo : : :
= Zke[l,n] ak,l(—l) det | 1 ara k-1 Ok,1+1 akn
0 Gn,1 """ Qn—10ni+1 """ Gnn
1 agyr - arg—1 Grgy1 °°° Arn
0 a1 -+ a-1 aigp1 0t aim
(D3) - - : : : : :
= Zke[l n] ak,l(—l)l 1(—1)k Tdet | 0 ar—ia* " ap—10-1Gk—1041° " Gr1n
’ 0 Gr+1,1° " Qk41,0—1 Gk4+1,1+1 ° " ° Qk+1,n
0 an1 "*° Gni-1 Gpit1 " Gnn

Blockdreiecksmatrix k41
= D ket (1) ag det Ay

Zu (ii). Dies folgt aus (i) mit der Invarianz der Determinante unter Transposition und mit

(Ara)' = (A1 .

In der Praxis verwendet man in der Regel eine Kombination von Gaufischem Algorithmus,
Laplacescher Entwicklung und dem Lemma iiber die Determinante von Blockdreiecksmatri-
zen, um eine Determinante auszurechnen. Ausnahme: det (Z Z) = ad — bc wird besser ohne

weitere Umformung berechnet.

Beispiel. Sei K = R. Es ist

242

det (530) = (=5)-det (%) +3-det (33) = =5+ (-2)+3-(~2) = 4.

231

3.4.5 Die Cramersche Regel

Eine Matrix A € K"™*" ist invertierbar genau dann, wenn ihre Determinante nicht ver-
schwindet, wenn man also (det A)~! bilden kann. Wir wollen nun fiir A € GL,(K) eine
Formel fiir A~! angeben, in welcher der Faktor (det A)~! in der Tat auftritt. Zur prakti-
schen Berechnung von A~! fiir n > 3 sei aber weiterhin auf den GauBschen Algorithmus

verwiesen.

Satz 11 Sei A = (a;;);; € K™*". Es ist

Falls det A # 0, so wird insbesondere A~' = (det A)~* ((—1)"" det A;;)

i:j ’

Beweis. Wir haben den Eintrag des Produktes B = (b; )i := ((—1)"" det Aji);; - Aan
der Position (i, k) zu berechnen.
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Ist ¢ = k, so erhalten wir mit Entwicklung von det A nach der iten Spalte geméfl Satz 10

bi,i = Z <—1)i+j detAj,i “Qii = det A .

JE[L,n]

Ist i # k, 5086l A" = (Qui1y -y Quim1y Qukey Quit1s - - - Q). Mit Satz 10 wird mit Entwick-
lung von det A’ nach der iten Spalte

bik = D jepa (=1 det Ay - ajp
= Yjepm(—1)Tdet A% -y,
= det A’
= 0.

Beispiel. Seien a,b,c,d € K, und sei A = (23) Wir erhalten
() = (230)-(28)
Ist nun det A = ad — be # 0, so folgt A™' = —L— (_¢70).
Beispiel. Sei A = (a;):;; € GL3(K). Der Eintrag von A~! an Position (1,2) ergibt sich
zu —(det A)' det Ay = —(det A)~' det (522 612).

as3,2 a3,3




Kapitel 4
Normalformen

Durch geeignete Basiswahl kann man der beschreibenden Matrix eines Endomorphismus

K" LK ™ eine handliche Gestalt geben, die nicht allzuweit von einer Diagonalmatrix
entfernt ist. In der Praxis heifft dies, man kann fiir jedes A € K™*" eine Matrix S €
GL,(K) so finden, dal S~1AS diese Gestalt, Jordanform genannt, annimmt. Im Spezialfall
einer hermiteschen Matrix A € C"*"™, d.h. einer Matrix, deren Eintrige an den an der
Hauptdiagonalen gespiegelten Positionen bis auf Konjugation iibereinstimmen, kann man
sogar eine Diagonalmatrix erreichen, und zusétzlich fiir S eine unitéire Matrix verwenden,

d.h. eine Matrix mit einer Orthonormalbasis in den Spalten.

Definition. Ein Korper K heiit algebraisch abgeschlossen, falls jedes Polynom
f(X) € K[X] \ K eine Nullstelle z € K besitzt, fiir welche also f(z) = 0 ist.

Ist K algebraisch abgeschlossen, so zerfillt jedes Polynom in K [X|\ K in ein Produkt von
Polynomen von Grad 1. Dies erkennt man durch sukzessives Abspalten von zu Nullstellen
gehorenden Faktoren von Grad 1.

Satz (ohne Beweis). Der Korper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen.

Zum Beweis verweisen wir auf [3, Kap. 4] oder auf §4.5.2.1. In unseren Beispielen werden
wir uns auf Polynome in C[X] beschrénken, die auch ohne Kenntnis dieses Satzes in
Faktoren von Grad 1 zerlegt werden koénnen.

Bemerkung. Ein endlicher Korper K ist nicht algebraisch abgeschlossen, da mit q := #K
das Polynom X?— X + 1 von Grad ¢ > 1 bei allen z € K konstant den Wert 1 annimmt.

Satz (ohne Beweis). Jeder Korper K ist in einem algebraisch abgeschlossenen Kérper
(als Teilkorper) enthalten.

Zum Beweis verweisen wir auf [9, §6, Satz 2].

Bemerkung. Ist K ein Korper, so 148t sich der Polynomring K[X] in einen grofleren
Korper als Teilring einbetten (ndmlich in den Korper der rationalen Funktionen, beste-
hend aus Briichen von Polynomen). Daher sind die in §3.4 hergeleiteten Rechenregeln fiir
Determinanten auch fiir Determinanten mit Eintrégen in K[X] entsprechend giiltig.

64
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’In diesem Kapitel sei nun K ein algebraisch abgeschlossener Korper.

4.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition. Sein > 1, sei A € K™™. Sei A € K. Gibt es einen Vektor z € K™ ~\ {0}, fiir
den
Az = Iz

gilt, so heifit A ein Eigenwert von A. Der Vektor x heifit dann Eigenvektor von A (zum
Eigenwert \).

Firlim>1und Be K Ixm gchreiben wir auch

ImB := Im(z+—>Bz) = {Bzx|xe K"} < K!
KernB := Kem(z+—Bz) = {re€e K" |Bx=0} < K™.

Eigenraum. Wir setzen
Es(\) == Kern(AE—A) = {re K" | Az =Xz} < K

genannt der Eigenraum von A zum Eigenwert \. In anderen Worten, £4(\) ist die Menge
der Eigenvektoren von A zum Eigenwert A, ergénzt um den Nullvektor.

Charakteristisches Polynom. Sei A € K™*". Das Polynom
xa(X) = det(X - E, — A) € K[X]

heifit charakteristisches Polynom von A. Es ist, wie man der Leibnizschen Formel ent-
nimmt, normiert von Grad deg(xa) = n.

Bemerkung. Wegen xg-1,45(X) = det(XE — S™1AS) = det(S™!) det(X E — A) det(S) =
det(XE—A) = xa(X) fir S € GL,(K) ist das charakteristische Polynom invariant unter
Konjugation A— S™LAS.

Lemma. FEs ist A € K ein Eigenwert von A genau dann, wenn x4(\) = 0.

Beweis. Es ist xa(\) = det(AE,, — A) genau dann gleich 0, wenn rk(AE,, — A) < n ist, also
genau dann, wenn Kern(AE — A) # 0. Dies wiederum ist dquivalent zur Existenz eines
Eigenvektors zum Eigenwert A. 0

Definition. Die Spur von A = (a;;);,; ist definiert als tr A:= 37,  a;; (engl. trace).

Lemma. Schreiben wir x4(X) =: X" + hy 1 X"V + oo + hoX® mit h; € K, so ist
ho = (—=1)"det A und h,—; = —tr A. Schreiben wir xa(X) =t [Ticp (X — X), so ist
det A =T, Aiundtr A=Y
Beweis. Substituiert man X durch 0 in der Definition des charakteristischen Polynoms, so

folgen die Aussagen iiber die Determinante. Fiir die Aussage fiir die Spur betrachtet man
die Leibnizsche Formel fiir det(X E — A). Der einzige Summand darin, der einen Beitrag

i€[1,n] 1€(1, n]
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zum Koeffizienten von X"~ liefert, ist (X —ay1) - -+ (X —an.,), und dieser Beitrag betrigt
gerade —tr A. Aus xa(X) = [[;c(y (X —Ai) lesen wir auf der anderen Seite ab, daf} dieser
Koeffizient auch gleich — ) A; ist. o

i€[1,n]
Geometrische und algebraische Vielfachheit. Sei A € K ein Eigenwert der Matrix
A. Die Dimension des Eigenraums F4(\) heifit die geometrische Vielfachheit von . Die
Anzahl der Faktoren gleich X — A in einer Zerlegung von y4(X) in ein Produkt von
Faktoren der Form X — u, u € K, heifit algebraische Vielfachheit von A.

Bemerkung. Mit dem charakteristischen Polynom ist auch die algebraische Vielfachheit
eines Eigenwertes invariant unter Konjugation. Dies trifft nun wegen

S Eg-145(\) = {Sz|xe K" (\E—-S1AS)z =0}
{Sz |z e K", ST{(AE — A)Sz =0}
= {ye K"[(AE - A)y =0}
= Ea(N)

fir S € GL,(K) auch fiir die geometrische Vielfachheit zu.

Bemerkung. Seien Aq, ..., \; die Eigenwerte von A mit jeweiligen algebraischen Viel-
fachheiten my, ..., my. Dann ist Zie[l’k] m; = n.

Beispiel. Sei K = C, sei A = (é §f§) Es ist xa(X) = det (Xg_l %i) — (X —1)(X%+1).
Damit hat A die Eigenwerte 1, ¢ und —i. Ein Eigenvektor zu 1 berechnet sich aus dem

1

Gleichungssystem (1- E — A)x = 0 zu <8). Ein Eigenvektor zu i berechnet sich aus dem
0

Gleichungssystem (i - B — A)z = 0 zu (3) Ein Eigenvektor zu —¢ berechnet sich aus

0
dem Gleichungssystem ((—i) - E — A)x = 0 zu (1) Alle Eigenwerte haben geometrische
und algebraische Vielfachheit 1.

Beispiel. Sei K = C, sei A =

/N
cow

10 . :
(1)%) Es ist xa(X) = (X — 1)3. Der Eigenraum zum

Eigenwert 1 berechnet sich zu F4(1) = ((é)) Damit hat der Eigenwert 1 die geometrische
Vielfachheit 1 und die algebraische Vielfachheit 3.

4.2 Vereinfachte Berechnung des charakteristischen
Polynoms

Bei der direkten Berechnung des charakteristischen Polynoms x 4 (X) einer Matrix A € K™*™
als Determinante von X - F,, — A stofit man auf das Problem, dafl sowohl bei Gaufiverein-
fachungsschritten als auch bei Laplaceentwicklung Polynome von Grad > 2 als Eintriige
auftreten konnen. Wir wollen auf simple Weise eine Basis von K™ so finden, dafl bei Ba-
siswechsel dieses Problem verschwindet. Die bei Basiswechsel resultierende Matrix kann als

Vorstufe einer Normalform von A betrachtet werden. Der weiter unten angefithrten Berech-
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nung der Jordanform kann diese Vorstufe als Vorvereinfachung vorangestellt werden, muf}

aber nicht.

4.2.1 Der Algorithmus

Lemma. Sei k > 1. Seien gegeben \; € K firi € [0,k — 1]. Sei

0 —Xo
1 0 —A1
B = 1 ,
0
1 =1

wobei nicht erwihnte Eintrige gleich 0 seien. Es ist xp(X) = XF4+X e 1 X714+ X0 X0,

Beweis. Wir fithren eine Induktion nach k, erhalten fiir £k = 1 das verlangte Ergebnis, und
fiir £ > 2 mit einer Entwicklung nach der ersten Spalte

X Ao
-1 X A1
xs(X) = det -1
X Ak—2
-1 X+>\k;—1
X A1l 0 Ao
-1 X A2 -1 X A2
= Xdet -1 . : + det ~1
X Ak—2 X Ak—2
1 XA 1 X4

= XF N X X N

Algorithmus. Sein > 1. Sei A € K"*". Sei W, := {0} C K™
Schritt 1. Wahle by € K™ ~ W,. Bestimme k; > 1 maximal so, daf

(A%, A'by, ..., AF M)

linear unabhéngig ist. Sei W; der von diesem Tupel erzeugte Unterraum in K™. Merke die
Koeffizienten A;; in
ARby+ > M A € W

1€[0,k1—1]
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Ist k1 = n, so brich das Verfahren ab.
Schritt 2. Wahle by € K™ ~ W;. Bestimme ko > 1 maximal so, dafl
(A%, ..., AR =1by, A%, ... AF2TlDy)

linear unabhéngig ist. Sei W5 der von diesem Tupel erzeugte Unterraum in K. Merke die
Koeffizienten Ay ; in
ARby+ N Mg Aby € W
i€[0, ka—1]
Ist k1 + ko9 = n, so brich das Verfahren ab.

Schritt 3. Wahle b3 € K™ ~ W,. Bestimme k3 > 1 maximal so, dafl
(A%, ..., AR =lby A%, o AR, Al L. ARsThE)

linear unabhéngig ist. Sei W3 der von diesem Tupel erzeugte Unterraum in K. Merke die
Koeffizienten A3, in
Afby+ > N Alby € W
i€[0, ks—1]
Ist k1 4+ ko + k3 = n, so brich das Verfahren ab.

Und so fort, bis in Schritt ¢ schlieBlich 3, , ki = n erreicht ist.
Sei nun 7' € GL,(K) die Matrix, deren Spaltentupel durch
(A%, ..., A tey, A%y, o ARy, L ADy, LLL, AR

gegeben ist. Dann ist

0 —A1,1 * *
1 0 —A1,2 * *
. .
0
T =X k-1 * *
0 —>\2,1 *
1 0 —A2,2 *
. .
T'AT = SR :
1 =X k-1 *
0 —At,1
1 0 —At,2
. .
0
T =X k-1

Y
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wobei alle nicht erwdhnten Eintrdge verschwinden, und alle mit * markierten Eintrége
nicht spezifiziert sind. Dies erkennt man durch Vergleich von AT mit T'A. Da das charak-
teristische Polynom unter Konjugation invariant ist, ist y 4(X) = x 1(X) = det(X-E,—A).
Diese Determinante einer oberen Blockdreiecksmatrix kann diagonalblockweise ausgerech-
net werden. Mit vorstehendem Lemma erhalten wir

XalX) = xiX) = [ [xM+ D X

JE[L,K] i€0, k;—1]
Bemerkung. Fiir die Bestimmung der k; bringe man die aus dem bislang erhaltenen

Tupel gebildete Matrix in Spaltenstufenform (d.h. die transponierte Matrix in Zeilenstu-
fenform).

4.2.2 Ein Beispiel

Sei K = C. Sei
32 1 0-2-2
23 0-1-1-2
11 2 0-1-1 66
A=111-11-1 0] € C7.
21 0-1 1-2
111 0-1 0
1
0
Schritt 1. Sei by == | §
0
0
3
2
Es wird Ab; = | 1 |. Die Matrix (A%, A'b;) bringen wir in die Spaltenstufenform
2
1
13 10
02 0 1
01 0 1/2
01 0 1/2
02| ~ o1 ,
ol 0 1/2
10 1-3/2
01 0 1/2

wobei wir noch unterhalb des Querstrichs die Information mitfithren, wie die Spalten
entstanden sind. So z.B. ist die zweite Spalte gleich —3/2 - A%; +1/2- A'b;.

8
7
Es wird A%b; = A(Aby) = | 5 |. Unter Verwendung der vorhergehenden Spaltenstufen-
7
4
form bringen wir nun auch die Matrix (A%;, A'b;, A?b,) in die Spaltenstufenform
1 038 100
0 17 010
0 1/2 4 00 1
0 1/2 3 0 1-1
0 17| ~ |01 0
0 1/2 4 00 1
1-3/2 0 1475
0 172 9 8 4
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20
19

Es wird A%, = A(A%,) = | 7 |. Unter Verwendung der vorhergehenden Spaltenstufen-

19
12

form bringen wir nun auch die Matrix (A%, A'b;, A%b;, A%b;) in die Spaltenstufenform

1 0 0 20 1 0 0 O
0 1 0 19 0 1 0 O
0 0 1 12 0 0 1 0
0o 1-1 7 0 1-1 0
0 1 0 19 01 0 O
0 0 1 12 ~ 0 01 0
1-4 5 0 1-4 5-4
0 4-7 O 0 4-7 8
0-1 2 0 0-1 2-5
00 0 1 0 0 0 1

Wir entnehmen der letzten Spalte der mitgefithrten Matrix, dafl

A3b; — 5A%h, + 8A', — 4A%, = 0.

Schritt 2. Sei by 1= . Unter Verwendung der vorletzten Spaltenstufenform in Schritt

OOoOOoOOoO+—O

1 bringen wir nun auch die Matrix (A%, A'b;, A%b;, A%y) in die Spaltenstufenform

*

OoONIU—HORFOO

*

OB ROR—FORO

*

HOOO|IOOoOOoOOoO+O
[elelel g (elolelolal
HEWH[(EROROO

RHOOOIOOoOOoOOoO+—O
I
HERRORFOOO

[eleleltl (elelelele) ol

Wiirde uns nur das charakteristische Polynom, und nicht auch die Matrix T—'AT inter-
essieren, so wiren die mit * markierten Zeilen iiberfliissig und miifiten nicht mitgefiihrt
werden.

Es wird Aby = . Unter Verwendung der vorhergehenden Spaltenstufenform bringen

=== =W N

wir nun auch die Matrix (A%, A'by, A%by, A%,, A'by) in die Spaltenstufenform

*

O WHR[IFRFROROO

*

OFRFRRIOR~,ROOO

HFNFRWWOoOO~ROOO

*

[elelelel J (elelelele) ol
[l Helele] [elelele) o)
HOOOO|HRFFFEWN
*
OO+ IOOOOOH—
(=l Jelele] [elelele)je)]
EFNRRARNFOOROO
HRORR|OROOOO

Es wird A%hy = A(Aby) =

. Unter Verwendung der vorhergehenden Spaltenstufen-

QMU 1O ©

form bringen wir nun auch die Matrix (A%, Alb;, A%b;, A%, A'b,y) in die Spaltenstu-
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fenform
1000 009 100000
010009 01 000 O
001005 00 1 00 0
00 0 1 04 0001 0 0
000015 000 0 1 0
00 1 0035 00 1 00 0
10 2-3-10 |+ 10 2-3-1-2|=
0 0-4 3 10 |= 0 0-4 3 1 3 |=x
00 1-1 00 |= 00 1-1 0-1 |=
0 1-2-2 1 0 0 1-2-2 1 4
00 1 1-10 00 1 1-1-4
0000 01 00000 1

Wir entnehmen der letzten Spalte der mitgefithrten Matrix, daf
A%y — 4A Y, + 4A%, — A%by + 34, —24%; = 0,
und also insbesondere, daf

A%by — 4A Dy + 4A%, € Wy .

Schritt 3. Sei by :=

OOoOO—OO

Zufalligerweise konnten wir als Anfangsvektoren die ersten drei Standardbasisvektoren wéh-
len. Man kann immer Standardbasisvektoren wéhlen, mufl aber gegebenenfalls welche aus-
lassen, falls sie im bereits erreichten Erzeugnis liegen. Lige z.B. bs im bereits erreichten
Erzeugnis W5, so hétten wir b3 nicht nehmen kénnen, und hétten dann untersucht, ob by
nicht in Wy liegt. Usf.

Unter Verwendung der vorletzten Spaltenstufenform in Schritt 1 bringen wir nun auch
die Matrix (A%, A'by, A%by, A%Dy, A'by, A%D3) in die Spaltenstufenform

1000 00 100 0 0 0
010000 010000
001001 001000
000100 000100
000010 00001 0
001000 00000 1
10 2-3-10 |+ 10 0-3-1 2 |=
0 0-4 3 10 |= 000 3 1-4|=
00 1-1 00 |= 000-1 0 1 |=«
01-2-2 1 0 |« 01 0-2 1-2 )=
00 1 1-10]x 000 1-1 1]s=
000001 001 0 0-1

Wiirde uns nur das charakteristische Polynom, und nicht auch die Matrix T—'AT inter-
essieren, so wéren die mit * markierten Zeilen iiberfliissig und miifiten nicht mitgefiihrt
werden.

1
0
Es wird Abs = | _7 |. Unter Verwendung der vorhergehenden Spaltenstufenform bringen
0
1

wir nun auch die Matrix (A%, Aby, A%b;, A%y, Alby, A3, Alb3) in die Spaltenstufen-
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form
1000 0 0 1 100000 O
010000 0 010000 0
00100 0 2 001000 0
000 1 0 0-1 000 1 00 0
0000 10 0 000010 0
00000 1 1 0000010
100-3-12 0] %~ |1T00-3-1 2-6|=«
000 3 1-4 0 |x 000 3 1-4 7 |x
000-1 01 0|=x 00 0-1 0 1-2 |«
010-2 1-2 0 |x 010-2 1-2 0 [|=%
000 1-1 1 0]« 000 1-1 1 0]«
001 0 0-1 0 001 0 0-1-1
000000 1 000000 1

Wir entnehmen der letzten Spalte der mitgefithrten Matrix, daf3
A'by — A%z + 0A by + 0A%y — 2A%b, +TA'D, —6A%, = 0,

und also insbesondere, dafl
Alby — A%5 € W, .

Das charakteristische Polynom ergibt sich also zu
xa(X) = (XP =5X2 +8X! —4X)(X? —4X' +4X) (X' - X") = (X —2)4(X —1)?,

wobei der Faktor dritten Grades nur durch Erraten einer Nullstelle zerlegt wurde — Teiler
des konstanten Terms sind gute Kandidaten.

Ist nun
1 20
0 30
T = (A%, A'by, A%by, A%,, A'by, A%s) = | 013010 | € GLg(C),
0 10
0 10

so erkennen wir auch ohne langwierige Berechnung von 77!, dafl

00 40 2 6

; Telng
— -1 _ 1

A=T"AT = 00 00-4 0

00 01 4 0

00 00 01

Bemerkung. Fiir die Bestimmung der Jordanform von A im folgenden Kapitel kann
anstelle von A auch die hier gefundene Matrix A = T7'AT verwandt werden. Beides
fithrt zur Jordanform von A. Dies kann insbesondere dann von Nutzen sein, wenn die hier
angefithrte Methode zur Berechnung von y 4(X) ohnehin durchgefiihrt wurde.

4.3 Die Jordanform

. . f . Do .
Ein Endomorphismus V' — V eines endlichdimensionalen Vektorraums V iiber K kann auf
verschiedene Weisen durch Matrizen beschrieben werden — fiir jede Basis y von V' erhalten

wir eine Matrix A = A(f),,,- Ein Basiswechsel von y nach z gibt uns alternativ eine Matrix

S~1AS zur Beschreibung, wobei S = A(lv)g,é. Wir fragen, ob fiir V—f> V' eine Basis z
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existiert, zu welcher sich die beschreibende Matrix A(f), . in besonders einfacher Gestalt
ergibt. Optimal wére eine Diagonalmatrix, nur ist dies im allgemeinen nicht moglich. So etwa
ist dies fiir x — (8 (1)) 2z unmoglich. (Allgemeiner ist fiir f # 0 mit f™ = 0 fiir ein m > 2
eine diagonale Beschreibung unmoéglich, da die beschreibende Matrix diese Eigenschaft dann
ebenfalls haben miiite, und eine Diagonalmatrix diese Eigenschaft nicht haben kann.) Wir
werden eine um eine Nebendiagonale ergénzte Diagonalmatrix konstruieren, die sogenannte

Jordanform.

4.3.1 Zerlegung in Hauptriume

Gegeben sei A € K™". Fiir ein Polynom f(X) = >, ja; X’ € K[X] schreiben wir
f(A) =370 aiA" € K" Hierbei schreiben wir gelegentlich auch einfach i anstelle von
pA® = puF fir p e K.

Lemma von Schur (einfache Version). Sei xa(X) = [[;c(y (X — i) in Linearfaktoren
zerlegt, wobei die Reihenfolge der Eigenwerte beliebig gewdhlt werden kann. Dann gibt
es eine invertierbare Matriz S € GL,(K) so, daff S™'AS eine obere Dreiecksmatriz bil-
det, mit den Figenwerten in dieser Reihenfolge auf der Diagonalen. D.h. schreiben wir
STYAS = (¢jk)jk, S0 ist cjr =0 fiir j,k € [1,n] mit j >k, und c;; = X\; fir j € [1,n].

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dafl wir eine invertierbare Matrix S € GL,(K) so finden
konnen, da mit STtAS = (¢;x);x zumindest ¢;; = 0 ist fiir j € [2,n], und ¢17 = Ay, d.h.
so, daf3 die erste Spalte bis auf den Diagonaleintrag \; verschwindet.

Sei dann némlich B := (c;k)jkefn)- Da [Licq (X — M) = xs-145(X) = (X — A)xp(X),
folgt X5(X) = ITicjpn (X — Ai). Also kénnen wir mit Induktion eine invertierbare Matrix
T € GL,y—1(K) finden, die die Matrix B := (¢j)jkef2n in obere Dreiecksform mit der
Diagonalen (Ao, ..., A,) konjugiert. Schreiben wir U € K™*™ fiir die Blockdiagonalmatrix
mit den Blocken E; = (1) und T, so ist auch SU invertierbar, und (SU) 'A(SU) =
U1 (S7TAS)U ist in oberer Dreiecksform mit der geforderten Diagonalen.

Wir schreiben nun dazu S = (s;4);x und setzen als erste Spalte s,; einen Eigenvektor
von A zum Eigenwert A; ein. Sodann ergidnzen wir diese Spalte mit Basiserginzung zu
einer invertierbaren Matrix S. Nun ist die erste Spalte von S71AS gegeben durch

A
0

ST As,; = ST (Aswy) =

Satz 12 (Cayley-Hamilton) Es ist xa(A) = 0.

Beweis. Mit Schurs Lemma in einfacher Version diirfen wir annehmen, dafl sich A in
oberer Dreiecksform befindet. Denn fiir S invertierbar ist S™1x4(A)S = x4(S71AS) =
Xs-145(STLAS), und mithin y4(A) = 0 dquivalent zu yg-145(S™TAS) = 0.

Wir schreiben A = (a;;); ;. Wir fithren eine Induktion iiber n. Die Behauptung trifft zu
fiir n = 1, da das charakteristische Polynom X — a;; von (ai,1) diese Matrix annulliert.



74

Sei n > 2. Sei B = (aij)ije2n] € K=Dx(n=1) dje Matrix im rechten unteren Eck von
A, so daB also A = (4" ). Nach Induktionsvoraussetzung ist xz(B) = 0, und damit
x5(A4) = (40), unter Beibehaltung der Blockeinteilung. Nun ist y 4(X) = (X —a11)x5(X)
nach dem Lemma iiber Determinanten von Blockdreiecksmatrizen. Es wird somit

xa(A) = (A—a1E)xs(4) = (5:) (65) = 0.

[m]

Hauptraum. Sei A\ ein Eigenwert von A. Der Hauptraum von A zum FEigenwert A sei
gegeben durch

Hy(A) == {z € K" | es gibt ein m > 1 mit (A\E — A)™z =0} .

Dies ist ein Unterraum von K", da mit (AE' — A)"y =0, (AE' — A)*z =0 und p,v € K
auch (A\E — A)ma{rs} (19 4+ v2) = 0 gilt. Unter Verwendung von m = 1 sieht man E4()\) <
H(\). Genauso wie fiir den Eigenraum sieht man, daf§ S - Hg-145(\) = Ha(\).

Beispiel. Sei A = (§g) € C**2 Dann ist £4(0) = ((5)) und Ha(0) = ((5) . (?))-

Lemma. Sei A ein Eigenwert von A mit algebraischer Vielfachheit m. Folgendes gilt.
(i) Es ist Hy(\) = Kern(A — AE)™.
(il) Esist dim Ha(\) = m.

Beweis. Da fiir S invertierbar Hg-149(\) = S™'H4(\) und Kern(S7'AS — AE)™ =
Kern ST'(A—AE)™S = S7' Kern(A—\E)™ sind, sind die Aussagen (i, ii) fiir A fquivalent
zu den Aussagen (i, ii) fiir ST'AS. Also diirfen wir mit Schurs Lemma in einfacher Version
annehmen, daf} sich A in oberer Dreiecksform befindet, und zwar mit den Eigenwerten in
beliebig gewéhlter Reihenfolge auf der Diagonalen. So kénnen wir etwa annehmen, dafl
links oben in A die Diagonaleintrige in den Positionen (j, j) fiir j € [1,m] gleich A sind.

Da n—m Diagonaleintrige von A ungleich X sind, ist fiir alle [ > 1 der Rang rk(A—\E)! >
n —m, d.h. dimKern(A — AE)! < m.

Schreiben wir B = (a; ;)i jepi,m) fiir den m x m-Block im linken oberen Eck von A, so ist
B—M\FE eine obere Dreiecksmatrix mit Nullen auf der Diagonalen, und mithin (B—\E)™ =
0. Somit ist dim Kern(A — AE)™ = m. Wegen Kern(A — AE)™ < Kern(A — \E)" fiir
m < [ folgt aus der Gleichheit der Dimensionen die Gleichheit der Unterrdume, und also
H(\) = Kern(A — AE)™. Dessen Dimension ist, wie eben festgestellt, gleich m. g

Bemerkung. Aus (ii) und aus E4(A) < Ha()) folgt, da8 die geometrische Vielfachheit
eines Eigenwertes A von A kleiner oder gleich seiner algebraischen Vielfachheit ist, wobei
Gleichheit genau dann eintritt, wenn E4(A\) = Ha(\).

Lemma. Sei f(X) € K[X]\{0} so, daff f(A) = 0. Sei f(X) = [;cpy 4 9:(X) in Faktoren
von Grad > 1 ohne gemeinsame Nullstelle in K zerlegt; d.h. ist g;(\) = 0 und g;(A) =0
fiir ein A € K, so ist notwendig bereits i = 5. Dann ist
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Beweis. Wir kbnnen k > 2 annehmen. Fiir j € [1, k] schreiben wir g;(X) := [[;cp gy 96(X)-

Jedes Ideal in K [X] ungleich {0} ist von der Form h(X)K[X] fiir ein normiertes Polynom
h(X); und so finden wir auch

Y wlX)H(X) | wi(X) € K[X] p = h(X)K[X] .

1€[1,k]

Da sich insbesondere §;(X) = v;(X)h(X) schreiben lassen fir ¢ € [1, k], wire jede Null-
stelle von h(X) eine gemeinsame Nullstelle aller Polynome g;(X) und damit auch ei-
ne gemeinsame Nullstelle wenigstens zweier Polynome g¢;(X), g;(X) fiir 4,5 € [1, k] mit
i # j. Da dies ausgeschlossen ist, mufl A(X) = 1 sein. Mithin kénnen wir auch Polynome
u;(X) € K[X] so finden, daB8 7, ;;ui(X)g:i(X) = 1. Einen Vektor x € K" konnen wir
also schreiben als

r=FEr =Y gAuAz e Y ImgA),
i€[1,k] i€[1,k]
woraus wir K" =3, ;Im g;(A) ersehen.

Wir behaupten, dafl Kern g;(A) = Im g;(A). Wegen ¢;(A4)g,;(A) = f(A) = 0ist Im g;(A) <
Kern g;(A). Fir die umgekehrte Inklusion finden wir mangels gemeinsamer Nullstelle
zunéchst wie oben v(X),w(X) € K[X]| mit v(X)g;(X) + w(X)g;(X) = 1. Ist nun
x € Kern g;(A), so wird

z = (v(A)g;(A) + w(A)g;(A))r = w(A)g;(A)z = gj(Aw(A)z € Img;(A).

Nun behaupten wir, daB$ 3, (, ; Im g;(A) = B¢}y 4y Im g;(A), d.h. daB diese Summe direkt
ist. Sei 7 € [1, k], und sei

v € Img;(A)n > Img(A).
i€[1,k]~{s}

Dann ist zum einen = € Kerng;(A), so dafl wir wie oben ein w(X) € K[X]| mit z =
w(A)g;(A)z finden kénnen. Dazuhin kénnen wir noch z = 37, ;153 9i(A)z; mit gewis-
sen x; € K" schreiben. Insgesamt wird

i€[LkIN{s}

da f(X) die Produkte §;(X)g;(X) teilt, und somit aus f(A) = 0 auch g;(A4)g(A) =0
folgt.

Insgesamt haben wir K" = €D, ; Kern g;(A) gezeigt. o
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Wir fassen zusammen. Dazu sei zunéchst vereinbart, daf eine lineare Abbildung V' N V
eines Vektorraums V' in sich nilpotent heifle, falls es ein m > 1 mit f™ = 0 gibt. Analog
heifle eine Matrix N € K™*" nilpotent, falls es ein m > 1 mit N™ = 0 gibt. Eine nilpotente
Matrix N hat 0 als einzigen Eigenwert, da Nx = Az mit x € K™\ {0} zur Folge hat, dafl
0= N"x = A"z, und somit A = 0.

Hauptzerlegungslemma. Sei xa(X) = [[;cp (X — )™, wobei \; # A; fiir i # j und

m; = 1 stets. Dann ist
K" = @5 Ha(\)
1€[1,k]

Dabei ist Ha(\;) = Kern(A— ;)™ , sowie dim Ha(\;) = m; die algebraische Vielfachheit
des Eigenwertes \;, fir j € [1, k.

Insbesondere gibt es eine Basiswechselmatriz S € GL,(C), mit Spaltentupel einer aus
Hauptraumbasen zusammengesetzten Basis, derart, dafy ST'AS = diag(Ay, ..., Ax) eine
Hauptdiagonalblockmatriz ist, und derart, daff A; € K™i*™i das charakteristische Poly-
nom xa,(X) = (X — \;)™ besitzt fiir j € [1,k].

Beweis. Die direkte Zerlegung folgt mit vorigem Lemma unter Verwendung von
g;(X) = (X — \;)™, da mit vorvorigem Lemma Kern(A — ;)™ = Hy(\;).

Die Blockzerlegung einer konjugierten Matrix S™'AS erhilt man durch Einstellen der
Basisvektoren der Hauptraume in die Spalten einer Matrix S.

Die eingeschrankte lineare Abbildung Ha();) — Ha(\;), x+—— (A—\;E)z, ist nilpotent,
da zunéchst o+ (A — \;E)z den Hauptraum H4(;) in sich {iberfithrt, und dazuhin
jeder Vektor in H4()\;) von einer Potenz von A — \; E annulliert wird. Die beschreibende
Matrix dieser eingeschrinkten Abbildung beziiglich der in die Spalten von S eingestellten
Basis von H4(J;) ist gegeben durch A; — \;E € K" ™. Diese Matrix A; — \;E hat
als nilpotente Matrix das charakteristische Polynom X™i, und somit hat A; selbst das
charakteristische Polynom

Xa;(X) = det(XE—-4;) = det((X=X))E—(4;=N\E)) = xa;,-n6(X=X) = (X=X2;)™ .

(Durch [ ;e 4 Xa;(X) = Xs-145(X) = xa(X) wird der Exponent in x 4, (X) = (X—A;)™
abermals bestétigt.) o

4.3.2 Jordanform nilpotenter Matrizen

Mit dem Hauptzerlegungslemma kénnen wir eine Matrix in Hauptdiagonalblockgestalt kon-
jugieren, und dies derart, dafl die Hauptdiagonalblécke minus einem gewissen Vielfachen der
Einheitsmatrix nilpotent sind. Bleibt uns also, nilpotente Matrizen in Form zu bringen.

Der fiir das folgenden Lemma dargelegte Beweis enthélt bereits den wesentlichen Teil des

Konstruktionsverfahrens der Jordanform.

Wir fassen die auftretenden Tupel von Vektoren in der Notation wie gehabt zusammen. So
z.B. sei y3.9 der 2te Vektor des Tupels Y- Ist ferner z = (21, ..., z) ein Tupel von Vektoren
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in K", und ist B € K™ so sei Bz := (Bz,..., Bz). Ist schliefllich 2’ = (2{,...,2}) ein
weiteres Tupel von Vektoren in K™, dann bezeichne (z,2') = (z1,...,21,2],...,2,) das
zusammengesetzte Tupel.

Nilpotenzlemma. Sei N € K™ nilpotent, d.h. gebe es ein m > 1 mit N™ = 0. Wihle
m minimal mit dieser Figenschaft.

Es gibt ein linear unabhingiges Tupel x,, = (Tm1s - - - Tmyg,,) 0 Kern(N™) (= K™) mit

Kern(N™™) @ (Zpi1, - -+, Ting,,) = Kern(N™) (= K") .

J/

= Unm
Es gibt ein linear unabhingiges Tupel z,, 1 = (Tm—1.1- -+ Tm—1:g,_,) i Kern(N™1) mit

Kern(N™ ) @ NUy, @ (Ti1i1s - - - > Ti1sg,,_,) = Kern(N™71) .

~~
=:Umn-1

Es gibt ein linear unabhingiges Tupel z,,_5 = (Tm—2.1, - -+ Tim—2.4, _,) i Kern(N™2?) mit

Kern(N™ ) @ NUp 1 @ (T2, - - s Tm—2:g,,_,) = Kern(N™?) .
= Un >

Und so fort, bis zu g1 = 0 und zum Tupel x; = (T1.1,...,%14,) in Kern(N') mit

Kern(N%) @ NUy @ (711, ..., 71.4,) = Kern(N').

J S/

-

=0 =:U;
Das Tupel aller hierbei in Erscheinung tretenden Vektoren

(N'zjs | j€[l,m], s€l,g], i €0,5 —1])
st eine Basis von K™.

Beweis. Zugleich mit der Auswahl der Tupel z; in der velangten Form behaupten wir,
daB das erzeugende Tupel (N 7z, N™ 7'z, ... N°;) von U; linear unabhéngig
ist fiir alle j € [1,m].

Wir bemerken zunéchst, daf3

0 = Kern(N°) < Kern(N') < Kern(N?) < --- < Kern(N™) = K"
Wir wihlen eine Basis y, von Kern(N'), ergéinzen diese zu einer Basis (y,,y,) von
Kern(N?), und so fort, bis zu einer Basis

(gl,%, T

von Kern(N™) = K".

Wir zéhlen die folgenden Schritte riickwérts, dementsprechend, in welchem Level wir uns
gerade befinden. Die Konstruktion bricht ab, sobald Level 1 abgearbeitet ist. Befinden
wir uns also in Level j, so hat dies 7 > 1 zur Voraussetzung.



78

Level m. Wir wihlen z,,, =y und erhalten so die Zerlegung

Kern(N™ ') & (z,,) = Kern(N™).
~—
=Upn,
Level m — 1. Die Abbildung U,, — NU,, : u+—— Nu ist ein Isomorphismus, da Elemente
im Kern dieser Surjektion in Kern(N) N U,, < Kern(N™') N U,, = 0 liegen. Auch

ist die Summe Kern(N™"?) + NU,, direkt, da u € U,, mit Nu € Kern(N™?) notwendig
u € Kern(N™ 1) N U,, = 0 nach sich zieht.

In Kern(N™™1) liefert nun Basisergéinzung des mithin linear unabhingigen Tupels

1
WYy v Y N zy)

um ein Tupel z

m—1, Welches aus y ~ ausgewdhlt werden kann, zu einer Basis

(gl’gT R gm—Z’ Nllma Nolmfl)
von Kern(N™1) die Zerlegung

Kern(N™?) @ NU,, ® (z,, ;) = Kern(N™').

- Um—l

Das erzeugende Tupel (N'z,,,, Nz, ;) von U,,_; ist ein Teiltupel dieser ergéinzten Basis,
und damit linear unabhéngig.

Level m — 2. Die Abbildung U,, 1 — NU,,_1 : u— Nu ist ein Isomorphismus, da Ele-
mente im Kern dieser Surjektion in Kern(N) N U,,_; < Kern(N™2) N Uy,_1 = 0 liegen.
Auch ist die Summe Kern(N™=3) + NU,,_; direkt, da u € U,,_; mit Nu € Kern(N™3)
notwendig u € Kern(N™"2) N U,,_; = 0 nach sich zieht.

In Kern(N™?) liefert nun Basisergéinzung des mithin linear unabhéngigen Tupels

(glagzv ) mega NQ@m? lem—l)

um ein Tupel z,,_,,

welches aus y = ausgewdhlt werden kann, zu einer Basis
(gl’QQ’ R gm—f}’ N2£m7 ngmfla N0£m72)
von Kern(N™2%) die Zerlegung

Kern(N™ )@ NU,,_1 @ (z,, o) = Kern(N™?%) .

- Um72

m_1, Nz, 5) von U,, 5 ist ein Teiltupel dieser ergénz-
ten Basis, und damit linear unabhingig.

Das erzeugende Tupel (N%z,,, N'z

Level zwischen m — 3 und 2. Wir setzen so fort.
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Level 1. Die Abbildung Uy — NU, : ut+— Nu ist ein Isomorphismus, da Elemente im
Kern dieser Surjektion in Kern(N') N U = 0 liegen. Die Summe Kern(N®) + NUy ist
hier schon deshalb direkt, weil Kern(N?) = 0 ist.

In Kern(N!) liefert nun Basisergiinzung des mithin linear unabhéngigen Tupels

(N™ g, N™ 2z .. ....N'z,)
um ein Tupel z;, welches aus y . ausgewahlt werden kann, zu einer Basis
(Nmilﬁma Nm72§m_1> S NlEQ; N0£1>
von Kern(N™2) die Zerlegung

Kern(N°) @ NU, @ (z,) = Kern(N') .
—_———

=U,

Das erzeugende Tupel (N™ 'z, N™ 2z ., N'zy, N%2,) von Uj ist hier nun als Basis

Lm—1s
insbesondere linear unabhéngig.

Basis. Bleibt zu zeigen, daf3 (Nd§j+d | j € [1,m], d € [0,m — j]) eine Basis des Vektor-
raums K™ ist. Eben wurde eingesehen, daff fir jedes j € [1,m] das Tupel
(N2, 4| d € [0,m—j]) eine Basis von Uj ist. Die Behauptung folgt nun mit der direkten
Summenzerlegung

K" = KemnN" ‘e U, = KenN" 20U, 00U, = - = U, & ---0U, 10U, .

o

Bemerkung. Zur bequemen Berechnung der Basis (g Y s gm) von K™ bedienen wir
uns folgender Vereinfachung.

Zur Bestimmung des Kerns von N bringen wir die Matrix N durch Zeilenumformungen
auf Zeilenstufenform Gy N = Z;, mit G; € GL,(K). Dann ist Kern Z; = Kern(G1N) =
Kern N.

Zur Bestimmung des Kerns von N? bringen wir die Matrix Z; N durch Zeilenumfor-
mungen auf Zeilenstufenform GyZ1N = Z3, mit G5 € GL,(K). Dann ist Kern Zy =
Kern(G2Z,N) = Kern((G2G1)N?) = Kern(N?).

Zur Bestimmung des Kerns von N? bringen wir die Matrix ZoN durch Zeilenumfor-
mungen auf Zeilenstufenform G3ZoN = Z3, mit G3 € GL,(K). Dann ist Kern Z3 =
Kern(G3Z,N) = Kern((G3G2G1)N?) = Kern(N?).

Und so fort. Solange Kern N7 < K™, ist iibrigens auch Kern N7 < Kern N7!, oder dqui-
valent, tk Z; > rk Z;;; — solange man noch nicht fertig ist, kommen in jedem Schritt
Vektoren dazu. Das ist eine gute Probe fiir den jeweils gerade durchgefiihrten Schritt.

Schlieflich kénnen noch in jedem Schritt die Nullzeilen unterschlagen werden.

Die jeweilige Zeilenstufenform nur unvollstédndig zu berechnen, d.h. die Spalten nur teil-
weise zu sdubern, ist hier keine gute Idee.
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Folgerung. Sei ' ‘
Kette(x;.) := (N' ' mj, N 2250, ..o, N2

fir j € [1,m] und s € [1, g;]. Beziiglich der im Nilpotenzlemma konstruierten und wie
folgt sortierten Kettenbasis

(Kette(mm;l), .. Kette(@my,, ), Kette(z,-1,1), - . ., Kette(zm—1,,, ), - - ., Kette(z1,1), . ... ,Kette(xl;gl))

von K™ hat die Abbildung z+— Nz die beschreibende Matrix

Ny,
Ny,

Ny = e K"

mit Blocken der Gestalt

wobei die leergelassenen Eintrage mit Nullen zu ergédnzen sind. Hierbei ist das Tupel
(b1,...,b;) absteigend geordnet, wobei der Eintrag j € [1,m] in diesem Tupel gerade g;-
fach auftritt. Insbesondere ist die Zahl der Nilpotenzblécke gleich der Zahl der Ketten,

In anderen Worten, es gibt ein S € GL,(K) so, daB S~'N.S von Hauptdiagonalblockge-
stalt ist, mit Blocken der Form N,. Die Basiswechselmatrix S hat als Spalteneintrige die
Basisvektoren der eben angefiihrten Basis.

4.3.3 Beispiel und Erlauterung zum Nilpotenzlemma

Beispiel. Sei K = C, sei n = 5 und sei

1-1 1-1 1
0-11 0 1
N = [0 10 0-1] .
1 01-1 0
0-11 0 1

Berechnung der Kerne der Potenzen von N liefert

) 6)-0)-6)-6))

>. Wir kénnen im zweiten Schritt xg, := Y21 verwenden, um

)-()-()

OO OH
HOORO
OO OO
SOoOOoOOH
oo+~ O

(91;1791;27?/2;1>y2;27y3;1) = <(

oo+ O

Sei also xg, = Y31 = (

eine Basis .
0

(y1;17y1;27NI3;17x2§1> = (1) )
0

—HOoOORO
OO O
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von Kern N? zu erhalten. (Alternativ hétte man auch yo.0 nehmen kénnen). Im dritten
und letzten Schritt sind keine Vektoren z;,; auszuwihlen, d.h. es ist g; =0, da

e () 0)

bereits eine Basis von Kern N ist. Das Nilpotenzlemma gibt uns nun die Kettenbasis

)-()-()-0) )

von C®. Beziiglich dieser erhalten wir die beschreibende Matrix

—OoOOoORO
oo O
RO
OO O

2
(N IE3;17N5E3;17$3;17N$2;17$2;1) = ((

0
0
0
1
0

von x+—— Nx, wobei

[elelel ]
=l
OO OO

) |

Erlauterung. Aus der Konstruktion zum Nilpotenzlemma kann sich zum Beispiel eine
Basis der folgenden Form ergeben.

L4;1 L4;2 Uy
Nzy1  Nwypo x3;1 Us
N2I4;1 N2$4;2 ng;l U2
N3~’U4;1 N3964;2 N2$3;1 T1:1 Uy

In Schritt 1 wurde mit (z4.1, Z4;2) = (Ya.1, Ya2) ergénzt. In Schritt 2 wurde aus (ys.1, ¥s:2, Ys:3)
das Tupel (z3.1) ausgewdhlt, um NUy zu Us zu ergédnzen. In Schritt 3 gab es nichts zu
erginzen, aus (Ya.1, Y22, Y2.3) wurde also kein Vektor ausgewéhlt. In Schritt 4 wurde aus
(Y11, Y1:2, Y1,3, Y1.4) das Tupel (zq,1) ausgewdhlt, um NU, zu U; zu ergénzen. Somit ist
g1=2,93=1,g2=0und g; = 1.

Es ist Kern Nt = U, das Erzeugnis der untersten Zeile obiger Tabelle, Kern N2 = U; & U,
das Erzeugnis der unteren beiden Zeilen, Kern N® = U; @ U, @ Uy das Erzeugnis der
unteren drei Zeilen, und schliefllich Kern N* = K2 der gesamte Vektorraum.

Beziiglich der Kettenbasis

3 2 1 0 3 2 1 0 2 1 0 0
(N L4;1, N L4;1, N L4:1, N L4;1, N L4;2, N L4:2, N X4;2, N X4;2, N 5(73;17 N x3;1, N X3:1, N 1]1;1 ) s
\ - A g
~~ ~~ ~~ N——

Kette(z4;1) Kette(z4;2) Kette(z3;1) Kette(z1;1)
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fiir welche wir also die Spalten der Tabelle von unten nach oben durchlaufen, hat x +— Nz
die Blockgestalt

01
01
0

1
0

O
O

o]
In der obigen Bezeichnung ist also ¢t = 4, und (by, be, b3, b4) = (4,4,3,1).

4.3.4 Jordanform allgemeiner quadratischer Matrizen

Mit dem Hauptzerlegungslemma blieb uns noch, die auf einem Hauptraum den Endomor-
phismus x —— Az beschreibende Matrix in Form zu bekommen. Dies kénnen wir nun mit

dem Nilpotenzlemma erledigen.

Satz 13 Sei A €¢ K™=,

(i) Es gibt (wenigstens) ein S € GL,(K) so, dafs S~' AS eine Hauptdiagonalblockmatriz
ist, mit Jordanblocken von der Form AEj, + N, € K wobei \ ein Eigenwert von
A ist. Wir sagen, STt AS ist in Jordanscher Normalform, oder kurz, in Jordanform.

(ii) Sei X ein Eigenwert von A, und sei (by,...,b;) das Tupel der in S™LAS auftretenden
Kantenlingen b von Blicken der Form AE, + N,. Dann ist dim Eq(\) = t und
dim H4(A) = > ey 4 bi- Genauer, es ist

dimKern(AE — A)* —dimKern(AE — A)*' = #{i | b; > s}

fiir s > 1. Insbesondere legt A die Jordanform von S™'AS bis auf die Reihenfolge
der Jordanblicke fest, unabhdingig von der zur Konjugation in Jordanform gewdhlten
Matriz S.

Beweis. Zu (i). Sei xa(X) = [[ep (X —A)™, mit A; # A; fiir ¢ # j und m; > 1 stets.
Mit dem Hauptzerlegungslemma gibt es ein S € GL,,(K) mit ST'AS = diag(A;, ..., Ap),
wobei A; € K™i*™ das charakteristische Polynom x4, (X) = (X — A;)™ besitzt fiir
J € [1, k]. Diese Hauptdiagonalblockmatrix kann nun blockweise weiter konjugiert werden.

Wir diirfen also annehmen, daf§ A nur einen Eigenwert A hat, da8 mithin K™ = H4(\).
Speziell ist mit Cayley-Hamilton (A — AE,,)" = 0. Mit dem Nilpotenzlemma finden wir
nun ein S € GL,(K) so, daB S7'(A — AE,)S eine Blockdiagonalmatrix mit Blocken der
Form N, ist. Dann ist S™'AS eine Blockdiagonalmatrix mit Blocken der Form AEj + N,
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Zu (ii). Da dim Kern(AE — A)* = dim Kern S™'(AE — A)*S = dim Kern(A\E — S™1AS)?,
diirfen wir mit (i) die Matrix A als in Jordanform gegeben annehmen. Nun ist fiir b > 1

s flirs<b

dim Kern Ny = {b fir s> b

und die behauptete Formel folgt, da ein Nilpotenzblock der Form N, zur Dimensionsdif-
ferenz der Kerne genau dann einen Beitrag 1 leistet, wenn s < b, und er sonst keinen
Beitrag liefert.

Verfahren. Die Jordanform einer gegebenen Matrix A € K™*" kann in den folgen-
den Schritten berechnet werden.

(1) Berechne und zerlege das charakteristische Polynom y4(X) = det(XF — A) =
Hie[l,k](X — \;)™, wobel \; # \; fiir @ # j.

((2) Berechne eine Basis von Kern(A — \;E), erginze diese zu einer Basis von
Kern((A — \;E)?), ergéinze diese zu einer Basis von Kern((A — \;E)?), und so
fort, bis zu einer Basis von Kern((A — A\;E)™) = H4(\;). Breche ab, sobald

Vi dim Kern((A — \;E)™) = m;, spétestens also bei m = m;,.

(3) Berechne die im Nilpotenzlemma beziiglich des nilpotenten Endomorphismus
x> (A — \;E)x von H,4()\;) konstruierte Kettenbasis dieses Hauptraumes.
\ Der dort zu verwendende Exponent m ist gerade der Abbruchwert aus (2).

(4) Setze die in (3) gefundenen Basistupel fiir i € [1, k] nebeneinander zu einer
Basis von K™ und beschreibe z+—— Az in dieser Basis.

4.3.5 Beispiel und Erlauterung zur Jordanform

Beispiel. Sei K = C, sei

N

Il
)—IDObl—‘HO
O =N
OO F
= O b
OO

Zu (1). Wir berechnen zunéichst x 4(X) = det(X EF— A) = X?(X —1)*, und erhalten so die
Eigenwerte \; = 0 (mit algebraischer Vielfachheit m; = 2) und Ay = 1 (mit algebraischer
Vielfachheit mq = 4).

Die Vektoren y;., sind nur ‘lokal bezeichnet’, d.h. ist der jeweilige Eigenwert abgearbeitet,
vergessen wir diese Bezeichnung wieder.

Zu (2, A1). Wir berechnen (in den Bezeichnungen des Nilpotenzlemmas, angewandt auf
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den Endomorphismus H4(0) — HA(0) : 2+ (A —0- E)z)

0
1
Kern(A —0F) = (|0 |) (= EA(0))
‘f
= yl 1
und
0 1
1 0
Kern(A—0E)* = ([ 0], ]) (= Ha0))
1) \o
——
=:Y2;1
Zu (3, A1). Wir nehmen nun 7.9 := y21, der erste Index (= 1) stehe hierbei fiir die

Nummer des Eigenwerts, die weiteren beiden (= 2;1) entstammen dem Nilpotenzlemma.
Da bereits ((A—0-E)x1.9.1) = Kern(A—0- E) ist, sind keine weiteren Elemente zu wéhlen.
Wir haben so die Basis

(A$1;2;1 ) $1;2;1)
N———
Kette(ﬁl;z;l)

von H4(0) konstruiert.

Zu (2, A2). Wir berechnen (in den Bezeichnungen des Nilpotenzlemmas, angewandt auf
den Endomorphismus Hy(1) — Ha(1) :2+— (A —1- E)x)

1 1
1 0
Kern(A_l'E) = < 8 ) (1) > (:EA(l))a
o/ \o
N
=1Y1;1 =iY12
1 1 0
1 0 0
Ken(A—1-E)? = ([ ],(%].6])
1 0 1
0 0 0
——
=: Y21
und
1 1 0 0
1 0 0 0
Kemn(A—1-E)* = (o], (Y], (0] |o]) (=Ha(1))
1 0 1 0
0 0 0 0
——

=:ys3;1

Zu (3, A2). Wir nehmen nun xs.3.; = y3.1. Da bereits (y1.1, 1.2, (A — 1+ E)z23.1) eine Basis
von Kern(A —1- F)? darstellt, ist an dieser Stelle kein Vektor aus (ys.1) auszuwiihlen, und
das Tupel z, bleibt leer. Im néchsten Schritt ist dann mit x9,1,1 := Y12 die Ergénzung zu
einer Basis

(A= 1-E)’waz1,221,)
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von Kern(A — 1+ E) erreicht. Wir haben so insgesamt die Kettenbasis

(A= B)’zap1, (A — B)aaga, w231, Tai1 )

(.

Kette(wz;g;ﬂ Kette(a}g;l;l)
von H (1) konstruiert.
Zu (4). Insgesamt hat der Endomorphismus x+—— Az von K" beziiglich der Basis

(Az121, 7121, (A—E)sz;s;h (A= E)zoza, @231, | T211)

—~
—HOoOOoOOoOrO
OO~ OF
O—ROOF~
OOOO—F
OOO—OO
OO OOH

N—

die Blockdiagonalform

01
0
o 11
B'_ 11
1
1
In anderen Worten, mit
011101
101100
S — 010010
= 00000 1
011000
100000

wird ST'AS = B, oder auch, was einfacher zu verifizieren ist, AS = SB. Wobei bei letzte-
rer Gleichung auch noch auf die Invertierbarkeit von S zu achten ist, um eine vollkommen
sichere Probe zu haben.

Erlauterung. Wir gehen noch einmal auf den dritten Schritt des Jordanverfahrens ein.
Sei A € C™*" gegeben, und sei A ein Eigenwert von A. Wir schreiben C' = A — \FE.

Angenommen (was in der Praxis natiirlich etwas grof§ wire), wir hitten einen zehndimen-
sionalen Hauptraum H4(A), der sich wie folgt zusammensetzt.

KernC' | y11 Y12 Y13 Y14 Yis
KernC? | Y21 Y22 Y23
Ha(A) =KernC? | y31 439

Dies ist zu lesen als

KernC' = (y1.1, Y152, Y1:3, Y1:45 Y1:5)
KernC? = <’y1;1, Y1;2, Y1;3, Y134, Y155, Y215 Y2;2, y2;3>
KernC? = (Y11, Y12, Y13, Y1.4, Y155, Y2;15 Y2;25 Y2;3, Y3;1, y3;2> :

Wir setzen nun 3, := y3; und 3.5 := y3.2. Nach Anwendung von C' auf die Vektoren im
dritten Level landen wir im néchstunteren Level:

Kern C Y11 Y12 Y1;3 Y14 Y15
KernC? | Czs1 Cxso o1 Yoo Y23
Ha(A\) =KernC? | z31 2329
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Fiir eine Basis des achtdimensionalen Unterraums Kern C? sind die in den ersten beiden
Zeilen verzeichneten Vektoren nun zwei zuviel. Man wihle nun aus (ya.1, Y22, Y2.3) einen
Vektor so aus, dafl sich nach Streichung der beiden anderen in den ersten beiden Zeilen
eine Basis von Kern C? ergibt. Sei dies etwa fiir T9.1 := Yoo der Fall, d.h. seien damit in
den ersten beiden Zeilen von

Kern C Y11 Y12 Y1;3 Y14 Y15
KernC? | Czzq Cazo 21
Ha(A\) =KernC? | z31 239

acht Vektoren eingetragen, die ein linear unabhéngiges Tupel bilden. (Der dafiir aus
(Y2.1, Y2:2, Yo2,3) auszuwihlende Vektor xs; ist i.a. nicht eindeutig festgelegt.) Nach An-
wendung von C' auf die jetzigen Vektoren des zweiten Levels landen wir im néchstunteren
Level:

2 2
KernC' | Czs1 C?232 Cxon Y11 Y2 Y13 Y14 Yis
KQIHCQ 01'3;1 C.Z‘S;Q T2:1

Hu(\) = Kern C? T3 T30

Fiir eine Basis des fiinfdimensionalen Unterraums Kern C' sind die in der ersten Zeile
verzeichneten Vektoren nun drei zuviel. Man wihle nun aus (y1.1, y1.2, Y1.3, Y1.4, Y1;5) zwei
Vektoren so aus, daf sich nach Streichung der drei anderen in der ersten Zeile eine Basis
von Kern C' ergibt. Sei dies etwa fiir 1,1 := y12 und x1.2 := y1,4 der Fall, d.h. seien damit
in der ersten Zeile von

Kern C' C2ZE3;1 021'3;2 Cl’g;l T1;1 T1;2
KQIDCQ 0273;1 01‘3;2 T2:1
Ha()\) = Kern C3 T3 T3:9

fiinf Vektoren eingetragen, die ein linear unabhéngiges Tupel bilden. (Die dafiir aus
(Y1.15 Y1:2, Y1.3, Y1.4, Y15) auszuwéhlenden Vektoren xy, und 1. sind i.a. nicht eindeutig
festgelegt.)

Fertig. Die in die Matrix S fiir den Hauptraum H4 () einzutragenden Ketten finden sich
in den Spalten der Tabelle.

4.3.6 Minimalpolynom

Sei A € K™ Wir betrachten das Ideal
= {f(X)e K[X]| f(A) =0} C K[X].

Mit Cayley-Hamilton ist x4(X) € I, und somit I # {0}. Damit gibt es ein eindeutiges
normiertes Polynom g4 (X), fir welches I = ps(X)K[X] ist, genannt das Minimalpoly-
nom von A. In anderen Worten, p4(X) € K[X] ist normiert, erfiillt selbst p4(A) = 0 und
teilt dazuhin jedes Polynom, das ebenfalls A annulliert. Zum Beispiel teilt das Minimal-
polynom p4(X) das charakteristische Polynom x(X), d.h. es gibt ein g(X) € K[X] mit

1a(X)g(X) = xa(X).
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Aus dieser Teilbarkeitseigenschaft folgt, dal das Minimalpolynom auch das eindeutig be-
stimmte normierte Polynom minimalen Grades ist, welches A annulliert. Man kénnte also
durch Testen aller Teiler von y 4(X) das Minimalpolynom ermitteln.

Eine bessere Moglichkeit ist die folgende. Sei S € GL,(K) eine invertierbare Matrix.
Aus pus(S7TAS) = ST ua(A)S = 0 folgt, daBl pg-145(X) ein Teiler von pa(X) ist. Aus
,UJsflAS(A) = SS_I/LsflAS(A)SS_l = Sﬂs—lAs(S_lAS)S_l = 0 folgt, daf3 [LA(X) ein
Teiler von pg-145(X) ist. Insgesamt ist also pg-145(X) = pa(X), und wir kénnen zur
Bestimmung des Minimalpolynoms die Jordanform von A heranziehen.

Fiir b > 1 hat nun ein Jordanblock AE, + N}, das Minimalpolynom (X — \)°. Wenn also
XA(X) = [Ticp (X — A)™ das charakteristische Polynom von A ist, \; # A; fiir ¢ # j
und m; > 1 stets, so ist das Minimalpolynom von A gegeben durch

pa(X) = T[T (x=x),

1€[1,k]

wobei ¢; die maximale Kantenlédnge eines Jordanblocks zum Eigenwert \; in der Jordan-
form von A ist.

So hat etwa die Matrix A im Beispiel nach Satz 13 das Minimalpolynom
A(X) = X2(X — 1)

4.3.7 Diagonalisierbarkeit

Sei A € K™™. Gibt es ein S € GL,(K) so, daB S7'AS eine Diagonalmatrix ist, so heifit
A diagonalisierbar.

Satz 14 FEine Matrix A € K™ ist diagonalisierbar genau dann, wenn fir jeden Ei-
genwert A von A die geometrische mit der algebraischen Vielfachheit iibereinstimmt, d.h.
wenn stets Ea(N) = Ha(N) ist.

Beweis. Ist A diagonalisierbar, so diirfen wir mit der Invarianz der geometrischen und
algebraischen Vielfachheit unter Konjugation annehmen, daf§ A eine Diagonalmatrix ist.
Fiir eine Diagonalmatrix stimmen aber geometrische und algebraische Vielfachheit eines
jeden Eigenwertes iiberein.

Ist umgekehrt F4(\) = Ha(\) fiir alle Eigenwerte A von A, so ist nach Satz 13.(ii) in
dortiger Notation

t = dimEs(\) = dimHa(\) = > b,
1€[1,t]
woraus (by,...,b) = (1,...,1) folgt. Also haben alle Jordanblocke Kantenlénge 1, d.h. A
ist diagonalisierbar. o

Bemerkung. Ist A € K"*" diagonalisierbar, so bricht das im Nilpotenzlemma geschil-
derte Verfahren bereits nach dem ersten Schritt ab. Die Punkte (2) und (3) im oben
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angegebenen Verfahren zur Berechnung der Jordanform reduzieren sich also auf die Er-
stellung einer Basis von FE4(\;) fiir i € [1, k].

Bemerkung. Hat A € K™*" nun n verschiedene Eigenwerte, so ist A diagonalisierbar.
In der Tat, fiir jeden dieser Eigenwerte \; folgt aus 1 < dim E4(\;) < dim Ha(\;) = my
und aus ;i =n, da 1= dim E4(\;) = dim Ha ().

i€[l,n

4.4 x Jordanformen nach Frobenius und Bége

Wir stellen alternativ zum oben gezeigten Verfahren die Frobenius-Bége-Methode vor
[10, IX, §2]. Diese ist geeignet zur Berechnung von Jordanformen iiber beliebigen Kérpern.
Dieser Abschnitt ist nicht priifungs- oder klausurrelevant.

4.4.1 x Euklidsche Ringe

Wir werden nun etwas ausholen, und die Theorie der euklidschen Ringe nachholen, die wir
in den Kapiteln iiber Z und K[X] umgangen hatten.

Sei R ein kommutativer Ring. Sei R nullteilerfrei, d.h. sei ab # 0 fiir alle a, b € R \ {0}.
Sei ferner eine Abbildung d : R~ {0} — N mit folgender Eigenschaft gegeben (3).

Fiir alle x € R und alle y € R~ {0} gibt es ein ¢t € R und ein r € R mit
(%) x = yt+r
und mit entweder r = 0 oder d(r) < d(y).

Der Ring R zusammen mit der Funktion d heifit auch euklidscher Ring. Fiir x € R heile d(z) der Grad
von z. Ein Element y € R heifit Teiler eines Elementes x € R, falls es ein t € R gibt mit x = yt. Wir
erinnern an die Definition des Ideals xR := {zt : t € R} C R fiir ein gegebenes © € R. Zwei Elemente
x und y in R heiBen assoziiert, falls xR = yR. Aquivalent, 2 und y sind assoziiert, falls ein u € Inv(R)
existiert mit z = yu. Die Assoziiertheit ist eine Aquivalenzrelation.

Ein Element = in R heif3t irreduzibel, wenn jeder Teiler von x entweder zu x oder zu 1 assoziiert ist. In
jeder Assoziiertenklasse eines irreduziblen Elements wihlen wir einen Représentanten. Die Menge dieser
Représentanten werde mit Irr(R) bezeichnet.

Beispiel. Der Ring R = Z der ganzen Zahlen bildet zusammen mit der Funktion d(z) = |z| fiir z € Z~{0}
einen euklidschen Ring, wie Division mit Rest zeigt. Hier ist der Grad eines Elementes also durch den
Betrag gegeben. Zwei Elemente sind assoziiert, falls sie bis auf Vorzeichen iibereinstimmen. Ein Element
ist irreduzibel genau dann, wenn es prim ist. Wir wéhlen jeweils eine positive Primzahl als Représentanten.

Beispiel. Sei K ein Korper. Der Ring R = K[X] der Polynome mit Koeffizienten in K bildet zusammen
mit der Funktion d(f) = deg(f) fur f(X) € K[X] \ {0} einen euklidschen Ring, wie Polynomdivision
mit Rest zeigt. Hier ist der Grad eines Elementes im Sinne der eben getroffenen Sprachregelung also
der Grad eines Polynoms im bisherigen Sinne. Zwei Elemente sind assoziiert, falls sie bis auf nichtver-
schwindenden skalaren Faktor {ibereinstimmen. Ein Element ist irreduzibel genau dann, wenn es bis auf
Multiplikation mit einem nichtverschwindenden Skalar im bisherigen Sinne ein irreduzibles Polynom ist.
Als Reprisentanten wahlten wir die irreduziblen Polynome im bisherigen Sinne, welche qua Definition
normiert sind.

3Nicht mit der gleichnamigen Abbildung aus §3.4.2 zu verwechseln.
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Beispiel. Der Ring R = Z[i] := {a+bi € C| a, b € Z} der Gaufischen Zahlen bildet zusammen mit
der Funktion d(a + bi) = a? + b? fiir a + bi € Z[i] \ {0} einen euklidschen Ring. In der Tat findet sich in
einem Kreis mit Radius 1 um jeden Punkt der GauBischen Zahlenebene, die C représentiert, wenigstens
eine Zahl mit ganzem Real- und Imaginérteil. Gegeben x und y wie in (x), findet sich eine solche Zahl ¢
im Abstand kleiner als 1 von z/y. Somit ist d(r) = d(z — yq) < d(y).

Der Begriff des euklidschen Ringes hiitte es erlaubt, §1.4.3 und §1.4.5 zu einem einzigen Abschnitt zu-
sammenzufassen. Wir holen dies nach.

Lemma. Jedes Ideal in R ist von der Form xR fir ein x € R. Wir sagen auch, R ist ein Hauptidealbe-
reich.

Beweis. Sei I # OR ein Ideal in R. Sei z ein Element kleinsten Grades in I ~\ {0}. Es ist R C I, und wir
wollen die Gleichheit zeigen. Sei uns ein y € I vorgegeben. Da R euklidsch ist, erhalten wir y = xt 4 r,
mit ¢, » € R und mit entweder d(r) € [0,d(z) — 1] oder aber r = 0. Es ist r = y — at € I. Wegen der
Minimalitéit von d(x) kann r nicht ungleich Null sein. Also ist r =0 und y = =t € zR. o

Ist T C R eine Teilmenge, so konnen wir das von ihr erzeugte Ideal

I = {Zrtt ‘ ry € R, nur endlich viele r, ungleich 0}
teT

bilden. Es ist T' = gR fiir ein g € R, und das Element g liegt bis auf Assoziation fest. Es heifit g der
grofite gemeinsame Teiler von T.

Lemma. Sei z € R~ {0}. Genau dann ist R/xR ein Korper, wenn x irreduzibel ist.

Beweis. Ist x nicht irreduzibel, so gibt es eine Zerlegung = = yz derart, dafl x weder y noch z teilt. Also
ist yz =, 0, wohingegen y Z,r 0 und z #,r 0. Damit ist R/zR kein Korper.

Ist  =: ¢ irreduzibel, so haben wir zu zeigen, dafl R/qR ein Korper ist. Zu jedem y #,z 0 haben wir ein
s € R mit ys =¢r 1 zu finden. Sei u der grofite gemeinsame Teiler von {g, y}. Nun teilt v insbesondere
das irreduzible Element q. Ware u assoziiert zu g, so wire y € uR = R, was nicht der Fall ist. Also ist u
assoziiert zu 1, und somit 1 € 1R = uR = {gs+yt | s, t € R}. Somit gibt es s und ¢ in R mit gs+yt = 1.
Dann ist yt =45 1. o

Lemma. Ist ¢ € R irreduzibel, und teilt ¢ das Produkt ab der Elemente a, b € R, so teilt ¢ das Element
a oder das Element b.

Beweis. Es ist R/qR ein Korper. Nach Voraussetzung ist darin ab =,z 0, und folglich entweder a =45 0
oder b =4r 0. o

Lemma. Jedes Element x € R lifit sich schreiben als

(xx) T =a- H g1

g€lrr(R)

wobei a € Inv(R). Die Zahlen v4(z) sind nur fir endlich viele ¢ € Irr(R) ungleich Null, so daf ein
endliches Produkt entsteht (engl. valuation, dt. Bewertung). Sie sind durch die Gleichung (%) eindeutig
festgelegt. Es heifsit (xx) die Primfaktorzerlegung von x.

Beweis. Wir wollen zeigen, daf jede nichtleere Teilmenge der Menge der Ideale von R ein beziiglich der
Inklusion maximales Element besitzt, d.h. ein Ideal, welches in keinem anderen Ideal dieser gegebenen
Teilmenge echt enthalten ist. Ein solcher Ring heifit auch noethersch.

Wire dem nicht so, so konnten wir darin eine unendliche Folge von Idealen I; von R bilden, j > 1, in
welcher I; C Ijy; fiir j > 1 ist. Es ist nun Uj>1 I; ebenfalls ein Ideal von R, und somit gibt es mit

vorigem Lemma ein z € R so, dafl Uj>1 I; = zR. Insbesondere ist z € Uj>1 1;, es gibt also ein jp > 1
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mit z € I;,. Dann ist

Widerspruch.

Betrachte nun die Menge der Ideale yR, fiir die y keine Primfaktorzerlegung hat. Diese Aussage ist vom
gewihlten Erzeuger y unabhéngig. Sei angenommen, diese Menge sei nicht leer. Sei yoR darin maximal.
Dann ist yg nicht invertierbar und auch nicht irreduzibel. Folglich gibt es eine Zerlegung 19 = y1y2 mit
YoR € y1 R und yoR < y2R. Also haben y; und ys je eine Primfaktorzerlegung, und somit auch deren
Produkt y = y1y2. Widerspruch.

Die Eindeutigkeit der Darstellung (xx) folgt durch Vergleich zweier solcher Darstellungen wie folgt. Sei
Tr = a- H qVQ(z) — a/ . H qV;(:E) .
g€elrr(R) g€lrr(R)

Sei vg,(z) < v, () angenommen. Nach Division durch ¢'«(*) ersehen wir, daf ¢y das Produkt
HqEIrr(R)\{qO} q"e(®) teilt. Mit obigem Lemma teilt gy also einen der Faktoren, sagen wir ¢i, mit ¢

nicht assoziiert zu qg. Wegen ¢ irreduzibel muf gy assoziiert zu 1, also invertierbar sein, Widerspruch. o

4.4.2 % Die Smithsche Normalform

Seien m,n > 1. Ist [ < min(m,n), und sind rq, ..., r; € R, so schreiben wir
T1 0
0 T2 0
diag,, ,(r1,...,71) = 0 -+ 0 r 0 -+ 0 e R™".
0
0 .. o PR 0

Wir schreiben GL,,, (R) = Inv(R™*™) = {S € R™*™ | es gibt ein T € R™*™ mit ST = E und T'S = E}.

Lemma. Seien m, n > 1. Sei C € R™*"™ gegeben. Es gibt Matrizen P € GL,,(R) und Q € GL,(R) und
Elemente dy, da, ..., d; € R derart, daf§ d; ein Teiler von d;yq ist firi € [1,1 — 1] und dafl

PCQ = diag,, ,(di,...,d) .
Die Matriz diag,, ,,(d1,...,d;) heift Smithsche Normalform oder kurz Smithform von C.

Beweis. Mit Induktion geniigt es zu zeigen, dafl Matrizen P € GL,,(R) und @ € GL,(R) so existieren,
daB

PeQ = (4&)
mit ¢’ € Rm=U*(=1) und mit d; € R einem Teiler jedes Elementes von C’. Denn diese Eigenschaft

geht bei nachfolgender Multiplikation von C’ von links oder von rechts mit invertierbaren Matrizen mit
Eintrégen in R nicht verloren.

Wir werden im folgenden mit Zeilen- und Spaltenoperationen argumentieren. Eine Zeilenoperation ent-
spricht hierbei der Multiplikation mit einer invertierbaren Matrix von links, eine Spaltenoperation der
Multiplikation mit einer invertierbaren Matrix von rechts.

Wir geben einen Algorithmus an. Unter dem Eck der Matrix verstehen wir die Position (1,1). Unter dem
Rand verstehen wir die Menge der Matrixpositionen ({1} x [2,n]) U ([2,m] x {1}), d.h. die erste Zeile und
die erste Spalte, ausgenommen das Eck.
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(1) Sind alle Eintrége des Randes gleich null, so gehe zu (4).

(2) Bringe, falls erforderlich, ein Element ungleich null kleinsten Grades der Matrix durch eine Zeilen-
und eine Spaltenvertauschung in das Eck.

(3) Addiere unter Zuhilfenahme von (x) ein geeignetes Vielfaches der ersten Spalte auf jede weitere
Spalte so, dafl an oberster Stelle dieser weiteren Spalte entweder eine Null oder aber ein Element
kleineren Grades als im Eck resultiert. Addiere unter Zuhilfenahme von (x) ein geeignetes Vielfaches
der ersten Zeile auf jede weitere Zeile so, dafl an vorderster Stelle dieser weiteren Zeile entweder
eine Null oder aber ein Element kleineren Grades als im Eck resultiert. Gehe zu (1).

(4) Teilt der Eintrag im Eck jedes Element der Matrix, so ist der Algorithmus beendet.
(5) Addiere eine Zeile mit einem vom Eintrag im Eck nicht geteilten Eintrag zur ersten Zeile. Gehe zu

(1).

Die Schleife (1-3) bricht ab, da bei jedem Durchlauf der Grad des Eintrags im Eck echt kleiner wird.
Die Schleife (1-5) bricht ab, da bei jedem Durchlauf der Grad des Eintrags im Eck echt kleiner wird.
Befindet sich der Algorithmus bei (4), so sind alle Eintréige des Randes gleich Null. Wird er in (4) dann

auch beendet, so ist die Matrix in der verlangten Form. o
Seien m, n > 1, und sei C' = (¢; ;) € R™*". Sei k € [1,min{m,n}]. Ein k x k-Minor von C ist die
Determinante einer k x k-Untermatrix (¢;, j,)st € RFXF von C, wobei iy < i,41 und j; < jyo1 stets. Sei
Dy (C) der grofite gemeinsame Teiler aller & x k-Minoren von C.

Lemma. Seien dy,...,d; Elementarteiler von C. Es ist

ak [Ijep 1) dj mit einem ay € Inv(R) falls k € [1, ]

Dy(C) = { 0

sonst .
Insbesondere bestimmt die Matriz C ihre Elementarteiler bis auf Assoziation.

Beweis. Sei k € [1,n]. Da die Formel fiir Dy (C) fiir eine Smithform von C zutrifft, geniigt es zu zeigen,
da$ fiir P € GL,,(R) und Q € GL,(R) gilt, dal Dy (C) und Dy (PCQ) assoziiert sind. Mit Transposition
geniigt es zu zeigen, dafi Dy (C) und Dy (CQ) assoziiert sind. Da ferner ) invertierbar ist, geniigt es zu
zeigen, dafl Dy (C) ein Teiler von Dy (CQ) ist.

Zeigen wir dies fiir eine beliebige Matrix @@ € R™*™. Wegen der Multilinearitdt der Minoren in den Spalten
von CQ diirfen wir hierzu annehmen, es sei jede Spalte von @) ein Standardbasisvektor. Denn die Minoren
im allgemeinen Fall sind R-Linearkombinationen dieses Spezialfalls.

Diesenfalls ist ein k£ x k-Minor von CQ aber entweder gleich Null, oder aber bis auf Vorzeichen bereits
als k x k-Minor von C' aufgetreten. o

4.4.3 x Jordanformen iiber beliebigen Koérpern

Sei K ein beliebiger Korper, nicht notwendig algebraisch abgeschlossen. Wir spezialisieren die Situation
des vorigen Abschnitts nun zum Polynomring (R =) K[X].

Fiir ein Polynom f(X) € K[X] \ {0} und ein m > 1 schreiben wir
A (f) = diag(l,...,1, f(X)) € K[X]™*™.
Lemma A. Seienn > 1. Sei C € K[X]"*™ mit deg(det C') = n gegeben. Es gibt Matrizen P € GL,,(K[X])

und Q € GL,(K[X]), irreduzible Polynome q1(X), ..., qx(X) inIrr(K[X]) und Exponentenby, ... by > 1
derart, daf

PCQ = dlag (Ablvdeg(ql)(Q?)v Abg-deg(qQ) (QS2)7 ceey Abk-deg(qk) (qZk)) y
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wobei hier diag das Bilden der Blockdiagonalmatrix bezeichne. Die Polynome q;(X) sind hierbei i.a. nicht
paarweise verschieden. Fine Matriz dieser Form heife in sortierter Smithform. Die Polynome q; und die
Exponenten b; sind durch Angabe von C' bis auf Reihenfolge festgelegt.

Beweis. Wir diirfen C' als in Smithform gegeben annehmen. Ferner diirfen wir annehmen, daf} alle Dia-
gonaleintrige Produkte gewisser Potenzen von Polynomen in Irr(K[X]) sind, da wir gegebenenfalls noch
mit einer invertierbaren Diagonalmatrix in K™*™ multiplizieren diirfen. Sei g(X) := det C' € K[X]. Nach
Voraussetzung ist deg(g) = n.

Wir behaupten, dafl eine Diagonalmatrix mit Determinante g(X) und wenigstens einem Diagonaleintrag,
der von zwei verschiedenen irreduziblen Polynomen geteilt wird, noch einen Diagonaleintrag assoziiert
zu 1 besitzt. Nehmen wir hierzu an, dies sei nicht der Fall. Dann hat jeder Diagonaleintrag einen Grad
> 1, und wenigstens einer einen Grad > 1. Insgesamt hat die Determinante dieser Diagonalmatrix einen
Grad > n = deg g(X). Widerspruch.

Wir behaupten, dafl wir erreichen kénnen, daf alle Diagonaleintréige Potenzen eines einzigen irreduziblen
Polynoms sind. Da wir Diagonaleintriige beliebig vertauschen diirfen, geniigt es dafiir, fiir hy(X) und
ha(X) in K[X] ~ {0} mit groBtem gemeinsamen Teiler 1 von {h;(X), ha(X)}, die Matrix (§ 40,) mit
invertierbaren Matrizen von links und von rechts so zu multiplizieren, dafl wir (%1 ;?2) erhalten. Denn

dann konnen wir zu einem Faktor, der nicht Potenz eines einzigen irreduziblen Polynoms ist, oben eine
1 hintauschen und diese Tatsache anwenden, um eine Potenz eines irreduziblen Polynoms abzuspalten.
Nun gibt es r1(X) und ro(X) in K[X] mit hyry + harg = 1. Damit wird in der Tat

(h772) (6 at) (20 7) = (50,) -

Sind schliefilich £ Diagonaleintriige gleich qf  mit einem b; > 1 und mit ¢;(X) € Irr(K[X]), und die iibrigen
n — k Eintrage gleich 1, so bleibt uns fiir die behauptete zu erreichende Form der Matrix nachzuweisen,
|

daB dannn—k =3,y 5y (bi - deg(g;) —1). Nun ist aber >, 11 b; - deg(g;) = deg(g) = n. Somit kénnen
wir eine Matrix in sortierter Smithform erreichen.

Die Faktoren ¢;(X)% sind dabei gerade die Potenzen irreduzibler Polynome, die in den Primfaktorzerle-
gungen der Elementarteiler von C auftreten, wie uns obiges Argument zeigt, wenn wir es riickwérts lesen
und (h01 ,?2) in ((1) h?hz) umformen. Da C seine Elementarteiler bis auf Assoziation festlegt, und diese
ihre Primfaktorzerlegungen festlegen, ist insgesamt die sortierte Smithform bis auf die Reihenfolge der
Blocke ebenfalls eindeutig von C' festgelegt. o

Seien n > 1 und A, B € K"*" gegeben. Die Matrix XE — A € K[X]™*" heifit charakteristische Matriz
von A. Wir erinnern uns daran, dal A und B konjugiert heiflen, falls ein S € GL, (K) existiert mit
S—1AS = B. Konjugiertheit ist eine Aquivalenzrelation. Die zugehérigen Aquivalenzklassen heifien auch
Konjugationsklassen.

Lemma B. Es sind A und B genau dann konjugiert, wenn es P, Q € GL,(K[X]) gibt mit
P(XE - A)Q = XE — B. In anderen Worten, A und B sind genau dann konjugiert, wenn ihre charak-
teristischen Matrizen dieselbe Smithform besitzen.

Beweis. Zum einen, sind A und B konjugiert, ist also etwa AS = SB mit S € GL,(K), so folgt
(XE — A)S = S(XE — B), und wir sind fertig wegen S € GL,,(K) < GL, (K[X]).

Zum anderen, seien P, Q € GL,(K[X]) gegeben mit P(XE — A) = (XE — B)Q~!. Schreiben wir
P = Zi>0 P X?
Q = 21'20 QiXi
Q™" = Yo Qi X'

mit P, Q;, Q; € K™, und fiir jeweils nur endlich viele Indizes i ungleich 0, und setzen wir dazuhin
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P, = Q,l = 0p,pn, S0 wird

P(XE - A) = (Zi>0 PiXiH) - (Zi;O PiAXi) = Zi;o(Pi—l - Pz'A)Xi )
und analog
(XE - B)Q71 - (Zi}(} QiXiH) - (Zi)@ BQiXi) = Zi}O(Qi—l - BQi)Xi )
Koeffizientenvergleich zeigt nun, daB P;_; — P,A = Q;_, — BQ; fiir alle i > 0. Sei

T =) QA € K™,

i>0

Dann ist

= Zi>o(BQi+1 + P, — P A)ATL

Qi+1Ai+l) i (Ez;o PiAi+1) _ (Ei>0 Pi+1Ai+2)

Sy

Il
S
—~
]

\\O/
S
=

~

Wir haben noch zu zeigen, dafl T € GL,,(K) liegt. Es ist
E = QQ!
= 2120 X! (Zi+j:leQi) )
so daB Koeffizientenvergleich QuQo = E und Eiﬂ-:l QjQi =0 fiir [ > 1 ergibt. Sei
S =) QB € K",
j=0

Es wird )
ST = Zj>OQjBJT

= Zj;O QjTAj

= Zz] >0 Qj (QiAi)Aj

= 2520 (Zi+j=l QjQi) Al
= F.

Folgerung. Sei J C K"*" eine Teilmenge derart, dafl es fiir jede Matriz der Form

dlag (Abl -deg(q1) (qll)l )a Abgtdeg(qQ) (QSQ )7 ey Abk -deg(qk) (q]l:k ))

mit qi(X) € Irr(K[X]), mit by > 1 und mit 3,0y 41 bi - deg(qi) = n genau ein J € J gibt, dessen

charakteristische Matrix X E — J diese sortierte Smithform besitzt. Dann ist J ein Reprdsentantensystem
fiir die Konjugationsklassen von K"*™. o



94

Um nun Normalformen, d.h. eben solche Reprisentantensysteme J, zu konstruieren, geniigt es, von
gewissen ausgesuchten Matrizen die sortierte Smithform ihrer charakteristischen Matrix auszurechnen.
Notieren wir uns hierbei aufgetretene Transformationsmatrizen, so haben wir auch gleich einen Algorith-
mus, um den Représentanten einer gegebenen Matrix samt der zur Konjugation benotigten Matrix zu
bestimmen. Siehe §4.4.4.2.

Sei f(X) = X'+ i1 @i X" € K[X] ein normiertes Polynom von Grad [ > 1. Die Begleitmatriz zu
f ist gegeben durch

0 1 0 0
0 0 1 0 0
L o - Ix1
Bf = c K .
0 0 1
—ay  —ay - e e,

So ist etwa fiir A € K die Begleitmatrix Bx_, = (1) € K'*%

Sei ferner, bei gegebenem [ > 1,

L, = : : e K™,

= o
[}
(=)

So ist etwa Ly = (1) € K'XL,

Sei ¢(X) € Irr(K[X]), und sei b > 1. Wir bilden den folgenden (verallgemeinerten) Jordanblock

Bq Ldeg(q) O o e ... 0
0 Bq Ldeg(q) 0 A 0
J(q,b) = B B c [ (bdeg(@)x (b-deg(q))
0 0 Bq deg(q)
0 B,

Die erste obere Nebendiagonale ist also durchgehend mit len belegt.

So zum Beispiel ergibt sich, in der Notation von Satz 13, der Jordanblock J(X — X, b) = AEp + Ny, also ein
dort bereits aufgetretener Jordanblock der Kantenldnge b mit Eigenwert A. Ist nun K nicht algebraisch
abgeschlossen, so konnen aufler Polynomen von Grad 1 noch weitere irreduzible Polynome auftreten, und
also auch etwas allgemeinere Jordanblocke als die in Satz 13 bereits in Erscheinung getretenen.

Lemma C. Sei ¢(X) € Irr(K[X]) von Grad r := deg(q), und sei b > 1. Die sortierte Smithform der
charakteristischen Matriz von J(q,b) ist gegeben durch diag(1,..., 1,¢%) € K[X])'**". Genauer, es gibt
ein P € GLy,.(K[X]) derart, daf§ mit

v o= (qOXO qul qOXr—l quO qul qur—l qb—lXO qh—lxl qb—er—l )t c K[X]bT
und der durch ihr Spaltentupel definierten Matriz
Q(qab) = (627633"'76177’77)) € GLbr<K[X])

wir ~
(XE —1J(q.b)) - Q(g,b) = P-diag(1,...,1,¢")
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erhalten.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, da8 (XE — J(q,b)) Q(q,b) eine untere Dreiecksmatrix mit Diagonale

(—1,...,—1,¢") ist. Denn dann ergibt sich P := ( (XE — J(q,b)) Q(q,b) ) - diag(1,...,1,q7?), welche
als untere Dreiecksmatrix mit Diagonale (—1,...,—1,+1) in der Tat in GL,,(K[X]) liegt. Wegen der
0
Gestalt von XE — J(g,b) und Q(g,b) geniigt dafiir aber bereits (XE — J(q,b))v = , was wir direkt
0
qb
ersehen. .
Beispiel. Fiir A € K ist Q(X — A, 1) = (1). Oder, es ergibt sich zum Beispiel im Falle K = R die Matrix
0 0 0 1
9 1t 0 0 X Axd
Q(X*+1,2) = o 1 o0 x?m € R[X]**4.
0 0 1 X(X2%+41)

Bemerkung. Seien m, n > 1. Ist D € K[X]™*™ die sortierte Smithform der charakteristischen Matrix
von A € K™ und ist D' € K[X]|"*" die sortierte Smithform der charakteristischen Matrix von

A" e K™ so ist (10) B/) € K[X]mt+n)x(m+n) die sortierte Smithform der charakteristischen Matrix

von ( ’8 £/> € Km+m)x(min) Kurg, wir diirfen die sortierte Smithform blockweise berechnen.

Damit haben wir zu jeder in obiger Folgerung geforderten sortierten Smithform einen Konjugationsre-
prasentanten gefunden, der sich als Blockdiagonalmatrix aus Jordanblécken zusammensetzt. Wir fassen
nun zu einem theoretischen Ergebnis zusammen. Mit diag werden dabei jeweils Blockdiagonalmatrizen
gebildet.

Satz iiber die Jordanform, nach Frobenius und Boége. Sein > 1, sei K ein beliebiger Korper. Jede
Matriz A € K™*™ st konjugiert zu einer Matriz in Jordanscher Normalform, oder kurz Jordanform,

dlag('](qu b1)7 J((I27 b2)7 ey J(Qk7 bk)) 3

wobei die irreduziblen Polynome q1, ..., qx und die positiven ganzen Zahlen by, ..., by (bis auf Reihen-
folge) durch die sortierte Smithform

dlag (Abl -deg(q1) (qll)l )7 Abg-deg(qg) (QSQ )7 ey Abk-deg(qk) (qzk ))

der charakteristischen Matriz von A festgelegt sind. o

Minimalpolynom. Das Minimalpolynom von J(g,b) fiir ¢ € Irr(K[X]) und b > 0 ist gegeben durch
9(X)".

Dazu behaupten wir, da die Matrix J(g,b) von ¢(X)?, nicht aber von ¢(X)*~! annulliert wird. Es
ist q(J(g,b)) eine obere Blockdreiecksmatrix mit verschwindenden Hautptdiagonalblocken der Grofe
deg(q) x deg(q); und Blécken in der ersten oberen Blocknebendiagonalen, welche allesamt untere Drei-
ecksmatrizen mit Einsen auf der Hauptdiagonalen sind; was wiederum aus der Tatsache folgt, dafl J(q, b)
auf der ersten oberen Nebendiagonalen Einsen stehen hat, und dariiber nur noch Nullen.

Da das Minimalpolynom unter Konjugation einer Matrix invariant bleibt, ist, in der Notation des vor-
stehenden Satzes, das Minimalpolynom von A das kleinste gemeinsame Vielfache in K[X] der Polynome
qll’l7 RN qZ"’. In anderen Worten, das Minimalpolynom von A ist der Elementarteiler grofiten Grades der
charakteristischen Matrix von A, zu finden im rechten unteren Eck der Smithform.
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4.4.4 x Algorithmus

4.4.4.1 x Vorbemerkungen

Bemerkung a. Wir werden vor der Aufgabe stehen, eine Matrix C' € K[X]"*™ in sortierte Smithform
P'CQ" zu bekommen, mit P’ und Q" in GL,(K[X]), und uns dabei @’ zu behalten. Dazu schreiben
wir die Einheitsmatrix unter die Matrix C' und wenden alle Spaltenumformungen, die auf C' angewandt
werden, simultan auf die unten angefiigte Matrix an.

Um zur sortierten Smithform zu gelangen, bilden wir zunéchst die Smithform und spalten dann Diago-
naleintrége, die noch verschiedene irreduzible Teiler haben, auf. Dazu hilft folgende Bemerkung.

Bemerkung b. Sind h;(X) und hy(X), so kénnen wir zur Berechnung des gréfiten gemeinsamen Teilers
von {hq, he} den Euklidschen Algorithmus anwenden. Sei iterativ fiir ¢ > 1

hi = hix1uipr + hiyo

mit entweder h; o = 0 oder deg(h;y2) < deg(hiy1). Breche ab, falls h;1o = 0. Das von h; und h;iq
erzeugte Ideal stimmt mit dem von h;y; und h;49 erzeugten Ideal iiberein, da h; in letzerem und h;yo in
ersterem enthalten ist. Insbesondere, sind h,, # 0 und h,, 11 = 0, so ist das von hy und ho erzeugte Ideal
gleich h,,,(X)K[X], in anderen Worten, h,, ist der grofite gemeinsame Teiler von h; und hs.

Damit muf} es Polynome s1(X) und ¢ (X) geben mit hys; + hoty = hyy,. Rechnerisch erhalten wir diese,
indem wir iterativ (i) = () und

(521) = (1) (3)
setzen. Denn es ist Ay, = Ry Sm + hint1tm, und induktiv folgt

hm = hisi + hi—i—lti
= hisi+ (hi-1 — hiw)t;
= hi_iti + hi(si — wity)
= hi—18i—1 + hitiy

Ist h,, ein Skalar, so wird schliellich
hl(sl/hnL) + hQ(tl/hm) =1.

Dies kénnen wir verwenden, um aus der Smithform zur sortierten Smithform zu gelangen; vgl. den Beweis
zu Lemma A.

Bemerkung c. Sei ¢(X) € Irr(K[X]) von Grad r := deg(q), und sei b > 1. Schreibe
w = (—°X! —¢°X? .. —®X""! —g'X° —g'x! .. —g'X""! .. —g7IXx0 _g7ix . _g-ixtt 1) o€ K[X]br.
Die Inverse zu Q(g, b) ist wie folgt durch ihr Spaltentupel gegeben.

Q(g,b)"" = (w,e1,e9,...,epr-1) € GLp (K[X]) .
Beispiel. Fiir A € K ist Q(X — X\, 1)~! = (1 ). Oder, es ergibt sich zum Beispiel im Falle K = R die

—-X 1 0 O
_v2
Matrix Q(X2 +1,2)"! = _(;’2:1;; oV eRpx)e
1 0O 0 O

4.4.4.2 x Verfahren
Sei n > 1, und sei A € K™*™ gegeben. Seien P’, Q' € GL,(K[X]) so, da8

P/(XE - A)Q/ = dlag (Abydeg(ql) (Qi}l)a Abz-deg(qg)(QSz)v ey Abk-deg(qk)(qzk))
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in sortierter Smithform ist, mit ¢; € Irr(K[X]) und b; > 1, vgl. Lemma A und Bemerkungen a, b. Nun
hat mit Lemma C

J = dlag(J(qla bl)a J(CI2’ b2)a R J(Qkﬁ bk))

ebenfalls diese Smithform, und die fiir die Umformung in diese Smithform nétige Matrix von rechts
kénnen wir wie folgt spezifizieren. Es gibt mit Lemma C eine Matrix P € GL, (K[X]) derart, da§

P(P'(XE - A)Q) = (XE — J)diag(Q(q1,b1), Qg2,b2), - .., Q(ak, b)) -

Setzen wir )
P = PP
Q = Q/ 'diag(Q(thl)_laQ(QQabQ)_la"'7Q(Qkabk)_1) 5
so folgt
P(XE—-A) = (XE-J)Q™".
Schreiben wir nun @ =: Zz;o Q; X" mit Q; € K™ ", so ist gemiB Beweis von Lemma B mit S :=

> is0 QiJ" eine Matrix gefunden, die wie gewiinscht
STTAS = J

liefert. Zur Berechnung von @ ist Bemerkung ¢ von Nutzen.

Wir fassen die Rechenschritte zusammen.

Die Jordanform J einer Matrix A € K™*" und die Transformationsmatrix S € GL, (K), fiir die
S~1AS = J ist, kann in den folgenden Schritten berechnet werden.

(1) Berechne die sortierte Smithform der charakteristischen Matrix XF — A von A.
Ist mit P/, Q" € GL,(K[X]) erreicht, daf sich

P/(XE - A)Q/ = diag (Ab1~deg(q1) (qlfl)7 Abg-deg(qg)(qu)v ey Abkdeg(qk)(qzk)) )

in sortierter Smithform ergibt, so behalten wir Q.

(2) Berechne die Matrix
Q = ZQZXZ = Ql ' dlag(Q(Qh bl)ila Q(QQ; b2)717 RN Q(Qk7 bk)il) )
i>0

wobel @; € K™*™.

(3) Sei J := diag(J(q1,b1),J(g2,b2),...,J(qr,br)). Bilde
>0
Nun ist S71AS = J.

(4) Zur Probe verifizieren wir AS L $J. Ist dazuhin S tatsichlich reguldr, so ist das Resultat
sicher korrekt.

Wie jeder (mir bekannte) Algorithmus, so hat auch dieser einen Haken. Schritt (1), die
‘verfeinerte Berechnung des charakteristischen Polynoms’, kann zu ldnglichen Polynomen
als Matrixeintrigen in der Transformationsmatrix @’ fiithren.
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4.4.4.3 =« Beispiele

4.4.4.3.1

. . -3 2-3
(I SelK—R,undselA_< 0 1-1

*x Ein Beispiel iiber R und C

) € R3*3, Wir formen die charakteristische Matrix XE — A von A

in Smithform um. Dabei fithren wir die Spaltenumformungen simultan auf der unten angefiigten Matrix
durch, die zu anfangs gleich E sei. Zeilenumformungen lassen die unten angefiigte Matrix unverédndert.

X+3 -2 3 3 —2 X+3 1 X-1 0

0 X-1 1 1 X-1 0 3 -2 X+3

-5 3 X—4 X—4 3 -5 X—4 3 -5

Ny oad

1 0 0 1 0 0 1

0 1 1 0 0 1 0

0 0 0 0 1 0 0
1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1-3X X+3 0 1 —X?45X -1 0 1 0
0 —-X%45Xx-1 -5 0 —(X+3)/5 1-3X 0 0 (X =2)(X%+1)

~ g oad

0 0 1 0 -1/5 0 0 -1/5 —-X2/54+4X-1/5
0 1 0 0 0 1 0 0 1
1 1-X 0 1 0 1-X 1 0 1-X

Um diese Matrix nun in sortierte Smithform zu bekommen, stellen wir zunéchst einmal fest, daf3

(1/5)(X? + 1) + (—(X +2)/5)(X —2)

1.

Also multiplizieren wir ihren unteren rechten 2 x 2-Block von links mit ())({2;"21 (Xf'/?/ 5) und von rechts

X-2)(X+2)/5

it (4075 -2

) , und erhalten

1 0 0
0 X?+1 0
0 0 X-2
2
0 4X-X+4 -Six-F
0 —1 1
1 X—-1 1-X
Die untenstehende Matrix ist unsere Matrix Q’.
Somit wird
Y 2 -1 —1
, (—X10
= Q ( 1 00)
0 01
ax2 _x.4 g _axZ .y 9
25 25 25 25
= -1 0 1
-1 1 1-X
%= 0 —% -1 0 1 & 0 —%
= -1 0 1 X4+ o o o |- X'+ o o o X2
-1 1 1 0o -1 0 0 o0
Qo Q1 Q2
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Mit J = diag(J(X2 +1,1),J(X — 2,1)) = (7

oo
oo
NOO

) wird

S = QoJ°+ QI +QrJ?

(41215879{25> 4 (§—é (2)) i (74425871%/25)

-11 1 0 -2 0 0 0

0-1 1
-1 0 1) .
-1 1-1

In der Tat ist nun S~1AS = J.
-3 2-3

(IT) Sei nun K = C, und sei weiterhin A = ( 01 :}1

eines algebraisch abgeschlossenen Korpers C, miifiten also nicht unbedingt das Frobenius-Boége-Verfahren
anwenden. Wir wollen dies trotzdem tun. Zur Unterscheidung der in den verschiedenen Berechnungen
auftretenden Matrizen verwenden wir obere Indizes in Klammern.

), nur jetzt gesehen in C3*3. Nun sind wir im Falle

Unter Zuhilfenahme von (I) geniigt es, den Block (,(1) 6) aus der Jordanform iiber R nun iiber C in Jor-
danform zu bringen, und danach die Transformationsmatrizen zu multiplizieren. Seine charakteristische
Matrix wird unter Verwendung von Lemma C umgeformt zu

X -1 1 0 X+i 0
10X 0 X241 0 X—i
g s 3
1 0 0 1 -1 1
0o 1 1 b'e (-1-HX+1 a+iH)x+1

unter Verwendung der Tatsache, daf§ (—%)(X+i)+4 (X —i) = 1. Esist diag(Q(X +4,1)7!, Q(X—i,1)7!) =
(69), und daher erhalten wir direkt, mit J&) = (749),

2

S0 = QP+ = () (D + (L 1lia) (39 = (1)

In der Tat ist nun (SMW)=1 (_95) W = JO.

Insgesamt wird mit S = S - diag(S™, 1)

—1 —1 1
= ( 1 -1 1 ) dann
1+7 —14+7 —1

@)-1 46 — diac(JD 2y = ( 090) =. J@
(S~ ASY = diag(J ,2)—(808) = J¥

und dies ist eine Transformation in die Jordanform iiber C.

Wir hétten auch iiber C direkt das Frobenius-Boge-Verfahren fiir A ansetzen koénnen; wir sind nicht
darauf angewiesen, zunéchst die Jordanform iiber R zu berechnen.
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4.4.4.3.2 x Ein Beispiel iiber F; und F
1 01 0 1-1
0 00-1-1 1
(I) Sei K = F3, und sei A= [ 717§ eI = F36X6. Wir formen ihre charakteristische Matrix um.
0 11-1 1-1
—1-11-1 1-1
X-1 0 -1 0 -1 1 1 0 0 0 0 0
0 X 0 1 -1 0 —X+1 —-X24X-1 —-X+1 -1
1 1 X 1 0 0 0 b'e 0 1 1 -1
-1 0 0 X+1 -1 -1 0 1 X X-1 -1 -1
0 -1 -1 1 X—1 1 0 -1 -1 1 X-1 1
1 1 -1 1 -1 X+1 0 0 —-X-1 0 -1 X+1
1 0 0 0 0 0 e 1 -1 -X -1 0 0
0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 —X?-X+1 X-1 —-X?-X+41 -X-1 0 0 1 0 0 0
0 0 -X X+1  X?—X+1 X-1 0 0 0 1 X24X -1 -X
0 0 X—-1 X X+1 0 0 0 0 -1 —X2_X+41 —-X2%41
0 0 —X-1 0 -1 X+1 0 0 0 X24+X X24x—1 X2-1
e 1 -1 —X+1 1 —X+1 -1 e 1 -1 —X4+1 X%2-X+4+1 X%4X+1 X241
0 1 -1 1 X-1 1 0o 1 -1 X+1 —X-1 X-1
0 0 1 0 0 0 0 0 1 -X —-X —X-1
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 o0 0 0 0 (X?+X-1)
0 o0 0 0 (X24+X-1)2 —(X41)(X24+X-1)
e 1 -1 —X+1 X?2-X41 -—X*—x%2_Xx-1 X34 X+1
0o 1 -1 X+1 —X34X2-X X2-Xx-1
0 0 1 -X X34 X241 X —X2-X-1
0 o0 0 1 —X%2-X+1 X
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 (X24Xx-1)2 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 (X24+X-1)
e 1 -1 —X41 —-X*-X?-X-1 X%2-X+4+1 X34X+1
0 1 -1 —X34X%2_X X+1 X?2-X-1
0 0 1 X34X24X -X —X%2-X-1
0 0 0 —X2_X+1 1 X
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
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Die untenstehende Matrix ist @’. Ferner ist

—-X 1 0
—(X24X-1) 0 1
—(X?4X-1)X 0 0 1

. 2 _ -1 2 _ -1y _
d1ag(Q(X +X-1,2) ’Q(X +X-11) ) 1 00 0 0 0

0 00 0 —-X 1
0 00 0 1 0
Somit wird
_ Y 2 1 2 1
X241 1 -1 —X+1 X241 X2%2-X+1
X241 0 1 -1 X—-1 X+1
B -X 0 o0 1 —X-1 -X
o —X?2-X+1 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
11-1 1 11 000-1 0-1 100011
TEEEY HiEE Lhihe
_ - 0 - -1 1 2
= 100001 | X +Z10000 0] X +|-i00000] X"
10 0 0 00 000 0 0 O 000000
00 0 0 10 000 0 0 O 000000
—_— —
Qo Q1 Q2
010 00 0
1-11 00 0
Mit J = diag(J(X?+ X — 1,2),J(X2+X - 1,1))= | § 0 9_1§ § | wird mithin
0 00 00 1
0 00 011
1 0-1-100
1-1-1-101
0 1 2 0-1 0 110
= QoJ" +@Q1J +Q2J° = 0 0—1 001
100 000
000 010

Und in der Tat ist S~1AS = J.

101 0 1-1
0 00-1—1 1

(IT) Sei K = Fy, und sei weiterhin A 1ozt ¢ (1)) nur jetzt gesehen in Fo*%. Unter Zuhilfe-
B et R

nahme von (I) geniigt es, die Blocke J(X? + X — 1,1) und J(X? + X — 1,2) iiber Fy in Jordanform zu

bringen.

Wir beginnen mit J(X? + X — 1,1). Seine charakteristische Matrix wird unter Verwendung von Lemma
C umgeformt zu

1 0 X —(14¢) 0
1 X410 0 (X—(14))(X—(1—1)) - 0 X—(1—0)
0 1 -1 1
1 X (=1=0)X+(—1) (A4)X+(—t—1)
Mit JO) = 1 52 L) bekommen wir

S(l) = Q 1)( ) Q(l ( (1))1 = (Lill 7371) ' ((1)[1)) + (7{)7L 1<OH) ) (1# 19L) = (7Ilb 1lb) ’

und in der Tat ist (SM)~1 J(X2 4+ X —1,1)SM = ),
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Wir setzen fort mit J(X? + X — 1,2). Seine charakteristische Matrix wird unter Verwendung von Lemma
C umgeformt zu

X -1 0 0 1 0 0 0 1 0 0

-1 X+1 -1 0 0 1 0 0 0 (X —(e+1))? 0

0 0 X -1 0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 -1 X+1 0 0 0 (X%24+Xx-1)2 0 0 0 (X —(—1+1))?

~y g

1 0 0 0 0 0 0 1 0 -1 0 1

0 1 0 0 1 0 0 X 1 -X 0 D'e

0 0 1 0 0 1 0 (X%4X-1) 0 X3-X?-X—1 0 —X?4X24X+utl

0 0 0 1 0 0 1 (X*4+X-1)X 0 —-X®-X24X 1 X34X2-X
14 1 0 0

Wegen J®) = R >, wegen Q(X — (1 + 1),2)71 = (_X+1(‘+1)(1)) und wegen

0 0 0 1—¢

QX — (—+1),2)7"

(—X+<1—L+1> 5) wird

1 0 1 0
Q- X+1+1 1 X 0
o X3_XZ2oX—1 0 —uX3+X24 X4+l 0 ’
—X2-X24X 0 X®4X%4+X+1— 1
und somit
2)  _ 2)10 2)\1 2)\2 2)\3
S@ = QO.(J()) +Q1.(J()) +Q2.(J()) +Q3.(J())
10 1 0 1000 0000 14¢ 1 0 0
_ 11 0 0 0100 1010 4. 0 0
= —, 0 t+1 0 0010 | T { -1010) | 0 0 1—¢ 1
0 0—ct11 0001 1010 0 0 0 1—
0000 —1—1-20 0 00 00 1-. 0 0 0
0000 0 —. 0 0 00 00 01— 0 0
+ —1010)°{ 0 0o ¢-1+. )T t0—0]"0 0 01+ 0
~1010 0 0 0 . 10 10 0 0 0 1+

Il
7 N
|
cof |
| =
—
~
|~ l o
_
—
co |~
-
~
+~r~o
—_
N~~~

In der Tat ist (S?)~'J(X2 + X —1,2)S® = J?) | Zusammen ist also mit

1 14¢ -1 —14¢ O 0
—14+¢ —14¢ 14+¢ 14+t —1—t1—e
L 1

3) __ . 2 1 o 1+ L —1+e —1
SB) — S'dlag(S( ), 8¢ )) = 0 — 0 —¢ —1-u1-
-1 0 1 0 0 0
o 0 0 0 -1 1
die Jordanform
1401 0 0 0 0
) 0 62 900 (3)
3)y—1 3 — —.
(S ~tas( 0 0 0100 o | =
0 0 0 0 1+. 0
0 0 0 0 0 1—¢

iiber Fy erreicht.
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4.5 Unitares Diagonalisieren

In diesem Abschnitt sei der Skalarkorper der Korper K = C der komplexen Zahlen.

Bemerkung. Die komplere Konjugation C—C : ( = & + in—( = £ — in, wobei
&,n € R, erfiillt

(+¢ = ¢+¢
U= e
fiir alle ¢, (" € C. Wir schreiben auch [(| = 1/(( = /&% + n? fir den Betrag von (.

Seien m,n,r > 1. Fiir A = (a;;);x € C™*" sei die konjugierte Matrix gegeben durch

A = (dj,k)j,k e C™

J\r|f\,\

Dann werden

A=A
MANA = NA+NA
A-B = A-B

fir A,A"e C™", B € C" und A\, \ € C. Denn fiir j € [1,m] und [ € [1,r] ist der
Eintrag von A - B an Position (j,1) gleich Zke[l’n] a; by = Zke[l’n] a;jrbe,, also gleich

dem Eintrag von A - B an dieser Position.

4.5.1 Orthonormalisierung nach Gram-Schmidt

Sei n > 1. Wir betrachten den Vektorraum C".
Skalarprodukt. Sei auf C" das Skalarprodukt gegeben durch
C"xC* — C )

(z=(&)i y=M);) r— 2% = X cun&m -
Ist z'y = 0, so heifien die Vektoren x und y orthogonal.
Es ist Z'x stets eine reelle Zahl > 0. Wir schreiben ||z|| := vZ'z fiir die Norm von x. Mit
x = (;); ist ausgeschrieben also ||z = /> ;ci1 0 1€
Es ist ||z]| = 0 genau dann, wenn x = 0. Falls = # 0, so schreiben wir 2° := ||z|| "'z fiir
den zugehérigen normierten Vektor. Es wird so ||2°] = 1.

Lemma (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Seien x,y € C™. Es ist

1yl < 2l llyll
wobei die Gleichheit genau dann gilt, wenn (x,y) linear abhdngig ist.

Beweis. Wir diirfen z # 0 annehmen. Fiir beliebiges A\ € C wird

0 < |Ae—yl> = Ma'z+ gty — ATty — A\j'x .
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Fiir A := (%) (z%z)~! ergibt sich

0 < (') (@'y)(@'2) " + (7'y) — (7'2)(@'2) " (3%) — (@) (@'2) (7).

Nach Multiplikation mit Z'z > 0 erhalten wir

0 < (@'2)(7'y) — ('y)(7'x) -

Gilt hierin die Gleichheit, so ist || Az — y||* = 0, und mithin auch Az —y = 0. Es ist (z,y)
also linear abhingig.

Ist umgekehrt (z,y) linear abhéngig, so gibt es wegen x # 0 ein p € C mit y = px, und
wir erhalten

(@'2)(F'y) = |uf*(@'e) = (F'z)(@y) -

[m]

Orthonormalbasis. Ein Tupel (z1,...,,) heift orthonormal, falls ||lz;|| = 1 fiir j €
[1,m] und Zia), = 0 fiir j,k € [1,m] mit j < k (was wegen y'z = 2%y fiir y, 2 € C" auch
:E;:Bk = 0 fiir 4,7 € [1,m] mit j > k zur Folge hat). Ein orthonormales Tupel ist linear

unabhéngig. In der Tat, ist 3, A;jz; = 0, so folgt A\ = T, (Eje[l’m] )\jxj> = 0 fiir alle

k € [1,m]. Wir sagen auch, (x1,...,2,,) ist eine Orthonormalbasis von (1, ..., x,) < C".

Der Beweis des folgenden Lemmas besteht aus dem Gram-Schmidtschen Orthonormalisie-

rungsverfahren.

Lemma. Sei U < C" ein Unterraum, und sei (z1,...,xx) ein orthonormales Tupel
von Vektoren in U. Dann lifit sich dieses Tupel erginzen zu einer Orthonormalbasis
(X1, ..., Tm) von U. Mit k = 0 sehen wir insbesondere, daf$ jeder Unterraum U < C"
eine Orthonormalbasis besitzt.

Beweis. Sei ein orthonormales Tupel (x1,...,zx) in U gegeben. Mit Induktion geniigt es,
im Falle (xq,..., ) < U dieses orthonormale Tupel um einen Vektor zu einem orthonor-
malen Tupel (xy,...,xk1) zu ergénzen.

Seiy € U~ (x1,...,Tk). Setze
z = y— Z (Zy)x; .
JE[LK]

Wegen y & (z1,...,xy) ist z # 0, und wir konnen

0
Tpy = 20 = |y— Z (a’:;y):vj
JE[LK]
nehmen. Fiir [ € [1, k] ist dann
Han = 207 (aly— X Gty | = 1207 (s - Glnain) =0,

JE[LK]
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so dafl wir mit ||zg,1]| = 1 sehen, dafl (x1,...,2x1) ein orthonormales Tupel ist. -
2 1 0

Beispiel. Wir wollen eine Orthonormalbasis von U := ((8> , (9) : (%>> < C* bestim-
0 i

0
men. Sel hierzu

Sei ferner

und schlie3lich

o= [0 ) - ()

os.co
SN——
—_
=)
[\
|
—
~
)
N\
c.o~O
~__

4.5.2 Normal, unitiar, hermitesch

Definition. Sei A € C™**".

(i) Die Matrix A heiit normal, falls A'A = AA".
(i) Die Matrix A heifit hermitesch, falls A = A (nach Charles Hermite).

(iii) Die Matrix A heifit unitdr, falls A'!A = E (und folglich A* = A~1).

Bemerkung. Eine hermitesche Matrix ist normal. Eine unitdre Matrix ist normal.

Bemerkung. Eine Matrix A € C"*" ist genau dann unitér, wenn ihre Spalten ein or-
thonormales Tupel bilden. Denn A'*A = FE ist gleichbedeutend damit, dafl di,ja*,k =1 fiir
j =kund @ ja., = 0 fiir j # k, wobei j, k € [1,n].

Bemerkung. Fiir A € C™" sind AtA und AA* beide hermitesch. Folglich geniigt es fiir
die Uberpriifung der Normalitit von A, die Eintrige von A*A mit denen von AA" an den
Positionen (i, 7) mit 4, j € [1,n] und i < j zu vergleichen.

Beispiel. Die Matrix (2i)) € C'*! ist normal, aber weder unitéir noch hermitesch. Die
Matrix (i) € C**! ist unitér, aber nicht hermitesch. Die Matrix (2) € C*! ist hermitesch,
aber nicht unitér. Allgemeiner ist A = diag(ds,...,d,) fiir beliebige d; € C normal;
unitér aber nur, falls |d;| =1 fiir alle j € [1,n]; und hermitesch nur, falls d; € R fiir alle
Jj€[l,n].

Mit einer unitdren Matrix U konnen wir wnitdr konjugieren, d.h. die Operation
Cv" — Cv" A+ U'AU = U ' AU ausfiihren.
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Lemma. Sei A € C™". Fiir eine unitdre Matrix U € C™*" gelten die folgenden Impli-
kationen.

(i) Ist A normal, so sind es auch A, A* und UAU.
(ii) Ist A hermitesch, so sind es auch A, A* und U*AU.

(iii) Ist A unitir, so auch A, A* und U*AU. Allgemeiner ist das Produkt zweier unitdrer
Matrizen unitdr. Insbesondere bilden die unitdren Matrizen eine Untergruppe
U,(C) < GL,(C), die unitire Gruppe.

Beweis. Zu (i). Ist A'A = AAY, so auch A*A = AAY, woraus wir A und A* normal ersehen.

Ferner ist L
(0rav) (rav) = otavotau
= UAAU
= UAAT
= U'AUU'A'U
= (0Av) (TaD)

Zu (ii). Ist A* = A, so auch A* = A, woraus wir A und A' hermitesch ersehen. Ferner ist

UtAU
= U'AU .

(TeAT)

Zu (iii). Ist A'A = E, so auch A'A = E, woraus wir A und A® unitér ersehen. Damit
geniigt es zu zeigen, dafl mit A und U auch das Produkt AU unitér ist. In der Tat wird

(A" (AU) = U'A'AU

Utu
= L.

4.5.2.1 x Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra nach Derksen

Dieser Abschnitt ist nicht priifungs- oder klausurrelevant. Wir folgen [2].

Fundamentalsatz der Algebra. Der Kiorper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen.

In anderen Worten, fiir jedes nichtkonstante normierte Polynom
f(X) = X" +an—1Xn71 + -4 ao

ist ein z € C mit f(z) = 0 als existent nachzuweisen.
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Da die Matrix

0 1 0 0
0 0 1 0
e C’I’LXTL
0 0 o --- 1
—a@p —ai1 —az "' —an—1

das charakteristische Polynom f(X) besitzt, geniigt es zu zeigen, dafl jede Matrix A € C™*™ einen
Eigenvektor besitzt.

Aus der Analysis verwenden wir folgende zwei Lemmata, die beide mit dem Zwischenwertsatz folgen.
Lemma 1. Fir jedes Polynom g(X) € R[X]| mit degg =2 1 gibt es ein x € R mit g(z) = 0.
Lemma 2. Fiir jedes x € Rxq gibt es ein eindeutiges y € R mit y*> = x, geschrieben y = \/x.
Nun kénnen wir komplexe Wurzeln ziehen.

Lemma 3. Es gibt fiir jedes z € C ein w € C mit w? = 2.

Beweis. Seien u, v € R, sei v > 0. Es ist

2
; — ut+vu24v? ) —utVu o2
u+iv = <\/ 5 + z\/ 5 )

u—1w =
o

2
<\/u+¢mi\/_u+¢m)
2 2 :

Sei K ein Korper, und seien d > 1, » > 1. Betrachte folgende, von K, d und r abhéingende Aussage, iiber
deren Wahrheitsgehalt zunéchst nichts gesagt sei.

EV(K,d,r) Fir alle ganzen Zahlen n > 1, die kein Vielfaches von d sind, und fiir alle Tupel
(A1,...,A,) von Matrizen in K™*™ mit der Eigenschaft, dal A;A; = A; A, fiir alle
i, 7 € [1,n], gibt es einen Vektor x € K™ \ {0}, welcher Eigenvektor von A; ist fiir
alle i € [1,n).

Ein solches Tupel von Matrizen heifle auch ein kommutierendes Tupel. (Die Bezeichnung als A; bedeute
hier nicht die Matrix im linken oberen Eck von A der Grée j x j.)

Lemma 4. Die Aussage EV(K,d, 1) impliziert die Aussage EV(K,d,r) fir alle r > 1.

Beweis. Wir fiihren eine Induktion nach r, nehmen fiir ein » > 1 die Aussage
EV(K,d,r — 1) als zutreffend an, und haben EV(K,d,r) zu zeigen.

Wir fiihren hierzu eine weitere Induktion iiber das n, fiir welches das fragliche kommutierende Tupel aus
Matrizen in K™*™ bestehe. D.h. wir nehmen die zu zeigende Aussage fiir alle Tupel von Matrizen der
GroBe [ x [ als gegeben an, solange | € [1,n — 1] kein Vielfaches von d ist.

Sei (A1,...,A,) ein kommutierendes Tupel von Matrizen in K™*™ wobei n kein Vielfaches von d sei.
Wegen EV(K,d, 1) hat A, einen Eigenwert A € K. Da n = dimKern(A, — AE) + dimIm(A, — AE), teilt
d eine dieser beiden Dimensionen nicht.

Nun ist A; Kern(A4, —AF) C Kern(A, —AE) und A; Im(A, —AE) C Im(A, —AFE) fiir i € [1,r]. Wahlt man
Basen dieses Kerns und dieses Bildes, so bekommt man ein kommutierendes Tupel beschreibender Matri-
zen (A}, ..., Al) der auf den Kern und ein kommutierendes Tupel beschreibender Matrizen (AY,..., AY)
der auf das Bild eingeschriankten linearen Abbildungen. Mit Induktion iiber n hat eines der beiden Tupel

einen gemeinsamen Eigenvektor. Also hat das Tupel (Aj,..., A,) selbst ebenfalls einen gemeinsamen
Eigenvektor, und zwar in Kern(A4, — AE) oder in Im(A, — \E). o

Lemma 5. Es gilt EV(R, 2,r) fiir aller > 1.

Beweis. Mit Lemma 4 geniigt es zu zeigen, dafl EV(R, 2, 1) gilt. Sei also (A;) ein Tupel der Linge 1, mit
Ay € R, wobei n kein Vielfaches von 2 sei. Mit Lemma 1 hat aber x 4, (X) eine Nullstelle, und damit
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A; einen Eigenvektor. o
Lemma 6. Es gilt EV(C,2,r) fir alle r > 1.

Beweis. Mit Lemma 4 geniigt es zu zeigen, dafl EV(C, 2, 1) gilt. Sei also (A;) ein Tupel der Linge 1, mit
Ay € R™™ wobei n kein Vielfaches von 2 sei. Wir kiirzen A := A; ab und haben die Existenz eines
C-linearen Eigenvektors von A in C™ nachzuweisen.

Sei
Hermite,, := {B € C"*" | B = B'} C C"*"

die Teilmenge der hermiteschen Matrizen. Dies ist ein R-linearer Unterraum der R-linearen Dimension
n+2-n(n—1)/2 = n?, da auf der Diagonale von B beliebige Eintrige in R und oberhalb der Diagonalen
beliebige Eintridge in C stehen diirfen, und aber damit die hermitesche Matrix B dann festliegt.

Betrachte die R-linearen Abbildungen

Hermite,, —— Hermite,

B +—— Li(AB+ BAY)

Hermite,, —— Hermite, ~
B %(AB—BAt).

Zunéchst ist zu bemerken, dal f und g in der Tat von den hermiteschen Matrizen in die hermiteschen
Matrizen abbilden.

Nun sehen wir, daf§ fog = g o f. Wahlt man eine R-lineare Basis von Hermite,,, und schreibt man
F e R”* fiir die diesbeziiglich beschreibende Matrix von f, und G € R™ " fiir die von g, so gilt
entsprechend FG = GF. Da n? kein Vielfaches von 2 ist, gibt es einen gemeinsamen Eigenvektor von
F und G, da mit Lemma 5 ja EV(R, 2, 2) gilt. In anderen Worten, es gibt ein B € Hermite,, \ {0} und
A, i € R so, dafl

1(AB+BAY) = AB
9(B) = g5(AB-BA') = uB

Zusammen ist AB = (A +iu)B. Jede nichtverschwindende Spalte von B # 0 ist also ein Eigenvektor von
A. o

Lemma 7. Es gilt EV(C,2%,7) fir alle r > 1 und fiir alle k > 1.

Beweis. Mit Lemma 4 geniigt es, EV(C, 2%, 1) nachzuweisen. Wir fiihren eine Induktion nach k, wobei
Lemma 6 den Induktionsanfang ¥ = 1 iibernommen hat. Sei also & > 1 und sei EV(C,2*~1 1) als
zutreffend angenommen. Wir wollen zeigen, da EV(C, 2% 1) gilt. Sei (A;) ein Tupel der Linge 1 mit
A; € C™ ™ wobei n kein Vielfaches von 2* sei. Wir kiirzen A := A; ab und miissen zeigen, dafl A einen
C-linearen Eigenvektor in C" besitzt.

Ist n auch kein Vielfaches von 28=1 so folgt dies aus EV(C, 2571, 1), was als zutreffend angenommen
wurde. Bleibt der Fall zu betrachten, da n ein Vielfaches von 2571, aber kein Vielfaches von 2% ist.
Insbesondere ist n nun also ein Vielfaches von 2.

Sei
Schiefsymmetrisch,, := {B € C"*" | B=-B'} C C"*".
Dies ist ein C-linearer Unterraum der C-linearen Dimension n(n — 1)/2, da auf der Hauptdiagonalen

einer solchen schiefsymmetrischen Matrix Nullen stehen, und die Eintrédge oberhalb der Hauptdiagonalen
diejenigen unterhalb festlegen.
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Betrachte die C-linearen Abbildungen

Schiefsymmetrisch,, ——  Schiefsymmetrisch,,
B +—— AB+ BA*

Schiefsymmetrisch,, ——  Schiefsymmetrisch
B +—— ABA".

n

Zunéchst ist zu bemerken, daf§ f und ¢ in der Tat von den schiefsymmetrischen Matrizen in die schief-
symmetrischen Matrizen abbilden.

Nun sehen wir, dafl fog = gof. Wahlt man eine C-lineare Basis von Schiefsymmetrisch,,, und schreibt man
F e ¢nn=1)/2xn(n=1)/2 fiir die diesbeziiglich beschreibende Matrix von f, und G € Cn(n—1)/2xn(n—1)/2
fiir die von g, so gilt entsprechend FG = GF. Da n ein Vielfaches von 2, aber kein Vielfaches von 2% ist,
ist n(n — 1)/2 kein Vielfaches von 2¥~1. Es gilt EV(C, 2¥~! 1) nach Induktionsvoraussetzung, und somit
EV(C, 2571 2) nach Lemma 4. Daher gibt es einen gemeinsamen Eigenvektor von F und G. In anderen
Worten, es gibt ein B € Schiefsymmetrisch,, \ {0} und A\, u € C so, daf

f(B) = AB+BA'" = )B
g(B) = ABA* = uB

Zusammen ist uB = ABA' = A(AB — AB), d.h. mit f(X) = X2 — AX + p ist f(A)B = 0. Mit Lemma
3 faktorisieren wir f(X) = (X — 2)(X — w) mit gewissen w, z € C, so dafl (A — zE)(A — wE)B = 0.
Sei € C™ \ {0} eine nichtverschwindende Spalte von B. Dann ist entweder (A —wE)z = 0, und x somit

ein Eigenvektor von A. Oder aber, es ist (A — wE)x # 0. Dann ist aber (A — zE)((A — wE)z) = 0, und
somit (A — wkE)z ein Eigenvektor von A. In beiden Fillen hat A einen Eigenvektor. o

Beweis zum Fundamentalsatz der Algebra. Fiir n > 1 und eine gegebene Matrix A € C™*" suchen wir
ein k > 1 so groB, da8 2% das n nicht teilt. Mit Lemma 7 hat A einen Eigenvektor, und das blieb uns zu
zeigen.

Bemerkung. Ebenso sieht man mit Lemma 7 und einem geeignet grofien k£ > 1, daf} jedes kommutierende

Tupel (Ay,...,A,) von Matrizen aus C™ einen gemeinsamen Eigenvektor hat.

4.5.3 Unitares Diagonalisieren normaler Matrizen

Lemma von Schur (unitire Version). Fiir jede Matriv A € C™*™ gibt es eine unitdre
Matriz U € U,(C) so, daff U'AU eine obere Dreiecksmatriz bildet. D.h. schreiben wir
U'AU = (¢jx)jks S0 ist ¢jp =0 fir j, k € [1,n] mit j > k.

Beweis. Es geniigt es zu zeigen, dafl wir eine unitiare Matrix U € U,(C) so finden kénnen,
da mit UYAU = (c¢;);x zumindest ¢;; = 0 ist fiir j € [2,7n], d.h. so, daB die erste Spal-
te bis auf den Diagonaleintrag verschwindet. Denn dann koénnen wir mit Induktion eine
unitédre Matrix V' € U,_;(C) finden, die die Matrix (c;x);rej2,n in obere Dreiecksform
bringt. Schreiben wir W € C™*" fiir die Blockdiagonalmatrix mit den Blocken E; = (1)
und V, so ist auch UW unitdr, und (UW)'A(UW) = WHU'AU)W ist in oberer Drei-
ecksform.

Wir schreiben U = (u; ), und setzen als erste Spalte w, ; einen normierten Eigenvektor
von A ein. Sei A sein Eigenwert. Wir ergénzen diese Spalte mit Gram-Schmidt zu einer
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unitiren Matrix U. Nun ist die erste Spalte von U'AU gegeben durch
A
_ 0
UtA’LL*J == U_l(/\u*,l) ==
0 m})
Definition. Eine Matrix A € C™*" heifit unitir diagonalisierbar, wenn es eine unitére
Matrix U € C™" so gibt, dafl U'AU (= U~'AU) eine Diagonalmatrix ist.

Vorsicht. Wir werden unten sehen, dafl unitdre Matrizen unitéir diagonalisierbar sind.
Umgekehrt gibt es aber unitér diagonalisierbare Matrizen, die nicht unitir sind, wie etwa
(2) € C**1. Das Adverb ‘unitéir’ in ‘unitir diagonalisierbare Matrix’ bezieht sich auf die
besondere Form der Diagonalisierbarkeit, nicht auf die Matrix.

Satz 15 Sei A € C™*™,

(i) Die Matriz A ist normal genau dann, wenn sie unitir diagonalisierbar ist.

(ii) Die Matriz A ist hermitesch genau dann, wenn sie so unitir diagonalisierbar ist,
daf$ die resultierende Diagonalmatrix reelle Diagonaleintrdge besitzt. Insbesondere
sind die Figenwerte von A dann reell.

(i) Die Matriz A ist unitir genau dann, wenn sie so unitdr diagonalisierbar ist, daf$ die
resultierende Diagonalmatriz Diagonaleintrdge von Betrag 1 besitzt. Insbesondere
sind die Figenwerte von A dann von Betrag 1.

Beweis. Zu (i). Finden wir U unitér so, daf UtAU =: D eine Diagonalmatrix ist, so ist D
normal, und damit auch A = UDU".

Sei umgekehrt A normal. Mit dem Lemma von Schur in unitdrer Version finden wir eine
unitére Matrix U so, dal U'AU eine obere Dreiecksmatrix ist. Da mit A auch U'AU
normal ist, geniigt es zu zeigen, dal eine normale obere Dreiecksmatrix C' = (c¢;x);x
bereits eine Diagonalmatrix ist. Die Normalitit C*C' = C'C* liefert nun an Position (1, 1)

\01,1\2 = Z ’CLkPa
]

keln
und somit ¢y, = 0 fiir k € [2,n].
An Position (2,2) erhalten wir nun

‘62,2‘2 = Z ’CZ,k‘2a

ke[2,n]

und somit ¢y, = 0 fiir k € [3,n].

So bis Position (n —1,n — 1) fortfahrend, erhalten wir ¢;, = 0 fiir j, k € [1,n| mit j < k.o
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Zu (ii). Finden wir U unitér so, dafl U'AU =: D eine Diagonalmatrix mit reellen Eintrégen
ist, so ist D hermitesch, und damit auch A = UDU".

Sei umgekehrt A hermitesch. Mit (i) finden wir eine unitire Matrix U mit U'AU =: D
Diagonalmatrix. Mit A hermitesch ist auch D hermitesch und hat folglich reelle Diago-
naleintrége.

Zu (iii). Finden wir U unitér so, dal UAU =: D eine Diagonalmatrix mit Eintréigen von
Betrag 1 ist, so ist D unitéir, und damit auch A = UDU".

Sei umgekehrt A unitir. Mit (i) finden wir eine unitéire Matrix U mit U*AU =: D Diago-
nalmatrix. Mit A unitér ist auch D unitar und hat folglich Diagonaleintrdge von Betrag 1.

Bemerkung. Wir haben also folgende Implikationen fiir eine Matrix A € C™*™.
unitar
normal <= unitir diagonalisierbar == diagonalisierbar
hermitesch

Es gelten keine weiteren Implikationen. Zum Beispiel ist (8 }) wegen der Eigenwerte 0 und
1 mit jeweils algebraischer und daher auch geometrischer Vielfachheit 1 diagonalisierbar,
aber als nichtdiagonale obere Dreiecksmatrix mit obigem Argument nicht normal, also
auch nicht unitér diagonalisierbar.

Frage. Mit Schurs Lemma, unitéire Version, wissen wir, dafl es Représentanten unitérer
Konjugationsklassen in oberer Dreiecksgestalt gibt. Kann man ein Reprisentantensystem

auflisten? Fiir die Teilmenge der normalen Matrizen wird dies durch Satz 15 geleistet.

Bemerkung. Sei A € C"*" normal, sei = ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \, und
sei y ein Eigenvektor von A zum Eigenwert p, und sei A # p. Mit Satz 15 finden wir unter
geeigneter Anordnung ihrer Spalten eine unitdre Matrix U so, dafl

UAU = diag(\, ..., A\ fhy ..., jt,...) =2 D

s Eintrédge t Eintrage

ist, wobei s die algebraische Vielfachheit von A, und ¢ die algebraische Vielfachheit von p
bezeichne. Dann ist

Es(A) = (Ui, Uss)

EA(,U/) - <U*,s+1; cee 7“*,s+t> )
da diese Vektoren je ein linear unabhéngiges Tupel von Eigenvektoren zum jeweiligen
Eigenwert bilden, wie man U reguldr und AU = UD entnimmt. Wegen = € E4(\) und
y € E4(p) konnen wir nun also

T = Eje[l,s]fju*,j
y = Eke[l,t] Tk Ws, s+
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schreiben fiir gewisse {; € C und gewisse 7, € C. Mithin wird

t
Tty = (Zje[l,s] §jU*,j)7 (Zke[l,t] nku*75+k>

= Zje[l,s] Zke[l,t} 5j77kﬂi,ju*,s+k
= 0,

letzteres, da verschiedene Spalten von U orthogonal zueinander sind. Kurz, Eigenvektoren
von A zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal zueinander.

Wegen C" = @1 ) Ea(Ai), wobei A; die Eigenwerte von A durchlduft, ist die Anein-
andersetzung von Basistupeln der Eigenrdume eine Basis von C". Wahlen wir nun als
Basistupel der Eigenrdume unter Zuhilfenahme von Gram-Schmidt orthonormale Tupel,
so setzen diese sich mit der eben gezeigten Orthogonalitét zu einer Orthonormalbasis von
C" zusammen. Die aus diesen Spaltenvektoren bestehende unitare Matrix U diagonalisiert
die Matrix A. Auf diese Weise kann fiir die unitdre Diagonalisierung normaler Matrizen
die Anwendung des fiir das Schursche Lemma in unitérer Version angefiihrten Verfahrens
umgangen werden.

Verfahren. Eine gegebene normale Matrix A € C™*" kann in den folgenden Schrit-
ten unitar diagonalisiert werden.

(1) Berechne und zerlege das charakteristische Polynom y4(X) = det(XEF — A) =
Hie[l,k](X — )\Z’)mi, wobel )\z 7£ )‘j fir ¢ # ]

(2) Berechne eine Basis von E4()\;) = Kern(A — N\, E).

(3) Verwende das Verfahren von Gram-Schmidt, um aus der in (2) konstruierten
Basis eine Orthonormalbasis von E4()\;) zu erhalten.

(4) Setze die in (3) gefundenen Basistupel fir ¢ € [1, k] nebeneinander zu einer
Orthonormalbasis von C" und beschreibe x —— Az in dieser Basis.

Bemerkung. Eine reellwertige hermitesche Matrix A € R™*™ C C™*™ heifit auch symme-
trisch. Das in der vorigen Bemerkung beschriebene Verfahren kann fiir A dann mit Vekto-
ren in R"™ durchgefiihrt werden. Wir erhalten eine reellwertige unitdre Matrix
U e RN U,(C), eine sogenannte orthogonale Matrix, die A diagonalisiert.

4.5.4 Definitheit

Sei A € C™ " eine hermitesche Matrix.
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4.5.4.1 Begriff

Definition. Sei die zu A gehorige quadratische Form gegeben durch

cr - R
r +— qa(z) == T'Ax .

~ _ transponiere in C1x1 -

Es ist wegen ztAz = 2' Az = T'A'z = 7' Az in der Tat 7°Ax € R.
Es ist ¢a4(0) = 0. Die Matrix A heifit nun

e positiv definit, falls ga(x) > 0 fir alle x € C™ \ {0},

e positiv semidefinit, falls ga(x) > 0 fiir alle x € C™ \ {0},

e negativ definit, falls ga4(z) < 0 fir alle x € C™ \ {0},

o negativ semidefinit, falls g4 (z) < 0 fiir alle z € C™ ~\ {0}.

e indefinit, falls es z,y € C™ . {0} gibt mit g4(z) > 0 und g4(y) < 0.

Wegen q_ay(z) = —qa(z) ist A negativ (semi)definit genau dann, wenn —A positiv
(semi)definit ist.

Beispiel. Die Matrix A = (§ _?) ist wegen ga(e;) =2 > 0 und ga(ez) = —1 < 0 indefinit.

Bemerkung. Eine Diagonalmatrix D = diag(d,...,d,) mit reellen Diagonaleintrigen
d; bekommt die quadratische Form

ap((&);) = dil&]? + -+ + dnlénl?

zugeordnet. Also ist D positiv definit genau dann, wenn stets d; > 0; positiv semidefinit
genau dann, wenn stets d; > 0; negativ definit genau dann, wenn stets d; < 0; negativ
semidefinit genau dann, wenn stets d; < 0. Sie ist indefinit, wenn es ein j mit d; > 0 und
ein k£ mit d < 0 gibt.

Damit ist z.B. (8 _(1]) negativ semidefinit, aber nicht negativ definit.
4.5.4.2 Eigenwertkriterium
Lemma. Die hermitesche Matriz A € C™™"™ st

e positiv definit genau dann, wenn alle ihre Figenwerte > 0 sind,

e positiv semidefinit genau dann, wenn alle ihre Figenwerte > 0 sind,

e negativ definit genau dann, wenn alle ihre Figenwerte < 0 sind,
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e negativ semidefinit genau dann, wenn alle ihre Eigenwerte < 0 sind,

e indefinit genau dann, wenn sie wenigstens einen positiven und wenigsten einen ne-
gativen Eigenwert hat.

Beweis. Es geniigt, die Aussagen iiber die positive Definitheit (bzw. Semidefinitheit) zu
zeigen. Ist U € U, (C) eine unitire Matrix, so behaupten wir, daf8 A genau dann positiv
definit (bzw. semidefinit) ist, wenn dies fiir U'AU zutrifft. Da mit U auch U~! = U*

unitér ist, geniigt es, die direkte Implikation zu zeigen.

Sei A positiv definit (bzw. semidefinit). Sei 2 € C*~\.{0}. Da auch Uz # 0, ist U AUx =
(Ux)*A(Uz) > 0 (bzw. > 0). Dies zeigt die Behauptung.

Damit diirfen wir mit unitirer Diagonalisierung annehmen, dafl A eine Diagonalmatrix mit
reellen Diagonaleintrdgen, namentlich ihren Eigenwerten, ist. Eine solche Diagonalmatrix
ist positiv definit (bzw. semidefinit) genau dann, wenn alle ihre Diagonaleintrige > 0
(bzw. > 0) sind. o

Folgerung. Schreibe xa(X) = X" + hp 1 X"+ by o X2 4+ o0 + hoXY € RIX].
Es ist A
e positiv definit genau dann, wenn (—1)"7h; > 0 fir alle j € [0,n — 1].

D.h. A ist positiv definit genau dann, wenn die Vorzeichen der Koeffizienten alter-
nieren, angefangen mit einem negativen Vorzeichen von h,_;.

e positiv semidefinit genau dann, wenn (—1)"7h; >0 fir alle j € [0,n — 1]
o negativ definit genau dann, wenn h; > 0 fir alle j € [0,n — 1].
o negativ semidefinit genau dann, wenn h; > 0 fir alle j € [0,n — 1].

e indefinit, falls sie nicht positiv semidefinit und nicht negativ semidefinit ist.

Beweis. Beachte zunéchst, dafl das charakteristische Polynom einer hermiteschen Matrix
in der Tat in R[X] liegt, da es nur reelle Nullstellen hat und sich daher in ein Produkt
von Linearfaktoren in R[X] zerlegen la8t.

Sei f(X)=X"4a, 1 X" '+ -+ aqyX° € R[X] ein normiertes Polynom.

Sind alle Nullstellen von f kleiner (oder gleich) 0, so zeigt die Darstellung von f als
Produkt von Linearfaktoren, daf a; > 0 (> 0) fur j € [0,n — 1].

Ist umgekehrt a; > 0 (> 0) fur j € [0,n — 1], so ist f(A) > 0 fir alle A > 0 (> 0), so daB
die Nullstellen von f alle kleiner (oder gleich) Null sind.

Mit vorstehendem Lemma zeigt dies die Aussagen iiber die negative (Semi-)Definitheit.

Verwendet man, da A positiv (semi)definit ist genau dann, wenn (—A) negativ
(semi-)definit ist, sowie, dal y_a(X) = det(XE + A) = (—1)"det((-X)E — A) =
(—1)"xa(—X), so folgen die Aussagen iiber die positive (Semi-)Definitheit. -
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Folgerung. Ist A positiv definit, so ist det A reell und positiv als Produkt der Eigenwerte
(genommen mit algebraischen Vielfachheiten).

4.5.4.3 Hauptminorenkriterium

Schreibe A = (a;1);kep n- Bezeichne fiir [ € [1,n] mit A; := (a;);rep,y die quadratische
[ x [-Teilmatrix im linken oberen Eck von A. Die Determinanten det A; heiflen Hauptmi-
noren von A. Aus A hermitesch folgt A; hermitesch fiir alle [ € [1,n].

Lemma. Die hermitesche Matrix A € C™*™ ist positiv definit genau dann, wenn A; positiv
definit ist fiir alle | € [1,n].

Beweis. Sind alle A; positiv definit, so insbesondere auch A, = A.

&1 :
Umgekehrt, sei [ € [1,n] und sei z = () € C' < {0}. Wir schreiben 2/ :== | & | €
&
0
C™ \ {0} fiir den mit Nulleintrigen ergénzten Vektor. Dann ist g4, () = ga(2’) > 0. Dies
zeigt, dal A; positiv definit ist. 0

Satz 16 (Hauptminorenkriterium) FEine hermitesche Matriz A € C™ ™ ist

e positiv definit genau dann, wenn alle Hauptminoren det A; positiv sind, [ € [1,n];

e negativ definit genau dann, wenn (—1)! det A; positiv ist fiir alle | € [1,n]; d.h. wenn
die Hauptminoren alternieren, angefangen mit det A; < 0.

Beweis. Da A negativ definit genau dann ist, wenn —A positiv definit ist, geniigt es, die
Aussage fiir die positive Definitheit zu zeigen.

Ist A positiv definit, so trifft dies mit vorigem Lemma auch fiir jedes 4; mit [ € [1,n] zu.
Es folgt, dal die Hauptminoren alle positiv sind.

Seien nun umgekehrt die Hauptminoren von A alle positiv. Wir wollen per Induktion
zeigen, dafl A; positiv definit ist fiir alle [ € [1, n].

Fiir den Induktionsanfang bemerken wir, daf§ der Eintrag von A; positiv ist, und dafl
somit A; positiv definit ist.

Sei nun fiir [ € [1,n — 1] die Matrix A, als positiv definit bekannt. Wir wollen A;;; als
positiv definit nachweisen. Dazu diagonalisieren wir die hermitesche Matrix A;; unitér
zu einer Diagonalmatrix

D = diag(dy, ..., diy,) = U'A U € CUHDxI+
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wobei U € Uj41(C). Sei
V>0 = {Utilf ’ xr = (5@)@ € Cl+1 mit €l+1 = O} .
Esist dim Voo = [, und es ist ¢p(y) = 7t U A Uy = (Uy)* A1 (Uy) > 0 fiir y € Voo~ {0}.

Hétte D nun wenigstens zwei Diagonaleintrdge < 0, sagen wir, d; < 0 und dj, < 0 mit
J # k, so gébe es auch den zweidimensionalen Teilraum Vg := (e;, ey,), fiir den ¢p(y) < 0
wire fiir y € Vo~ {0}. Die Dimensionsformel aus Satz 4 lieferte dann V.o NVy # 0, was
nicht moglich ist. Also hat D hochstens einen Diagonaleintrag < 0.

Da nun aber das Produkt der Diagonaleintriage det A;,1 = det D positiv ist, sind vollends
alle Diagonaleintrége von D positiv. Deswegen ist D positiv definit, und damit auch A;, ;.o

Vorsicht. Fiir positive Semidefinitheit gibt es kein Hauptminorenkriterium. So z.B. sind
die Hauptminoren von (8 _(1)) beide > 0, wohingegen die Matrix nicht positiv semidefinit
ist.

Bemerkung. Eine hermitesche Matrix, die positiv semidefinit, aber nicht positiv definit
ist, hat nach dem Eigenwertkriterium einen Eigenwert 0, ist also singulér. Genauso hat eine
hermitesche Matrix, die negativ semidefinit, aber nicht negativ definit ist, einen Eigenwert
0. Somit ist eine Matrix, die weder das Hauptminorenkriterium fiir positive Definitheit
noch das Hauptminorenkriterium fiir negative Definitheit erfiillt, die aber Determinante
ungleich 0 hat, auch nicht positiv oder negativ semidefinit, d.h. sie ist indefinit.

Aber Vorsicht, eine indefinite hermitesche Matrix kann durchaus Determinante 0 haben,

] 00 0
wie z.B. <0 1 0).

00-1

4.5.4.4 Sylvesterscher Tragheitssatz

Fiir eine hermitesche Matrix A € C™*" sei

pOS<A) = ZA Eigenwert von A, A > 0 dim EA<>\)
neg(A) = > dim E4(\)

A Eigenwert von A, A <0

In anderen Worten, pos(A) ist die Anzahl der positiven Eigenwerte von A, und neg(A)
die Anzahl der negativen Eigenwerte, gezihlt mit jeweiliger algebraischer Vielfachhheit.

Das Tupel (pos(A),neg(A)) wird auch als Signatur von A bezeichnet.

Es ist A positiv definit genau dann, wenn pos(A) = n; positiv semidefinit genau dann,
wenn neg(A) = 0; negativ definit genau dann, wenn neg(A) = n; negativ semidefinit genau
dann, wenn pos(A) = 0; indefinit genau dann, wenn neg(A) # 0 und pos(A) # 0. Dies
zeigt, dal zur Entscheidung der Definitheit einer Matrix auch die Signatur herangezogen
werden kann.

Satz 17 (Sylvesterscher Trigheitssatz) Ist S € GL,(C), so ist
(pos(A), neg(A)) = (pos(5'AS), neg(5°AS)) .
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Beweis. Setze
POS(A) = @A Eigenwert von A, A > 0 EA(/\)

Neg(A) = 69)\ Eigenwert von A, A < 0 EA()\) :
Dann ist pos(A) = dim Pos(A) und neg(A) = dim Neg(A). Beachte, dafl

C" = Pos(A) @ Kern(A) & Neg(A) .
Es ist ferner g4(z) > 0 fiir x € Pos(A) \ {0} wegen der Orthogonalitit der Eigenrédume,

deren direkte Summe Pos(A) ergibt.

Wir schreiben B := S'AS. Zu zeigen geniigt pos(A) = pos(B). Da umgekehrt auch
A= (S*l)tB(S_l) ist, gentigt es hierfiir zu zeigen, dafl pos(A) < pos(B).
Wir behaupten, dafl

S™"Pos(A) N (Kern(B) @ Neg(B)) = 0.
Sei ein x # 0 in diesem Schnitt als existent angenommen. Dann ist ga(Sz) > 0 und
zugleich ¢4 (S7) = g3t a5(v) = gp(x) < 0. Widerspruch.

Damit ist auch
S~'Pos(A) @ Kern(B) @ Neg(B)

eine direkte Summe. Fiir die Dimensionen gilt also

dim S™'Pos(A) + dim Kern(B) + dim Neg(B)
dim Pos(B) + dim Kern(B) + dim Neg(B)

I A
3 3

und folglich

pos(A) = dimPos(A) = dim S 'Pos(A4) < dimPos(B) = pos(B) .

Frage. Kann man in der Situation von Satz 17 einen Isomorphismus Pos(A) —~ Pos(S*AS)

angeben?

Beidseitiges Gauflverfahren. Zur Berechnung der Signatur von A geniigt es also, eine
invertierbare Matrix S derart zu finden, dafl S*AS Diagonalgestalt hat; notwendigerweise,
da wiederum hermitesch, mit reellen Diagonaleintragen. Die Anzahl der positiven Diago-
naleintriige ist dann pos(S'AS) = pos(A), die Anzahl der negativen Diagonaleintriige
gleich neg(S*AS) = neg(A). Vorsicht, die Diagonaleintrige von S*AS sind in aller Regel
nicht die Eigenwerte von A.

Wir konnen also wie folgt vorgehen, um die Signatur einer hermiteschen Matrix
A € C™" zu bestimmen. Zunéchst formen wir A folgendermafien um zu einer Matrix
der Gestalt (§3), mit b € C und B € Cn=Dx(n=1),

(1) Ist der Eintrag an Position (j, 1) gleich Null fiir j € [2,n], so sind wir fertig.
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(2) Ist der Eintrag an Position (1,1) ungleich Null, so gehe zu (4).

(3) Bestimme ein j € [2,n] mit einem Eintrag an Position (j, 1) ungleich Null. Bestimme
ein A € R~ {0} so, dafl das Doppelte dieses Eintrags ungleich dem (—\)-fachen des
Eintrags an Position (j,7) ist. Addiere nun das A-fache der j-ten Zeile zur ersten
Zeile, und das A-fache der j-ten Spalte zur ersten Spalte.

(4) Addiere fiir j € [2,n] ein Vielfaches der ersten Zeile auf die j-te Zeile so, da8 der
Eintrag an Position (j, 1) annulliert wird.

(5) Ersetze den Eintrag an der Position (1, 7) durch 0 fir j € [2, n].

Da diese Prozedur einer Multiplikation mit einer invertierbaren Matrix S von links, gefolgt
mit der Multiplikation mit S* von rechts gleichkommt, ist das Resultat eine hermitesche
Matrix. Insbesondere ist auch der Block B eine hermitesche Matrix. Somit kann man die
Prozedur erneut fiir B durchfiihren, usf. Die schliellich resultierende Diagonalmatrix hat
nach Satz 17 dieselbe Signatur wie A.

4.5.4.5 Beispiel.

Wir betrachten alle Kriterien an einem Beispiel. In der Praxis geniigt es hingegen, sich ein

geeignetes Kriterium zu wéhlen.

2 220
Sei A = (% 53¢ € C¥ Mit Betrachtung der Hauptdiagonaleintréige kann man von
0-i 01

vorneherein ausschlieffen, dafl A negativ semidefinit ist.

Die Hauptminoren ergeben sich zu det (2) = 2 > 0, det (%%) =2>0, det (égé) =2>0

und det A = 0. Somit wissen wir, dafi A nicht positiv definit ist. Uber die positive Semi-
definitheit wissen wir an dieser Stelle noch nichts.

Das charakterisische Polynom ergibt sich zu ya(X) = X% — 9X3 4+ 16X? — 6X. Den
Koeffizienten entnehmen wir, dafl A positiv semidefinit ist. Da der Eigenwert 0 die alge-
braische Vielfachheit 1 hat, konnen wir darauf schlieffen, dal A die Signatur (3,0) hat.
Dieser Schlufl wére fiir eine indefinite Matrix an dieser Stelle noch nicht méglich. Die
Berechnung der Eigenwerte von A wiére schwierig.

00 20
04 01
10 ~ 00
01 00

Das beidseitige Gaufiverfahren liefert

2 220 2
2 32 0
2 230 ™ 0
0—i 01 0—

Wiederum erhalten wir die Signatur (3,0).

NN
o~ O

0
0
1
0

0
0
0 .
0

.
.
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