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Losung 4
Aufgabe 13 Bestimmen Sie die Werte der folgenden Kettenbriiche.
(1) [3]
(2) [1,4,2]
(3) [1,1,2,2]

Losung zu Aufgabe 13:

(1)
B]:%<m+wﬂﬁ+4>:%(3+¢§?Z):%<&+Jﬁ>

(2) Fiir den Kettenbruch [1,4,2] haben wir:
p2:$2$1+1:4+1:5, p3:$3$2$1+l’3+1‘1 :24+2+1:11,

G =x9=4und g3 =x30o+1=2-441=09.
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(3) Fiir den Kettenbruch [1,1,2,2] haben wir:

P3 = T3y +T3+x = 5, P4 = T4T3T9T1 + T4T3 + TyT1 + T2T1 + 1= 12,

g3 =1x3x9+1=3und q4 = x4x300 + 4+ 29 = 7.
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Aufgabe 14

(1) Entwickeln Sie - fiir € (—1,+1) in eine Potenzreihe vermittels der geometrischen

Reihe. Integrieren Sie dies zu einer Potenzreihenentwicklung der Form

In(z+1) = Zakxk
k=0

fir x € (—1,+1), wobei a;, € R fiir k > 0.
Begriinden Sie mit dem Abelschen Grenzwertsatz: Diese Gleichheit gilt auch fiir z = +1.

(2) Bestimmen Sie mit dem Satz von Euler eine verallgemeinerte Kettenbruchentwicklung fiir
In(z + 1), die fiir x € (—1, +1] konvergiert.



(3) Bestimmen Sie insbesondere eine verallgemeinerte Kettenbruchentwicklung fiir In(2).

Losung zu Aufgabe 14:
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Fiir z = 0 erhalten wir In(1) + ¢ = 0 + ¢, also kénnen wir ¢ = ¢ = 0 nehmen, und damit
erhalten wir:

oo n+1
In(1+z) = Z(—1>"§+ - fiir @ € (—1,1),
n=0

Diese Reihe konvergiert fiir z € (—1,1). Sie konvergiert auch noch fiir # = 1 nach Leibniz.
Nach dem Abelschen Grenzwertsatz ist die Reihe linksseitig stetig in # = 1. Da auch der
In(1 + z) dort stetig ist, folgt es, dass die Reihe fiir x = 1 gegen In 2 konvergiert.

(2) Anders geschrieben, ist es

In(14+x) = x—%2+%3—%4+%5—~ =T+ (_§> +x (—%) (—%)%—x <_§> (—2;) (—%)—F. ..

Nach dem Satz von Euler bekommen wir:

In(l1+2x) = - =
1— 2 1+

Aufgabe 15 (Pellsche Gleichung)



(1) Sei d € Zz kein Quadrat einer ganzen Zahl.
Seien x1, w9, v3 € Zs1 mit Vid = [x1, T2, T3] gegeben.

Seien p; und g; fiir j > —1 beziiglich dieses Kettenbruchs gebildet.
Aus Vd = [x1, T, 3, [T7,73)] folgern Sie: vVd =

[z2,73]p3+p2
[T2,73)g3+q2

P S— _ p3tp2(Vd—z1)
Verwenden Sie [73,73] = (Vd — z1)~!, um vd = v Al erhalten.

SchlieBen Sie mit Koeffizientenvergleich bei v/d und bei 1 auf ps—dgi = 1.
Mit anderen Worten, (z,y) = (p2, ¢2) 16st die Pellsche Gleichung z? — dy? = 1.

(2) Berechnen Sie [2,2,4]. Verwenden Sie dies, um z,y € Z mit 22 — 6y? = 1 zu finden.

Liosung zu Aufgabe 15:

(1) Wenn wir v/d = [x1, 23, 3, [T2, T3]] als endlichen Kettenbruch betrachten, bekommen wir:

o pa Tap3 D2 [T2,T3|p3 + P2
Vid = [1, To, w3, [Ta, T3)] = o = )
Qs Taqz + Q2 (T2, 3|93 + q2

Hier py und ¢4 sind formale Kennzeichnungen; ps, p3, ¢2 und g3 sind fiir die Briiche
(1, X9, 3, [T2, T3)] und [z1, 9, T3, X9, X3, .. .| gleich und kénnen berechnet werden.

AUS\/_—ZL’1+[

; bekommen wir [Ta, 23] = ﬂ+m und damit

xr2,r3

1
Vd = (T2, T3]ps + p2 B <\/g_$l> "P3 + P2 p3 +p2(\/6_1—$1)

[T2,23]q3 + g2 ( 1 )-q3—|—q2_QS+CI2<\/a—-T1).
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Also:
V(g5 + g2(Vd — 1)) = ps + pa(Vd — 1) und Vdgs + dg> — Vdgow1 = ps + p2V/d — 21ps.
Da d € Z>1 kein Quadrat einer ganzen Zahl ist, ergibt der Koeffizientenvergleich:
3 — q2x1 = p2 und dga = p3 — T1Ps.
Die zweite Gleichung ergibt:

_ps—dQ2 p3 — dga -
r1 = — und dann q3 — @g—— = po.

D2 D2

Nach dem Multiplizieren mit p, bekommen wir gsps — qops + dg3 =
Und p3 — dg3 = q3p2 — qops = —(—1)> = 1 wie gewiinscht (siehe Seite 28 im Skript).
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[2 } 2 (5131332 + x%m% + 4x1x2> = § <8 + v42. 6) = +2\/_.
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Damit

Berechnen wir py = 297y + 1 = 5 und ¢y = x5 = 2 fiir [2,2,4]. Damit x = 5 und y = 2
erfithlen die Gleichung z? — 632 = 1.



Aufgabe 16 Bestimmen Sie das Minimalpolynom p,(X) € Q[X].

(1)
(2)

2=34++V5
z=+24iV3

Liosung zu Aufgabe 16:

(1)

Berechnen wir

2=0B+V5)?2=9+6V5+5=14+6V5
Daraus folgt:

22— 62 = 1446V5—18—6v/5 = —4, und z ist eine Nullstelle von Polynom X2 —6X +4.

Das ist das Minimalpolynom von 3+ /5, da /5 irrational ist, und wenn z eine Nullstelle
von a + bX mit a,b € Q und b # 0 wire, wire v/5 = —%31’ auch rational.

Berechnen wir

2= (V24iV3)2 =4+2ivV6 — 3 =1+ 2iV6;
2= (V24+1V3)(1 +2iV6) = V2 + iV3 + 4iV3 — 6v2 = —5v2 + 51V/3;
2= (142iv6)2 =1+ 4iv6 — 24 = —23 + 4iV6;
Daraus folgt:

24222 = —2344iV6—2—4iV6 = —25, und z ist eine Nullstelle von Polynom X*—2X?+425.

Uberpriifen wir, dass z eine Nullstelle eines Polynoms f(X) = aX? + 0X? +¢cX +d €
Q[X] mit f(X) # 0 nicht sein kann, und zeigen wir damit, dass X* — 2X? + 25 das
Minimalpolynom von z ist. Nehmen wir an, dass az® + bz? + cz +d = 0 fiir a,b,c,d € Q.
Dann

a(=5vV2 4 51v/3) + b(1 + 2iV6) + ¢(V2+iV3) +d =0

Da i und 1 iiber R linear unabhéngig sind, erhalten wir:
—5aV/2 + b+ V2 +d = 0 und 5av/3 + 2bv/6 + ¢V/3 = 0.

Die zweite Gleichung ergibt: 5a + 2bv/2 + ¢ = 0, damit b = 0 und 5a 4 ¢ = 0. Die erste
Gleichung ergibt: —5aV2+ V2 +d= 0, damit d = 0 und —5a + ¢ = 0. Die Gleichungen
5a +c¢ = 0 und —5a + ¢ = 0 ergeben a = 0 und ¢ = 0. Also sind 1, z, 22 und 2* linear
unabhéngig iiber Q, und es gibt kein nichtnulliges Polynom von Grad < 3 so, dass z eine
Nullstelle davon ist.
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