A. Zvonareva, M. Kiinzer

Schulmathematik, SoSe 22
Losung 1

Aufgabe 1 Bestimmen Sie die Nullstellen des Polynoms f(X) in der Form a+bi mit a,b € R.

(1) f(X)=X2-1-1V3.
(2) f(X)=X3+2-2i.
(3) f(X)= X% —7—5y2. Dazu berechnen Sie (1 4 v/2)%.

Losung zu Aufgabe 1:

(1)

Liava=2 (i) <2 (o (5) 0 ()

Die erste 2-te Einheitswurzel ist —1. Folglich: Die Nullstellen des Polynoms f(X) sind

2o (§) <10 (5)) 2 (P i3) = (L)

2121 =2V2 <—£+1§> = 92V2 (cos(SI)Jrisin (%%))

Die erste 3-te Einheitswurzel ist

o (8) e (8) - (42)

Die Nullstellen des Polynoms f(X) sind also

woZ\/i(COS(%)—i—isin(%)) :\/5(\/_5_1_1@) =1+1;

gL ;Y3 1,Vv3 1 VB 1+v3  V3-1
wo~C3:(1+1)<—§+1 2):—5—1-1 5 — 5—_2 — 5 5 und

L1 VB 1 V3 1 V3 VB-1 3+1
wo-<§=<1+1)<_§‘12)2_5—1—2—1§+—2: — i

(1+V2?=1+3V2+3-2+2V2=7+5V2
Die Nullstellen des Polynoms f(X) sind



1+v2 . V3+6
- 5 +1 5 un

d

wo - G3 = (1+V2) (‘%‘H\/Tg)

wo_<§_<1+\/§)< 1 .\/§):_1+\/§_i\/§+\/§

n 2 2

1) fX)=X2+X+1

2) F(X)=@2+1)X2—(5-1)X + (2 - 2i).
(3) f(X)=X*+3X?+3X+0.

(4) f(X)=X3+6X>+12X + 7.

Losung zu Aufgabe 2:

(1)
A=1-4=-3.

Die Nullstellen des Polynoms f(X) sind

—14i
—1\/§::|: _1_|_i\/_§ .
2 2 2

(2) Wir suchen nach den Nullstellen von f(X) = (241)X? — (5 —1)X + (2 — 2i). Bezeichnen
wir (2 + 1) mit a. Die Nullstellen von f(X) stimmen mit den Nullstellen des folgenden
Polynoms {iberein:

(2 —2i)

(2+1) (2+1)

% ((5—1i) —4(2+1i)(2 - 2i)) = %(25 —10i —1—24+8i) = ai(_gi) — 2 (i)
2

(5 m(3))

Eine 2-te Wurzel von A ist

2 on(5) 0 () - 2 () -2

Die Nullstellen des Polynoms f(X) sind

A =

(B-i)+(-1+i) _22-i) 4 2
22+i) 5 5 5
(5_1)_(—1—1—1):(3—i)(2_i>:1_i
22+ 1) 5 |

(3) Die Substitution X =Y — 1 liefert

b? 2% be
—_ 3 _ R
f(X)=Y +< 3+c)Y+(27 3+d)

=Y?+38.



Die Nullstellen des Polynoms f(X) unter Berticksichtigung der Riickwértssubstitution

sind
—2-1=-3;
1 3
_2.<3_1:_2<_§+1\/7_)—1:1—1\/5—1:—1 3 und

—2-2—1=- (—1—1£>—1=1+1\/§—1=i¢§.

(4) Die Substitution X =Y — 2 liefert

b? 20 be
X)=Y+(-—— Y+ (2 - =44
f(X) +(3+c> +(27 3+)

=Y®—1.
Die Nullstellen des Polynoms f(X) unter Beriicksichtigung der Riickwértssubstitution
sind
1-2=-1;
1 .V3 5. .V3
1-G3—2=|—c+i—|—-2=—+i—
(3 (2—{—12) 2+12und
1 3 5 3
1.¢2—2= 1o vB) L, 5 V3
2 2 2 2

Aufgabe 3 Bestimmen Sie die Diskrimininante von f(X).

(1) f(X)=X3+6X +2.
(2) f(X)=X3+2X?+4X +1.
(3) f(X)=X?—-3X + \ Fiir welche A € C hat f(X) mehrfache Nullstellen?

Léosung zu Aufgabe 3:

(1)
A=—43 —27d*> = —4 - 6% — 27 - 22> = —972.
(2)
A =02 =42 —403d+18bed — 27d? = 2242 —4-43 —4.23.14+18-2-4-1—-27-1%> = —107.
(3)
A = —4c® — 27d* = —4(—3)% — 27TA% = —27(—4 + \?) = 108 — 27\%.

Das Polynom f(X) hat mehrfache Nullstellen dann und genau dann, wenn A(f(X)) =0,
also dann und genau dann, wenn 108 — 27\ = —27(—4 + A\?) = 0. Das hélt dann und
genau dann, wenn A\ = 2 oder A = —2.

Aufgabe 4 Sei a+bi € Cmit a,b € R. Sei v +yi € C mit x,y € R. Sein > 1.

(1) Sei x + yi eine 2-te Wurzel von a + bi. Bestimmen Sie alle 2-ten Wurzeln von —a — bi.

(2) Sei a+ bi = (z + yi)". Zeigen Sie: a® + b* = (22 + y*)".



(3) Sei ¢, die erste n-te Einheitswurzel.
Berechnen Sie []7—g (X — ¢*).
Berechnen Sie S™r—) ¢¥ und []}Z) ¢*

(4) Sei 21, 29, 23 € C die paarweise verschiedenen Nullstellen des Polynoms
X3 4+ bX? +cX +deC[X].

Bestimmen Sie das Polynom mit Nullstellen z; + 25, 20 + 23 und z; + 23.

Losung zu Aufgabe 4:

(1) Da —a—bi = —1(a+ bi) und da +i die 2-ten Wurzeln von —1 sind, bekommen wir, dass
+i(z +yi) = £(—y + zi) die 2-ten Wurzeln von —a — bi sind.

Fiir (x 4+ yi) # 0 haben wir zwei verschiedene Wurzeln gefunden, da i((z + yi)) #
—i(x + yi). D.h. haben wir alle Wurzeln gefunden, da es maximal zwei verschiedene
Wurzeln gibt.

Fiir (z +yi) = 0 haben wir a+bi = (x4 yi)? =0 = —(a+bi) und 0 = £i(z + yi) ist die
einzige Wurzel. D.h. haben wir auch alle Wurzeln gefunden.

(2)
@+ = (a+bi)(a — bi) = (z +yi)" (@ — yi)" = (& + yi)(@ — yi)" = (2 + )"

n—1

[Tex—ch= (Zc’“>X“1 : Hck X

k=0
Daraus folgt

n—

1 n—1
ZCS:Ofiirn>1und ngizlfﬁrnzl.
k=0 k=0

Genau so

H Ck )™ fiir alle n > 1.

X34bX?4cX+d = (X —21)(X—22) (X —23) = X®—(214+20+23) X2+ (2120 + 21 234+ 22.23) X — 21 2023,
Also

b= —(21 + z9 + 23)

C = 2129 + 2123 + 2223

d= —Z1%2%3.

Das Polynom mit den Nullstellen z; 4 29, 25 + 23 und 2; + 23 ist eine skalare Vielfache des
Polynoms

g X)=(X—(z1+2)(X — (o +23)(X — (21 +23) = X+ VX? + X +d
mit
b/ = —2(21 + 29 + 2’3) =2b
d = (21 + 22)(22 + 23) + (2’1 + 22)(2’1 + 23) + (22 + Zg)(Zl + 23)
d = —(Z1 + 22)(22 + Zg)(Zl + 23).



Berechnen wir

V= (21 + 20+ 23)2 = 22 4+ 22 + 22 + 2(2120 + 2123 + 2023).
Also
d =242+ 25 +3(2120 + 2123 + 223) = b* + .
Berechnen wir
—be = (z1+22+23) (21 22+ 2123+ 2223) = szQ—i—zfzg—1—21zzz;),—l—zlzg+21z2z;;+z§z3+21z2z3+z§z1—|—z§zz.
Also
—d/ = (21+ZQ)<22+23>(21+23) = Z%ZQ—FZlZng—i‘Z%Zg—FZlZ§+2321+2323+212223+ZQZ§ = —bC—d.

Wir bekommen:
g(X) = X? +2bX?% + (b + ¢) X + (be + d).
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