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Kapitel 1

Polynome

1.1 Das Polynom X" — z

Sei z € C. Seim > 1.

Definition. Es heifst w € C eine m-te Wurzel von z, falls w™ = z ist.

Wir wollen die Menge
{weC:vw"=z}

der m-ten Wurzeln von z bestimmen. Mit anderen Worten, wir wollen die Nullstellen des
Polynoms
XM —z

bestimmen.

Erinnerung. Fiir ¢t € R ist

exp(ti) = e = cos(t) + isin(t) .

e Zunichst betrachten wir dazu den Spezialfall X — 1.

Definition. Sei ¢, := exp(22) die erste m-te Einheitswurzel.
Bemerkung. Es ist
{weC:wm=1} = {¢ 0<k<m—-1} = {,....¢" '},

Dies ist also die Menge der Nullstellen des Polynoms

X" —1.



Die Elemente dieser Menge liegen in der Zahlenebene auf dem Einheitskreis. Es ist (% =1
in dieser Menge enthalten. Die Elemente dieser Menge sind die Ecken eines regelméfigen
m-FEcks.

Beweis. Zunichst ist (¢8)" = (M) =1"=1fir0<k<m—1.

Da die Elemente ¢* fiir 0 < k < m — 1 paarweise verschieden sind, folgt, daf

(X =) ... (X —=¢™1  ein Teiler von X™ —1 ist.

Ein Gradvergleich gibt (X —¢%)-...- (X — ™ !) = X™ — 1. Es folgt
{weC:w"=1} = {weC : wist eine Nullstelle von X™ —1} = {¢%,..., (" '}.

Die geometrische Behauptung ergibt sich schlieklich aus ¢* = exp(%), denn deswegen

schlieft die Strecke von 0 nach ¢% mit der positiven reellen Achse den Winkel 2Z£ ein. o
e Nun zum Fall X™ — z. Sei z # 0.

Bemerkung. Es gibt genau ein 7 € R.( und genau ein 0 < ¢ < 27 mit z = r - exp(pi).

Hierbei ist » = |z| und ¢ der Winkel, den die Strecke von 0 nach z mit der positiven
reellen Achse einschliefit.

Bemerkung. Sei wy := /7 - exp(£) € C. Dann ist wy eine m-te Wurzel von z.
i

Beweis. Es ist wi* = ({/r)™ - (exp(5))™ =1 - ehm =r. e =p. exp(pi) = z.

Lemma. Wie oben schreiben wir z = r - exp(¢i) mit 7 € Ry und 0 < ¢ < 27.
Sei wy == §/r - exp(2) € C.
Es ist
{fweC :uw"=2} = {w - :0<k<m—1}
die Menge der m-ten Wurzeln von z.
Beweis.
Ad (D). Esist (wo-CF)m" =wp - (™ =2-1= 2
Ad (C). Sei w € C mit w™ = 1 gegeben. Dann ist (wwy )™ = w™ - (W) ' =227t =1
und also w - wy ' = ¢* fiir ein 0 < k < m — 1. Somit ist w = wy - (¥, wie behauptet. 0

e Schliefllich noch der Fall X™ — 0.

Bemerkung. Es ist
{weC:w"=0} = {0}.



1.2 Diskriminanten

Definition. Sein > 1. Sei f(X) = X"+ a, 1 X" '+ ... +ayX? € C[X] ein normiertes
Polynom.

(1) Sei
fIX) = (X—21) (X —29) ... (X —z,),
wobei z1,...,z, € C die Nullstellen von f(X) sind.

Sei dann

AFX) = [ G-

die Diskrimininante von f(X).
Die Diskriminante héangt nicht von der gewéhlten Reihenfolge der Nullstellen von
f(X) ab, und damit in der Tat nur von f(X).

(2) Es heifst z € C eine Nullstelle von f(X), falls f(z) = 0 ist, d.h. falls es g(X) € C[X]
gibt mit f(X) = g(X) - (X — 2).

Es heift z € C eine mehrfache Nullstelle von f(X), falls es g(X) € C[X] gibt mit
f(X) =g(X)- (X —2).

Bemerkung. Es hat f(X) genau dann eine mehrfache Nullstelle, wenn A(f(X)) = 0 ist.
Beispiel.

(1) Sei f(X) = (X2—1) = (X — 1)(X +1). Dann ist A(f(X)) = (1 — (—1))2 = 4.

(2) Sei f(X) = (X —1)(X—2)(X —3). Dann ist A(f(X)) = (1-2)2-(1—3)2-(2—3)? = 4.

(3) Sei f(X) = (X—=3i)(X+2)(X —1)3 Dann ist A(f(X)) =0, da f(X) die mehrfache
Nullstelle z = 1 hat.

(4) Sei f(X)=X?-1=(X—1)(X—(3)(X—(3)% Unter Beachtung von 1+(3+¢(% =0
und ¢ = 1 wird

AX?=1) = (1-¢G)*-(1-E)(G—EG)
(1 —=2G+¢3) - (1—2G+¢3) - (65 —2+G)
(=3G) - (3+3G) - (=3)
27(¢3) (1 + ¢G3)
= =27.



1.3 Polynome zweiten Grades

Wir betrachten das normierte Polynom zweiten Grades X? + bX + ¢ € C[X].
Sei X2+ bX +c= (X — z1) - (X — 23), wobei 2y, 20 € C.

Bemerkung. Es ist
21 + Z9 = —b
2129 — C

Lemma. Wir erhalten die Diskriminante

A(X?+bX +c¢) = b —4e.

Beweis. Zunéachst ist
¥ = (1+2)? = 224222+ 25.

Es wird
AX2+bX +¢) = (21— 29)?
22 — 22129 + 22
(27 + 22122 + 23) — 4212
= b?—dc.

Lemma. Sei wy € C eine 2-te Wurzel von b* — 4c.
Es ist

{z€C: 22 +bzt+c=0} = {%(—b—I—wo), %(—b—wo)} :

Ist speziell b, ¢ € R und b*> — 4¢ > 0, dann koénnen wir wy = /b? — 4c nehmen und
erhalten

{z€C: 22 +bzt+c=0} = {%(—b+\/b2—4c), %(—b—\/b2—4c)} .

Ist speziell b, ¢ € R und b* — 4¢ < 0, dann koénnen wir wy = iv/4c — b2 nehmen und
erhalten

{z€C: 22 +bz4+c=0} = {%(—b+i\/4c—b2), %(—b—i\/4c—b2)} :

Beweis. Es ist 2> + bz +c= (2 4+ 22 - & + ¢,

Also ist genau dann 2%+ bz +c = 0, wenn (z + )2 = ¥ — ¢, d.h. wenn (22 +b)% = V? — 4c,
d.h. wenn 2z + b eine 2-te Wurzel von b? — 4c ist.



Da wy eine 2-te Wurzel von b — 4c ist und da (, = —1 ist, ist dies nach dem Lemma in
§1.1 genau dann der Fall, wenn

224+b € {we-G&:0<k<1} = {wy, —wo},

d.h. wenn

1 1
NS {5(—b+wo), 5(-()-’[1)0) } .
Bemerkung. Unter Verwendung der Nullstellen z; und 25 erhalten wir nun abermals

AN = (o= 2 = (G- ) = 5(-b—w) = ud = #—de.

1.4 Polynome dritten Grades

Wir betrachten das normierte Polynom dritten Grades X? + bX? + ¢X + d € C[X].
Sei X2 +0X?2+cX +d= (X —2) (X —2) (X — 23), wobei 21, 25, 23 € C.

Bemerkung. Es ist

21+ 29+23 = —b
Z1-2+t 2123+ 2223 = c
21 2923 = —d

Lemma. Wir erhalten die Diskriminante
AXP+bX2 +cX +d) = b*c? — 4c® — 4b>d + 18bed — 27d* .
Falls b = 0 ist, dann ist speziell
AXP +eX +d) = —4c® - 27d*.

Beweis. Wir rechnen wie folgt.

—b3 = (21 + z9 + 23)3
= 23+ 28 + 23 + 32729 + 32223 + 32523 + 32321 + 32221 + 32229 + 6212223
—bc = (21 + z9 + 23)(2122 -+ Z123 + 2223)
= 2z + 223+ 2523 + 2321 + 2521 + 2529 + 3212223
b262 = ((21 + z9 + 23)(2122 -+ 2123 —+ 2223))2
(zl < + 21 % + 22z3 + 2221 + z321 + 2322 + 3212923)%

2.2,2
= z{22+ 2122+ 222'3 + 22z1 + 2522 + 2322 + 9272223

+ 221 2923 + 2222123 + 22’32’122

- 221,2223 - 221,2322 - 222212z3 + 2282221 + 2232320 + 223222
+ 223 22 —|— 22323 —|— 222 zs

+ 2232522 + 223 22z3 + 2222222
+ 6272523 + 6272320 + 6252723 + 6252521 + 6232720 + 625252



= 2022 4+ 2122 + 2522 + 2320 + 2327 + 2322 + 15222322
+ QZfZQZg + 2232123 + 22§zlz2
+ 8272523 + 8232320 + 8252725 + 8252521 + 8232720 + 823252
+22328 + 22323 4+ 22323

A = (2122 + 2123 + 2023)°

= 2328+ 2323 4 2523
+ 3282523 + 3232520 + 3232725 4 3232321 + 3232720 + 325252
+6272323

Damit wird

AX3+0X2+cX +d) = 2

((21 = 22)(21 — 23) (22 — 23))
(2229 — 2323 — 212320 + 2125 — 2521 + 292123 + 2523 — 2225)°
(2229 — 2321 + 2221 — 2323 + 2223 — 2229)?
= 2128 4 2528 + 232 + 21ad + 2523 + 252
— 22328 — 22323 — 22323
2232223 + 2232220 + 2232525 4 2232320 + 2232323 + 2232229
— 2zt2023 — 2252123 — 2252123
— 6272222
= b2?
— 42328 — 42323 — 42323
— 6252523 — 6252220 — 6292523 — 6232520 — 6292523 — 6292329
—4ztaoms — dagzizs — d25 2123
— 21222222
= b —4c
46272523 + 6272320 + 6252525 4+ 6252320 + 6272523 + 62725 29
—4ztzoms — dagzizy — 4252123
+ 3272222
= bV’ —4c — 4(-1*)(—d)
+ 18232225 + 18272329 + 18232325 + 18272329 + 18232325 + 182723 29
+27222222
= b2 —4c® — 4b3d + 18(—bc)(—d)
— 27232222
= b’ — 4¢3 — 4b3d + 18bed — 27d* .

Bemerkung. Die Substitution X =Y — g liefert
X34bX2+eX+d = (Y =22 +0(Y - 22 +c(Y -2)+d

_ b b2 b3
= Y33yl g3yl b
FOY? 2y 4 ¥

+cY—%b+d

2 3 c
= V34 (- +oy+ (& -%+4q).



Beim Bestimmen der Nullstellen kénnen wir also ohne Einschrankung annehmen, es ist
b =0.
Wir kénnen ferner ohne Einschriankung annehmen, es ist

c#0.

Bemerkung. Sei nun von
X?+cX +d € CX]

die Nullstellen zu bestimmen, wobei ¢ # 0.

Wir kiirzen die Diskriminante ab zu A := A(X? + ¢X + d) = —4¢3 — 27d°.
Wir kiirzen ¢ := (3 = exp(%}) = —3 + 1/3 ab.

Fall A # 0.

Wir substituieren

und erhalten folgendes.

X3+ceX+d = (u—EP+clu—=2)+d

T 3u 3u
= =3l + 3y — oy
3u 9u? 27u3
—l—cu—g—i—i-d
_ 3 3
Fiir jedes u € C mit
3
6 3 €
u +du’ — — 0
27
ist also
c
u__
3u

eine Nullstelle von X? + ¢X + d.

Man beachte, dafs dabei wegen ¢ # 0 ohnehin u # 0 folgt, weswegen die Division durch «
moglich ist.

Losen wir

C3

+dt—— = 0.
tat— o

3

Sei w € C eine 2-te Wurzel von d? —4(—%) = d*+4& = —£ . Wir erhalten die Nullstellen

1 1
ty = 5(—d+w) und ty = 5(—d—w).
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Beide sind ungleich 0, und es ist t; # t5 .
Wir wihlen nun eine 3-te Wurzel v € C ~\ {0} von ¢; .

Dann sind u¢ und u¢? weitere 3-te Wurzeln von ¢, .

Sei

c
Vo= ——

3u
Wir behaupten, es ist v3 = ¢, und also u® # v3. Dazu rechnen wir wie folgt.
(t—u®)(t—v®) = (t—u®)(t+ 2‘73%)
= £+ (- u3+2523>t—;—i
= t*+dt - £,

letzteres, da

L B cat =S =t (Erdn - = o
Wgpg)md = —uT (W de - ) = - Loo7) =

Da nun u, Cu und (?u 3-te Wurzeln von #; und damit Nullstellen von u% + du® — 2—7 sind,
sind

Z1 = u— 3% = u+v

zg = ul — 3u< = ul + v?

2z = ul?®— S = ul? + v

Nullstellen von X2 + ¢X + d.

Um nachzuweisen, daf dies alle Nullstellen davon sind, geniigt es zu zeigen, dafs 21, 2o, 23
paarweise verschieden sind. Dazu rechnen wir wie folgt. Zunéchst seien

a:=1-(, B i=1-(2.
Da C2+C+1—CS = ( ist, werden

o? = (1-() = 120+ = =)
af = (1-0(1-¢) = 1-¢-C+¢ = 3
g2 = (12 = 12240 = -3

Somit ist
((21 — 22)(21 — 23) (22 — 23))?
(@@ =¢) +v(1 =) (u(l = ¢*) +v(1 = O)(ull = ¢*) +v(¢* = ()))*
((ua + vB)(up + va) - Ca(u — v))?*
((uaB + uv(a® + 5%) + vfa) - Cafu — v))*
((3u? + uv(=3¢ = 3¢*) + 30%) - Cau — v))?
(3(u? + uv + v?) - Ca(u — v))?
= (B’ —v%)-(a)?
= —27(u® —v?)?
0.

RN



Ergebnis im Fall A # 0

Sei w € C eine 2-te Wurzel von —2%.

Sei u € C eine 3-te Wurzel von ¢, = 3(—d + w).

Selv:—@.

Dann hat das Polynom X? + ¢X + d die paarweise verschiedenen Nullstellen

u+v, ul +v¢? u¢? + (.

Fall A = 0.
Esist nun 0 = A = —4¢3 — 27d?, d.h. —27d? = 4¢3, Insbesondere ist d # 0.
Sei

3d
U = — .
2c
Dann ist o P
2 2
3 _ _ _
—2u ——2-863 ——403-d—d
und 9(? 27d?
2 . _
—3u ——3-—462——403-0—0.

Wir berechnen

(X +u)? (X —2u) = (X?+2uX +u?)(X —2u)
= X34+ 2uX?+uX —2uX? —4uPX — 2u?
= X3 —3uX —2u?
= X34+ cX +d

Ergebnis im Fall A = 0:
Sei u = %l . Dann hat das Polynom X2 + cX + d die Nullstellen
2u, —U .
Dabei ist 2u eine einfache Nullstelle und —u eine doppelte Nullstelle.

Beispiel. Wir wollen die Nullstellen von X? + X + 1 in C bestimmen.
In der Schreibweise X2 + ¢X + d der vorigen Bemerkung ist ¢ = 1 und d = 1. Also ist

A=AX+X+1) = —4c® - 27d> = =31 # 0.

A B
U=\ T T Vo

Wir wahlen

11
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was eine 2-te Wurzel von —% ist.

Wir wahlen
gl 1,1l
v 2 "2\ a7

was eine 3-te Wurzel von ¢ = 3(—d +w) = —3 + 54/ 5 ist.

Sei ferner

Mit ( = (3 = —% + 5\/3 erhalten wir die paarweise verschiedenen Nullstellen

21 = u+v
2o = ul +v(?
23 = uC?+uC

—0,6823
0,3412 + 1,1615i
0,3412 — 1,1615i .

Qo

Man beachte noch Zy = 23 wegen ¢ = ¢2 und (2 = (. Allgemein treten bei Polynomen in

R[X] die Nullstellen in C \ R immer in zueinander konjugiert komplexen Paaren auf.

Beispiel. Wir wollen die Nullstellen von X3 — 3X — 2 in C bestimmen.
In der Schreibweise X? + ¢X + d der vorigen Bemerkung ist ¢ = —3 und d = —2.

Die Diskriminante ergibt sich zu

A = AX?P-3X —2) = —4c® —27d* = —4(-3)> —27(-2)* = 0.

Wir setzen
2c 2-(-3)
Wir erhalten die Nullstellen
2u =2, —u=-1.

Dabei ist 2 eine einfache Nullstelle und —1 eine doppelte Nullstelle.

Probe: In der Tat ist

(X+1)%(X=2) = (X?+2X+1)(X-2) = X +2X*+X-2X?—4X-2 = X*-3X-2.
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1.5 Polynome vierten Grades

Sei
X' +bX? +cX? +dX +e € CIX]

gegeben. Wir wollen davon die Nullstellen in C bestimmen.

Bemerkung. Substituieren wir X =Y — % , so erhalten wir aus
f(X) = X' 40X +cX?+dX +e

das Polynom

NS
S—
S

fr=19 = (v -

+ + +
A& o =
< <<
[
PN TSNS N IS
~_ — ~—

— N W

+
®

= (V4 —4y3lp eyl 4yl b
Hh(Y? - 3Y2L 3yl b
(Y2 —2Yh 4 B
+d(Y - %)
+e

= Y4
FY2(—20% + c)
+Y (L6® — Lbe + d)
+(—gosb® + =b%c — bd +e) .

Der Koeffizient von f(Y — %) bei Y3 ist gleich 0.

Also konnen wir o.E. b = 0 annechmen.

Sei also
X'+ eX?+dX +e € C[X]
gegeben. Wir wollen davon die Nullstellen in C bestimmen.
Da wir im Falle d = 0 bereits wissen, wie man eine Nullstelle bestimmen kann, sei dabei
o.E. d#0.

Bemerkung. Sei t € C. Es wird
X'+ eX?4+dX +e = (X241 — (2t —e)X? —dX + (t* —e)) .

Wir wollen ¢ € C so bestimmen, daf (2t —c) X?—dX + (t* —e) als Quadrat eines Polynoms
geschrieben werden kann.
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Dazu sollte 2t — ¢ # 0 sein.

Es sollte ferner die Diskriminante von X2 — Qtd_CX + Z—:i gleich 0 sein. Es sollte also

d 2 d \? 2 —
0= A(X%- X+-——°) = g e
2t — ¢ 2t — ¢ 2t — ¢ 2t — ¢

sein. Mit anderen Worten, es sollte

0= d*— 482 —e)(2t —¢) = —8t3 +dct® + et + (d* — 4ce)
sein. Mit den Methoden aus §1.5 bestimme man ein solches ¢t € C. Es ist dann jedenfalls
2% —c+#0,dad#0.
Ist allgemein ein Polynom X? + rX + s € C[X] gegeben mit Diskriminante
AX?P+7rX +5s) = r*—4s = 0,

dann ist )

2
(X+g> = X2+rX+TZ = X?’4+rX +s.

Im vorliegenden Fall ist also

d 12 — d Y
X2 X+ (x-—% )
2t — ¢ 2t —c¢ 2(2t —¢)

Um die Nullstellen von

Xt eX?+dX +e = (X241 — (2t —0)X?—dX + (* —¢)) .
zu bestimmen, um also
(X241 = (2t —)X?—dX + (t* —¢)) = 0,

zu losen, d.h. um

(X2 4+1)2— (2t — ¢) (X—ﬁf =0

zu l6sen, wihlen wir eine 2-te Wurzel w von 2t — ¢ und schreiben die zu 16sende Gleichung

2
XibeX?tdX +e = (X241 —w (X - i)

- ((X2+t)—w(X—2(T‘[C))>~<(X2+t)+w<X—ﬁ))
L.

Wir faktorisieren noch die beiden quadratischen Faktoren als
((X2+t)—w(X—2(T‘_C)>> = (X —z) (X — 2)

(240 +w (X = pig)) = (X=2)-(X=2),
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wobei 21, 29, 23, 24 € C und erhalten
X4 eX?+dX +e = (X —2) (X —29) (X —23) - (X — 24) .

Also sind die Nullstellen gegeben durch 21, 29, 23, 24, wobei mehrfache Nullstellen mehrfach
aufgelistet sind.

Beispiel. Wir wollen die Nullstellen in C des Polynoms
X' —11X*+ 18X — 8

bestimmen. Es ist also ¢ = —11, d = 18, e = —8.

Fir t € C ist
(X?+1)? = 2tX?+¢*+11X% — 18X +8

zu 16sen. Damit die rechte Seite ein Quadrat wird, sollte ¢ die Gleichung
0 = —8t3 +4ct® + 8et + (d® — 4ce) = —8t° — 44t* — 64t — 28

erfiillen, d.h.

11 7
0 = 34+ —t>2+8+—.
+2 + +2

Substitution t = s — % fithrt diese Gleichung iiber in

0 113+11 112+8 U\ 7 _ o 25 1%
%) T 206 T%) 27 7 T 12"

Die Diskriminante dieses Polynoms ist nun

25 125 25\? 125\ 56 56
3 o _ 2 3 _

Somit kénnen wir

125
A
25
2. <_E) 6
setzen. Wir erhalten die Nullstellen 2% und —% von s® — % s+ %g . Wir wahlen
5 5
S = U = - s
6
was
y 11 5 11 1
= §—— = — — — = —
6 6 6
liefert.

Damit haben wir

(X2 —1)? = 2(=1)X? 4+ (1) +11X? -~ 18X +8 = 9X? — 18X +9 = 3*(X —1)?
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zu 16sen. Es wird

(X2 =12 =-33(X~-1)? = (X?-1)-3(X-1))-((X*=1)+3(X —1))
(X2 —-3X +2) (X?+3X —4)
(X=1-(X=2)- (X=1)-(X+4)

(X =12 (X -2)- (X +4).

Also sind die Nullstellen von X* — 11X?2 + 18X — 8 gegeben durch 1, 2 und —4, wobei 1
eine doppelte Nullstelle ist.

Beispiel. Wir wollen eine Nullstelle in C des Polynoms
X' +2X%+ X 42

bestimmen. Es ist alsoc=2,d =1, e = 2.

Fir t € C ist
(X2 +1)? = 2X>+* —2X? — X -2

zu l16sen. Damit die rechte Seite ein Quadrat wird, sollte ¢ die Gleichung
0 = —8t> +4dct® + Set + (d* — 4ce) = —8t° + 8> + 16t — 15

erfiillen, d.h.

15
0 = t3—t2—2t+§.

Substitution t = s + % fithrt diese Gleichung iiber in

24
0= 53— Zs o ,
3 216
mit ¢ := —% und d := 3?—2.
Die Diskriminante dieses Polynoms ist nun
7 245 > 1029
A=Als—ss+— | = 48 -21d" = —/——.
(5 357 216) ¢ 64
Als 2-te Wurzel aus —% = 267 ;2 wahlen wir
7
0= VT —.
w 7 51
Nun bendtigen wir eine 3-te Wurzel u aus
. 1, =~ 1 245 7
t1 == =(—d+w) = = | —=—+iVi—
1= gt d) 2( 216 1ﬁ24)
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Um dies ohne Riickgriff auf die Exponentialfunktion durchfithren zu koénnen, benétigen
wir die Hilfe eines Rechners: Maple gibt

- 7 i

Dazu wird dann

. ¢
v = = — — —\/—
3u 12
Da wir nur eine Losung benotigen, konnen wir

"y 7
s = u+0 = -
6

wahlen. Wir erhalten

t=spi=3
= s = 5
Also ist
X442X2 4 X 42 = (X243 —(3X24+2-2X?— X —2)
= (X243 —(X2-Xx+ 1
= (X243 - (x-3)
|
<0

zu losen. Dazu rechnen wir
X442X2 4+ X 42
- Gy -y
= (¥ ) (X =3) - (X*+3) + (X -3))
(X2 - X +2)- (X2+ X +1)
<X—%<1+1f>> (X = 31— WD) - (X = (=14 1V3) - (X — §(~1 - iV3))

Somit sind die Nullstellen von X* +2X? + X + 2 gegeben durch 1(1 +1v/7), 1(1 —iv7),
1(=1+iv3) und (-1 -iv3).

1.6 Fundamentalsatz der Algebra

Sei
f(X) = apn X" +a,1 X"+ .. Fae X" € C[X]

gegeben, wobei n > 1 und a,, # 0.

Wir wollen den Fundamentalsatz der Algebra herleiten, der besagt, dat f(X) in C eine
Nullstelle hat. Wir folgen dabei Argands Argumenten von 1814 [2, §4.2].

Wir machen dazu Gebrauch von folgenden Tatsachen.
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e Polynome geben stetige Funktionen von C nach C.

o [st K C C eine kompakte Teilmenge und ist f : C — R stetig, so gibt es ein 2y € K
mit f(zo) < f(z) fir z € K.

Wir schreiben dafiir kurz: f(z) = min f(X).
o Esist C— R: z— |2] stetig.

e Sei z € C. Sei k > 1. Dann hat z eine k-te Wurzel w € C. Es gilt dann also w* = z.

Schreibweise. Fiir w € C und r € R sei

H(w) = {z€C: |z—w|<r}
H(w) = {z€C:|lz—w|<r}.

Lemma. Es gibt ein r € R mit

[f ()] > [£(0)]
fiir 2 € C \ B,(0).

Beweis. Seil
h(X) = ap 1 X' +a, 2 X*+... +aeX" € C[X].

Sei z € C ~\ {0}. Wir schreiben
f(2) = ap2"+an 12"+ ...+ ag’

= 2"an +an 127+ ...+ apz")
= z"(a, +h(z7Y)).

Da C — C: w — h(w) in 0 stetig ist, konnen wir ein § € R5o wéhlen mit
h(Bs(0)) € Biy,, (0) .

Wir withlen 7 € Ryg mit 7 > 6! und 7 > { w.

Zunéchst ist $|a,|[r™ > |f(0)].

Fiir z € C \ B, (0) wird |z| > r > 671, also |z| < §, somit |h(z)| < 3|a,|, mithin

1f(2)] 2" - |an + h(271)]
ra, + h(z71)|

™ (|an| — [R(z71)])
Tn(|an| - %lanD
%|an|7ﬂn

[£0)] -

VoV WV

V



19

Lemma. Es gibt ein 2 € C mit |f(z0)| < |f(2)] fir z € C.
Dies schreiben wir kurz
[/ (z0)] = min(|f(C)]) .
Beweis. Wir withlen r € Ry mit |f(2)] > |f(0)] fiir z € C \ B,(0); vgl. vorstehendes
Lemma.

Es ist B,(0) kompakt, da in _C abgeschlossen und beschrénkt. Also gibt es ein 2 € B,.(0)
mit |f(z)| < [f(2)] fir z € B,(0), kurz, mit |f(z0)| = min([f(B,(0))]).

Nun ist auch |f(z0)| < |£(0)] < |f(2)] fiir z € C ~ B,(0), ersteres wegen 0 € B,(0)),
zweiteres wegen der Wahl von 7.

Insgesamt ist also |f(z)| < |f(z)| fir z € C. -

Lemma. Sei h(X) € C[X] von Grad > 1 mit h(0) = 1 gegeben.
Dann gibt es ein u € C mit
|h(u)| < 1.
Beweis. Sei k > 1 minimal mit der Eigenschaft, daff der Koeffizient von h(X) bei X’
gleich O ist fiir 1 < j <k — 1.

Wir konnen dann
MX) = 1+bX"+ X" g(X)

schreiben, wobei b € C \ {0} und ¢g(X) € C[X] mit ¢(0) = 0 ist.
Wir withlen w € C mit w* = —b~!. Dann ist b- w* = —1.
Fir t € Ry erhalten wir folgendes.
|h(wt)] = |1+ bw*th + wht* - g(wt)|
|1 —t%+ (=0~ ")t" - g(wt)]
< L= (=07 - g(wt)]
= L=t + 5[ g(wt)] -
Da g(X) eine stetige Funktion gibt, kénnen wir ein § € R wéhlen mit |g(wt)| < 3|b| fiir
0<t<o.
Wir wéhlen nun ein ¢ € Rmit 0 <t <1 und ¢ <.
Wir setzen u := wt. Es wird

[o(w)]

|h(wt)]
11— 5| 4+ t*|b] g (wt)|
1 —tF + 5|7t g(wt)]

< 1—tFtRp[t - 1]b|
_ 14k

= 1-1t

< 1.
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Lemma. Zu jedem ¢ € C mit f(c) # 0 gibt es ein ¢ € C mit

[Fl > 171

Beweis. Wir setzen
fle+ X)
f(c)

Es ist A(0) = 1. Es ist der Grad von h(X) gleich n > 1.

hX) = e CX].

Mit vorigem Lemma kénnen wir ein u € C finden mit

fle+u)

b> Ihtw)l = ‘ 70

Mit ¢ := ¢ + u wird also

[F) > |fle+w] = [f@)].

Satz (Fundamentalsatz der Algebra).
Es gibt ein z € C mit f(z) = 0.

Beweis. Annahme, nicht. Wir wihlen zp € C mit |f(zp)| = min(|f(|C)|); vel. zweites
Lemma oben. Es ist |f(z0)] > 0.

Nach vorstehendem Lemma gibt es ein ¢ mit |f(zo)| > |f(¢)]. Dies steht aber im Wider-
spruch zur Minimalitét von | f(zo)]. -

Korollar. Es gibt zq, 29, ..., 2z, € C mit

Beweis. Dies folgt durch iterierte Division von zu Nullstellen gehérigen Polynomen von

Grad 1.

Korollar. Sei f(X) € R[X]| € C[X]. Dann gibt es k, { € Zso mit k + 2¢ = n und
1, To, ..., X € Rund by, ¢, by, o, ..., by, ¢;, € R mit

F(X) = a,- (H(X—:@-)) : <H<X2+bjx+cj)> .

j=1 j=1

Dabei ist b? —4c; <0fir1 <y <L
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Beweis. Fiir z € C sei z die komplex konjugierte Zahl. Es wird

flz) = 2?:0 a;z’
= Z;L:O a;z!
= Z?:o aj 7

ajE]R n .
= —j
= ijo a;jz

Insbesondere ist

Fiir z € C < R wird
(X —2)(X-%2) = X2—(24+2)X+2z-2 = X*—2Re(2)X + |2|*.

Dieses Polynom hat Diskriminante (z — z)? = —4Im(z)? < 0.

Wir konnen also schreiben

FX) = @ T =2).

wobei k+2¢ = n, wobei 21, 29, ..., zr € R, wobei 2;11, 2190, ..., 2, € C~\R und wobei
Zht2j—1 = Zkqoy fir 1 < j <A

Wir schreiben z; := z; e Rfir 1 < j < k.
Wir schreiben

(X = 242 1)(X = 2t2j) = (X = 210 1)(X = Zragg1) = X° +0,X +¢; € R[X]

fiir 1 < j < £. Dies ist ein Polynom mit Diskriminante b?- —4c; < 0.

Dann wird
f(X) = an- <H§:1(X - Zj)) : (Hﬁzl(X = Zpr2j-1) (X — Zk+2j)>
= o (Mo —2)) - (a2 +5,X +ey)

Beispiel. Wir wollen X* + bX? + ¢ € R[X] in R[X] Faktoren zerlegen.
Fuall b*> — 4¢ > 0. Es hat t2 + bt + ¢ — 0 die Nullstellen

1 1 R
by = 5(—b+v62—40), by = 5(—17_ b* —dc) .

Also ist
X' bX2 4 = (X2 —1)(X?2—ty) .
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Einen solchen quadratischen Faktor kann man noch in Faktoren in R[X] von Grad 1
zerlegen, falls t; > 0 bzw. t5 > 0.

Fall b —4c < 0. Esist ¢ > % > 0. Es ist 24/c > [b|. Also ist 2¢/c—b > 0 und 2y/c+b > 0.

Zunéchst ist fiir u, v € R
(X2 +uX +0) (X2 —uX +v) = X'+ (2u—u?) X2+ 7.

Damit dieses Produkt gleich X* + bX? 4+ ¢ ist, muf also v? = ¢ sein und 2v — u? = b.
Wir koénnen also v = y/c und u = /2y/c — b setzen und erhalten

XY 4 bX2 4 e = (X24+4/2v/e—b X +0)(X2—\/2v/c—b X + V) .
Beide Faktoren haben negative Diskriminante (1/2/c — b)? — 4y/c = —2/c — b < 0.

Beispiel. Es ist
X'+ X241 = (X°+X+1)(X*—X+1).



Kapitel 2

Kettenbriche

2.1 Experimente

Experiment. Es ist
m = 3,1415926535897932384626 . . .

Im folgenden rechnen wir mit einer hinreichend hohen Genauigkeit, aber geben dennoch
nur die ersten paar Nachkommastellen wieder.

Wir formen wie folgt um, wobei wir von den entstehenden Dezimalzahlen zwischen 0 und
1 jeweils mit dem Rechner einen Kehrwert bilden.

m o= 3+0,14159...
1
3+ 7,06251...

_ 1
= 3+ 7+0,06251...

1
= 3 + 741
15,99659...
1
= 3t a
1540,99659...
= 34+ —1
+ 7+%1
15 00341
= 34— 1
i ——
1ot 150,00841...
= 3+ 1
O — —
15—
'+ 292,63459...
1
= 3+
7+ =
15+
1+ 1

292+0,63459...

Es resultieren die folgenden Naherungen, in welchen wir die erste von 7 abweichende

23
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Nachkommastelle markiert haben.

T o~ 3
T o~ 341 = 2 = 31428...
oA 3+7+1% = 35 = 31415094 ..
oA 3+7+; = 52 = 3,151592920...
1541
T oA 3+7+15+111 = 5 = 3,141592653011. ..
1+ L

292
In der Folge der auftretenden positiven ganzen Zahlen
3, 7,15, 1, 292, ...

ist keine Regelméfigkeit zu erkennen.

Es ist darin auch keine Regelméfigkeit bekannt.

Experiment. Es ist
V2 = 1,41421356237309504880 . . .

Es wird
V2 = 140414213 ..

_ 1
= 1+ 2+0,414213... °

Hier fillt auf, daf 0,414213... = v/2 —1 ist, wobei man noch den Vorbehalt machen mus,
dal man nicht alle Nachkommastellen betrachten kann.

Zu verifizieren ist also:
1

V2 -1
Multiplikation mit v/2 — 1 der rechten Seite gibt nun in der Tat

1+vV2)(V2—1) = V2-1+(V2)*-V2 = 1.

Somit kénnen wir wie folgt fortsetzen.

=24+ (V2-1) = 1+V2.

V2 = 1+0,414213. ..

= 1
= 1+ 2+0,414213...

1
+2+O,414213“‘
_ 1
=1 + 2+é

1
o4 L
+2+0,414213...
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Wir wiirden also gerne wie folgt schreiben diirfen.

1
V2 =1+ T

P ——

Dazu miissen wir uns noch darum kiimmern, die rechte Seite als Grenzwert zu definieren.

Experiment. Es ist

1\ =1
e = lim (1+—) = Z— = 2,718281828459045235360287. . .
n

n=0

Es wird
e = 2+0,718281...
_ 1
_ 2 + 140,392211...
= 24+ -1
e LTI
= 2+ 1+— 1 —
2 15819350
= 2+ =
2+%

1
14— 1
+1+0,220479.4.

= 24 1
1+ 11
2+—1
+—_1

1
14— 1
+4+0,5355734..

_ 1
= 24 o T
2+

e
a1
140,867157...

_ 1
= 24 " T
2+

1
1+
1+%
4+%

1
14— 1
+ 140,153193...

- 24 1
14+ 11
2+ 1
14+ 1
1+ 1
e
e
1+—7_d
6+0,527707...

Vermutlich ist die Folge der auftretenden positiven ganzzahligen Summanden also gegeben
durch
2,1,2,1, 1,4, 1, 1,6, 1, 1, 8 1, 1, 10, ...

Dies wollen wir weiter unten noch bestatigen.
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2.2 Begriff des Kettenbruchs

Seien X1, g, T3, ... € R>0.

Definition. Sei n > 1. Wir wollen

1
(1, 29, ..., Ty = 21+ T
Z2
z3 +
. Tp—1 + %
definieren. Wir setzen dazu rekursiv "
[z, = x,
[Th, Thg1y o Tp] = ap+ —— flir1<k<n—1
[$k+17"~7xn]
Es wird also
(1] = @
[33'1,372] = x1+ w_lg
[l’l,l'g,l’g] = z1+ wzi%
(1, 29, T3, 24] = a1+ Py L :
‘7J3+a
Usf.
Bemerkung. Sei z,, < Z,,. Sein > 1.
Ist n ungerade, dann ist [xq,...,Zp 1, %,] < [T1,. .., Tn_1, Tp].
Ist n gerade, dann ist [x1,...,Tp 1, %n] = [T1,. .., Tn_1, Tp)-
Bemerkung. Fiir n > 2 ist
[T1, . Tn1,Tn] = X1, g + i] :
Definition. Wir setzen rekursiv wie folgt.
p-1 = 0
po = 1
Pk = TpcPr—1t+pr— firk>1
g1 = 1
o = 0
QG = Tk Qe T Qe firk>1
Also
k||-1|0]1 2 3 4

P || O |1| 2| 2oy + 1| 232971 + T3 + T1 | T4T3T2x1 + T4T3 + T4T1 + Tawq + 1

qr 1101 T T3x9 + 1 T4T3To + T4 + To
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Es sind pr, > 0 und ¢ > 0 stets. Fiir £ > 1 ist g, > 0.

Lemma. Sein > 1. Es ist

DPn
[1’1,213‘2,...,,1’”] = —.
qn
Beweis. Induktion tiber n > 1.
Es ist
1 q1
Sei n > 2. Sei die Aussage fiir n — 1 bekannt.
Wir verwenden sie fiir die Zahlen x1, xo, ..., T,,_o, T,_1 + % Seien py, und G fir 1 < k <

n — 1 wie in der vorigen Definition gebildet, aber ausgehend von diesen Zahlen. Dann ist
pk:ﬁkunquzfjkfﬁrlgkgn—z

Nach Induktionsvoraussetzung wird

1 ﬁn—l
[Ilax%"'axn—%xn—l_"_] = = .
Tp dn—1
Nach Rekursionsformel wird also
_ 1
[xlax%"'axn] — [‘rl’x%"‘?xn—%xn—l—i_Z]
— ﬁn—l
(‘infl

(xn—l‘i’ﬁ)ﬁn—Q‘i’ﬁn—S

(xn—1+ﬁ)(jn—2+‘jn—3

(fEn—lJrﬁ)pn—erpn—S

(In—1+ﬁ)Qn—2+Qn—3

mn(xnflpn72+pn73)+pn72
xn(xn—1Qn—2+qn—3)+Qn—2

TnPn—11+DPn—2
Tnqn—1+gn—2

— Dn
Gn
Bemerkung. Sei n > 1.
Es ist
(mnl) (pnfl anl) _ (xnpnfl“!‘panannfl‘Fpan) _ (pn Gn )
10 Pn—2 gn—2 - Pn—1 dn—1 - Pn—1G4n—1 °
Da

det (35) = det (%) = —1

und, falls n > 2,

det( Pn - dn ) = det (zl”(l]) - det (pn*lqn*l) = —det (pn*lqn*l) ,

Pn—1Qdn-—1 Pn—2 Qqn—2 Pn—2 Qqn—2
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folgt
Pnln-1 — @nPn—1 = det (27 0 ) = (=1)".
Also ist .
dn gn—1 dn—14n
Somit ist
T T f}’—:
— _1\n 1 Pn—1
o ( 1> dn—14n dn—1
— _1\n__ 1 _1\n—1 1 Pn—2
o ( 1> dn—14n + ( 1) dn—24n—1 qn—2
_ n k1
o ( k:2< 1) %—1%) %
- (ZZZQ(_I)ka—IIQk) T
Ergebnis:

w1, ] = 2+ Y (-1 !

qk—19k '

Definition. Falls fiir ein ky > 2 die Folge (qk}lqk)@ko eine monotone Nullfolge ist, dann

koénnen wir

. - 1
[mn cn > 1] — [vflmeal‘S,"'] = 71114{20[1:1’1‘27‘@37.”’1‘”] = 5E1+k2;(_1)qu_lqk

setzen, denn dann ist diese Reihe nach Leibniz konvergent.
Es heifst [, 20, 23, ...] ein (unendlicher) Kettenbruch.

Alternativ ist dann auch

21,29, | = lim [z, 29,2 z,] = lim Dn

[17 2y L3y 1y, 42y L3y -y dn .
n—00 n—>00q

n>1 1N

Anschaulich geschrieben ist

1
[.1'1,1’2,1'3,...] = x1+—1‘ 1 .
2 T3+ .

)
qk—19k 7 k=2

Bemerkung. Ist x; € Z-; fir k£ > 1, dann ist ( eine monotone Nullfolge.

Denn aus ¢, = £,¢n—1 + Gn—2 = 1 - q,_1 fiir n > 1 folgt (gx)r>1 monoton wachsend.

Und daraus folgt wiederum ¢, = £,¢n_1 + @2 =1+ qn_o + @n_o = 2q,_o fiir n > 2.
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Damit ergibt sich schliefslich ¢,_1¢, = ¢u-1 - 2¢n—2 = 2¢,_2q,_1 fir n > 2.

Also ist diesenfalls der Kettenbruch [z, : n > 1] = [21,29,23,...] definiert; vgl.
vorstehende Definition.

Bemerkung. Jedes Element » € Ry ~ Q kann geschrieben werden als Kettenbruch
r o= [r1,29,23,...] = [T 1 k=>1]

mit x € Zs fir k > 1.

Dazu geht man vor wie in §2.1 und setzt rekursiv wie folgt an.

rn = r

T = er‘J fir k = 1
1

ry = —————— flirk>2

Tk—1 — erflj

Fiir n > 2 mit n gerade ist dann
[T, T, @] 2 (X1, T, Te] =T = [T, T, Ty Taa] 2 [T, T, Ty T
Fiir n > 2 mit n ungerade ist dann
(1,0 1, @] < (X1, T, Te] =T = [Ty T, Ty Trt] SO [T e, Ty T

Dank Leibniz folgt
r = [1'1,332,1'3,...] = [$k . k‘> 1}

Bemerkung. Jedes Element r € Q- kann kann geschrieben werden als Kettenbruch
r = [x17x27x37 s 7xn]

mit n > 1 und mit xy € Z>; fir 1 <k < n.

Dazu konnen wir r = x; + ¢ schreiben, mit z1 € Z>; und 0 < a < 0. Falls a # 0, gibt
Division mit Rest b = axs + ¢ mit x5 € Z>; und ¢ € Z mit 0 < ¢ < a. Es wird

1
I2+§.

:xl—i—

Falls ¢ # 0, kdnnen wir dies fortsetzen. Da a < b ist, konnen wir dies aber nur endlich oft
fortsetzen.

Bemerkung. Sei ([za, ..., 2,]),>2 konvergent.

Dann ist

k=21 = —_— .
[iL‘k k ] x1+[$kik22]
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Denn fiir n > 2 ist
1

[, .., xn]

Bilden wir auf beiden Seiten den Grenzwert lim,, ., dann folgt das Resultat.

[T1,..., 2, = 21+

Beispiel. Sei

7“=[961,962,963796479657966,967,968,5139,51310,$11,
:[2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,

In §2.1 wurde r = e vermutet. Dieser Vermutung wollen wir unten auch noch nachgehen.
Nun aber zuerst zur Illustration die daraus gebildeten Folgen (pg)r>—1 und (qx)g>—1 -
Wir erinnern an p_y =0, po = 1 und an p, = £,pp—1 = pn_o fiir n > 1.

Wir erinnern an ¢_1 =1, g = 0 und an ¢, = ,q¢n—1 = @2 flir n > 1.

Dies ergibt folgende rekursiv berechnete Werte.

k| —1]o|t]|2|3] 4] 5| 6| 7| 8
pel O|L1[2[3[8[11[19[87] 106193
a || L1011 [3] 4] 7[32] 39| 71

Es ist # = lim 2% . Die ersten Folgenglieder ergeben sich wie folgt.

n—00
n>1 dn
n _— 9
q1
P2 _ 3 — 1
¢ 1 - 2_'—1
o 8 1
q3 3 +1+%
pa L _ 94 1
q4 4 14,#1
2+
s 19 94 L
qs 7 14+ 11
2+
141
o= 8 = 24 1
q6 32 1+ 11
24 .
! 1
141
pro_ 106 _ o 1
qr 39 +1+ 11
2+ :
1+ :
14—
4+
P 193 _ o 1
qs 71 —{_14_%1
2+
1+ 11
1+
441
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Z.B. ist
s — 193 — 9718309. ..
as 71
e = 2,718281 ...

2.3 Quadratwurzeln als periodische Kettenbriiche

Definition. Fiir £ > 0und ¢ > 1 und x1, 9, ..., xx. s € R. schreiben wir
[1’1,1‘2,.--,$k,$k+1,...,l‘k+g]
= @1, @0, Tk, Tk ls o Tkl Thidy oo Thl s oLy oo Tkl s -]

genannt periodischer Kettenbruch mit Periodenlénge k.

Dieser konvergiert in der Tat. Sei dafiir 0.E. kK = 0. Sei x := min{xy, ..., 2¢}. Sei (Gm)m>—1
gebildet beziiglich der konstanten Folge, die an jeder Stelle x stehen hat. Dann wird
0 < ¢n < gy fiir n > —1 dank Rekursion.

Ferner ist g; = 1 und ¢» = x, sowie ¢, = £G—1 + Gn—2 = Gn_o fir n > 1.
Sei £ := min{1l,z} > 0. Es folgt £ < ¢, < ¢, firn > 1.

Insgesamt folgt

Gn1Gn = TnGn1Gn-1 + Gn2Gn-1 = TE + GnoGn1

fir n > 2. Damit ist (q 711q )m>2

eine monotone Nullfolge, wie fiir Leibniz bendotigt.

Bemerkung. Sei z; € R.y. Wir schreiben

_ 1
y =[] = [zr,2,20,...] = 51+ ——— 75—
I
1 + .

Dann ist

y - $1+—,

Yy

und also

Yy —ry—1=0
Es folgt

1
y = 5(]31:&\/1’%4-4).

Da y > 0, kann das negative Vorzeichen nicht sein. Es folgt

v =[] = 5 (ot 4a)

Beispiel. Es ist

1] = %(1+\/5).
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Beispiel. Es ist

- 1
2] = 5(2+¢§) = 1+V2.
Folglich ist

_ _ — 1
V= [2]-1=[29)-1=[1,3) = 14—
2+ -
2+
2+ |
Vgl. das zweite Experiment in §2.1.
Bemerkung. Seien z1, x5 € Ryy. Wir schreiben
y = [x1,22] = [r1,%2, 21, T, 21,22, ...] .
Es wird 1
Yy = 21+ 1
To + v
Es folgt
1
= Io+ — )
Yy—x Y

also, nach Multiplikation mit (y — z1)y,
y = m(y—x)y+(y—a1),

also
2
0 = oYy — 01Xy — 1,

1 /
Yy = [1’1,1‘2] = 2—232 (I1$2+ {L’%l‘%—f-éll'll'g) .

wegen y > 0 also

Beispiel. Es ist

1 S 1 1
14— =11 = —(1-2 12.2244-1-2) = —(1 3).
L pr—— [1.2] = ;5124 V12 224 ) = S(1+V3)
Lt
Néherung: Es ist
153
1,2,1,2,1,2,1,2] = 3 = 1,36607142. .. ,

im Vergleich zu
1
50 +/3) = 1,36602540. ..

Bemerkung. Sei ¢ > 1. Seien x1, xa, ..., £y € Ryy. Wir schreiben

y = [x1,..., 2] .



Dann ist

y = [T1,..., T 1,20+ i] .
Also ist
B (ze + i)Pe—l + Pe—2
. (e + i)%—l + G2’
also
y((ze + %)%1 +q2) = (T + i)peq + D2,
also
Yae + Q-1 = pet ypet
also

ay? + (g1 —p)y —pe1 = 0,

also, wegen y > 0,

1

y = [21,... 2] = Q—W((pz — qe—1) + v/ (e — qe—1)? + 4qepe—r) -
Beispiel. Sei ¢ := 3.
Fir den Kettenbruch
[ZL’I,IQ,I'g] - [17273]

ist po =011 +1 =3, p3 = 230901 + 23+ 21 =10, g =29 =2 und g3 = 2329 + 1 = 7.
Also ist

- 1 1 1
[1,2,3] = 2 —((p3 — @) + V(3 — @) + dgzp2) = ﬁ(8+\/148) = ?(4+\/37).
q3
Mit anderen Worten, es ist
_ 1
[1,2,3] = 1+ L = —(4+V37).
24— - 7
1+2+4
34 1
1+

2.4 Die Kettenbruchentwicklung von ¢
Wir folgen H. Cohn [1, §2].

Definition. Fiir n > 0 sei
A, = = fo (x—1)" e*dx
B, = = fo "z —1)" e*dr
C, = = fo (x —1)"He? dx .
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Bemerkung. Es ist

AO = e—1
By =1
Denn
Ay = éfo 2(x—1)%"dz = [e"]} = e—1,
sowie

—0,f0 (x—1)° dzz[xem](l)—folexdx:e—(e—l):1.

Bemerkung. Fiir n > 0 ist

C, = B,— A, .
Denn
B, — A, = fo " (x ne? dr — L fo — )" dx
— fo g (:Jc— 1)"e” dx
— 'fo — 1) e dx

Bemerkung. Firn > 1 ist

Dazu rechnen wir

4 Grat(z —1)re ):(n ik “Hz—1)"e +( L a"(x = 1) e + Sy at(x — 1)

Also wird

An + anl + Cnfl

= %folx”(x 1)"e® dz + = fo (=141 (g — 1) 1e® dz + o5 fo (g — 1)n=DHler dg

1 n n AT n—1,.x n—
e fO%LU(JZ—]_)e—'—mJ}(I—l) 16 +mx 1($—1)€d1’

— fol % (# " (z — 1)”e$) dzx
= [% z"(x — 1)”6’”](1)
0.

Bemerkung. Fir n > 1 ist
B, = —2nA,+C,_; .
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Dazu rechnen wir

% (% xn(x _ 1)n+1e:r:)

i,x"‘lx—lnﬂegﬁ—l—"ﬁlx r— 1) + Lo (x — 1) e”
(n—1)! n!

g g — 1) et L gz — et + Ltz — 1) p et — Lan(z —1)" 1.6
(n—1)! n! n! n!

A e =) r e — g (o= 1) 1 et 4 B (g — 1)me”
(n—1)! (n—1)!

+ Lotz -1 z-et = La(z - 1)1

Lo a(z —1)"e" — A a" e — 1)"e” + B an (@ — 1)"e”
(n—1)! (n—1)!

+ % anrl(l, . 1)nez o L' :L‘n(ZL‘ . 1)ne:1:

i—’f " (z — 1)"e” — 2" Hr — 1)"e” + # "z —1)"e” .

C=

Also wird
Bn + 2nAn - Cn—l
= L [tanti(z —1)ret da + 2 [ an(x — 1) do — camy [ 2 (e — 1) D+t dg

- fol Loz —1)"e” + Zam(x — 1)"e” — (nil)! o'z —1)"e d

— fo 4 (ﬁ " (z — 1)”+1em) dx
1

= [% " (x — 1)”e$]0
= 0.

Bemerkung. Wir fassen zusammen. Es ist

AO = e—1
By = 1
A, = —-B,1—C,, firn>1

oy
3
I

—2nA,+C,_; firn>1
C, = B,—A, firn >0.

Diese Gleichungen legen die Werte von A,,, B,, und C,, fiir n > 0 rekursiv fest.

Bemerkung. Es ist

lim, ..o A4, = 0
lim, yoo B, = 0
lim, ;.o C,, = 0

Denn seien 8, v € {0,1}. Fiir z € [0,1] und n > 0 wird
0 < La™P(z—1)"e” < Lev.
Folglich ist

0 < g fya Pl =1 erde < G fy

petde = Le—1).
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Die beiden dufteren Terme gehen gegen 0 fiir n — oco. Dank Sandwich-Lemma ist also
auch

limy, o0 fol "Bz — 1)"etdr = 0.

Fir (5,v) = (0,0) folgt lim, o A, = 0. Fir (8,7) = (1,0) folgt lim, o, B, = 0.
Fir (8,v) = (0, 1) folgt lim,,, C,, = 0.

Definition.

Sei rekursiv

]50 = 1
ppo= 1
P3n = Psn—1+Dsp—e flirn>1
ﬁ3n+1 = 2n-P3p + Pan—1 firn>1
P3n+2 = DP3nt1t+ D3n firn>0.
Seil rekursiv
G = 1
¢ = 0
Q?m = dgnq + (j3n,2 fur n 2 1
q3n+1 = 2n- Cj?,n + q~3n71 fir n >1
Bnrz = Bnrl T GBn firn > 0.

Definition. Fir n > 0 sei

= egSn - 25371
_(e(j?m—&-l - ﬁ3n+1)
= —(e§3n+2 - ﬁ3n+2) .

Ibﬂlkz
3 3

3

Bemerkung. Fiir n > 0 ist

A, A,
B, = B,
n Cn
Dazu geniigt es, folgendes zu zeigen.
AO ; e—1
By = 1
A, L —By,,—C, 4, firn>1
B, = —omA,+C, , firn>1
~n L Bn—fln firn>0
In der Tat wird .
Ao eqo — Po = e—1
By = —(ei—p1) = 1
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und
Ay = efzn— Pan = €@3n-1 1 €(Q3n—2 — P3n—1 — P3n—2 = —B,1—Chy firn>1
By = —Cdsnii+Pans1 = —€-20-Gan — Csn1 + 20 Pap+ Pzn1 = —2nd, +Cpy filrn > 1
Co = —e@niz+ Pansz = —€d3nr1 — €G3n + Pans1 + Pan = B,- A4, fiir n >0

Bemerkung. Fiir m — oo wird

A, falls m = 3n A, fallsm = 3n
lim eGy,, — pm = —B, fallsm=3n+1 = —B, fallsm=3n+1 — 0.
e —C, fallsm =3n+2 —C,, fallsm=3n+2
Bemerkung. Es ist 3
1- pm _
1m — = ¢
"m23 dm
Denn es wird ~ ~
Po o _ Pm—Cm
m dm,

da fiir m > 2 nach Rekursion ¢,, > ¢ = 1 ist.

Bemerkung. Seien die Folgen (pg)r>—1 und (gx)r>—1 zum Kettenbruch

2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,...]

gehorig.
Es ist, vgl. letztes Beispiel in §2.2,
po = 1
pro= 2
DP3n-1 = P3n—2 1 P3n—3 firn>1
P3n = 2n - P3n—1 + Pan—2 fiir n =1
D3n+1 = DP3n + D3n-1 furn>1.
Es ist auch 3
p o= 1
P2 = 2
P3n = D3n—1+ D3n—2 firn>1
P3nt1 = 20 P3p +P3p1 firn =1
D3nt2 = D3nt+1 + Dsn fuirm>1.

Also ist pr = proq flir & > 1.
Es ist, vgl. letztes Beispiel in §2.2,

@0 = 0

g = 1
d3n—1 = {3n—2 T @3n—3 firn>1
q3n = 2n - Q3n—-1 1 ¢3n—2 fiir n > 1

@3n+1 = G3n T q3n-1 fuirn>1.
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Es ist auch
Gq =0
G = 1
Can = q~3n71 + q~3n72 fur n } 1
q3n+1 = 2n- i]},n + (jgn,1 fir n 2 1
GBnt2 = Boil t @B firn>1.

Also ist g = Gy fiir £ > 1.
Satz (Euler). Es ist

e = [2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,...]

Denn es ist

2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,...] = lim 2* = lim 2% = ¢
nn_giOQn nn_gio%z-f—l

2.5 Verallgemeinerte Kettenbriiche
Seien S1, S2, 83, ... € R. Seien tl, tQ, tg, o e RN {0}
Definition. Sei

$1, 82, 83, ---, Sn, Snt1 . {1
ti, to, tg, ..., In So + t2

tn—1

tn
sn+ e

Hierbei seien auch % = 00 und é = ( zugelassen, um Fallunterscheidungen zu vermeiden.

"]

lsl, S92, S3, ..., Sp—-1, Sn, $n+1:|

Rekursiv sei also fir n =0

und firn > 1

ty, to, t3, ..., th_1,

~
3

-1
S2, S3, ..., Sn—-1, Sn, Sp+1
to, t3, ..., Tp_1, tn

= 51 +t1'l

Bemerkung. Fiir n > 1 ist

~
3

t
S1, S2, 83, ..., Sp—-1, Sn, Snti _ S$1, 82, 83, ... Sn-1, Sn + Snj—l
t1, to, ts, ..., th_1, ti, to, T3, ..., th1
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Bemerkung. Fiir n > 1 ist

S1, S2, 83, ..., Sp—-1, Sn, Snti = 5+ 07 S2, 83, ..., Sp—-1, Sn, Snti
= 51
t1, to, t3, ..., tho1, 1y t1, to, t3, ..., th_1, 1y
~1
= 5 + tl . S22, S3, ..., Spn—-1, Sn, Sn-i—l
to, ts, ..., tho1, tn
Bemerkung. Seien sq, s, ... sp11 € Ryg. Dann ist, in der Schreibweise von §2.2,
[S S]_ S1, S2, 83, ..., Sn, Snitl
1y---59on] —
1, 1, 1, ..., 1
Beispiel. Wir schreiben in diesem Beispiel kurz = := z~! fiir x € R \ {0}.

Wir kénnen wie folgt umrechnen.

$1, S2, 83, S4, S5 t1
t1 , to s t3 , ta Sgt—12

82tf+

1

S3t2_t1+ taty toty
S4t37t2t17+4337521

1

= 81+

sot; +
20 1
sqtatot; +——L
4t3 2%t — —
sgty taty t

S1, Sgtl_ s Sgt;tl s S4t§t2t1_ N S5tzt3t2_t1

s3t2_t1+

1, 1, 1, 1
Lemma. Seien n > 0 und ay, a4, ..., a, € R~ {0}. Dann ist
n k
Zk:Oszoaj = Qg+ ay-a;+ay-ay-aG+...+ay- Q1" ... Qn
_ 0, 1, l1+a, 1+as, 1+as, ..., 1+a,—1, 1+a,
apg, —ap, —agz, —as, —ay4 , R N )
e ag
1- =
1+ag— 22
1+ag— a3
_ An—1
1+ap_1— on

1+an
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Beweis. Wir fithren eine Induktion fiir n > 0.

Fir n =0 wird

Sei n > 1 gegeben. Sei als Induktionsvoraussetzung die Aussage fiir n — 1 bekannt. Wir
wollen die Aussage fiir n bekommen.

Vorbereitend merken wir an, daf fiir a € R~ {0} und = € R sich

1 l4+a+zx l4+a+=x 1 a

* = — — +
(*) I (1+a+2)—a 1+ 1+

ergibt. Dies gilt insbesondere fiir z = —1 und x = —(1 + a). Es gilt auch fiir x = oc.

Wir werden im Verlauf der folgenden Rechnung dies fiir a := a; und

- 0, 14+ay, 1+asz, ..., 14+an1, 14+a,
| —ay, —as, —ay , e, —ay

einsetzen. Es wird

g+ ag-Q1+Ay- A1 A2+ ...+ Ay Q1" ...  Qp
= a0(1+a1+a1-a2+...+a1-...~an)
bd-V. 14 0, 1, 14+ay, 1+asz, ..., 14+an1, 14+a,
- 0
a, —az, —as, —day , ey —Qp
-1
Bem. 1, ].+CL2, 1—|—CL3, cee ].—|—6Ln_1, 1—i—an
= Qo 1+ aq
—az, —ag, —Qy4 , R )
Bem. a
- o (1 + 1+z)
) 1
= ao —al
1_1+a1+z
Bem.
—= ao 1a
1— 1
|: 1+aq , 1+ag , 1+ag , ey 1+ay_—1, 1+4+an :|
—ag —asg , —ayq , ooy —an
Bem.
1, 1+aq , 1+ag , 1+4ag , ey 1+ap_1, 1+an
—aj , —ag , —ag , —ay , ey —an

Bem. 0, 1, 1+6L1, 1+a2, 1+a3, e 1+an_1, 1+6Ln
ap , —ai, —az, —as, —ayq , cee oy Tan
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Satz (Euler). Seien ag, aq, as, ... € R~ {0}.
Falls die Reihe Y 77, H?:o a; konvergiert, dann ist

00 k
Zk:on:oaj = aq+t+a-a+ta-a-a+...
. 0, 1, 14a1, 1+ay, 1+az, ..., 14+an1, 14+a,
= hmn—)oo
ap, —ai, —az, —as, —0Qy4 , N )
. 0, ]., 1+CL1, 1—}-@2, 1+CL3, cee 1—|—an_1,
ap, —a;, —asz, —as , —ayq , cee sy TAp,
1— ay
1+a17a72
1+ag— a3

Beispiel. Sei x € R. Es ist

k 1 2 2

=z x x x x T T T T T
= o=l =141+ D412 D = +..
g k! 20 3l 1 1 2 1 2 3
Diese Reihe konvergiert.
Sei x # 0. Mit ap := 1, a; := {, az == 3, ag := 3, ..., allgemein also mit a; := 7 fiir
k > 1, wird nach dem Satz von Euler
o 0, 1x, 11—%, 13:%, 11—%,
1 y T 1 T 90 T3 )
_ 1
- T
+E- 2 z
1+£_43T
1+§— 4
_ 1
1_ ZT
14+z— =
24— 2z
34x— 3z
- o, 1, 1+=x, 24z, 3+,
a 1, —x, —x, —2x, —3r,
wobei im zweiten Schritt mit 1, 2, 3, 4, ... erweitert wurde, um die Darstellung zu

vereinfachen.
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Fir x = 1 ist insbesondere

e —=

Beispiel. Sei x € (—1,+1). Die geometrische Reihe gibt

Z k2k:1—x2+x4—x6j:...
=0

Integration liefert unter Beriicksichtigung von arctan(0) = 0

arctan(x Z (Qki)f 2k+1 %.CE — %ZES + %x‘r’ — %:1:7 ...
k=0
Anders geschrieben, es ist
arctan(z) = o+ - (~3a?) + o+ (~3a) - (~20%) o (~3a?) - (~2a) - (<3a) +

Diese Reihe konvergiert. Sie konvergiert auch noch fiir # = 1 nach Leibniz. Nach dem
Abelschen Grenzwertsatz ist die Reihe linksseitig stetig in « = 1. Da auch der arctan dort
stetig ist, folgt, dak die Reihe fiir + = 1 gegen arctan(1) = 7 konvergiert.

Sei x € (—1, 1] gegeben mit = # 0.

Mit ag := 1, ay := —5a?, ag := —22?, a3 := —32% ..., allgemein also mit a;, := —

fiir £ > 1, wird nach dem Satz von Euler

2k—1 .2
2k+1

1,.2 3,..2 5,.2
t () . 0, 1, 1—527, 1 EI', 1—71',
arctan(x = 1 lx2 §x2 §$2 Zng
) 3 ) 5 ) 7 ) ] )
— 1
- 1,2
3
1+ 3,2
1_lx2+

0, 1, 3—a2?, 5—322, 7—52%, 9—Ta?

1, 1222, 3%?, 522 | T?a? 9%a? |
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wobei im zweiten Schritt mit 3, 5, 7, 9 ... erweitert wurde, um die Darstellung zu ver-
einfachen.

Fiir x = 1 ist insbesondere, nach Multiplikation mit 4,

7 = 4arctan(1)

4
12
32

1+
e
oy 52




Kapitel 3

Algebraische und transzendente Zahlen

3.1 Algebraische Zahlen

Definition. Sei z € C.
Es heift z algebraisch, falls es ein Polynom f(X) € Q[X] von Grad > 1 gibt mit f(z) = 0.

Schreiben wir ein solches Polynom f(X) = a, X" + a, 1 X" ' + ... +ayX°, wobein > 1,
wobei a;, € Q fiir k£ € [0,n] und wobei a,, # 0, so ist also

W2+ an 12" 4. Fag® = 0.

Beispiel.
e Esist v/2 € C algebraisch als Nullstelle von X? — 2 € Q[X].

e Esist i € C algebraisch als Nullstelle von X? 4+ 1 € Q[X].

e Esist v/2 + 1 algebraisch. Dazu rechnen wir wie folgt.

(V2+1)° = 1
V2+ 1) = 1+V2
(V2+1)2 = 3+2V2

An dieser Stelle erkennt man, daf
(V2412 —2(v2+1) =1 = B3+2V2)—201+V2)—1 = 0

ist. Folglich ist /2 + 1 eine Nullstelle von X2 —2X — 1 € Q[X].

Das hiitte man auch so einsehen kénnen: Fiir v/2 4+ 1ist (vV2+1) —1)2 =2 =0,
also (vV2+1)2—2(1++v2)—1=0.

e Sei g € Q. Es ist ¢ algebraisch als Nullstelle von X — ¢ € Q[X].

44
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Beispiel. Nicht algebraisch sind z.B. e und 7. Dies wissen wir aber noch nicht.

Bemerkung. Sei z € C algebraisch.

(1) Sei f(X) € Q[X] von minimalem Grad beziiglich der Eigenschaften, normiert zu
sein und Nullstelle z zu haben.

Mit anderen Worten, sei n > 1 der Grad von f(X). Zum einen ist f(z) = 0. Zum
anderen hat jedes normierte Polynom aus Q[X], welches Nullstelle z hat, einen
Grad > n.

Sei g(X) € Q[X] gegeben mit g(z) = 0. Wir behaupten, daf dann f(X) ein Teiler
von g(X) ist.

Dazu setzen wir eine Polynomdivision mit Rest an: g(X) = f(X) - ¢(X) + r(X),
wobei ¢(X), r(X) € Q[X], und mit r(X) = 0 oder 7(X) von kleinerem Grad als
f(X).

Annahme, r(X) # 0. Sei a der Leitkoeffizient von r(X) und sei 7(X) :=a™' - r(X)
das zu r(X) gehorige normierte Polynom. Dann ist

0 =g(2) = f(X)-q(X)+7(2) = r(z).
Also ist auch 7(z) = 0, im Widerspruch zur Minimalitdt des Grades von f(X).

Somit ist 7(X) = 0 und also g(X) = f(X) - ¢(X). Mithin ist f(X) ein Teiler von
9(X).

(2) Das Polynom f(X) aus (1) liegt mit den beschriebenen Eigenschaften eindeutig fest.

Denn sind f(X), f(X) € Q[X] Polynome mit diesen Eigenschaften, dann teilt
f(X) das Polynom f(X), und umgekehrt f(X) das Polynom f(X), was wegen

Normiertheit f(X) = f(X) nach sich zieht.

Definition. Sei z € C algebraisch.

Das gemaf vorstehender Bemerkung eindeutig festliegende Polynom von minimalem Grad
beziiglich der Eigenschaften, normiert zu sein und Nullstelle z zu haben, heifltt Minimal-
polynom von z iiber QQ, geschrieben

w(X) € QIX].
Fir g(X) € Q[X] gilt:
g(z) =0 = . (X) teilt g(X) .

Hierbei folgt die Implikation <= aus p,(z) = 0, die Implikation = aus der vorstehenden
Bemerkung.

Definition. Sei f(X) € Q[X] von Grad > 1 gegeben.
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Es heift f(X) € Q[X] irreduzibel, falls es nicht moglich ist, f(X) = u(X) - v(X) zu
schreiben mit u(X), v(X) € Q[X] beide von kleinerem Grad als f(X).

Bemerkung. Sei f(X) € Q[X] von Grad 2 oder 3 gegeben.

Dann ist f(X) genau dann irreduzibel, wenn es keine Nullstelle in Q hat.

Denn eine solche Nullstelle liefert eine Zerlegung von f(X) in einen Faktor von Grad 1
und einen weiteren Faktor.

Umgekehrt hat in einer Zerlegung von f(X) in zwei Faktoren von kleinerem Grad wenig-
stens ein Faktor Grad 1 und damit eine Nullstelle.

Beispiel. Es sind X? —2 € Q[X] und X® —2 € Q[X] mangels Nullstelle in Q irreduzibel,
da sie von Grad € {2,3} sind.

Es ist (X?+1)? = X* 4+ 2X? + 1 € Q[X] nicht irreduzibel. Es hat dieses Polynom keine
Nullstelle. Aber es ist auch nicht von Grad € {2,3}, womit ein Widerspruch vermieden
wird.

Bemerkung. Sei z € C algebraisch. Es ist n,(X) € Q[X] irreduzibel.
Es ist p,(X) von Grad > 1.

Annahme, es ist p,(X) = w(X) - v(X) mit u(X), v(X) € Q[X] von kleinerem Grad als
i (X). Dann ist

0 = p(2) = u(z) v(z).
Also ist 0.E. u(z) = 0. Somit ist p,(X) ein Teiler von u(X). Dies ist aber aus Gradgriinden
nicht moglich. Widerspruch.

Bemerkung. Sei f(X) € Q[X] normiert und irreduzibel. Sei z € C eine Nullstelle von
f(X). Dann ist

f(X) = p(X) .
Denn aus f(z) = 0 folgt, daf p.(X) ein Teiler von f(X) ist. Da f(X) irreduzibel ist und
da p,(X) von Grad > 1 ist, muf p,(X) vom selben Grad wie f(X) sein. Da p,(X) ein
Teiler von f(X) ist und da p,(X) und f(X) beide normiert sind, folgt f(X) = p.(X).

Beispiel. Es ist X* —2 € Q[X] mangels Nullstelle in Q irreduzibel. Es hat die Nullstellen
V2, (33/2 und ¢2v/2 in C. Also ist

X0 -2 = pga(X) = pgga(X) = pepa(X).

Definition. Eine Teilmenge K C C heifst Teilkérper von C, falls die folgenden Bedingun-
gen (1,2,3,4) gelten.

(1) Esist 1 € K.
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(2) Sind z, y € K, dann ist auch x —y € K.
(3) Sind z, y € K, dann ist auch x -y € K.

(4) Fiir z € K~ {0} ist auch z~! € K.
Bemerkung. Sei K C C ein Teilkorper.

(1) Bsist 0=1—1¢ K.
Fir x € K ist auch —z =0—2z € K.
Firz,y € Kistauchx+y =2 — (—y) € K.

Fir z € K und y € K \ {0} ist auch — =z -y~ € K.
Yy
Es sind in K also alle Grundrechenarten durchfiithrbar.

(2) Esist 1 € K. Also ist —1 € K. Also ist Z C K. Also ist
QC K.

Situation:

Mittels in C durchgefiihrter Multiplikation von Elementen von @Q mit Elementen
von K wird K auch zu einem Q-Vektorraum.

Beispiel. Es sind Q, R und C Teilkérper von C.
Beispiel. Es ist
QW2) = {a+bV2:a,b € Q} C C
ein Teilkorper, wie wir begriinden wollen.
Esist 1 € Q C Q(v2).
Sind z = a + bv/2 und y = ¢+ dv/2, wobei a, b, ¢, d € Q, dann sind auch

voy = (a—+(b-dvZ € QWY
-y = (ac+2bd)+ (ad+bc)vV2 € Q(V2).
Sei x = a + bv/2 € Q(v/2) ~ {0}, wobei a, b € Q. Dann ist a # 0 oder b # 0.

Ist b = 0, dann ist a # 0 und also a® — 2b* # 0.
Ist b # 0, dann ist a® — 2b* # 0, da ‘;—; # 2.
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Somit wird

1 a—b\/§ a —b
AtV (a+0v2)(a—bv2) a2—262+a2—2b2\/§ € QvY).

Beispiel. Es ist
Q) = {a+bi:a,beQ} CC

ein Teilkorper, wie wir begriinden wollen.
Esist 1 € Q C Q(i).
Sind x = a + bi und y = ¢ + di, wobei a, b, ¢, d € Q, dann sind auch
r—y = (a—c)+(b—d)i e Q)
z-y = (ac—0bd)+ (ad+0bc)i € Qi) .

Sei x = a + bi € Q(i) ~ {0}, wobei a, b € Q. Dann ist a # 0 oder b # 0. Folglich ist
a® + b* # 0. Somit wird

1 a — bi a —b

a+bi  (a+bi)(a—0bi) a2+b2+a2+b21

€ Q@) .

Definition. Sei K C C ein Teilkorper.

Es heifst K ein Zahlkorper, falls K als Vektorraum iiber Q endlichdimensional ist. Sei
diesenfalls
(K : Q] := dimg K ,

auch Korpergrad von K iiber Q genannt.
Beispiel.

(1) Es hat Q(v/2) die Q-lineare Basis (1,1/2). Folglich ist Q(v/2) ein Zahlkérper, mit
Kérpergrad [Q(v/2) : Q] = 2.

(2) Es hat Q(i) die Q-lineare Basis (1,1). Folglich ist Q(i) ein Zahlkorper, mit Korper-
grad [Q(3) : Q] = 2.

Bemerkung. Sei z € C algebraisch. Sei n der Grad von p,(X). Dann ist
Q(2) = o2 2Y...,2" ) C C

ein Zahlkorper, welcher (20,2, ..., 2"71) als eine Q-lineare Basis hat. Insbesondere ist

n = [Q(z): Q.

Beweis. Zeigen wir, daf Q(z) C C ein Teilkérper ist.
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Esist 1 =2 € Q(2).

Seien x = Z?:_g a;z’ und y = Z;.:Ol b;jz7 in Q(z), wobei a;, b; € Qfir0<j<n—1
Seien f(X) := Z;:é a; X7 und g(X) := 377 b; X7 in Q[X] gebildet.

Esist x —y = E}:&(aj — b))z € Q(2).

Polynomdivision mit Rest gibt

(X)) -9(X) = w(X) - q(X) +r(X),

wobei ¢(X), r(X) € Q[X] und wobei r(X) = 0 oder aber r(X) von Grad < n — 1 ist.
Jedenfalls ist r(X) = Z;L:_Ol ¢; X7, wobei ¢; € Q fiir 0 < j < n — 1. Damit wird

n—1

vy = f2)9(2) = pe(z)a(z) +r(z) = r(z) = ;Cﬂj € Q(z) -

Sei schliefslich € Q(z) \ {0}. Betrachten wir die Q-lineare Abbildung

v - Qz

u

Q(2)

N
= O

)=x-u

Die Abbildung ¢, ist injektiv, da aus 0 = @, (u) = zu wegen x # 0 bereits u = 0 folgt,
fir u € Q(z).
Da Q(z) ein endliches Q-lineares Erzeugendensystem hat, ist Q(z) endlichdimensional
iiber Q. Also ist ¢, bijektiv. Somit gibt es ein u € Q(2) mit 1 = p,(u) = zu. Somit ist
' =ueQ(z).

1 n-1)

Zeigen wir nun noch, daR (z° z',... 2
Aoy Aty ooy A1 € Q mit

ein Q-linear unabhéngiges Tupel ist. Seien

0 = )\020 + )\121 + 4 )\n_lz”_l
gegeben. Sei h(X) := NX? + M X! + -+ \,_1 X" L. Dann ist h(z) = 0. Folglich ist
i, (X) ein Teiler von h(X). Aus Gradgriinden folgt A(X) = 0. Mit anderen Worten, es ist
Aj=0fir0<yj<n—-1 o
Lemma. Sei z € C. Die folgenden Aussagen (1) und (2) sind dquivalent.

(1) Es ist z algebraisch.

(2) Es gibt einen Zahlkérper K C C mit z € K.
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Beweis.
Zu (1) = (2). Da z € Q(z), folgt dies mit vorstehender Bemerkung.
Zu (1) <= (2). Wir betrachten die Q-lineare Abbildung

K 5 K
u — p(u):=zu.

Sei x(X) =27, a; X7 € Q[X] das charakteristische Polynom von ¢, wobei a; € Q fiir
0 < j < n. Dank Cayley-Hamilton wird

0 = x(p) = Z?:oaﬂpj

Dabei ist /(1) =z2-2-...-2-1 = 27 fiir j > 0. Also ist
—
j Faktoren
0 = XCioa)(1) = Xl oa(¢'(1) = Xl ga2 = x(2).
Somit ist z algebraisch. 5

Definition. Sei
Q := {z€C : zist algebraisch} C C.

Wir wollen im weiteren Verlauf zeigen, dal Q ein algebraisch abgeschlossener Teilkdrper
von C ist.

Vorsicht, wir behaupten dabei nicht, daf Q ein Zahlkorper ist. Dazu ist er in der Tat zu
grof.

3.2 Die relative Situation

Sei K C C ein Teilkorper.

Wir wollen einige Begriffe aus §3.1 dahingehend verallgemeinern, statt Q als Grundkorper
auch den Zahlkérper K als Grundkorper zuzulassen. Die Argumente, die dafiir benotigt
werden, ergeben sich aus denen von §3.1 durch Ersetzung von Q durch K.

Sei z € C Nullstelle eines Polynoms in K[X] ~ {0}.

Definition. Das Polynom in K[X]| von minimalem Grad beziiglich dessen, normiert zu
sein und z als Nullstelle zu haben, heiltt Minimalpolynom von z iiber K, geschrieben

HZ,K(X) € K[X] .
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Speziell ist w, o(X) = 1.(X) € Q[X].
Beispiel. Es ist 15 (X) = X? — 2 € Q[X], aber p545/(X) =X — V2 € Q(V2)[X].

Bemerkung. Sei g(X) € K[X]. Dann gilt:

9(z) =0 = K (X) teilt g(X)

Definition. Sei f(X) € K[X] von Grad > 1. Es heifst f(X) irreduzibel in K[X], falls
es keine Zerlegung von f(X) als Produkt zweier Faktoren aus K[X] gibt, bei der beide
Faktoren kleineren Grad als f(X) haben.

Bemerkung. Es ist u, x(X) € K[X] irreduzibel und normiert.

Bemerkung. Sei f(X) € K[X]irreduzibel und normiert. Sei z € C gegeben mit f(z) = 0.
Dann ist f(X) = w, x(X).
Definition. Sei L ein Teilkérper mit von C mit K C L C C.

Sei L endlichdimensional als K-Vektorraum.

Wir schreiben
[L: K] := dimg L

fir den Grad von L iiber K.

Situation:

O—=-—=—-0

Bemerkung. Sei n der Grad von ., (X) € K[X]. Dann ist
K(z) = 2%z .... 2" C C

n—l)

ein Zahlkorper. Es ist (2°,2',...,2 eine K-lineare Basis von K (z). Insbesondere ist

n = [K(z): K]|.

3.3 Konsequenzen

Bemerkung. Seien K, L, M Teilkérper von C mit K C L C M.

Sei L ein endlichdimensionaler K-Vektorraum.
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Sei M ein endlichdimensionaler L-Vektorraum.

Dann ist M auch ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Es wird

M:K|] = [M:L]-[L:K].

Situation:
C
M
L
K
0
Beweis. Sei s :=[L: K|. Sei t :=[M : L.
Sei (x1,...,xs) eine K-lineare Basis von L.
Sei (y1,-..,y:) eine L-lineare Basis von M.

Es geniigt zu zeigen, dafs
(zjyp 1 1<j<s, 1<k<t)

eine K-lineare Basis von M ist.

Erzeugend. Sei z € M gegeben. Wir finden Ay € L fiir 1 < k <t mit
2= D Ml -

Fir 1 <k <t finden wir k;; € K fiir 1 < j < s mit
Ak = D Kk Ty

Zusammen wird

z = 22:1 AeYr = 22:1 Z;:l KjkXjYk -

Linear unabhdngig. Seien kj;, € K fir 1 < j < sund 1 <k < ¢ gegeben mit

0 = 22:1 Zj‘:l KjkXjYk -

Es ist
0 = 2221 (Zj‘:l Kk Tj) Yk -
S—— ——
€L

Da (yi,...,y;) linear unabhéngig ist iiber L, folgt

S
0 = Zj:l Kjk Tj
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fir 1 <k <t Da (x1,...,zs) linear unabhéngig ist tiber K, folgt
Rjk = 0
firl<j<sund1<k<t. o

Bemerkung. Es ist Q C C ein Teilkérper. Es ist Q algebraisch abgeschlossen.

Beweis.
Teilkorper. Es ist 1 € Q C Q.

Seien , y € Q. Dann ist Q(z) ein endlichdimensionaler Q-Vektorraum. Ferner ist Q(x)(y)
ein endlichdimensionaler Q(x)-Vektorraum.

Also ist auch M := Q(z)(y) ein endlichdimensionaler Q-Vektorraum, mit
M:Q = Q@) 0 = Q@) : Q) - [QE): Q).
Mit anderen Worten, es ist M ein Zahlkorper.
Da z,y € M, ist auch  — y € M. Folglich ist x — y algebraisch, d.h. z —y € Q.
Da z,y € M, ist auch x -y € M. Folglich ist « - y algebraisch, d.h. z -y € Q.

Sei nun x # 0. Dann ist wegen = € Q(z) auch 2! € Q(x). Folglich ist ™! algebraisch,
dh. z ' e Q.

Algebraisch abgeschlossen. Sei f(X) € Q[X] von Grad > 1. Wir haben zu zeigen, daf
f(X) in Q eine Nullstelle hat.
|
Sei z € C mit f(z) = 0 gegeben. Es geniigt, z € Q zu zeigen.
Wir schreiben f(X) = Z?:o a; X7, fiir geeignete n > 1 und a; € Q fiir 0 < j < n.

Iteration der vorigen Bemerkung gibt, daf K := Q(ao)(a1)...(a,) ein Zahlkorper ist, mit

n

[K:Q] = | ][Q(ao)(ar). . (a;)  Qlao)(ar). . -(a;1)] -

=0
Nach Konstruktion ist f(X) € K[X].

Es ist L := K(z) endlichdimensional als K-Vektorraum. Also ist auch L ein Zahlkorper
mit

L:Q] = [L:K]-[K:Q)].
Da nun z € L, ist z algebraisch, d.h. z € Q. 0

3.4 Transzendenz von e und 7w

3.4.1 Definition Transzendenz

Definition. Es heifst eine Zahl z € C transzendent, wenn sie nicht algebraisch ist.
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In den komplexen Zahlen ist die Teilmenge der transzendenten Zahlen also gegeben durch

C~Q cC cC.

Bemerkung. Wir kénnen noch umformulieren.

(1) Esist z € C genau dann transzendent, wenn z nicht Nullstelle eines Polynoms aus
Q[X] ~\ {0} ist, d.h. wenn (2%, 2%, 2%,...) linear unabhiingig iiber Q ist.

2) Esist z € C genau dann transzendent, wenn z nicht in einem Zahlkorper enthalten
g P
ist.

Bemerkung. Ohne Beweis merken wir an: Es gibt abzdhlbar viele Polynome in
Q[X] ~ {0}, also abzéhlbar viele algebraische Elemente in C. Dagegen gibt es iiberab-
zahlbar viele Elemente in C. Also gibt es iiberabzéhlbar viele transzendente Zahlen in

C.

Im Moment kennen wir aber noch keine konkrete transzendente Zahl. Wir wollen im
folgenden zeigen, dak e und 7 transzendent sind.
3.4.2 Transzendenz von e

Lemma. Sei f(X) € Z[X]. Sei s € Z. Sei k € Z, .

—+o0
/ 2 e dx = K.
0

+o0
T = ¢ (z)(x —s)" e do

S

Dann ist
Ferner ist

eine durch k! teilbare ganze Zahl. Zudem ist
T — f(s)-k!
eine durch (k + 1)! teilbare ganze Zahl.

Beweis. Wir zeigen zunéchst mit Induktion, daf fir n > 0 gilt:

“+o00
/ z" e ¥ dxr = nl.
0

+oo
/ 2% e dr = lim [-e?]>* = 0-(=1) =1 = 0!.
0

U—>—+00

Fir n =0 wird
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Im Induktionsschritt erhalten wir fiir n > 1

f0+00 meemdr = limyie fy 2" e da
it o ([ (e — [ nam - (—e®) do)
= limy, 1 fou nx™1l.e % dx

+ 1
Fanle? dg

= n-f, =z
1 n-(n—1)!
= nl.

Wir schreiben
¢

FX +5) =) bXI,

=0
wobei £ > 0 und wobei b; € Z fiir 0 < j < {. Es ist f(s) =

Substitution z — s = y gibt nun

T = e°- 0+Oof(m)(x—s) e " dx
= limyi0€® - f) f2)(x — 8) — dx
= limysia0e® [ fly+s)y*-e v sdy
= Zﬁ:o b limy 400 [y ¥F17 - eV dy
= Xiobi Ty e dy
= Yiobi- (k+5)!
= by Kl + 30 by (k+ )
= f(s) K+ 0 b (k+4)! .
Daher ist T durch k! und T' — f(s) - k! durch (k + 1)! teilbar. o

Satz. Es ist e transzendent.

Beweis. Annahme, nicht. Es gibt ein Polynom h(X) € Q[X] ~\ {0} mit h(e) = 0. Nach
Multiplikation mit dem Hauptnenner der Koeffizienten konnen wir h(X) € Z[X] ~ {0}
annehmen. Da e # 0, konnen wir nach Division durch eine Potenz von X auch h(0) # 0
annehmen. Ferner konnen wir nach eventueller Multiplikation von h(X) mit (—1) noch
ag € Z=; annehmen.

Schreiben wir A(X) = 377 a; X7 mit n > 1, mit a; € Z fiir 0 < j < n und mit a, # 0
und ag > 1, so wird
Zas e = 0.
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Wir schreiben m :=ag - n! € Z~, . Fiir £ € Z~; sei
fo(X) = X (X — 1)t (X — )t (X — )™ e Z]X].
Fir s € Z mit 0 < s < n sei

TP, = e - [} fo(x) e du
T = e f;oo fo(x)-e ™ dx .

Aus > ase® = 0 folgt

(im0 asTiy) + (Xm0 asTis) = Xicoas (es - Jy fe(x) e dz + et - f;oo fo(z)-e™® da:)
= Yigae [ f(x) et da
= 0.

Also ist
T, = |0ty = S e

Nach vorstehendem Lemma gilt folgendes.
Falls 1 < s < n, dann ist 7} € Z und durch (¢m + 1)! teilbar.
Ferner ist 775 € Z und durch (¢m)! teilbar und

TZO,?) . (0 o 1)€m+1 . (O o 2)£m+1 .. (0 - n)fm—l—l

durch (¢m + 1)! teilbar.

Zusammen ist also
ZZ:O asTZ?
durch (¢m)! teilbar und

(ZZ:O GJSTZE) —Aap - (_1)(€m+1)n . (n!)ém—i—l

durch (¢m + 1)! teilbar.
Da ¢m + 1 und m = qg - n! teilerfremd sind, folgt > " _, asTp; # 0. Da es sich um eine

ganze Zahl handelt, die durch (¢m)! teilbar ist, ist also

T, = [>0 gaTe| = (tm)!.

lx-(x—1)-(x —2)-...- (z —n)| fiir x € [0,n].

Wir wihlen ein A € Ry mit A
B>z|(x—1)-(x—2)-...-(x —n)| fiir z € [0,n].

\YARR%

Wir wihlen ein B € Ry mit
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Dann ist A B > |z (x — 1)+ (x —2)'m+L. . (z —n)" | = | fo(2)] fiir x € [0,n].
Also wird .
le* - [§ fe(x) - e du
o [ 1) e do
”-fOSAZm-B-e_”“" dx
en . AZm . B. fOJrOO e % dr

77

NN N
o

|
o

Sei a € Ryo mit a > |ag| fiir 0 < s < n gewdhlt. Dann ist
‘ZZ:O asTgs‘ < Zgzo |as| - |T£s|
< Y h,a-e"-A™.B
= (n+1)-a-e"-A"™ B

Dla limy oo Ak—;c = 0 ist, gibt es ein kg > 0 derart, dak fiir k > kg sich ?C—f < m und
also

(n+1)-a-e"-A". B < k!
ergibt.
Insbesondere kénnen wir nun ein ¢ € Z-, wahlen mit

S.0.

T, < (n+1)-a-e"-A"™-B < (fm)!.

Fir dieses ¢ ist
(Im)! < T, < (m)!.

Wir haben einen Widerspruch.

Fiir den Nachweis der Transzendenz von 7 werden wir dagegen erst ein paar Vorbereitungen
bendtigen.

3.4.3 Symmetrische Polynome
Sein > 1.

Definition. Sei f(X,...,X,) € Z[X1,...,X,] ein Polynom in X7, ..., X, mit Koeffizi-
enten in Z.

Es heifst f(Xq,...,X,) symmetrisch, falls

f(Xh o 7Xn) = f(XU(1)7 o 7Xa(n)>

ist fiir jede Permutation o € S,, .
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Beispiel. Sei n = 3.

e Es ist
Sl(Xl,XQ,Xg) = X1+X2+X3 < Z[Xl,XQ,Xg]

ein symmetrisches Polynom.

So z.B. ist fiir 0 = (%%%)
51(Xo(1), Xo2), Xo@) = s1(X2, X1, X3) = Xo+X1+X3 = X+ X0+ X5 = 51(X1, Xy, Xs) .

Ahnlich fiir die weiteren Elemente o € Ss.

e Esist
s2( X1, Xo, X3) = X0 Xo + X5 X5+ X0 X3 € Z[Xy, X, X3

ein symmetrisches Polynom.

e Es ist
Sg(Xl,XQ,Xg) = X1X2X3 - Z[Xl,XQ,Xg]

ein symmetrisches Polynom.

e Es ist
9( X1, Xo, X3) = X?X2+Xf’X3+X§’X1+X§’X3+X§X1+X§’X2—2X12—2X22—2X§ € Z[Xy, Xs, Xj]

ein symmetrisches Polynom.

Definition. Sei 1 < j < n. Sei

si(X1,. X)) = > [ X

IC{1,..n} kel
=3

das j-te elementarsymmetrische Polynom. Oft schreiben wir kurz

Sj = Sj(Xl,...,Xn).

Definition. Wir ordnen die Menge
13y = ZLizg X ... X Lz
lexikographisch. Fiir (o, ..., ap), (B1,...,8,) € ZZy ist also
(a1,...,00) > (Br,...,0Bn)
genau dann, wenn es ein 1 < k£ < n gibt mit

ar=p5 AN ... N a1 =L A g > B
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Fiir ein Monom X' X52. .. X% aus Z[ X4, ..., X,] heife (a4, ..., a,) sein Ezponententu-
pel.

Fiir ein Polynom f(Xy,...,X,) € Z[X1,...,X,] ~ {0} sei unter seinen Monomen mit
Koeffizient # 0 das mit maximalem Exponententupel das Leitmonom von f(Xy,..., X,).
Beispiel.

e Das Polynom ¢(X;, Xs, X3) aus dem vorigen Beispiel hat das Leitmonom
XiXo = XPX5X7
mit Exponententupel (3,1,0).

e Sei n = 3. Das Polynom s}

s3s2 hat das Leitmonom
X+ (X0Xe)® - (N XeX5)? = X)X = XTXGXT,
mit Exponententupel (14+3+2, 3+2, 2) = (6,5,2).
Bemerkung. Ist das Polynom f(Xi,...,X,,) € Z[Xy,..., X,] ~ {0} symmetrisch und ist
X7 X5%. .. X2 sein Leitmonom, dann ist

L = Qg =2 ... =2 Q.

Denn angenommen, diese Anordnung liegt nicht vor. Dann gibt eine Permutation ein
grokeres Exponententupel. Da f(Xi,...,X,) symmetrisch ist, tritt auch dieses im Po-
lynom auf. Dies steht aber im Widerspruch zur Maximalitiat des Exponententupels des
Leitmonoms.

Bemerkung. Sei (d1,...,0,) € Z%; . Das symmetrische Polynom

s‘lsl ng. .80
hat das Leitmonom
XX X0 = XU X X0)%2. (X1 X,... X)),
wobei
(g, 00, oy 1, 0) = (014 ...+ 0p, O24+...+ 0, .. |, dp1+0, 0n)
und also

(617627"'7571—17577,) = (al — Oy, O — A3, ..., Op_1 — Op, O{n)

ist.
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Definition. Sei n > 1. Der Totalgrad eines Monoms X7 X52... X sei definiert als
n
>,
j=1

Beispiel. Es hat X7 X5 X3 den Totalgrad 7+ 5 + 8 = 20.

Lemma. Sei f(Xy,...,X,) € Z[Xq,...,X,] ein symmetrisches Polynom.
Dann kénnen wir ein Polynom u(Xy,...,X,,) € Z[X;, ..., X,] wéhlen mit

f(X1,. .0, X)) = ulsy, ..., Sn) .
Jedes symmetrische Polynom ist also ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten in den
elementarsymmetrischen Polynomen.

Ist X7 X352, .. X% das Leitmonom von f(Xy,...,X,), dann hat jedes in unserem gewéhl-
ten u(Xy,...,X,) auftretende Monom Totalgrad < a; .

Beweis. Falls f(Xi,...,X,) =0, dann ist nichts zu zeigen.

Falls f(Xi,...,X,) # 0, dann argumentieren wir mit Induktion iiber das Exponenten-
tupel (a1, aa, ..., q,) des Leitmonoms X7 X352, .. X2 von f(Xq,...,X,). Sei ¢ € Z sein
Koeffizient.

Esist a; > as > ... > «, , wie oben bemerkt.

Wir betrachten das symmetrische Polynom

g(X1,..., X)) = f( Xy, .., X)) —esPrTM2sg2m s gm0

n—1 n

Falls g(X1,...,X,) = 0 ist, dann nehmen wir das Polynom

— — Ap—_1—Q
WX, .., Xy) = e XP1TO2X gm0 X imen xan

cin—1

mit Monom von Totalgrad «; und sind fertig wegen f(Xi,...,X,) = u(s1,...,S,).

Falls g(X1,...,X,) # 0 ist, dann hat sein Leitmonom X/ X2, .. X/ ein kleineres Ex-
ponententupel als das Leitmonom X7 X52... X% von f(Xy,...,X,). D.h. es ist

(ﬁl?"'aﬂn) < (ala-"aan) .

Die Induktionsvoraussetzung gibt also ein Polynom v(Xj, ..., X,) € Z[Xq,..., X,] mit

F(Xq, o, X)) — s 2927 L ogom s = g(Xq, ., X)) = v(S1, ..., 80)

c9n—1 n

und mit der Eigenschaft, dafs jedes Monom von v(Xj,...,X,) Totalgrad < /; hat und
damit auch < g .
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Mit
WXy, X)) = u(Xy, . X) 4 eX TR XgRs X0 T X ¢ XX

ist also

F( X1, X)) = v(s1,. .0, 8,) +esT 289279 50 s = sy, ., 8,)

Dabei ist der Totalgrad von X'~ *2X527% X """ X% gleich vy . Somit ist der To-

. n—1
talgrad jedes Monoms von u(Xy,...,X,) < ;. a

Beispiel. Wir setzen obiges Beispiel fort. Es ist
(X1, X0, X3) = (XPXo+ XPXa+ XX, + XoX3+ Xa X, + X3 Xo) —2(X2+ X3+ X2) .
Nun ist

s1sy = (XPXo+ XPX5 4+ X3X, + X3 X5 + X3 X1 + X5 Xo) + 2(X7X3 + X7X7 + X3X3)
+ 5(X2Xo X3 + X1 X2X53 + X1 X0 X32) .

Also ist
(X1, X0, X3) = s255—2(X2 X2+ X2 X244 X2X2)—5( X2 Xy X5+ X1 X2 X34+ X, Xo X2)—2( X2+ X2+ X2) .
Nun ist

52 = (X2XI+ X2X2 + X2X2) + 2(XPXo X3 + X1 X0 X3 + X1 X0 X3) .

Und auch gleich
5183 = XiXoX3+ X1 X7 X3+ X1 X0 X2 .

Also ist
g(Xl,XQ,Xg) = S%SQ — 28% — 5183 — 2(X12 + X22 + X32) .

Nun ist
5T = (X7 4+ X5+ X)) +2(X1 Xy + X1 X5+ XoX3) = (X7 + X7+ X2) + 255 .

Also ist
(X1, Xy, X3) = sisg — 285 — 5183 — 257 + 48y .

Weitere Beispiele fiir diese Tatsache haben wir bereits bei der Berechnung der Diskriminante
in §1.4 gesehen.

Wir merken eine Verallgemeinerung des Satzes von Vieta an.
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Bemerkung. Sei h(X) € C[X] von Grad n > 0. Wir faktorisieren
MX) =a- (X—2)- (X —2) ... (X —2,),

wobei 21, ..., z, € Cund wobei a € C \ {0} der Leitkoeffizient von h(X) ist.

Ausmultiplizieren gibt

h(X) =
a- X"+ (=1)ta-s1(z1, . 20) X"+ (=1D)2%a - s9(21, o5 20) X2+ o+ (1) sp(21,

Falls h(X) € Z[X] ist, dann ist also a - sj(z1,...,2,) € Zfir 1 < j < n.
Beispiel (Vieta). Sei
MX) = (X —2)(X — 2) € C[X],
wobei 21, 25 € C. Ausmultiplizieren gibt
MX) = X?— (214 20)X + 2129

X2 + (—1)181(2’1, Zz)Xl + (—1)282(21, ZQ)XO .

Beispiel. Sei
h(X) = (X —Zl)(X — ZQ)(X —2’3) € (C[X] R

wobei 21, 29, z3 € C. Ausmultiplizieren gibt

h(X) = XS — (Zl + Z9 -+ 23)X2 + (2122 + 2123 + ZQZg)X — 212923

cey Zp) X

XS + (-1)181(21, 29, Z3)X2 + (—1>282<Zl, 29, Zg)Xl + <—1)383(21, 29, Zg)XO .

Lemma. Sei h(X) € Z[X], von Grad n > 0. Wir faktorisieren
MX) =a- (X —2z) - (X —2z9) ... (X —2z,),

wobei 21, ..., z, € C und wobei a € Z ~ {0} der Leitkoeffizient von h(X) ist.
Sei f(Xy,...,X,) € Z[Xq,. .., X,] ein symmetrisches Polynom.
Sei d € Z der Exponent von X; im Leitmonom von f(X7,...,X,).

Dann ist
a-flz,...,2m) € 7.

Beweis. Nach vorigem Lemma gibt es ein Polynom u(Xj, ..., X,) € Z[X;,..., X,] mit
Xy, 0, X)) = ulst,.ooy8n) = u(s1( Xy, oo, Xn)y ooy (X, o0, X0))

und mit allen Monomen von Totalgrad < d.
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Nach voriger Bemerkung ist
a-si(z1,...,2,) € Z

fir1 <j<n.
Fiir ein Monom m(Xj, ..., X,) von Totalgrad d,, gilt also

dm

a®™ -m(s1(z1, -y Zn)y ooy Sn(21, oy 20)) = m(a-si(z1,. .0y 2n), oo aSu(21,. .., 20)) € Z .

Da alle Monome, die in u(Xy, ..., X,) auftreten, Totalgrad < d haben, folgt

a flz, . zm) = atulsi(z, . ), sn(21, . 2) €T

Beispiel. Es hat
h(X) = X° =2 = (X = V2)(X = (V2)(X - 3V2) .

Leitkoeffizient a = 1.
Es ist

FX1, X, X3) = X0+ X5+ Xo+ X1 X0 X5+ X1+ Xo+ X3 € Z[Xy, Xo, X

symmetrisch.

Dank Lemma ist also

f(\g/éag?)\?)/iagge/?) € Z.
Es gibt auch eine direkte Rechnung
F(V2,6¥2,GV2)
= (V2P +(GV2)° + (GV2)° + V2 (GV2) - (GV2) + V2 + (V2 + (V2
= 2424242+0 =8¢ Z.

3.4.4 Transzendenz von 7

Wir folgen [6] und [5] in der Interpretation von [4] .

Bemerkung. Seien a, b € R. Sei 7 : [a,b] — C eine stetig differenzierbare Parametrisie-
rung einer Kurve.

Sei u : C — C holomorph, d.h. komplex differenzierbar.
Nach Definition ist ,
fvu(z) dz = [Tu(v(t)) -~/ (t)dt .

Dieses Integral ist wegunabhéngig. Dies gilt auch noch fiir stiickweise aus differenzierbar
parametrisierten Kurven zusammengesetzte Wege.
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Bemerkung. Sei s € C. Sei r € Ry .
Sei s, (t) :==r + st fur t € [0, 1]. Dies parametrisiert eine Strecke von r nach s + .

Sei ns(t) == s+ rt fiir t € [0, 1]. Dies parametrisiert eine Strecke von s nach s+ r.

A

S ’7"( S+r
/ /
Ry /
| A
1 i /" 7 ~('('l"
l /
§ Mos
1/
— > —e >
[ \ v

Sei f(X) =>_"_ya; X’ € C[X] ein Polynom.
Besagte Wegunabhéngigkeit gibt
f%ﬁ f(z)e?dz + ‘[;73,7“ f(z)e?dz = fmr f(z)e?dz + f%’r f(z)e*dz.

Sei ro := max{|s|, 3 }. Betrachten wir einmal f f(z)e?dz fur r € Ry, .

Zunéchst ist |r + st| <r+ s/ -t <r+|s| < 2r fur te0,1].
Wir schreiben A :=2"-3"7 |a;| und schétzen wie folgt ab.
[F s ()] = [f(r + st)]
< oo lagl-Ir+ st
< @)X lagl - 2r)n
< 20t 3o lagl

A-r?

Da 7., (t) = &(r + st) = s, wird damit
[, () e dz]

|f0 flr+st)e st . s dt|

< NSO+ st)] - e 0] - |s| dt
< fy A e et |s| dt

A-rmoe™ s fol le™st| dt .

Insbesondere wird
lim fsrf e?dz = 0.

r—-+00



Wegen nj,.(t) = i(s + rt) = r ergibt sich
fno,r f(z)e"dz = fol frt)e™ - rdt = for f(z)e ™ dx .

Setzen wir nun

fnsm f(z)e7#*dz = lim fnwf(z) e *dz,

r—+00

so wird also

f%O f(z)e?dz+ fns,oo f(z)e?dz = lim, 100 (f%yo f(z)e?dz+ fnw f(z)e
= lim, 0 (fno,r f(z)e dz + f%yr f(z)e

im0 [y f(z)e " da

= [ fa)erdz.

65

— dz)
— dz)

Satz (Hilbert). Sei ein Polynom p(X) € Z[X] von Grad n > 1 gegeben mit p(0) = 0.

Schreiben wir
p(X) = a(X—Sl)(X—SQ)(X—Sn) .

mit a € Z~ {0} und s; € C fiir 1 < j < n.

Dann ist
et +e+ ... 4+e™ # 0.

Beweis. Annahme, es ist e*' +e*2 4+ ... + e = (.

Wir sortieren die Faktoren so, daf s1,...,s,, # 0und s,,41,...,s, = 0 ist, fir 0
geeignet. Wir schreiben

p(X) = g(X)- X",

mit

Sei k € Z>; . Sei

Es ist also
fe(X) = " XF (X = s))FPHX — sg) T (X — sy

von Grad k£ + m + km.

<m<n
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Es wird
0 = (e"+e2+...+em+(n—m))- 0+OO fr(x)e ™™ dx

= (n—m) [ fle)e ™ du+ Y e [ fi(z)e® da
=1
Bem. (n—m) 0+OO fr(z)e ™ do + ];1 esi f%j,o fr(z)e?dz + J; e fnsj,oo fe(z) e dz

= (n—m) 0+°O fr(x)e ™ do + > f%‘ Jre(z)e ™ dz + 30 fns_ _fr(z) e dz
= j=

Mit
! = (n—m) 0+°° fr(x)e ™ dx
0 = ZfS‘Ofk(z)esj_Zdz
j=1
T = > [ fu(z)edz
j=1""a
ist also

Ti+TP+T° = 0.

Behauptung 1. Es ist

ak+m+km . T’;)o

eine durch (k + 1)! teilbare ganze Zahl.

Es ist -
> = Zl fm_ _fr(z) e 7 dz
Jj= 7

m
= Z hmr~>+oo fol fk(Sj + Tt) esi— (857t L ¢
j=1
= > lim, o fol fr(sj+rt)e ™ rdt
j=1
= Y lim,yo [y fuls; +a)e " da
=1

=

— Z f0+oo fk,<8] +.T) e_x d.’l:
j=1

= fOJrOO Zlfk<8] —f—{L') e ® d.T .
j=

In den Polynomen Z[X, S] in den Variablen X und S schreiben wir

k+m-+km

f(S+X) = % Hi(S)X".

Es ist also H,(S) € Z[S] fir 0 < £ < k+m+ km, von Grad < k + m + km.



Da fi(s; + X) durch X*+! teilbar ist, ist Hy(s;) = 0 fiir 0 < £ <

Es wird
Tee

Nun ist

ein symmetrisches Polynom, dessen Monome alle Totalgrad <

Lemma aus §3.4.2

k+m+km m

> X HiS) g € ZLSh, -

l=k+1 j=1

k und 1

3 f0+°° fe(sj+x)e*de
j=1
m oo k+m+km
>y Hy(s;)axte " dx
j=1 0=0
m +oo k+m-—+km '
> o > Hi(sj)z"e " da
j=1 l=k+1
k+m+km m
> ZHé s;) Jo T ateTm da
{=k+1 j=
k+m+km m
> > Hils)) - 0!
l=k+1 j=1
k+m+km m o
(k1) é:%l ;Hg(sj) CE=y

, Sm]

SJ <

m.
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k 4+ m + km haben, dessen

Monome also auch alle bei X; einen Exponenten < k + m + km haben. Mit dem zweiten
Lemma aus §3.4.3 folgt also

a

Behauptung 2. Es ist

k+m+km

T =

(k:+1)

k+m+km Z

k+m+km m

=k+1 j=1

T,

eine durch k! teilbare ganze Zahl. Es ist

T,

— q(0)"! - (n —

m) - k!

eine durch (k + 1)! teilbare ganze Zahl.

Schreiben wir ¢(X)

k+1

bo = q(0)**! £ 0, so wird

Ty

Lemma aus §3.4.2

= S XC € Z[X], mit b; € Z fiir 0

(n— m) fr(x)e ™ dz

(n — m) ( Vetlgke=2 dg

(n — m) TR bt
(n —m) m+kmb f+oo kg2 o
(n—m) S by (k + 0)!

ZH((S]')'% € Z.

< j £ m und mit
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Jeder Summand ist eine durch k! teilbare ganze Zahl, damit auch T} . Ferner wird

m+km
T —q0)-(n—m)-k! = (n—m) > b(k+ 1)
=1
durch (k + 1)! teilbar.
Behauptung 3. Es ist

T3+ T°| = kb |a|”FHmthm)

Y

falls k ein Vielfaches von a - ¢(0) - (n — m) ist.

Es ist [a*t™ T (Tl 4 T2°)| nach Behauptungen 1 und 2 eine durch k! teilbare ganze Zahl.

!
Wir miissen nur zeigen, daff a**™+km(TL 4 TP0) £ 0 ist.

Annahme a*tm+km (Tl 4 T2°) = 0. Dank der Behauptungen 1 und 2 ist
a" k(T g(0)MT (n—m) kD) oML T) = —aM TR (0T (n—m) - k!

durch (k + 1)! teilbar. Also ist a**™+km . ¢(0)*1. (n —m) durch k + 1 teilber. Also ist
a-q(0) - (n —m) nicht teilerfremd zu k + 1. Da aber k ein Vielfaches von a - ¢(0) - (n —m)
ist, ist a - ¢(0) - (n —m) teilerfremd zu k + 1. Wir haben einen Widerspruch.

Behauptung 4. Es gibt A, D € Ry mit |[T| < A*- D fiir k > 1.

Wir erinnern an

fe(X) = " XF (X = s))FPHX = s) T (X — sy
Sei M :=max{|s;| : 1<j<m}.
Sei A € Ryg gewdhlt mit A > |a-z-(z2—51)-(2—52)...- (2 — $p)| flir z € Cmit |z| < M.
Sei B € Ry gewéhlt mit B> |a- (2 —s1) (2 —52) ... (2 — $p)| fiir z € C mit |z| < M.

Dann ist A* - B > | fi(2)| fiir z € C mit |z| < M.

Wir beachten |et*| = efte(ts) L elsl fiir s € C und ¢ € [0, 1].
Sei C' € R+ gewihlt mit C' > el . |s;| fiir 1 < j < m.
Sei D:=m-B-C.
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Es wird -
T = 1% S, , S e az]
Jj= J

= | fol fr(sjt) esi—sit . s; dt|
=1

m 1 L
S Zlfo | fr(st)| - [e7729*] - |s;] dt
]:
S ZfolAk'B'C'dt
j=1
e m'Ak'B'C
= A" D.

Behauptung 5. Wir haben einen Widerspruch.
Aus T + T + T = 0 folgt

Beh. 3 Beh. 4
ot B e o) PET 4k p
fiir k € Z-, Vielfaches von fiir a - ¢(0) - (n —m) und geeignet gewdhlte A, D € Ryy.
Fiir diese Werte von k ist also
Ak . D . |a|k+m+km

I > 1.

Nun ist aber
Ak .D. |a|k+m+kzm

li =0.
dim i 0
Daraus entnehmen wir, daf es eine Stelle ky > 0 gibt mit
Ak .D- ‘a’kz—&-m—i-km 1
< —_
k! 2

fir k£ > k.

Fiir ein durch a-¢(0)- (n—m) teilbares k, welches > ky ist, haben wir einen Widerspruch.s

Beispiel. Es ist p(X) = X® + 5X = (X — 0)(X — iv5)(X — (=iv5)).
Mit dem Satz von Hilbert ist
¥+ ¢!V 4 o7IVE # 0.
Tatséchlich ist
e +elVipe VP = 0234545 . ..

Satz (Lindemann). Es ist 7 eine transzendente Zahl.

Beweis. Annahme, nicht. Dann ist 7 algebraisch. Da auch i algebraisch ist und da Q C C
ein Teilkorper ist, ist auch im algebraisch. Es ist also im die Nullstelle eines Polynoms in

Q[X] ~ {0}
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Nach Multiplikation mit dem gemeinsamen Nenner der Koeffizienten dieses Polynoms
erhalten wir ein Polynom u(X) € Z[X] ~\ {0} mit

u(ir) = 0.

Wir schreiben
wX) =a-(X—v) - (X—=wv)...- (X —v,),

mit v; € C fiir 1 < j < n, wobei n > 1 der Grad von u(X) ist und a € Z ~ {0} der
Leitkoeffizient von u(X). Sei dabei vy := ir.

Da
folgt

Fir I C{1,...,n} sei

wr = Y, vj.

jel
Damit wird
0= (e""+1)-...-(e"+1) = > e,
IC{1,....n}
Sei
p(X) =a" [ (X-w)) € C[X].

IC{1,m}

Es ist p(0) = 0, da die Teilmenge I = () den Faktor (X — 0) liefert.

Sei 0 < k < 2" Der Koeffizient von p(X) bei X" ~* ist

a - (=DF ¥ [[w =a"-(-1D)F ¥ I > v
K CPot({1,...,n}) IeK K CPot({1,...,n}) I€K jel
|K|=k |K|=k

Wir betrachten das Polynom
f(Vi,..., V) == (=1)* > I[1>V, € ZW,....V,].

KCPot({1,...,n}) I€K jeI
| K |=k
Dies ist ein symmetrisches Polynom, da eine Umbezeichnung der Indizes von Vi, ..., V,
in diesem Ausdruck eine Permutation der auftretenden Teilmengen K bewirkt.

Jedes Monom darin hat Totalgrad k, also bei X; einen Exponenten < 2". Geméaf dem
zweiten Lemma in §3.4.3 ist also

Z > a¥ - f(ur,...,v,) = a* - (=1)* > I1> v
K CPot({1,...n}) I€K jeI
|K| =k

Mit anderen Worten, es ist
p(X) € Z[X].



Dank vorstehendem Satz von Hilbert ist

0# > e

I¢{1,...,n}

Wir haben einen Widerspruch.

3.4.5 TUbersicht

Darin ist Q der Teilkorper der algebraischen Zahlen in C.
Das Komplement C . Q ist die Teilmenge der transzendenten Zahlen in C.

Auf die Transzendenz von /7 gehen wir unten in §4.2.1 noch ein.
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Kapitel 4

(zeometrie

4.1 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Konstruktion. Wir gehen aus von zwei Punkten in der Ebene, P und ) mit P # ). Wir
legen unser kartesisches Koordinatensystem so, dafs P den Koordinatenvektor (8) und @
den Koordinatenvektor ((1)) erhélt. Wir schreiben dann auch

Mit Zirkel und Lineal durchfiithrbare sind nun die Schritte (1-5).

(1) Durch zwei verschiedene Punkte A und B kann eine Gerade g mit A, B € ¢ ge-
zeichnet werden.

(2) Gegeben ein Punkt M und ein Punkt A, so kann ein Kreis K mit Mittelpunkt A/
durch den Punkt A gezeichnet werden, d.h. mit A € K.

N A
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(3) Wir kénnen den Schnittpunkt zweier Geraden bilden, sofern diese nicht parallel sind.

(4) Wir konnen einen Kreis mit einer Geraden schneiden und dabei, je nach Lage, keinen,
einen oder zwei Schnittpunkte erhalten.

(5) Wir konnen zwei Kreise schneiden und dabei, je nach Lage, keinen, einen oder zwei
Schnittpunkte erhalten.

o

Es ist nun die Frage, welche Koordinaten bei einem iterierten Verwenden dieser Konstruk-
tionsschritte auftreten konnen.

Bemerkung. Man vermifst vielleicht unter den moglichen Konstruktionsschritten das
“Abtragen von Langen”, bei welchem im Zirkel ein Radius an einer Stelle abgegriffen wird
und an einer anderen Stelle zum Einsatz kommt.

Seien zwei Punkte A und B gegeben, mit A # B.

Das Abtragen den Abstands von A und B gehe folgendermafen vonstatten. Sei ein Punkt
M gegeben. Wir wollen einen Punkt konstruieren, der von M den Abstand r := |A — B)|
hat. Dann konnen wir um M auch einen Kreis legen mit Radius 7.

Wir zeichnen die Gerade g durch A und B.

Fall M ¢ g. Wir konstruieren wie folgt ein Parallelogramm mit Ecken A, B, M, N. Dann
ist [M — N| = r. Hierbei setzen wir die Konstruktion des Errichten und des Féllen des
Lots als bekannt voraus.
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p A
/ 4
‘ \_/\:;// E
T

A
v —

Fall M € g. Wir wihlen einen Punkt M’ ¢ g. Darauf wenden wir den ersten Fall an, um
ein Parallelogramm (A, B, M', N') zu erhalten. Dann wenden wir nochmal den ersten Fall
an, um ein Parallelogramm (M’ N’, M, N) zu erhalten.

Definition. Seien K und L Teilkérper von C mit K C L. Es heifit L eine multiquadra-

tische Frweiterung von K, falls es m > 0 und Elemente x4, ..., x,, € L gibt mit den
Eigenschaften (1,2).

(1) Esist L = K(z1)(z2). . .(zx).

(2) Esist [ K(x1)(x2)...(z;) : K(x1)(x2)...(xj—1) ] =2fir 1 <j<m.

Dank erster Bemerkung aus §3.3 ist dann

[ K(x1)(z2).. () : K] = 2™.

Schematisch:
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Wobei wir an jeden Strich den Grad 2 der Koérpererweiterung geschrieben haben, d.h. die
Dimension des groferen Korpers als Vektorraum iiber dem kleineren.

Beispiel. Beim Durchfiihren von geometrischen Konstruktionen kénnen Punkte mit Ko-
ordinaten in multiquadratischen Erweiterungen von QQ entstehen.

Zum Beispiel so:

Man beachte hierbei (v/2 — 1)% 412 = 4 — 2V/2.

Es ist Q(v/4 — 2v/2) eine multiquadratische Erweiterung von Q, denn fiir
Q € Q(v2) € Q(v4-2v2)
ist [Q(v/2) : Q] = 2 und [Q(V4 —2v2) : Q(v/2)] = 2.

Satz. Sei A = (Z;) ein Punkt, der bei einer Konstruktion mit Zirkel und Lineal entsteht.

Dann sind a; und asy in einer multiquadratischen Erweiterung von Q enthalten.

Beweis. Wir gehen davon aus, dafs die Koordinaten der bislang konstruierten Punkte in
einem Teilkorper Q C K C C liegen, wobei K eine multiquadratische Erweiterung von Q
ist.

Es geniigt zu zeigen, daft nun bei Schnitt zweier Geraden, bei Schnitt von Geraden mit
Kreis und bei Schnitt zweier Kreise nur Punkte entstehen konnen, die Koordinaten in K
oder aber Koordinaten in einer Erweiterung L von K mit [L : K] = 2 haben.

Schnitt zweier Geraden. Seien Punkte A = (g;), B = (’g;), C = (g;), D= (g;) gegeben,
mit allen Koordinaten in K und mit A # B und C' # D.

Sei g die Gerade durch A und B. Sei h die Gerade durch C' und D. Seien die Richtungs-
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vektoren B — A und D — C' linear unabhéngig.
Wir behaupten, dafs der Schnittpunkt von g und h Koordinaten in K hat.

Esist g={A+s(B—A) : seR}. Esist h={C+tD—-C) : t e€R}. Wir suchen
also s, t € R mit
A+s(B—A) = C+t(D—-C).

Umgeschrieben suchen wir (7) € R?*! mit
bi— —d -
(b aa) (7) = (5=5)
Die Matrix ist invertierbar nach Voraussetzung der linearen Unabhéangigkeit.

Thre Inverse liegt in K2*2, da allgemein
(52) " = &hw (o) € GLa() € K>

ist fiir (45) € GLy(K).
Wir erhalten B
(1) = (bl ama)  (8=a) € K2
Dies zeigt die Behauptung.
Schnitt von Gerade und Kreis. Seien Punkte A = (Z;), B = (2;), C = (i;), D = (g;)
gegeben, mit allen Koordinaten in K und mit A # B und C' # D.
Sei g die Gerade durch A und B. Sei U der Kreis um C' durch D.

Wir behaupten, dafs jeder Schnittpunkt von g und U Koordinaten in K oder aber Koor-
dinaten in einer Erweiterung L von K mit [L : K| = 2 hat.

Esist g={A+s(B—A) : se R} Esist U ={P : |[P-C|?=|D-C|*}. Wir
schreiben r := |D — C. Es ist > € K. Wir betrachten s € R mit

(At s(B—A)—CP = 2.
Umgeschrieben wird dies zu
(a1 +s(b1 —a1) —c1)® + (az + s(by —az) —c2)* — 1% = 0,
also zu

52((b1—a1)2+(bg—a2)2)+23((a1—cl)(bl—al)—l—(ag—@)(bg—ag))—i-((al—cl)2+(a2—02)2—r2) =0.

Dies ist eine quadratische Gleichung fiir s mit Koeffizienten in K. Ein Schnittpunkt liegt
vor fiir jede reelle Losung sy dieser Gleichung.

Sei L := K(sg) C C. Falls die Diskriminante der quadratischen Gleichung ein Quadrat in
K ist, dann ist sy € K und also L = K. Falls die Diskriminante kein Quadrat in K ist,
dann ist so ¢ K und also

L: K] = [K(s0) : K] = deg g uc(X) = 2,
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da Wy x(X) ein Teiler des obigen Polynoms ist, in welchem noch statt s wieder X zu
schreiben ist.

Mit s € L liegt auch die Koordinaten des Schnittpunkts (A + s(B — A)) — C in L. Dies
zeigt die Behauptung.

Schnitt zweier Kreise. Seien Punkte A = (Z;), B = (2;), C = (2), D
mit allen Koordinaten in K und mit A # B und C'# D und A # C.
Sei U’ der Kreis um A durch B. Sei U” der Kreis um C' durch D.
Esist U'={P : |P-—AP=|B—- AP} Esist U"={P : |P-C|>?=|D—-C|*}.

Ist P ein Schnittpunkt von U’ und U”, dann ist |P—AJ|* = |[B—A[* und |P—-C|? = |[D-C|2.

(3; ) gegeben,

Behalten wir die erste Gleichung und ersetzen die zweite durch die Differenz der Glei-
chungen, so haben zu gelten:

P— AP = |B— AP
[P—AP-|P-C]2 = [B-AP-|D-CP

Schreiben wir P = (5!), u:= |B—A € K,v:=|B—AP—|D-C|*—a}—da3+cl+c} € K,
so haben zu gelten:

|P—AP? =
2pi(c1 — a1) + 2pa(ca —az) = v

IS

Die erste Gleichung beschreibt den Kreis U’.
Fall ¢; # a1 und ¢y # as und v # 0. Die zweite Gleichung beschreibt die Gerade durch

die Punkte (2(01(;“1)) und ( . >, welche Koordinaten in K haben.

2(cg—a2)

Fall ¢1 # a1 und ¢y # as und v = 0. Die zweite Gleichung beschreibt die Gerade durch
die Punkte <C2_a2> und (2(@—112))7 welche Koordinaten in K haben.

a]—cCy 2(a1—01)
Fall ¢y = ay und cy # as. Die zweite Gleichung beschreibt die Gerade durch die Punkte
< 8 ) und < 1 ), welche Koordinaten in K haben.

2(cg—ag) 2(cg—ag)

Fall ¢; # ay und co = ay. Die zweite Gleichung beschreibt die Gerade durch die Punkte
(2(”0“1)) und (2<611“1)) , welche Koordinaten in K haben.

Also kénnen wir von hier ab argumentieren wie im vorigen Fall.
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4.2 Ein paar unmogliche Konstruktionen

4.2.1 Die unmogliche Quadratur des Kreises
Bemerkung. Sei s € R transzendent. Dann ist auch /s transzendent.

Erster Beweis. Annahme, es ist /s algebraisch. Es ist Qcc ein Teilkorper nach der
zweiten Bemerkung in §3.3. Also ist mit /s € Q auch s = (1/5)? € Q. Dies steht aber im
Widerspruch zur Transzendenz von s.

Zweiter Beweis. Annahme, es ist /s algebraisch. Dann koénnen wir ein Polynom
f(X) € Q[X] ~\ {0} wihlen mit Nullstelle \/s.

Dann hat auch das Polynom u(X) := f(X) - f(—X) € Q[X] \ {0} die Nullstelle /s.

Da
wX) —u(=X) = f(X)- f(=X) = f(=X)- f(=(=X)) =0

ist, hat u(X) Koeffizient 0 bei X* mit k& > 0 ungerade. Folglich kénnen wir u(X) = v(X?)
schreiben fiir ein Polynom v(X) € Q[X] ~\ {0}.

Dann ist v(s) = v((1/5)?) = u(y/s) = 0. Dies steht aber im Widerspruch zur Transzendenz
von s. o

Bemerkung. Es ist /7 transzendent.

Da nach dem Satz von Lindemann aus §3.4.4 die Zahl 7 transzendent ist, folgt dies mit
vorstehender Bemerkung. o

Lemma. Man kann mit Zirkel und Lineal kein Quadrat konstruieren, das denselben Fla-
cheninhalt hat ein Kreis mit Radius 1.

Beweis. Annahme, man konnte ein solches Quadrat konstruieren. Es hat Fldcheninhalt 7.
Es hat also Seitenlinge /7. Durch Abtragen dieser Seitenlinge auf die erste Koordina-

tenachse konstruieren wir den Punkt (\{f)

Gemék Satz aus §4.1 ist mithin /7 in einer multiquadratischen Erweiterung K von Q
enthalten. Insbesondere ist K ein Zahlkorper. Wegen /7 € K ist nun /7 algebraisch;
vgl. Lemma aus §3.1.

Aber mit vorstehender Bemerkung ist /7 transzendent. Wir haben einen Widerspruch.o

4.2.2 Die unmogliche Wiirfelverdopplung
Bemerkung. Es ist [Q(v/2) : Q] = 3.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daf pg5(X) = X3 — 2 ist, denn der Grad dieses Minimal-
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polynoms ist gleich dem gesuchten Korpergrad.

Da es ein normiertes Polynom mit Nullstelle v/2 ist, geniigt es dazu zu zeigen, daf X3—2 €
Q[X] irreduzibel ist.

Dazu wiederum geniigt es zu zeigen, daf X3 — 2 € Q[X] in Q keine Nullstelle hat, denn
es ist ein Polynom mit Grad € {2, 3}.

Dies folgt mit Descartes durch den Nachweis, dafs kein Teiler von —2 eine Nullstelle von
X3 — 2 ist. In der Tat liefern —2, 2, —1, 1 bei Einsetzen Werte ungleich 0. o

Man kann fiir die Irreduzibilitit von X® — 2 € Q[X] auch das Eisensteinsche Kriterium
anwenden.

Lemma. Es kann mit Zirkel und Lineal keine Strecke konstruiert werden, deren Lange
gleich der Kantenldnge eines Wiirfels mit Volumen 2 ist.

Beweis. Annahme, wir konnen eine Strecke der Linge /2 konstruieren. Durch Abtragen

dieser Seitenldnge auf die erste Koordinatenachse konstruieren wir den Punkt (?)

Gemif Satz aus §4.1 ist mithin /2 in einer multiquadratischen Erweiterung K von Q
enthalten. Es gibt daher ein m € Zs mit [K : Q] = 2™.

Mit der ersten Bemerkung aus §3.3 und vorstehender Bemerkung folgt
2" = [K:Q] = [K:Q(V2)]-[Q(V2): Q] = [K:Q(V2)]-3.
wobei [K : Q(v/2)] € Z=, . Wir haben einen Widerspruch.

4.2.3 Die unmogliche Winkeldreiteilung

Mit Zirkel und Lineal kann man Winkel halbieren. Aber dritteln kann man sie i.a. nicht,
wie wir zeigen wollen.

Bemerkung. Sei z € C. Es ist
cos(z)? = (L(e” +e7))

L((€)° 4 3(e¥)%e + 3 () + (e717)?)

% (e3iz + 3e"* + 3e7* + e—3iz)

£ (2cos(32) + 6 cos(z))

cos(32) + 3 cos(2) .

Also ist

cos(z)? — 2 cos(z) — 1 cos(3z) = 0.

Lemma. Es gibt kein Konstruktionsverfahren, mit Zirkel und Lineal einen gegebenen
Winkel in drei gleiche Winkel zu teilen.
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us

Beweis. Annahme, doch. Dann kann man auch einen Winkel von 60° = % so in drei gleiche
Winkel teilen.

Da man tiber ein gleichseitiges Dreieck einen Winkel von 60° konstruieren kann, kann man
dann auch einen Winkel von 20° = § mit Zirkel und Lineal konstruieren. Durch Einzeich-
nen eines Kreises mit Radius 1 und Féllen eines Lots kann man dann auch eine Strecke
der Lange cos(g) konstruieren. Abtragen dieser Lénge auf der ersten Koordinatenachse
gibt dann die Konstruktion des Punktes

(cos(g))
0 .

b := 2cos(§)

Also ist cos(§) und damit auch

in einer multiquadratischen Erweiterung von Q enthalten. Insbesondere ist [Q(b) : Q] eine
Potenz von 2; vgl. erste Bemerkung in §3.3.

Nach voriger Bemerkung ist

cos(F)? — 3 cos(F) — jcos(3-F) = 0.
Also ist auch
P-ty-ty -0

und somit

¥—3b—1=0.

Nach Descartes gibt aber ein Uberpriifen der Werte des Polynoms X3 — 3X — 1 bei den
Teilern —1 und 1 des konstanten Terms —1, daf X3 — X —1 € Q[X] keine Nullstellen hat
und also irreduzibel ist.

Alternativ kann man es auch modulo 2 betrachten, um seine Irreduzibiltéit festzustellen.

Also ist up(X) = X2 —3X — 1. Somit ist [Q(b) : Q] = 3. Dies ist keine Potenz von 2. Wir
haben einen Widerspruch.

4.3 Dreiecke und Tetraeder

4.3.1 Satz des Heron

Satz (Heron). Sei ein Dreieck mit den Seitenldngen a, b und ¢ gegeben.
Wir schreiben s := %”*C
Dann hat dieses Dreieck den Flicheninhalt

A = /s (s—a) - (s—b)-(s—¢)

= i\/—(a‘1 + b+ ) 4 2(a?b? + a?c? + b3 ?) .
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Beweis. Wir zeichnen in unserem Dreieck die Hohe ein, mit Lange h.

b a
A
D! _
P —+— Cp — ==l
C

Der Hohenfufpunkt unterteilt die Seite mit Lénge ¢ in eine Strecke der Lange p und eine
Strecke der Lange ¢ — p.
Pythagoras gibt

bQ p2 + h2

a> = (c—p)2+h*.

Als Differenz ergibt sich

B —a® = (P +0) = ((c=p°+h°) = PP+ 1= +2p—p" = h* = =+ 2.
Daraus erhalten wir
b2 g24e2
p = 2c
Pythagoras gibt
B2 — p2_p? — b2_(b?—a2+c2)2 o 4e®? b 4at4ct—2a202 202242022 —(a’+b4ch)+2(a?b? +a P +b2c?)
- r= 4c? T 4c? 4c? - 4c? :

Somit wird

A = zch =

3 %c\/7(a4+b4+64)+1(ca;b2+a262+b262) = 1/—(at+ b* + ) + 2(a?b? + a2 + b2c?) .

Ferner wird

s-(s—a)-(s=b)-(s—¢c) = a+g+c . faJ;b+c . a—3+c . a+3—c
= ((b+o)+a)((b+c)—a)a—(b—c))(a+ (b—c))
= B+~ )~ ()
= 5((b+c)a® = (b+c)*(b—c)? —a* +a*(b—c)?)
= =(a®(20* +2%) — (b* — *)? — a*)
= (22 + 2a° — b* 4 2b°¢* — a?)
= (—(a*+ b+ ) + 2(a®0* + a? + V2?)) .

Folglich wird auch

Vs(s—a) - (s=b)-(s—c) = 3/—(at + b+ ) +2(a?b? + a? + bc?) = A.
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Beispiel.

Wir betrachten ein Dreieck mit den Seitenldngen a = 3, b =4, ¢ = 5.

Wir wollen seinen Flacheninhalt A bestimmen.
1. Weg. Da es sich um ein rechtwinkliges Dreieck handelt, ist A = %ab = % -3-4=06.

2. Weg. Wir wenden die Heronsche Formel an. Es ist s = % = % = 6. Es wird

= /s-(s—a)-(s=b)-(s—c) = /6-(6-3)-(6—4)-(6-5) = V36 = 6.

Beispiel.

Wir betrachten ein Dreieck mit den Seitenldngen a =2, b = 3, ¢ = 4.

Wir wollen seinen Flacheninhalt A bestimmen.

Wir wenden die Heronsche Formel an. Es ist s = ‘”Zﬂ = # = %. Es wird
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Bemerkung. Wir betrachten folgendes Dreieck.

Hierbei seien vq, v9, v3 € R?*! die Eckpunkte, gegeben durch ihre Ortsvektoren.

Wir wollen den Flacheninhalt dieses Dreiecks mit einer Determinante in Beziehung setzen,
indem wir die Heronsche Formel auf eine andere Weise zum Ausdruck bringen.

Fir j, k € {1,2,3} sei
djk = |Uj—2}k|2.

Also
dj7.j = 0 furj€{1,2,3}

_ 2
d1,2 = d2,1 = C
dy 3 b2

d273 = d3’2 = Cl2.

Il

IS
©»
—
|

Wir wollen folgendes zeigen.

dij1di2dizl 0c2b?1

2 ! d2,1d22d23l _ 2 0a?1
—].6A = det ds dsodss 1 = det a2 01 .

1 1 10 1110

[\

Diese Determinante heifst Cayley-Menger-Determinante in R=.

Wir rechnen wie folgt.

0c2bv?1 b2 2-a2p2 0 sy o
det [ & 0% det [ <27 4 <9 det (et a2
et b2 CL2 01 — et b2 a2 01 == — et cC Ib —1a al
1110 1 1 10
,2b2 C27a27b2 b2 ) ) , )
= —det (C2b2a2 —2a2 a2) = —det (02,[)22b,a2 ¢ *a2a2b )
0 0 1

= —(4a®0® — (—a®> = V* + 2)?)
= —(4a®?® —a* — b* — ¢t — 2a%V* + 2a%c* + 2b%c?)
= (a*+b* + ) — 2(a?® + a?c + V*?) .
Zum anderen wird mit der Heronschen Formel
—16A4% = —16(3/—(a* +b* + ) + 2(a2b? + a®c® + b>?) )2 = (a*+b*+ch)—2(a*b*+a P +b%c?) .
Das ist dasselbe.
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4.3.2 Die Cayley-Menger-Determinante in R?

Sei ein Tetraeder gegeben.

Hierbei seien vy, v9, v3, v4 € R¥*! die Eckpunkte, gegeben durch ihre Ortsvektoren.

Fir j, k € {1,2,3} sei
djk = ‘Uj —Uk’2.

Lemma. Sei V das Volumen des betrachteten Tetraeders. Dann ist

dijdiodizdia 1
da1doodaszdas 1

288V?2 = det d31 ds2dssdsg 1
dadapdazdaas 1
1 1 1 1 0

Diese Determinante heit Cayley-Menger-Determinante in R3.

Beweis. Wir schreiben det(vy — vy, v3 — v1, vg — v1) fiir die Determinante der Matrix mit
den Spalten vy — vy, v3 — v, V4 — V1.

Es ist | det(vy — vq, v3 — v1, v4 — v1)| das Volumen des von den Vektoren vy — vy, v3 — vy
und vy — vy aufgespannten Parallelepipeds (A, B,C, D, A", B',C", D’).

A V,=v, T

Also ist %| det(vy — vy, v3 — vq, v4 — v1)| das Volumen des Prismas (A, B, D, A", B', D’).
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Das Volumen dieses Prismas ist gleich dem Produkt aus dem Flacheninhalt seiner Grund-
seite (A, B, D) und seiner Hohe.

Das Volumen des Tetraeders (A, B, D, A’) ist gleich dem Produkt aus dem Flécheninhalt
seiner Grundseite (A, B, D) und seiner Hohe, geteilt durch 3.

Also ist ¢|det(vy — v1, v3 — v1, v4 — v1)| das Volumen V' des Tetraeders (A, B, D, A’).
Schreiben wir

V = t|det(vy — vy, v3 —v1, vg —v1)| = Sdet(vy — vy, vz — vy, vy — V1),
wobei € € {—1,+1}. Die Multilinearitéat der Determinante gibt nun

6Ve = det(vg — vy, v3 — vy, vg — V1)
= det(Ug, Vs, U4) — det(vl, Vs, U4) — det(’U27 U1, ’U4) — det(v2, V3, Ul) .

Hierbei wurden die bei der Verwendung der Multilinearitét entstehenden Determinanten
mit zwei ibereinstimmden Spalten v; bereits weggelassen.

Ui\ . . .
Wir schreiben v; =: (f}z) fir 7 € {1,2,3,4}. Mit Entwicklung nach 4ter Spalte und
7,3
Transposition wird
vi1vi2v13 10
v21v22v23 1 0
—6Ve = det | vsavs2vss 1 0
vg1v42v43 1 0
0 0 0 01

Transposition, Vertauschung der unteren beiden Zeilen und Multiplikation der ersten 4
Spalten mit —2 gibt nun
—2v1,1 —2v2,1 —2v3,;1 —2v4,1 0
—2v1,2 —2v2,2 —2v3,2 —2v42 0
6-16Ve = (—2)4 . (—(—6V6)) = det | —2vi,3 —2v2,3 —2v3,3 —2v4,30
0 0 0 0 1
-2 -2 -2 -2 0
Da die Determinante des Produkts dieser beiden Matrizen gleich dem Produkt ihrer De-
terminanten ist, erhalten wir

—208v1 —2vtvy —20bwz —20% vy
—2v5v1 —2vivy —20vhvs —208uy
—36-16V? = (—6Ve)(6-16Ve) = det | —20fv1 —208vs —20503 —2040s
—2v8v; —2vfve —2vfvs —20vfvy
—2 —2 —2 -2

= e

Addition von Vielfachen der letzten Zeile zu den anderen Zeilen und Addition von Viel-
fachen der letzen Spalte zu den anderen Spalten gibt

[v1]2 =208 vi+|v1]? 1|2 =20 va+|v2]?  |u1]2—2vbvs+|us|?  |v1]2 =208 vat|va|?

lva|2—2v5v1+|v1]? 2|2 =20 va+|va|?  |v2|2—2vSvs+|vg|?  |va2|?—2v5vat|va|?

—36-16V? = det lvg|2—2v5v1+|v1]?  |ug|2—208va+|va|?  |ug|2—2vSvs+|vg|?  |vs|?—2v5vat|va|?
lva|2—2v5v1+|v1]?  |va|?—208va+|v2|?  |va]|2—20v5vs+Hv3|?  |va]?—205vat|va|?

—2 -2 -2 -2

dij1di2di3dia

d2,1d2,2d2,3d24

= det | ds;1ds2d33dsa

da1 da2 da3daa
-2 =2 =2 =2

O = = = e

O =



36

Division der letzten Zeile durch (—2) gibt schliefslich

dij1di2dizdia 1
de1d22d23d2 s 1

288V2 = det | ds,1ds2dszdsa 1
da1da2dazdys 1
1 1 1 1 0

Korollar. Vier Punkte vy, vs, v3, v4, € R3*! liegen in einer Ebene genau dann, wenn mit
djx = |v; —u)? fiir j, k € {1,2,3,4} sich

diidiadizdia 1
da1do2daszdas 1

0 = det | ds,1ds2dssdsa 1
dadapdazdaas 1
1 1 1 1 0

ergibt.

Beispiel. Wir wollen das Volumen eines Dodekaeders mit Kantenldnge a bestimmen.

(1) Wir bestimmen zunéchst den Flécheninhalt A eines regelméfigen Fiinfecks mit Kan-
tenldnge a.

Wir zeichnen alle Diagonalen ein.

Der Winkel zwischen zwei Strecken von Umkreismittelpunkt zu je einer Ecke betrégt
1 o o

= - 360° = 72°.

5

Das dabei entstandene gleichseitige Dreieck auf einer Kante als Grundseite zeigt, dafs der
halbe Innenwinkel an einer Ecke 3(180° — 72°) = 54° betrigt.
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Das rechtwinklige Dreieck, das auch den roten und den griinen Winkel beinhaltet, zeigt,
dafs der griine Winkel zwischen Seite und Diagonale 90° — 54° = 36° betrégt.

Der Winkel zwischen zwei Diagonalen ist also 2 - 54° — 2 - 36° = 36°.
Da gleichschenklige Dreiecke mit Basiswinkel von 72° zueinander dhnlich sind, erhalt man

Schenkel __ a b

Grundseite b a—b -’
Somit ist a® — ab = b2, also b* + ab — a® = 0, also
b= —g+ /% —(-at) = H-1+VB)a,
da das negative Vorzeichen wegen b > 0 nicht gelten kann. Mit Pythagoras wird
ho= oyl = (3

= \/(a+%(—1~|—\/5)a)2 —1a?

= 24 /(1+V5)2 -1

= 2V5+2V5.

Sei g die Grundseite des kleineren gleichscheinkligen Dreiecks mit Basiswinkel 72°. Dank
ahnlicher Dreiecke wird

g _ _a_
b a+b
und also Ve
_ a o —1+/5 _ (=1+v/5) _ 1
9= b= 08 = e mach = 8- Via

Sei r der Umbkreisradius des Fiinfecks. Dank dhnlicher rechtwinkliger Dreiecke wird

T _ atb
a? h

und also

<Y

ro= a9

— V6 (1 _lig_
6 (1 (3 VE)a

L5 (14 1/5)a
5425

(1+v5)*
5+2v/5

_ 1 /144V546544-5./5+25
5+2V5

1 /(564+24v/5)(5-2V/5)
4 (5+2v/5)(5—2v/5)

_ 1 /J4048V5
= 1 :
a

= 250+ 10V5 .

L

S

a

=

a

=~

=
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Der Flacheninhalt A unseres Fiinfecks ist das Fiunffache des Flacheninhalts des Dreiecks
mit den Seitenldngen 7, 7, a. Fiir Heron wird s = ™2+ und also

s(s—a)(s—=r)(s—1) = (
()
(

a2 a2
= Z-(25+10V5) - <~

Mit Heron wird also

A=5-s(s—a)s—r)(s—r) = 5-\/%(25+10\/5)-‘2—2 = %\/25—1—10\/5.

(2) Wir bestimmen damit nun das das Volumen V eines Dodekaeders mit Kantenlinge a.

Eine Freihandskizze eines Dodekaeders beginne man mit einem Fiinfeck, einem verdreh-
ten Fiinfeck dahiner und kurzen Strecken nach aufsen. Dann verbinde man die &ufseren

Endpunkte dieser Strecken zu einem Zehneck. Also etwa so:

Wir schneiden den Dodekaeder entlang der roten Ebene durch und erhalten folgendes
Sechseck.



39

Dabei ist « der Abstand vom Umkugelmittelpunkt des Dodekaeders zu jeder Kantenmitte.
Ferner ist y der Abstand vom Umkugelmittelpunkt des Dodekaeders zu jeder Ecke.
Die Strecke der Lénge h stammt aus (1).

Dank Pythagoras ist

2?4 (x—%)? = h? 9 < (5+2/5) .

—
~—

Also ist
2x2—a1‘+‘ﬁ1—2(—4—2\/3) =0.
Es folgt
z = i(ai\/a2—4-2-%(—4—2\/5)) = 21+ 4/5) =23+ V5)

da (2 4+ v/5)? = 94 4/5 ist und da das negative Vorzeichen wegen z > 0 nicht gelten
kann.

Dank Pythagoras ist

y = /T HRGHVE? = 54+ B+VE)? = V18 +6VE = §VB(L+VE),
da (1++/5)? =6+ 2V/5.
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Der Abstand m vom Umkugelmittelpunkt zu jedem Umkreismittelpunkt eines begrenzen-
den Fiinfecks ist
m = \/y?—
= ay/( 18+6\/_ — -1-(50 + 10+/5)
= a4/5(90 4+ 30v5) — (40 + 8V/5)

= a4/5(50 +22V/5)
= 2/250+110V5 .

Das Volumen V unseres Dodekaeders ist das 12 - 5-fache des Volumens des Tetraeders mit
den Seitenlédngen r, r, a, y, y, m

di1diadizdig 1 0 m2y242 1 0m2 0 321
da,1d2,2d2,3da,q 1 m2 0 r2r2 1 m2 0 0 121
d = det| dsidsadszdsa 1 = det| 42 r2 0421 = det| 42 2 —a2a2 1
dg1daadyazdag 1 y2 r2a?20 1 y2 r2 a2 0 1
1 1 1 1 0 1 1 110 1 1 0 10
0m?0y>1 0 m20y? 1
m2 0 0721 9 m2 0 0r2 1
= CLQ det y2 r2 —1a2 1 = a*det 2y2 2r2 042 2
y?r2 101 y2 1210 1
1 1 010 1 1010
0 m2y? 1 m?2 y? 1
2 2 2 2 27 2
.2 m< 0 r= 1 .2 m -m re—m< 1
- a” det 2y2 2r2 a? 2 - a” det 292 2(r2—y?) a®>—2y2 2
1 1 10 1 0 0 0
m? 2 ) m2 Y2 1
= CLQ det -m? r2-m? 1 = a“det —9m?2 r2—m2—y2 0
2(r?—y?) a*~2y* 2 2(r2—y?—m?2) a?—4y®> 0
— —2m? r2—m?2—y?
= Q det(Q(TQ y27m2) a274y2

= a*(=2m?(a® — 4y*) — 2(r* —m? — y?)?) .

Einsetzen von m = 55 v/ 250 + 110v/5, von y = %\/3(1 + \/5) und von r = {5v/50 + 10v/5
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gibt unter Verwendung eines Taschenrechners
ab
d = %(47+21V5) .

Somit wird

V=60- /55 = 60- 5 /10047 +21V5) = (15 + 7V5),
da (15 4+ 7v/5)? = 470 + 210V/5.

Natiirlich kann dieses Tetraeder-Volumen auch als ein Drittel mal Grundseite mal Hohe
bestimmt werden, da diese Daten im vorliegenden Fall bekannt sind. Aber wir wollten den
Einsatz der Cayley-Menger-Determinante illustrieren.
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