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Vorwort

Topologie ist die Lehre von Rdumen und stetigen, also “sprungfreien” Abbildungen zwi-
schen diesen. Wir werden uns die formalen Grundlagen erarbeiten.

Wir folgen in manchem der Vorlesung Topologie von GERD BLIND, gehalten in Stuttgart
im Wintersemester 1993/94 [1].

Auf Ubungen und Lésungen wird im Skript manchmal Bezug genommen, sie sind daher
als Bestandteil des Skripts anzusehen.

Vorausgesetzt werden die Begriffe und Methoden der elementaren Mengentheorie, wobei
vieles davon wiederholt wird. In den Spezialfallen der normierten und der euklidschen
Réume findet der Begriff des Vektorraums iiber R aus der Linearen Algebra Verwendung.
In Beispielen und Aufgaben werden auch Kenntnisse der Analysis gebraucht, wie etwa der
Begriff des Integrals oder die Funktion sin x. Wir werden die Eigenschaft der reellen Zahlen
bendétigen, dafl darin jede nach oben beschridnkte nichtleere Teilmenge ein Supremum
besitzt.

Fiir Hinweise auf Fehler und Unklarheiten bin ich dankbar.

Koblenz, den 08.04.2009

Matthias Kiinzer



Konventionen.

o Ist X —L+ Y cine Abbildung von Mengen, und sind X’ C X und Y’ C Y derart, daf f(X') C Y,
dann schreiben wir f |§l, : X’ — Y fiir die im Urbild- und Bildbereich eingeschrinkte Abbildung,
die ein 2’ € X’ nach f(z') € Y’ schickt. Falls Y’ = Y, dann schreiben wir auch f|x: := f|%, . Falls
X’ = X, dann schreiben wir auch f|¥" = f|%.

e Seien X und Y Mengen. Wir schreiben Abb(X,Y) = {f : X — Y} fiir die Menge der Abbildun-
gen von X nach Y.

e Sei X eine Menge. Wir schreiben X X X, x—— z fir die identische Abbildung, und kurz auch
id=idx .

o Ist X = {x1,29,...,2,} eine endliche, und wie angegeben durchnumerierte Menge, und ist

X I Y eine Abbildung, so notieren wir auch
Fo= (son) son) T 1) -
o Es stehe “fiir x € X” auch kurz statt “fiir alle z € X”. Dagegen wird “fiir ein € X” nicht
abgekiirzt.
e Die disjunkte Vereinigung von Mengen X und Y werde X UY geschrieben.
e Gelegentlich wird eine injektive Abbildung X — Y auch X C_+ Y notiert.
e Eine Indexmenge ist schlicht eine Menge, endlich oder unendlich.
e Ein aus einem Element bestehendes Tupel wird zuweilen mit diesem Element identifiziert.

e Seien a, b € R. Wir schreiben

[a,b] = {z€eR :a<az<b}
(a,) == {z€eR :a<z<b}
[a,b) = {xeR :a<z<b}
(a,b) == {zeR :a<z<b}

e Wir schreiben R~ :={z € R : z > 0}. Etc.
e Ist A eine Matrix, so ist A® ihre Transponierte.

e Sei n > 0. Elemente in R™ sind Spaltenvektoren, i.e. Matrizen mit nur einer Spalte. Schreibe

e Fiir z € R schreiben wir
[] = min{z €Z : z >z}



Kapitel 1

Topologische Raume

1.1 Grundbegriffe

1.1.1 Potenzmenge

Sei X eine Menge. Wir erinnern daran, da§ die Potenzmenge Pot(X) := {Y : Y C X}
die Menge aller Teilmengen von X ist.

Beispiel.
(1) Es besteht Pot({1,2}) = {0, {1}, {2}, {1,2}} aus 2% = 4 Elementen.

(2) Es besteht Pot(()) = {0} aus einem Element.

1.1.2 Definition eines topologischen Raums

Definition. Ein topologischer Raum ist ein Paar (X,T) aus einer Menge X und einer
Teilmenge T' C Pot(X) derart, dal die Axiome (Top 1,2, 3) gelten.

(Topl) Esist 0 e T. Esist X € T.

(Top 2) Sei I eine Indexmenge. Seien U; € T fiir i € I gegeben. Dann ist auch

UieIUi = {reX : esgibteinie I mitxclU;} € T.

(Top 3) Seien U, V' € T. Dann ist auch

unv e T

Es heif3t T auch Topologie auf der Menge X.

6



Unter Miflbrauch der Bezeichnung schreibt man oft kurz
X = (X,7).

Dies ist mit Vorsicht zu genieflen, da auf derselben Menge X zuweilen mehrere Topo-
logien T', T", etc. zu betrachten sind. Diesenfalls sind (X, T), (X,T"), etc. verschiedene
topologische Rdume. Ein einfaches Beispiel hierfiir findet sich unten in §1.2.3.

1.1.3 Offen und abgeschlossen
Sei X = (X, T) ein topologischer Raum.

Definition.

(1) Eine Teilmenge U von X, welche in T liegt, wird auch als offene Teilmenge bezeich-

off.
net. Diesenfalls schreiben wir auch U C X.

(2) Eine Teilmenge A von X mit X \ A € T wird auch als abgeschlossene Teilmenge

abg.
bezeichnet. Diesenfalls schreiben wir auch A Qg X.

Es ist also Yang‘X <— X\YE'X.

off. abg.
Beispiel. Es ist X € X und X C X. Ersteres, da X € T nach (Top1l), zweiteres, da
X N X =0 €T nach (Top1).

In Worten besagen die Axiome aus §1.1.2 nun folgendes.

(Top1) Die leere Teilmenge und die volle Teilmenge sind offen.
(Top2) Beliebige Vereinigungen offener Teilmengen sind offen.

(Top 3) Der Schnitt zweier offener Teilmengen ist offen.

off.
Bemerkung. Sei Y C X. Es gebe fiir alle y € Y eine offene Teilmenge U C X mit
off.
yeUCY. Dann ist Y C X.

Beweis. Wéhle fiir y € Y ein U, cé‘ XmityeU, CY.
Wir behaupten, daBl Y = U

er

ZuC Seiy' € Y. Dann ist y' € Uy C U, ey Uy

Zu D Esist Y D U, fiir alley € Y. Alsoist Y 2,y U,

Dies zeigt die Behauptung.

Da U, E Y fiir y € Y, folgt aus dieser Behauptung mit (Top2), daB Y =,y U, C Xo

yey



1.2 Erste Beispiele

1.2.1 Die reelle Gerade

Folgendes Beispiel ist eine Blaupause fiir das recht allgemeine Verfahren, auf den unten in
§1.3.1 eingefiihrten prametrischen Rdumen eine Topologie zu definieren.

Betrachte die Menge R der reellen Zahlen. Setze

T = {UCR : firallex € U gibt es ein € € Rog mit (xr —e,2+¢) CU}.

Bemerkung. Es ist (R,T') ein topologischer Raum.

Im weiteren sei R mit dieser Topologie ausgestattet, so nichts anderes gesagt wird.
Beweis.

Zu (Top1). Esist ) € T, da es kein Element gibt, fiir welches ein £ gefunden werden mu8.
Esist R € T, da fiir jedes € R auch (x — 1,z + 1) C R.

Zu (Top2). Sei I eine Indexmenge. Seien U; € T fiir ¢ € I. Wir haben zu zeigen, dafl
Uie; Ui € T. Sei x € J;; Ui. Dann gibt es ein j € I mit « € U;. Da U; € T, gibt es ein
e € Rop mit (x — e,z +¢) C Uj. Insbesondere ist auch

(x—e,x+e) €U C U Ui
Zu (Top3). Seien U, V' € T. Wir haben zu zeigen, daB U NV € T. Sei x € UNV. Da

UeT,gibteseine € Rogmit (x —e’,x+¢') CU.DaV €T, gibt es ein &’ € R.o mit
(x —e" x4+ ¢€") C V. Setze € := min{e’,e"} € R.y. Es wird

(x—c,x+e) = (z—a+e)N(z—£"Jz+") CUNV.

Bemerkung. Sei s € R. Seien a, b € R mit a < 0.

(1) Bsist Ry C R und Rs, C R.
(2) Bsist R, C R und Re, C R.
(3) Es ist (a,0) C R.
(4) Es ist [a,b] abgg' R.

Beweis.

abg.

Zu (1). Zu zeigen ist nur, daf§ R O&! R, denn daraus folgt, daB R>;, = R~ R, C R.



!
Sei x € Roy. Sei € := s —x. Esist ¢ € Roo. Wir zeigen, dafl (z — e,z +¢) C R.,. Sei
ye(x—eax+e). Esfolgt y < v4+¢e =2+ (s—2) = s,le.yeR,.

abg.

Zu (2). Zu zeigen ist nur, dafl R+ OE R, denn daraus folgt, daB R<; = R~ R-; C R.

|
Sei x € Rogy. Sei € :=x —s. Esist ¢ € Roo. Wir zeigen, dafl (z — e,z +¢) C R.,. Sei
ye(r—e,x+e) Esfolgt y > x—¢ = 2x—(x—3s) = s,ie ye€Ray.

Zu (3). Mit (1,2) und (Top 3) ist (a,b) = Rs, N Ry E R.

Zu (4). Mit (1,2) und (Top2) ist [a,5] = R~ (Req UR) € R. :

1.2.2 Spurtopologie auf Teilmengen

Diese Konstruktion wird uns fiir einen gegebenen topologischen Raum eine Vielzahl weiterer
Beispiele liefern — jede Teilmenge wird wieder ein topologischer Raum. So z.B. ist jede
Teilmenge des topologischen Raums R aus §1.2.1 abermals ein topologischer Raum, mit
einer passenden Topologie.

Sei (X, T) ein topologischer Raum.

Sei Y C X eine Teilmenge.

Definition. Sei die Spurtopologie auf Y definiert durch
T":={UnY : UeT}.
Weitgehend in Worten, eine Teilmenge V' von Y werde fiir offen erklért, falls es eine offene
Teilmenge U von X gibt mit V=UNY.
Bemerkung. Es ist (Y,T") ein topologischer Raum.

Wenn nicht anders vereinbart, trigt eine Teilmenge eines topologischen Raumes die Spur-
topologie.

Beweis.
Zu (Topl). Esist 0 =0NY e T". Esist Y =X NY € T".

Zu (Top2). Sei I eine Indexmenge. Seien V; € T” fiir ¢ € I gegeben. Wir haben zu zeigen,
daB |J.., Vi € T". Sei V; = U; NY mit U; € T. Dann wird

U’L'GI‘/; = UzEI(UZmY) — (UZEIUZ)QY - T/.
~—

eT

1€l

Zu (Top 3). Seien V4, Vo € T'. Wir haben zu zeigen, da Vi NV, € T". Seien V; = U NY
und Vo = Us NY mit Uy, Uy € T. Dann wird

VinVy = (UNnY)N(UNY) = (UNU,)NY € T .

er
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Beispiel. Sei X = R mit der Topologie aus §1.2.1. Sei Y = [0, 1].

off.

(1) Esist (1/2,1] = Ro1on[0,1] € [0, 1], da Royyp C R

off.

(2) Esist (1/2,1) = (1/2,1) N [0,1] € [0,1], da (1/2,1) C R.

1.2.3 Verklumpt, diskret

Sei X eine Menge.

Es gibt eine minimale und eine maximale Topologie auf X.

1.2.3.1 Die verklumpte Topologie

Definition. Sei T'x verkiumpt = {0, X'} die verklumpte Topologie auf X.
Bemerkung. Es ist (X, T'x, verklumpt) €21 topologischer Raum.

Beweis. Schreibe T' := T'x, verklumpt -

Zu (Top1). In der Tat sind § € T und X € T.

Zu (Top2). Sei I eine Indexmenge. Seien U; € T fiir i € 1. Gibt es ein ¢ € I mit U; = X,
so ist (J;c; Us = X, ansonsten ist | J;.; U; = 0. In beiden Fallen ist | J,., U; € T.

ier Vi ier Vi
Zu (Top3). Seien U, V € T.Ist U = @) oder V = (), so ist U NV = (). Ansonsten ist
UNV = X. In beiden Féllenist UNV € T. o

1.2.3.2 Die diskrete Topologie

Definition. Sei T, giskret = Pot(X) die diskrete Topologie auf X.
Bemerkung. Es ist (X, Tx aiskret) €in topologischer Raum.

Beweis. Es sind (Top1,2,3) deswegen erfiillt, da in ihnen verlangt wird, daBl gewisse
Teilmengen von X offen zu sein haben, und im vorliegenden Fall alle Teilmengen von X
fiir offen erklért wurden. o
1.2.4 Kein Element, ein Element

1.2.4.1 Kein Element

Es ist (), {0}) ein topologischer Raum. Dies ist die einzige Topologie auf (). Beachte, daf
{@} = T@,Verklumpt = T@,diskret-
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1.2.4.2 FEin Element

Sei X = {x} eine einelementige Menge. Es ist ({z},{0, {z}}) ein topologischer Raum.
Dies ist die einzige Topologie auf {x}. Beachte, da8 {0, {z}} = T}, verkiumpt = Ta}, diskret-

Den zweielementigen Sierpinski-Raum findet man in Aufgabe 2.

1.3 Metrische, normierte und euklidsche Riume

Wir betrachten Spezialfille topologischer Rdume, in absteigender Allgemeinheit.

1.3.1 Prametrische Riaume

Definition. Ein prametrischer Raum ist ein Paar (X, d) aus einer Menge X und einer
Abbildung X x X %~ R,

Die Abbildung d heifit Prametrik auf X. Fir z, y € X heifit d(z,y) der Abstand von x
und y (engl. distance).

Unter Milbrauch der Bezeichnung schreibt man oft kurz X = (X, d).
Beispiel.

(1) Esist R, zusammen mit

R x R -4 Ry
(ZE ) y) — |IL'—:I/|7

ein prametrischer Raum.

(2) Esist R, zusammen mit

ein prametrischer Raum.

Definition. Fiir x € X und € € R+ sei

Be(z) = BX(z) == {ye X : d(y,x) <e}
der Ball um x mit Radius €.
Beispiel.

(1) Fiir 2 € R und £ € Rog ist B (2) = (2 — £, 2+ 2).
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(2) Fiir 2 € R und ¢ € Ry ist BR)(2) =R

Wir werden nun das Konstruktionsprinzip einer Topologie auf der reellen Geraden in §1.2.1
auf beliebige prametrische Raume verallgemeinern. Auch der dortige Beweis 148t sich tiber-
tragen.

Sei (X, d) ein prametrischer Raum. Setze

TXA) . — {UC X : fur alle x € U gibt es ein € € R+ mit B.(x) CU} .

Lemma. Es ist (X, TXD) ein topologischer Raum.

Ein prametrischer Raum wird mit dieser Topologie ausgestattet, solange nichts anderes
gesagt wird.

Beweis. Schreibe T := T(X:4).
Zu (Top1). Esist ) € T, da es kein Element gibt, fiir welches ein ¢ gefunden werden mu8.
Esist X € T, da fiir jedes x € X auch By(x) C X.

Zu (Top2). Sei I eine Indexmenge. Seien U; € T fiir ¢ € I. Wir haben zu zeigen, da8
Uie; Ui € T. Sei © € J,; Ui- Dann gibt es ein j € I mit « € U;. Da U; € T, gibt es ein
e € Rop mit B.(z) C U;. Insbesondere ist auch

Zu (Top3). Seien U, V' € T. Wir haben zu zeigen, daB U NV € T. Seixz € UNV.
Da U € T, gibt es ein ¢’ € R-g mit Bo(z) C U. Da V. € T, gibt es ein ¢” € Ry mit
Bor(z) C V. Setze € := min{e’,e"} € R.y. Es wird

Bo(z) = {yeX : dy,x) <e}
= {ye X : dy,x) <min{e, e"}}
= {yeX : dly,z) < und d(y,x) <"}
= {yeX dy,z)<e} n{yeX : dly,z) <"}
= B.(z)N B (x)
cCUnv.

Beispiel.

(1) Es ist T®9 die in §1.2.1 definierte Topologie auf R..

(2) Esist T®4) = TR, verklumpt - Denn ist hierfiir eine offene Teilmenge von R nicht leer,

so enthélt sie fiir eines ihrer Elemente x und ein € € R die Teilmenge BER’d/)(x) =

R.
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1.3.2 Metrische Riaume

Definition. Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d) aus einer Menge X und einer Abbil-
dung X x X 4, R, —also ein prametrischer Raum — derart, dafl die Axiome (Met 1, 2, 3)

gelten.
(Met 1) Fiir z, y € X ist d(z,y) = 0 genau dann, wenn z = y.
(Met 2) Fiir z, y € X ist d(z,y) = d(y, z).
(Met 3) Fiir x, y, z € X ist d(z,y) + d(y, z) = d(x, 2).

Die Ungleichung
d(z,y) +d(y,z) > d(=,2)

aus (Met 3) heifit auch Dreiecksungleichung.

d(z,z)

Die Abbildung d heifit auch Metrik auf X. Fiir x, y € X heifit d(x,y) der Abstand von x
und y.

Unter Mibrauch der Bezeichnung schreibt man oft kurz X = (X, d).
Beispiel. Wir beziehen uns auf das erste Beispiel in §1.3.1, was d und d’ anbelangt.

(1) Es ist (R,d) ein metrischer Raum. In der Tat gelten (Met 1,2) offenbar. Fiir die
Dreiecksungleichung in (Met 3) zeigen wir, dafl

(*) lal + 16 = fa + 0]

fiir a, b € R. Es herrscht Gleichheit, falls a > 0 und b > 0. Es herrscht Gleichheit,
falls @ < 0 und b < 0. Bleiben die Fille (¢ > 0 und b < 0) und (@ < 0 und b > 0).
Dank Symmetrie geniigt es, den Fall (¢ < 0 und b > 0) zu betrachten. Ist a+b > 0,
so wird wegen a < 0

la| +1b| = —a+b > a+b = |a+b|.
Ist a + b < 0, so wird wegen b > 0

la|] + 0] = —a+b > —a—b = [a+1].
Fiir z, y, z € R folgt nun die Dreiecksungleichung :

dlz,y) +d(y,2) = v —yl+ly—=2[ 2 [(z—y)+(y—2)] = |z -2 = d(z,2) .
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(2) Esist (R,d') kein metrischer Raum, da (Met 1) nicht gilt.

Lemma. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Sei x € X. Sei ¢ € Ryg. Der Ball B.(z) ist
eine offene Teilmenge von X.

Vgl. auch Bemerkung (3) in §1.2.1. Vgl. auch Aufgabe 8.

Beweis. Sei y € B.(x), i.e. sei d(y,z) < e. Setze n := ¢ — d(y,x) € Rso. Es geniigt zu
]
zeigen, daf B, (y) C B.(z).

!
Sei also z € B, (y) gegeben, i.e. d(z,y) < n. Wir haben zu zeigen, daf z € B.(x), i.e. da8
d(z,z) <e.

In der Tat wird mit der Dreiecksungleichung aus (Met3) und mit der Symmetrie aus
(Met 2)

d(z,z) < d(z,y)+d(y,2z) < d(z,y)+n = d(z,y) +e—d(y,x) = €.

=

Skizze.

1.3.3 Normierte Riume

Definition. Ein normierter Raum ist ein Paar (V)| —|) bestehend aus einem
R-Vektorraum V' und einer Abbildung

v I R,

=

z =

derart, dafl die Axiome (Nor1,2,3) gelten.

(Nor 1) Fiir x € V ist ||z|| = 0 genau dann, wenn x = 0.
(Nor2) Fiir x € V und A € R ist || Az|| = |A|||z].

(Nor 3) Fiir x, y € Vist ||l +y|| < ||z]| + ||y]|-



Es heifit ||z|| auch die Norm von x € V.

Unter Milbrauch der Bezeichnung schreibt man auch oft V = (V.|| — ||).

Beispiel.
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(1) Sei V =R. Sei ||z]| := |z| fuir z € R, d.h. ||—|| = | —|. Esist (R,|—]) ein normierter
Raum. In der Tat sind (Nor 1,2) ersichtlich, und (Nor3) wurde in Beispiel (1) in
§1.3.2 verifiziert; cf. Ungleichung ().

(2) Sein € Zsg. Sei V. =R". Sei

|2l := max{|z;| : 1 <i< n}

fir v = (z;); € R™ Es ist (R",]| — ||oo) ein normierter Raum. In der Tat sind
(Nor1,2) ersichtlich. Um ferner (Nor 3) zu zeigen, seien z = (z;); und y = (y;); in

R"™ gegeben. Es wird

|z + yllo = max{|z; +y| : 1 <i<n}
< max{|z;| + |y : 1<i<n}
< max{|z;| +|y;] : 1<i<n, 1<j<n}
= max{|z;] : 1 <i<n}+max{ly;| : 1 <5< n}
= lzlloo + [lylloo 5
vgl. Beispiel (1) in §1.3.2, Ungleichung ().
Die iibliche Norm || — [|o auf R”™ mit ||z||; = (2*2)'/? werden wir erst via euklidscher

Raume kennenlernen; vgl. §1.3.4, §1.3.5.3 unten. Der Grund fiir diesen Umweg ist, daf3
wir uns fir (Nor 3) erst das Lemma von Cauchy-Schwarz erarbeiten miissen.

Sei (V,|| —||) ein normierter Raum. Setze
dVsl=1D
VxV — >0
(@,y) = dVI D (z,y) =z —y] .

Vgl. Beispiel (1) oben und Beispiel (1) aus §1.3.2.

Lemma. Es ist (V,dV'I=D) ein metrischer Raum.

Ein normierter Raum wird mit dieser Metrik ausgestattet, solange nichts anderes gesagt

wird.

Beweis. Schreibe d := dV-I-1D.

Zu (Met 1). Seien z, y € V. Es ist d(x,y) = ||z — y|| wegen (Nor 1) genau dann gleich 0,
wenn r —y = 0 ist, i.e. wenn z = y.
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Zu (Met 2). Seien z, y € V. Es wird mit (Nor 2)
d(z,y) = llz =yl = =D -2) = [(=Dllly ==l = lly -l = dly,2).
Zu (Met 3). Seien z, y, z € V. Es wird mit (Nor 3)

d(z,y) +d(y,2) = lle =yl +lly =zl = Iz =y)+y =2 = llz -z = dlz,2).

1.3.4 Euklidsche Riume

Definition. Ein euklidscher Raum ist ein Paar (V,(—,=)) bestehend aus einem
R-Vektorraum V' und einer Abbildung

vV ox v 522 R
(z , y) — (z,9)

derart, dal die Axiome (Euk 1,2,3) gelten

(Eukl) Firz, o',y € Vund \, N € Rist (Az+ N2/, y) = MNa,y) + N, y) .
(Euk?2) Firz,y € Vist (z,y) = (y,2) .

(Euk 3) Fiir z € Vist (z,2) > 0. Fiir x € V ist (x,z) = 0 genau dann, wenn z = 0.

Unter Mibrauch der Bezeichnung schreibt man auch oft V = (V| (—, =)).

Bemerkung. Mit (Euk1,2) folgt, daf§ fir z,y,y € V und p, ¢/ € R auch in der
zweiten Variablen die Linearitét

(x, py +1'y') = (uy+u'y', x) = wly, ) + 1/, x) = ple,y) + 4 {x,y)

gilt.

Die Abbildung (—, =) heifit auch positiv definite symmetrische Bilinearform auf V; Bili-
nearform wegen (Euk 1) und vorstehender Bemerkung, symmetrisch wegen (Euk2) und
positiv definit wegen (Euk 3).

Synonym hierzu heifit (—, =) auch kurz ein Skalarprodukt auf V.
Beispiel.

(1) Esist R zusammen mit der gewohnlichen Multiplikation

R x R =% R
(x , y) — (z,y) = 7y

ersichtlich ein euklidscher Raum.
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(2) Sei n € Zsp. Es ist R” zusammen mit

R" x R" “% R
(f,l? 3 y) > <!17,y> = xty = Z?:l ZTiY;

ein euklidscher Raum. Fiir (Euk 3) ist zu beachten, daf$ 'z = Y | 2, und daher
'z > 0 stets, sowie 'z = 0 genau dann, wenn z = 0.

(3) Seien a, b € R mit a < b. Sei C([a, b]) der R-Vektorraum der stetigen reellwertigen
Funktionen auf dem Intervall [a,b] C R im Sinne der Analysis. Es ist C([a,b])
zusammen mit

Cla,b) x C(a,0)) =% R
f . 9 — {fig) = [ f(x)g(x)dx
ein euklidscher Raum.

Fiir (Euk 3) ist zu beachten, daf fab f(x)*dz > 0, sowie dafl wegen der Stetigkeit von

x+ f(z)?* auch f; f(x)?dz = 0 genau dann gilt, wenn f(z)* = 0 fiir alle z € [a, D],
d.h. wenn f = 0.

Der Raum C([a,b]) ist unendlichdimensional, und damit unserem rdumlichen Vor-
stellungsvermogen nicht mehr direkt zugénglich. Wohl aber kann man sich Elemente
daraus aufzeichnen; man kann, wie aus der Analysis bekannt, in diesem Raum rechnen;
und man kann mit ihm Topologie betreiben.

Auf Beispiel (3) werden wir uns nicht zu berufen haben; vgl. aber §5.2.

Bemerkung. Sei (V,(—,=)) ein euklidscher Raum. Fir x € V ist (z,0) = (0,x) = 0.
Beweis. Mit (Euk 1, 2) folgt

(,0) = (0,z) = (0-0,2) = 0-(0,z) = 0.
Mit (Euk2) folgt daraus auch (x,0) = 0. o

Lemma. (Cauchy-Schwarz) Sei (V,(—,=)) ein euklidscher Raum. Seien z,y € V. Es
18t
(w.9)* < (z.2){y.y) -

Gleichheit gilt hierin genau dann, wenn (x,y) linear abhdingig ist.

Beweis. Falls y = 0, so sind beide Aussagen ersichtlich. Ohne Einschrinkung ist also

y # 0.

Es geniigt zu zeigen, dafl

(w.y) (2, 2){y,y) — (x,9)?) >0,
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und daf hier genau dann Gleichheit gilt, wenn (z,y) linear abhéngig ist, i.e., wegen y # 0,
wenn x = \y fiir ein A\ € R.

In der Tat wird
(Eugk?») :
= )
= ,x) — (y,y)(z, y)*

(v, y) ((z, 2)(y, y) — (z,9)?) -

Gleichheit gilt genau dann, wenn im ersten Schritt Gleichheit gilt, was nach (Euk 3) genau
dann der Fall ist, wenn (y,y)x — (z,y)y = 0.

Diesenfalls ist (x,y) linear abhéngig. Ist umgekehrt = = Ay fiir ein A € R, so ist

(v, )z —(z, )y = Iy — Ay, y)y = 0.

Sei (V, (—,=)) ein euklidscher Raum. Setze

v I=1—= R,
v lzleny = ()2
Lemma. Es ist (V| — ||~=)) ein normierter Raum.

Ein euklidscher Raum wird mit dieser Norm ausgestattet, solange nichts anderes gesagt
wird.

Beweis. Schreibe || — || :== || = |[i= =)

Zu (Nor1). Fiir x € V ist ||z| = (z,2)'/? gleich 0 genau dann, wenn r = 0, wie aus
(Euk 3) zu entnehmen.

Zu (Nor?2). Fiir z € V und A € R wird mit (Euk 1) und vorvorstehender Bemerkung

Izl = Az, A2)? = Xz, a)'? = Mz, 2)'? = Al

Zu (Nor3). Seien z, y € V. Mit (Euk 1,2) und dem Lemma von Cauchy-Schwarz wird

lz+yl? = (e+y, z+y)
z,x) + 2(z,y) + (y,y)
z,x) +2[{z, )| + (v, y)
C-S

z,x) + 2(z, )y, y)? + (y,y)
(z,2)'? + (y,y)'/?)?
]l + lyl)? -

Es folgt, daB [l + y|| < l=[l + [lyl- o

I /A

NI
NN N
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1.3.5 Der Raum R"

Sein € Z>0.

Wir geben eine Ubersicht und fassen anhand des Beispiels R” die verschiedenen Strukturen
zusamien.

1.3.5.1 Ubersicht

e Es ist R" ein euklidscher Raum. Cf. §1.3.4, Beispiel (2).

e Ein euklidscher Raum (V, (—, =)) induziert einen normierten Raum (V.|| — ||~ =)).
Hierbei ist ||z]|(- -y = (z,2)'/? fiir v € V. Cf. §1.3.4.
e Ein normierter Raum (V, || — ||) induziert einen metrischen Raum (V, dI=I0). Hier-

bei ist dV 170 (z, y) = ||z —y|| fir 2, y € V. Cf. §1.3.3.
e Ein metrischer Raum (X, d) induziert einen topologischen Raum (X, 7X®). Dies-
off.
beziiglich ist U C X genau dann, wenn es fiir alle x € U ein € € R~y mit

B.(z) ¥ {yeX :dyax)<e} CU

gibt. Cf. §1.3.1, §1.3.2.

Eine schematische Ubersicht von Raumbegriffen.

topologisch
(e )
/ metrisch

normiert

euklidsch

e.g.
(Rn7<7v:>)

5 9
- -,

Diese stellt insofern eine Vergroberung dar, dafl etwa die euklidschen Rdume nicht di-
rekt eine Teilmenge der normierten Rdume bilden, sondern erst die von den euklidschen
Réaumen herstammenden normierten Raume. Usf.
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Auf R" kann man e.g. auch die Norm || — ||« erkléren; cf. §1.3.3, Beispiel (2). Wir werden,
wie unten dargelegt werden soll, folgendes erhalten.

euklidsch normiert metrisch topologisch

(Rn’ <_a :>) > (Rn, || — ”(_7,>) > (]_:{”7 d(Rn»H_H2)) e (Rn, T(Rn’d(2)))

. 2
= |2 =: d@

(Rn, || — ||oo) S (Rn’ d(Rn:”*HOO)) e (Rn,T(Rn’d(OO)))
=: d(e°)

1.3.5.2 R" als euklidscher Raum

Das Skalarprodukt (z,y) 2ty fir 7, y € R" macht (R™, (—,=)) zu einem euklidschen
Raum. Cf. §1.3.4, Beispiel (2).

1.3.5.3 R" als normierter Raum auf zwei Arten

Mit der Norm || — ||z := || = [[(=,=) , also mit
lzllz = (@, 2)? = (2'2)'? = (2 +aj+- - +a})"?
fir z € R", erhalten wir einen normierten Raum (R", || — ||2). Dieser Norm liegt das

Skalarprodukt aus §1.3.5.2 zugrunde.

Dieser unterscheidet sich aber fiir n > 2 vom normierten Raum (R, || — ||~), der in
Beispiel (2) in §1.3.3 betrachtet wurde. Dort war

|7]|o := max{|z;| : 1 <i<n}

gesetzt worden, ohne dafl dem ein Skalarprodukt zugrundegelegen hat.

Es gibt noch mehr als nur unsere beiden betrachteten Moglichkeiten, R™ zu einem normier-
ten Raum zu machen. Cf. e.g. Aufgabe 13.

1.3.5.4 R™ als metrischer Raum auf zwei Arten
Schreibe d? := d®"lI=l2) Schreibe d(*) := d®"I=ll<) Fiir , y € R™ wird also

dP(,y) = (@ =)+ (@ =)+ + (2 —y)?) "
d)(z,y) = max{|z; —y| : i€{l,...,n}}.
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Schreibe
BY(x) = B™ @) = {yeR": dV(yx) <e)
B (z) = BRN@) = [yeR" : d®(y, 1) < e}

firx € R" und € € R+g.
Skizze im Fall n = 2.

Bemerkung. Seien x € R™ und ¢ € R~ gegeben. Es ist

BP(x) < B(x)
') 2
B (r) € BP(x).

Beweis. Zeigen wir die erste Teilmengenbeziehung.
Sei y € BP (), ie. d?(y, )2 = X", (y; — )2 < 2.

Dann ist auch max{(y; — :ici)2 c1<i<n}< £2, und somit
d®(y,z) = max{|y; —x;| : 1<i<n} < ¢,

ie yeB™ ().
Zeigen wir die zweite Teilmengenbeziehung.
Sei y € BSO\}E(:E), i.e. d)(y,r) = max{|y; — x| : 1<i<n}<e/y/n. Dann ist

dD(y,2)? = Y0 (v —m)? < Y (e/vn)? = ne?/n = &,

also d®(y,z) < e, und somit y € B (z). -

Es gibt noch mehr als nur unsere beiden betrachteten Moglichkeiten, R™ zu einem metri-
schen Raum zu machen. Cf. e.g. Aufgabe 13.
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1.3.5.5 R" als topologischer Raum

Eine Teilmenge U von R ist offen (beziiglich T®"4*)) falls es fiir jedes = € U ein
£ 6 R>O mlt

B.(z) = BR")(z) = {yeR" : dV(y,2) < e} C U
gibt. Hierbei ist
dP(y,z) = (y—2)' (y—2)"? = V(1 — 1)+ + (Yo — T0)?

der Abstand von y zu z (beziiglich d®).

Im weiteren sei R mit dieser Topologie ausgestattet, so nichts anderes gesagt wird.

Im Fall n = 1 erhalten wir aufs neue die in §1.2.1 auf R eingefiihrte Topologie. Denn
1 2
B ))(a:) =(r—¢er+e)firre R=R' und e € Ryy.

Bemerkung. Es ist T®R"4?) = T®".d) 1n Worten, die beiden Metriken d® und d
liefern dieselbe Topologie auf R™.

Vgl. auch Aufgabe 11.

!
Beweis. Wir zeigen T®R™d®) C P®R"d™) Goi 7 ¢ T®R"d?) GQei » € U. Es gibt ein
¢ € Roy mit BY (x) C U. Mit der Bemerkung aus §1.3.5.4 folgt

BIY.(z) € BP(x) C U.

Da e/\/n > 0, zeigt dies, daB U € T®"d™))

!
Wir zeigen T®R™d®) 5 PR"d) i 1/ ¢ TR™A™) Goi y € V. Es gibt ein £ € Rog mit
B§°°’(y) C V. Mit der Bemerkung aus §1.3.5.4 folgt

BP(y) € B™(y) C V.

€

Dies zeigt, da V € T®R".d?), o

Die Gleichheit T7(®R"4®) = P®".d*”) Lann man so interpretieren: ein Topologe sieht den
Unterschied zwischen d® und d(*) nicht, muB ihn aber auch gar nicht kennen.

1.4 Abschlufl, Inneres, Rand

Definition. Sei (X, T) ein topologischer Raum. Sei Y C X.
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(1) Der Abschluff von Y in X ist definiert als

_ abg.
Esist Y C X nach Aufgabe 5.(1).

(2) Das Innere von Y in X ist definiert als

Yo = U U.

off.
UCYudU C X

off.
Es ist Y° C X nach (Top 3).
(3) Der Rand von Y in X ist definiert als

oY = Y~ Y°.

Bemerkung. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Sei Y C X.
(1) Esist Y°CY CY.
(2) Ist Y C Aabgg' X, soist Y C A.
(3) Ist UCY mit UC X, soist UCY®.
(4) Esist Y =Y genau dann, wenn Y abgg' X. Speziell ist Y =Y.
(5) Esist Y =Y° genau dann, wenn Y E X. Speziell ist (Y°)° =Y"°.
(6) Es ist 9y C X .

Beweis.
Zu (1). Es ist Y° als Vereinigung von Teilmengen von Y wieder eine Teilmenge von Y.

Es ist Y als Schnitt von iiber Y liegenden Mengen wieder eine Y enthaltende Menge.

abg. _
Zu (2). Ist Y C A C X , s0 ist A ein Teilnehmer des Y definierenden Schnitts, und also
C A.

~

off.
Zu (3). Ist U CY mit U C Y, so ist U ein Teilnehmer der Y° definierenden Vereinigung,
und also U C Y°.

_ _ abg. abg. (1) _ (2)
Zu (4). Ist_Y =Y s0oist Y =Y C X. Ist umgekehrt Y C X soist Y CY C Y, und

alsoY =Y.
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off. off. (3) (1)
Zu (5). Ist Y =Y° soist Y =Y° C X. Ist umgekehrt Y C X, soist Y C Y° C Y, und
alsoY =Y°.

_ _ abg.
Zu (6). Esist 0Y = Y \NY° =Y N(X \Y°) C X als Schnitt zweier abgeschlossener
Teilmengen von X; vgl. Aufgabe 5.(1). o

Lemma. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Betrachte den topologischen Raum (X, TX:®).

SeiY C X.

(1) Esist Y ={x € X : fiir alle ¢ € Ry ist B.(z) NY # 0}.
(2) Esist Y°={x € X : esgibt ein ¢ € Ryp mit B.(z) C Y}.
(3) Esist Y ={x € X : firallee € Ry ist Bo(z) NY # 0 und B.(z) N (X \Y) # 0}.

Beweis.

Zu (2). Da Bélle nach dem Lemma in §1.3.2 offene Teilmengen von X sind, gilt mit obiger
Bemerkung (3)

Y' == {z€X : esgibt ein e > 0 mit B.(z) C Y}
C {xe X : esgibteine >0 mit B.(x) CY°}
c Y°,

fiir die zweite Inklusion beachte man x € B.(z).

! off.
Es bleibt zu zeigen, dal Y° C Y'. Sei z € Y°. Da Y° C X, gibt es ein ¢ € Ry mit
B.(z) CY° CY. Somit ist in der Tat z € Y.

Zu (1). Schreibe

Y" := {x € X : fiirallee € Ryg ist B.(z) NY # 0} .

Wir wollen ¥V = Y zeigen.
Nach Aufgabe 15.(1) ist X\ (X\Y)° =X N (X \Y) = Y undalso (X\Y)° = X\Y.
Es wird

X\Y” = {re X : fireine € Ry ist B.(z) NY =0}
= {re X : fireine € Ry ist B.(z) C X \Y}
2 (x vy
Aufgé&(l) X - % ’

mithin Y’ =Y.
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Zu (3). Es wird

Y = Y\Y°
= YN(X\Y°)
YN(X\Y)
= {x € X : fiir allee € Ry ist B.(z) NY # (0}
N{z e X : firallee € Rygist B.(x) N (X \Y) #0}
{reX : firallee € Rugist B.(z)NY # 0 und B.(z) N (X \Y) #0}.

Beispiel. Sei X = R. Sei Y = [0, 1).
(1) Esist
Y =1[0,1)° = (0,1).
Denn es ist Y° C Y = [0, 1); und zum einen fiir alle z € (0, 1) mit
¢ = min{z, 1 —z}

bereits B.(z) = (x — e, x +¢) C [0,1); zum anderen fiir x = 0 fiir kein ¢ € Ry
mehr B.(0) = (—¢, +¢) C [0,1).

(2) Esist

Y =01 = [01].

Denn es ist Y C Y; und zum einen fiir « = 1 fiir alle ¢ € R+ noch
B.(1) = (1—¢,14+¢)N0,1) # 0;
zum zweiten fiir x € R~ bereits
B, 1(z)N[0,1) = (z—(z—1),24+(x—1))N[0,1) = (1,2z—-1)N[0,1) = 0;
zum dritten fiir z € R.o bereits

B_o(z)N[0,1) = (z — (—z),z + (—2)) N[0,1) = (22,0)N[0,1) = 0.

(3) Es ist
00,1) = Y = Y \Y° = [0,1]~(0,1) = {0,1}.



Kapitel 2

Abbildungen

2.1 Grundbegriffe

Seien (X, Tx), (Y,Ty) und (Z,Ty) topologische Raume.

2.1.1 Stetige Abbildungen
Definition. Eine Abbildung X oV heiBe stetig (beziiglich Ty und Ty) falls fiir alle
V e Ty gilt, daBl f~1(V) € T ist.

In anderen Worten, eine Abbildung ist stetig, wenn das Urbild jeder offenen Teilmenge
wieder eine offene Teilmenge ist.

Bei Bedarf reden wir auch von einer stetigen Abbildung von (X, T'x) nach (Y, Ty).
Schreibe

C((X, Tx), (Y, Ty)) = C(X,Y) = {X—f>Y . f ist stetig (bzgl. Tx und Ty )}
fiir die Menge der stetigen Abbildungen von X nach Y (engl. continuous).
Schreibe auch C(X) := C(X,R).
Beispiel.
(1) Die Abbildung () — Y ist stetig.

(2) Sei yp € Y fix gegeben. Sei X—f>Y, x 1o die konstante Abbildung mit Bild

f(X) =A{yo}. Esist f stetig. In der Tat ist das Urbild von V' E Y unter f leer, falls
yo € V', und gleich X, falls yo € V, und so beidenfalls offen in X.

. off.
(3) Esist X Jdx beziiglich Ty und T stetig. In der Tat ist fiir U C X auch id ™ (U) =
U offen in X.

26
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(4) Sei N eine Menge. Sei X S+ N cine Abbildung. Es ist f beziiglich Tx und
TN, verklumpt Stetig. In der Tat sind f~1(@) =0 und f~(N) = X offen in X.

5) Sei M eine Menge. Sei (Y, Ty ) ein topologischer Raum. Sei M IV eine Abbildung.
g polog g

off.
Es ist M -1y beziiglich T/ giskret Und Ty stetig. In der Tat ist fir V' C Y auch
J7HV) offen in M — wie iiberhaupt ja jede Teilmenge von M in Thy giskres liegt.

Ein der Analysis néheres Beispiel werden wir in §2.2 sehen.

Bemerkung. Seien X Sy oz stetige Abbildungen. Dann ist auch X ol g stetig.

off. off.
Beweis. Sei W C Z. Da g stetig ist, ist g7 (W) C Y. Wegen f stetig folgt daher auch

(go /7' (W) = (g} (W)) € X .

[m]

Bemerkung. Sei X oY eine stetige Abbildung. Seien X' C X undY' CY Teilmengen
so, daf$ f(X') CY'. Seien

TX’ == {UﬂX’ : UGTx}
TY/ = {VQY/ . VETY}

die Spurtopologien auf X' resp. auf Y'; cf. §1.2.2. Dann ist
PR
z —  f(z)

beziiglich dieser Spurtopologien stetig.

Kurz, die Einschrdinkung einer stetigen Abbildung ist stetig.

off. off.
Beweis. Sei V! C Y’ ie.sei V' =V NY' fiir ein V C Y. Beachte, dafl X’ C f~1(Y”). Es

wird
(f)' (V) = fHV)NnX
= fAVnYy)nXx’
= [ V)N yH)nx’
- ['V)nx' C X',
da f~4(V) E X wegen der Stetigkeit von f. o

2.1.2 Offene Abbildungen

Offene Abbildungen spielen nur eine Nebenrolle.
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Definition. Eine Abbildung X eV heiBt offen (beztiglich Tx und Ty), falls fiir alle
U € Tx auch f(U) € Ty ist.

Kurz, eine Abbildung heif3t offen, falls Bilder offener Teilmengen offene Teilmengen sind.

Bei Bedarf reden wir auch von einer offenen Abbildung von (X, Tx) nach (Y, Ty).
Bemerkung. Seien X Ty sz offen. Dann ist auch X ol g offen.

Beweis. Ist U € X, so auch f(U) € ¥ und also auch (g o f)(U) = g(f(U)) C Z. .

2.1.3 Homoéomorphismen

Definition. Eine Abbildung X oV heiBt Homdoomorphismus, falls sie bijektiv ist, sowie
stetig und offen (beziiglich Ty und Ty ).

Manchmal wird ein Hom6omorphismus auch X —i» Y geschrieben.

Gibt es einen Homéomorphismus von (X, Tx) nach (Y, Ty ), so heiflen (X, Tx) und (Y, Ty)
homdomorph, geschrieben (X, Tx) ~ (Y, Ty), oder kurz X ~ Y. Homéomorphe topologi-
sche Rédume konnen als “im wesentlichen gleich” angesehen werden.

Beispiel.

(1) Es ist X 24 X ein Homéomorphismus (beziiglich Tx und Tx). Insbesondere ist
X ~X.

(2) Sei X = {1,2} und sei Tx = {0, {1}, {1,2}}; es ist (X, Tx) der Sierpinski-Raum;
cf. Aufgabe 2.

Wir erinnern an Ty, aiskeet = {0, {1}, {2}, {1,2}} und Tx vertumpt = {0, {1,2}}.
Es ist X -9 X eine bijektive Abbildung.

Sie ist eine stetige Abbildung von (X, Tx) nach (X, Tx, verklumpt ), aber keine offene,
da das Bild der offenen Teilmenge {1} keine offene Teilmenge mehr ist. Wir merken
uns also, dafl es durchaus bijektive stetige Abbildungen gibt, die keine Hom&omor-
phismen sind.

Sie ist eine offene Abbildung von (X, Tx) nach (X, Tx giskret), aber keine stetige, da
das Urbild der offenen Teilmenge {2} keine offene Teilmenge mehr ist. Wir merken
uns also, dafl es durchaus bijektive offene Abbildungen gibt, die keine Hom6omor-
phismen sind.

Bemerkung. Seien xLy 4z Homdéomorphismen. Dann ist auch X I 7 ein
Homdéomorphismus. Insbesondere folgt aus X ~Y ~ 7 daff X ~ Z.

Beweis. Das Kompositum bijektiver Abbildungen ist bijektiv. Das Kompositum stetiger
Abbildungen ist stetig; cf. erste Bemerkung in §2.1.1. Das Kompositum offener Abbildun-
gen ist offen; cf. Bemerkung in §2.1.2. o
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Bemerkung. Se: XLy ein Homdomorphismus. Dann st auch Yﬁ X ein
Homdéomorphismus. Insbesondere folgt aus X ~Y, dafl Y ~ X.

Beweis. Es ist Y I X bijektiv. Es ist Y I, X stetig, da X . v offen ist, und
(f)"Y(U) = f(U) fiw U C X. Es ist ¥ L+ X offen, da X L+ V" stetig ist, und f~'(V)
fiir V' C X in seinen beiden Bedeutungen dieselbe Teilmenge von X darstellt — zum einen
als Urbild unter f, zum anderen als Bild unter f—. o

Bemerkung. Auf jeder Menge von topologischen Riumen (1) ist (=) eine Aquivalenzre-
lation.

Beweis. Reflexivitit steht in Beispiel (1). Symmetrie steht in voriger Bemerkung. Transi-
tivitdt steht in vorvoriger Bemerkung. 0

Y/
Bemerkung. Sei X -+ Y. Sei X' C X. Schreibe Y' = f(X) C Y. Es ist X' 1x0 v,
x> f(z).

Beweis. Es ist f|%, bijektiv. GemiB zweiter Bemerkung in §2.1.1 ist f|%, auch stetig.
Zeigen wir, dafl diese Abbildung beziiglich der Spurtopologien auf X’ und auf Y offen ist.

, off.! off.
Nach Definition der Spurtopologie haben wir zu zeigen, daf§ f|%,(UNX’) C Y’ fir U C X.
Da f bijektiv ist, ist

e UnX) = fUNX) = fUNFX) = fFU)NY".

off. off.
Da aber f offen ist, ist f(U) C Y, und somit auch f(U)NY’ C Y’ nach Definition der
Spurtopologie auf Y. o

2.2 Stetige Abbildungen zwischen metrischen
Raumen — die e-6-Charakterisierung

Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume.

Sei Tx := T™4%) die von dy auf X induzierte Topologie.
Sei Ty := TY%) die von dy auf Y induzierte Topologie.
Lemma (e-6-Charakterisierung).

Eine Abbildung X oy st genau dann stetig bzgl. Tx und Ty, wenn es fir alle x € X
und alle € € R+q ein § € Ryg gibt mit

f(Bs(x)) S Be(f(x)).

'Man darf aus mengentheoretischen Griinden nicht von der Menge aller topologischen Riume reden,
daher die merkwiirdige Formulierung.
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Skizze.

B.(f(x))

off.
Beweis. Sei zum einen f stetig. Sei x € X. Sei ¢ € Rxg. Es ist B.(f(z)) C Y; cf. Lemma

aus §1.3.1. Also ist f~!(B.(f(x))) CX.Daze f7H(B.(f(z))), gibt es insbesondere ein
o€ R>0 mit

Bs(z) C f7(B(f(2))) .

f(Bs(z)) S Be(f(x)).

Sei zum anderen fiir alle x € X und alle ¢ € Ryg ein § € R.( so vorhanden, daf

F(Bs(x)) € Bo(f(x)). Sei V C Y. Wir haben zu zeigen, daB f~'(V) € X. Seiz € f~1(V)
gegeben. Dann ist f(x) € V. Da V offen ist, gibt es ein ¢ € Ry mit B.(f(x)) C V. Nach
Voraussetzung gibt es nun ein 6 € R+ mit

f(Bs(z)) C Bo(f(x)) C V,

woraus

Damit haben wir um jedes Element z von f~!(V) einen Ball Bs(x) gefunden, der in
off.
F7HV) liegt. Dies zeigt f~1(V) C X. -
Beispiel. Sei
R - R

—1 fallsz <0
+1 fallsz>0.
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Skizze.

+1

Wir wollen auf zwei Weisen zeigen, daf§ f nicht stetig ist. Zum einen direkt nach Definition,
auf topologischem Weg. Zum anderen auf metrischem Weg, mit der e-6-Charakterisierung
aus vorstehendem Lemma.

(1)

(2)

off.
Auf topologischem Weg. Es ist (0,2) € R. Es ist f71((0,2)) = [0, +00). Dies ist
keine offene Teilmenge von R, da es um 0 keinen Ball mit positivem Radius gibt,
der in [0, 400) liegt. Also ist f nicht stetig.

Auf metrischem Weg. Sei x = 0. Sei € = 1. Es ist

f(Bs(z)) = f((=0,9)) = {1, +1} £ (0,2) = By(1) = B.(f()).

fiir alle 6 € R~ . Also ist f nicht stetig.

Der etwas vage, aber hilfreiche Merksatz aus der Analysis, stetige Abbildungen von R
nach R seien diejenigen, deren Graph gezeichnet werden kann, ohne den Stift abzusetzen,
bleibt im Normalfall weiterhin giiltig. Fiir Funktionen wie f(x) = sin(1/x), fortgesetzt
mit f(0) := 0, ist hingegen nicht klar, was “absetzen” heiflen soll, und man ist froh, auf
eine mathematische Charakterisierung, etwa mittels € und 9§, zuriickgreifen zu kénnen. Vgl.
Aufgabe 21.(2).

2.3 Stiickweise Definition stetiger Abbildungen

2.3.1 Stiickweise Definition von Abbildungen

Seien X und Z Mengen. Sei I eine Indexmenge. Seien M; C X fiir i € I so, daB | J,., M; =

X.

i€l ?

Bemerkung. Sei fiir i € I je eine Abbildung

M;
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so gegeben, dafs
fi
fur alle i, 5 € I. Dann gibt es genau eine Abbildung

MinM; = filanmg
f
X — 7

mit fla, = fi fir allei € 1.

Beweis. Zeigen wir die Eindeutigkeit. Seien f und f zwei solche Abbildungen. Sei z € X.
Wir haben f(z) = f(x) zu zeigen. Aber z € M, fiir ein i € I, und also

f@) = flu(@) = fil@) = flu(z) = fz).
Zeigen wir die Existenz. Setzt man f(x) := f;(x) falls x € M;, so definiert dies eine
Abbildung. Denn ist x € M; und = € M;, so wird

fz(x) = fl Mz‘ﬂMj(aj) = fj MiﬂMj(x) = f](.il?)
Damit ist jedem z € X ein eindeutig bestimmtes Bild f(z) zugeordnet. o

2.3.2 Mittels einer offenen Uberdeckung

off.
Sei X ein topologischer Raum. Sei [ eine Indexmenge. Seien U; C X fiir ¢ € [ so, daf3
U,er Ui = X. Man nennt so ein Tupel (U;)ier , oder kurz nur den Ausdruck | J,., U; = X,
auch eine offene Uberdeckung von X.

Bemerkung. Fine Teilmenge Y C X ist genau dann offen in X, wenn fiir alle i € I die
Teilmenge Y NU; in U; offen ist.

off. off.
Beweis. Ist Y C X, so ist nach Definition der Spurtopologie auch Y NU; C U; fiir ¢ € [.

off. off. off.
Ist umgekehrt Y N U; C U; fiir alle ¢ € I, so ist wegen U; C Y auch Y NU; C X; vgl.
Aufgabe 6.(2). Also ist

off.
Y = (UieIUi) ny = UieI(UimY) c X
nach (Top2). o
Satz 1 (Stiickweise Definition, offene Uberdeckung) Sei weiterhin X ein topologi-

scher Raum, I eine Indexmenge und (U;);er eine offene Uberdeckung von X. Sei Z ein
topologischer Raum. Sei fiir i € I je eine stetige Abbildung

U; -

so gegeben, dafs
fi|UiﬁUj = f]|UlﬂU]
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fir alle i, 5 € I. Dann gibt es nach der Bemerkung in §2.3.1 genau eine Abbildung
x Lz

mit fly, = fi fir alle i € I. Diese Abbildung X e Z st stetig.

off. off.!
Beweis. Sei W C Z. Wir haben zu zeigen, dafi f~*(1W) C X. Nach vorstehender Bemer-
off.!
kung geniigt es hierfiir zu zeigen, dal f~'(W)NU; C U, fiir i € I. Nun ist aber

WU = (flo) (W) = fi'(W) € U;

7

wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von U; Ji 7. o

Will man nun Satz 1 etwa dazu verwenden, eine stetige Abbildung von R nach R fallweise
zu definieren, so stellt man fest, daf offene Uberdeckungen fiir Fallunterscheidungen recht
praxisfern sind. Satz 2 in §2.3.3 ist da besser, wie am dort darauffolgenden Beispiel zu sehen.

2.3.3 Mittels einer lokalendlichen abgeschlossenen Uberdeckung

abg.
Sei X ein topologischer Raum. Sei I eine Indexmenge. Seien A; C X fiir ¢ € [ so, dafl
off.
Uics Ai = X und daB fiir alle x € X ein 2 € V,, € X existiert mit

I, .= {iel : ANV, #0} endlich.

Man nennt so ein Tupel (4;);c; auch eine lokalendliche abgeschlossene Uberdeckung von

X.
Skizze.

Ar | A As

~ I, = {7,9,3,1}

A As

Ist z.B. I selbst endlich, so konnen wir fiir alle z € X die Wahl V, = X treffen.

Bemerkung. Fine Teilmenge Y C X ist genau dann offen in X, wenn fiir alle i € I die
Teilmenge Y N A; in A; offen ist.

Beweis. Ist Y O& X, so ist nach Definition der Spurtopologie auch Y N A; E A; fire e 1.
Sei umgekehrt Y N A; E A, fir alle i € I. Schreibe Y := X \Y. Also X =Y UY".

Beachte, daf§ Y’ N A; abgg' A; abgg‘ X, also YN A; HE' X fiir i € I; vgl. Aufgabe 6.(3).
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Wir wollen zeigen, daf§ Y OE X. Da (V,)zex wegen x € V,, fiir x € X eine offene Uber-
off.!

deckung von X ist, geniigt es mit der Bemerkung aus §2.3.2 zu zeigen, daB V, NY C V
abg.!
fir 2 € X, ie. daB V, NY' C V, fiir z € X.

Sei x € X. Es ist
V,nY' = (U A)NnV,nY’

(

= (Uie[x (Ai N Vz)) ny’
(Uielz Ai) NV Ny’
(Uier, (AinY")) NV,

c Vi,

da I, endlich und folglich (J;c, (4; NY”) abgg X; vgl. Aufgabe 4.(5). o

Satz 2 (Stiickweise Definition, lokalendliche abgeschlossene Uberdeckung)

Sei weiterhin X ein topologischer Raum, I eine Indexmenge und (Ay)ier eine lokalendliche
Uberdeckung von X . Sei Z ein topologischer Raum. Sei fiiri € I je eine stetige Abbildung

A; L

so gegeben, dajs
fi
fiir alle i, 5 € 1. Dann gibt es nach der Bemerkung in §2.3.1 genau eine Abbildung

AiﬁAj = f] AiﬂAj

x .z

mit fla, = fi fiir alle i € I. Diese Abbildung X L7 st stetig.

Beweis. Sei W E Z. Wir haben zu zeigen, dafi f~*(W) OE X . Nach vorstehender Bemer-
off.!
kung geniigt es hierfiir zu zeigen, da§ f~*(W) N A; C A; fiir i € I. Nun ist aber

off.

FAWV)N A = (fla) ' (W) = fi{(W) C A

wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von A; Sz 0
Beispiel. Sei
f:R — R
. 422 firx >0
v —2? firx <0.

In anderen Worten, sei A; = R und f; : Ay — R, 2+ — 22, und sei Ay = R und
fo: Ay — R, x+—— + 22, Es sind f; und f, stetig; cf. Aufgabe 20.(2) und Beispiel (2, 3)
aus §2.1.1.
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Es ist f via fla, = fi und f[a, = fo definiert im Sinne der Bemerkung aus §2.3.1. Da
(A1, Ay) eine lokalendliche (da endliche) abgeschlossene Uberdeckung von R ist und da

Jilaina, = filioy = folgoy = f2laina, wegen f1(0) = 0= f5(0), ist f stetig.

Bemerkung. Die Bedingung der Existenz der offenen Mengen V. mit I, endlich kann nicht
ersatzlos gestrichen werden. Seietwa X =R, Z =R, I = R und A4, = {r} fiir r € R. Dann

abg.
ist A, = {r}=[r,r] Qg Rund U,c; Ar = U,erirt = R

Aber es gibt etwa fiir 0 € R = X kein V mit 0 € 1} OQH' R und Vy N A, = 0 fiir alle bis auf
endlich viele » € R. Denn ein solches V) enthilt immer ein offenes Intervall (0 — &,0 + ¢)
fiir ein € € R+ als Teilmenge, und dieses besteht aus unendlich vielen Elementen von
R. Also ist (A,),cr zwar schon eine abgeschlossene Uberdeckung von X = R, aber keine
lokalendliche.

Damit ist die Voraussetzung des Satzes 2 nicht erfiillt. Und auch die Aussage ist nicht mehr
haltbar, wie wir nun sehen wollen.

Fiir r € R sei etwa f, : {r} — R definiert durch f,(r) := —1 falls » < 0, und durch
fr(r) := +1falls > 0. Da die Spurtopologie auf {r} diskret ist, ist f, stetig; vgl. Beispiel (5)
aus §2.1.1.

L . —1 fallsxz<0 .
Die sich aus den f, ergebende Abbildung f: R— R, z+—— { 41 fallsz >0 ist hin-

gegen nicht stetig; cf. Beispiel aus §2.2.



Kapitel 3

Konstruktionen

3.1

Subbasen

Definition. Sei X eine Menge. Sei S C Pot(X). Sei

(S) = (S)x = N T
SCTCPot(X),
T ist Topologie auf X

die von S erzeugte Topologie auf X.

Bemerkung.

(1)
(2)
(3)

Es ist (S)x in der Tat eine Topologie auf X. Es ist S C (S)x.

Ist T eine Topologie auf X, und ist S C T, soist (S)x CT.

Schreibe

S = {NU : k€Zs, U €S fiirl<i<k}.
Schreibe

S" = {U,e;V: : I Indexmenge, V; € S’ fiiri € I} .
Dann ist

(SYyy = S".

Kurz, (S)x besteht aus beliebigen Vereinigungen endlicher Schnitte von in S gele-
genen Teilmengen.

Sei T eine Topologie auf X mit S CT C Pot(X).

Ist jede in T liegende Teilmenge von X eine Vereinigung von endlichen Schnitten
von in S gelegenen Teilmengen von X, so ist T = (S)x.

In anderen Worten, ist jede offene Teilmenge in X eine Vereinigung von endlichen
Schnitten von Teilmengen aus S, so ist die betrachtete Topologie von S erzeugt.

36
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Beweis. Beachte zunéchst, da S C S” C S” — es sind auch Schnitte resp. Vereinigungen
mit nur einem Teilnehmer zugelassen.

Zu (1). Sei J eine Indexmenge. Sei T; eine Topologie auf X fiir j € J. Wir zeigen allge-
meiner, daf} auch () s 1 wieder eine Topologie auf X ist. Speziell trifft dies dann auch
fiir <S>X = ﬂSQTQPot(X) T zu.

T ist Topologie auf X
Zu (Top1). Es ist 0 € T; ﬁir allej € J, also auch 0 € N
j € J, also auch X € N

Zu (Top2). Sei I eine Indexmenge. Sei U; € (e, Tj fiir alle i € I. Dann ist U; € T fiir alle
i € I'und alle j € J. Also ist | J,.; U; € T} fiir alle j € J. Folglich ist | J,., U; € ﬂjej

Zu (Top3). Seien U, V' € [;c;T;. Dann sind U V e Tj fiir alle j € J. Folglich ist
UNV eT; firalle j € J. AlsothﬂVEﬂ

T;. Es ist X € Tj fiir alle

jeJ
jGJ

JGJ
Ferner ist S C (\scrcrotxy T = (9)x, da S Teilmenge jedes Teilnehmers dieses
Schnitts ist. T ist Topologie auf X

Zu (2). Es ist das vorliegende T' ein Teilnehmer des (S)x definierenden Schnitts. Somit
ist T" eine Obermenge der resultierenden Schnittmenge.

Zu (3). Ist k € Z>0 und ist U; € S fir 1 < i@ < k, so ist wegen S C (S)y und (S)x
Topologie auch (I_,U; € (S)x; vel. Aufgabe 4. ( ) Also ist S C (9) x.

Ist I eine Indexmenge, und ist V; € S’ fiir ¢ € I, so ist wegen S' C (S)x und (S)x
Topologie auch J,.,;V; € (S)x. Also ist §” C (5)x.

Zu zeigen bleibt also S” D (S)x. Da S C S" C S”, geniigt es dank (2) hierfiir zu zeigen,
dafl S” eine Topologie auf X ist.

Zu (Top1). Ist die Indexmenge I = (), so ist die Vereinigung von Teilmengen von X {iber
I die leere Teilmenge. Also ist ) € S”.

Der Schnitt iiber 0 Teilmengen von X ist gleich der vollen Teilmenge X. Also ist X €
S CSs”.

Zu (Top2). Sei L eine Indexmenge. Sei W, € S” fir ¢ € L. Wir wollen zeigen, dafl
!

UZEL Wee s

Schreibe W, = UiEIe Vyi mit I, Indexmenge und V;; € S’. Es wird

UKELWE = UZEL Uielgw,i = U Vii € S
(€,1) € Upep {€3x1e

Zu (Top 3). Seien W/, W” € S”. Wir wollen zeigen, da W' N W” € S”.
Schreibe W’ = |J,/c;» Vs mit einer Indexmenge I’ und V;; € S’ fiir i’ € I'.
Schreibe W” = J,sc;» Vi mit einer Indexmenge " und Vj; € S fiir i € I".
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Es wird
WAW” = Uy Vi) D UperVir) = | (Vinvi).

(") € I'x 1"

!
Dank der bereits gezeigten Eigenschaft (Top2) geniigt es also, Vi, NV}, € S” fir i’ € I’
und " € I"” zu zeigen.

Seien i’ € I' und " € I” gegeben. Schreibe V) = ﬂflzl U;und V) = ﬂf:;j:l U;mitU; € S
fir 1 <j <K +£k" Es wird

ViV = (NS U) n(NESea ) = M50, e 8 c 87,

j=k'+1

Zu (4). Mit (2) folgt (S)x € T wegen S C T und T Topologie auf X. Auf der anderen

Seite ist (S)x ® g O T wegen der gemachten Voraussetzung an S und T'. Also ist in der
Tat <S>X = T o

Definition. Ist 7" eine Topologie auf X, und ist 7' = (S) x fiir ein S C Pot(X), so heifit
S eine Subbasis von (X,T') (oder von T, oder von X).

Beispiel.
(1) Sei X =11, 2, 3}. Sei S = {{1,2}, {1,3}}. Es ist, in der Bezeichnung von obiger

Bemerkung (2),
S = {{1}7 {172}7 {173}7 {1,2,3}} )

wobei man letztere erhélt, wenn man beim Schnitt auf Teilnehmer verzichtet. So-

dann wird
<S>X = 5" = {(Dv {1}? {172}7 {173}7 {17273}} )
wobei man erstere erhélt, wenn man bei der Vereinigung auf Teilnehmer verzichtet.
Cf. Aufgabe 17.
(2) Esist S:={Rs, : a € RFU{R.; : b€ R} eine Subbasis von R.

Denn zum einen sind die angefiihrten Teilmengen offen in R; vgl. zweite Bemerkung
in §1.2.1.

Zeigen wir, daf} sich zum anderen jede offene Teilmenge U in R als Vereinigung von
endlichen Schnitten von Teilmengen aus S schreiben l&8t.

Fiir x € U gibt es ein ¢, € Ryg mit (x — &, v +¢,) C U. Also ist

U = Uer(® —€a, v+ 6) = Uper(Rso—e, NReoye,) -

Die erste Gleichheit trifft hierbei zu, da zum einen U C |,/ (* — €2,  + &2), da
x € (x —e,, v+e,) fiir alle x € U; und zum anderen die umgekehrte Inklusion nach
Wabhl der ¢, gilt.

(3) Ist (X, T) ein topologischer Raum, so ist T" selbst eine Subbasis von X, i.e. T = (T)x,
da mit Bemerkung (1,2) gilt, daB T'C (T)x C T.
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(4) Ist X eine Menge, so ist (0)x = T'x verklumpt - Denn nach Definition ist (0)x der
Schnitt aller Topologien auf X, und davon ist die verklumpte Topologie in jeder
anderen enthalten.

Lemma. Seien (X,Tx) und (Y,Ty) topologische Riume. Sei S C Ty eine Subbasis von
Ty, i.e. sei (S)y = Ty. Fine Abbildung

x Loy
off.
ist genau dann stetig, wenn f~X(V) C Y fir alle V € S.

off.
Beweis. Ist f stetig, so ist f~1(V) C Y fiir alle V € S, da dies ja sogar fiir alle V € Ty
zutrifft.

Sei umgekehrt f~1(V) E Y fiir alle V€ S. Schreibe, wie in obiger Bemerkung (2),

S = {NL,Vi s k€Zs, Ve S fir 1 i<k}
S" = {Uie/Vy ¢ I Indexmenge, V/ € S’ fiir i € I} .

Sei V" OQE Y. Wir haben zu zeigen, daf§ f=1(V") OE! X.

Nach obiger Bemerkung (2) ist V' € S”. Schreibe V" = | J,; V' mit einer Indexmenge I
und mit V/ € S fiir ¢ € 1. Es wird

f_l(v//) - f_l(UiGIVi/) - Uz'e]f_l(vi/)-

Damit geniigt es zu zeigen, da§ f~(V}) OE X fiir i € I. Schreibe V/ = ﬂle V;; mit
Vi; € S. Es wird

P = = Yis) = Misd ™ () -
DaV;; € S, ist f~*(V;;) nach Voraussetzung eine offene Teilmenge von X. Also gilt dies
auch fiir diese Schnittmenge, d.h. fir f~1(V}). o

3.2 Basen

Sei (X, T) ein topologischer Raum.

Definition. Eine Teilmenge B C T heifit Basis von (X,T) (oder von T, oder von X),
off.

falls fiir alle U € X und alle x € U noch ein V € B mit x € V C U existiert.

Bemerkung. Sei B eine Basis von (X, T).

(1) Jede offene Teilmenge von X ist Vereinigung von in B gelegenen Teilmengen.

(2) Es ist B auch eine Subbasis von (X,T).
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Bewezs.

Zu (1

off.
)-Sei U € X. Fiirz € Usei V, € Bmit x € V, € U. Dann wird U = (J,cp Va,

wobei C wegen x € V,, fiir x € U, und D wegen V,, C U gilt.

Zu (2). Nach Bemerkung (4) aus §3.1 sollte hierzu jede offene Teilmenge von X eine
Vereinigung von endlichen Schnitten von in B gelegenen Teilmengen sein. Nach (1) ist eine
offene Teilmenge von X nun aber sogar eine Vereinigung von in B gelegenen Teilmengen,
also, ausfiihrlich gesagt, eine Vereinigung von Schnitten mit je nur einem Teilnehmer von
in B gelegenen Mengen. o

Beispiel.

(1)

Die Subbasis S = {R-, : a € R}U{R., : b€ R} von R aus Beispiel (2) von §3.1
off.

ist keine Basis. In der Tat ist zwar e.g. (0,2) C R, aber fiir 1 € (0,2) gibt es keine

in S gelegene Teilmenge V mit 1 € V' C (0,2). In der Tat ist keine in S gelegene

Teilmenge von R eine Teilmenge von (0, 2).

Sei (X, d) ein metrischer Raum.

Esist B := {B.(x) : € X, ¢ € Ry} eine Basis der Topologie T*? auf X; cf.
§1.3.1.

Zunichst ist B C T™9 dank des Lemmas aus §1.3.2.

off.
Sei ferner U C X. Fiir x € U gibt es ein ¢ € R.g mit x C B.(z) C U. Das ist ja
gerade die Definition der offenen Teilmengen in X.

Als Beispiel fiir (2) kénnen wir fiir n € Z>, die Basen
{BP(z) : 2 € R", £ € Ry}
und
{B)(z) : 2 €R", e € Rug}
von R" anfiihren. Vgl. §1.3.5.4, §1.3.5.5.

Wir verkleinern die erste der in (3) angefiihrten Basen noch ein wenig.
Schreibe B.(z) := BgQ)(x) und d(z,y) := d®(x,y), wobei x, y € R" und £ € Ry .
Es ist auch
B = {B.(x) : z€Q", £ € Qso}
eine Basis von R".

Wir behaupten zunéchst, dafl es zu jedem x = (z;); € R" und jedem 1 € R ein
y = (y:)i € Q" mit d(z,y) < gibt.
Sei hierzu k € Zg so, daB 107% < n/y/n. Sei 1 < i < n. Sei

y; = 107F[10%2;] € Q.



41

(Ist z.B. x; = 2,3854... und k = 2, so ist y; = 107%[238,54... | = 2,38.)

Wegen
10F2; — 10%y; = 10%2; — [10%z;] € [0,1)

ist z; —y; € [0,107%). Daher ist

dy,x) = (i (g —2)*)"? < (T (1072 = 107"n < .
Dies zeigt die Behauptung.

Zeigen wir nun, dafl B eine Basis von R" ist. Sei U E R". Sei z € U. Wir haben
! !
ein V € Bmit x € V C U zu finden.

Sei € € Ry so, daBl B.(z) C U. Sei £ € Z> mit 107° < £/2. Sei
¢ = 107"10%/2] € Q.

Esist 0 < ¢ <¢g/2,dag/2—¢€10,107%) C[0,2/2).

Sei mit vorstehender Behauptung ein y € Q™ so gefunden, dafl d(y,x) < &.
Esist V := Be(y) € B.

Esist x € V = Be(y), da d(z,y) < &

Es ist V = Be¢(y) € Bo(x). Denn sei z € Be(y), i.e. d(2,y) < & Dann ist

d(z,z) < d(z,y)+d(y,z) < {+§ < €,

also z € B.(z).
Insgesamt wird also z € V = Be(y) C B.(z) C U.
Skizze.

(5) Ist (X, T) ein topologischer Raum, so ist T" selbst eine Basis von (X, T).
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3.3 Initial und final

3.3.1 Initiale Topologie

Sei X eine Menge. Sei k € Z>;. Seien (Y, Ty,) topologische Réume fiir 1 < i < k. Seien
X Lo v; Abbildungen fiir 1 < i < k.

Y)
f1
/fé}/2
X :
fr—1
I
Y

Wir wollen auf X eine Topologie so definieren, dafl die Abbildungen f; “gerade noch” stetig
werden.

Setze .
Ty iwivan (= (U {f71 (Vi) = Vi C Yid)x s
was (—)x, also das Erzeugen einer Topologie, anbelangt, cf. §3.1.
Bemerkung.
(1) Esist X i, Y; stetig (bzgl. T'x initial(f), und Ty,) fir 1 <i < k.
(2) Sei (Z,Ty) ein topologischer Raum. Sei Z —*~ X eine Abbildung.

Esist 7 2+ X (bzgl. Ty und T'x initial,(£,); ) genau dann stetig, wenn Z Jies, Y; stetig
ist (bzgl. Ty und Ty;) fir alle 1 <i < k.

Y1
fiog
f
e
i
frog
Yy

Es ist (2) eine Art Gebrauchsanweisung fiir den Umgang mit der initialen Topologie.
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Bewezs.

~ off.
Zu (1). Sei 1 < j < k. Sei V; CY;. Dann ist

off.
{fjil(vj) e Yﬂ;
UL {7 (V) - Vi C Y}
off.
(U 7' (Vi) : Vi CYibx
- 7—1)(—7 initial,(fi)i ’

;71 (V))

M 1N m

also f;l(‘%) E X.

Zu (2). Sei zum einen g stetig. Sei 1 < i < k. Dank (1) ist f; stetig. Somit ist auch g o f;
stetig als Kompositum stetiger Abbildungen; vgl. erste Bemerkung aus §2.1.1.

Sei zum anderen f;og stetig fiir alle 1 <7 < k. Wir wollen die Stetigkeit von g zeigen. Nach
dem Lemma aus §3.1 geniigt es, hierzu zu zeigen, dafl das Urbild einer in der Subbasis

UL {7 V)« Vi S vi

off.
von T’ initial,(f,); liegenden Teilmenge stets offen in Z ist. Sei also 1 <¢ < kund V; C Y;.
off.!
Wir haben zu zeigen, dal ¢~ '(f;*(V;)) € Z. Nun ist aber f; o g stetig, so daB wegen
off.
V; CY; auch

[m]

Im Falle & = 1 schreiben wir Y := Y] und f := f;. Gegeben ist diesenfalls also ein
topologischer Raum (Y, 7Ty) und eine Abbildung X oy,

Bemerkung. Fs ist

off.
Tx,mitia,f = {f7' (V) : VCY}.

off.
Beweis. Nach Konstruktion ist T'x initial, = ({/7(V) : V C Y})x. Somit ist zu zeigen,

off.
daB T := {f~Y(V) : V C Y} bereits eine Topologie auf X ist. Denn dann ist 7' = (T') x;
cf. Beispiel (5) aus §3.1.

Zu (Topl). Esist 0 = f~*(0) e T. Esist X = f~1(Y) e T.

Zu (Top2). Sei J eine Indexmenge. Sei V; E Y, also f71(V;) € T fiir j € J. Es ist
Ujle_l(Vj) = f_l(UjeJV}) €T,

da U, V; C V.
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off. !
Zu (Top3). Seien V', V" C Y. Wir wollen zeigen, dafl f~ (V)N f~4(V") € T. In der
Tat ist

PNV = v e T

VNV ey, .

Beispiel.

(1)

Sei (X, T) ein topologischer Raum. Sei X’ C X eine Teilmenge. Sei X' —~ X die
Inklusion. Dann ist

off. off.
Txr imitial,, = 10 (U) : UC X} = {UNX : UCX}
die Spurtopologie auf X'.

Sei Y ein topologischer Raum. Sei yg € Y. Sei X eine Menge. Sei die Abbildung
X LoV erklirt durch f(z) :=yo € Y fiir alle x € X, i.e. sei f konstant mit Wert

Yo Dann ist T imiial, f = T, verktumpe - Denn fiir V' C Y ist f~1(V) = X falls yo € V/,
und f~1(V) =0, falls yo € V.

Sei k = 2. Sei X :={1,2,3}. Sei Y] := Y5 := {1, 2}, ausgestattet mit der Sierpinski-
Topologie {0, {1},{1,2}}; cf. Aufgabe 2. Seien

X oy, o x 2y
1 — 1 1 — 1
2 — 1 2 — 2
3 — 2 3 — 1.

Wir wollen T'x initial, (f,,£,) Perechnen. Eine Subbasis dieser Topologie ist gegeben
durch die Menge der Urbilder offener Mengen unter f;, vereinigt mit der Menge der
Urbilder offener Mengen unter f5, namentlich durch

{0, {1,2}, {1,2,3}} U {0, {1,3}, {1,2,3}} = {0, {1,2}, {1,3}, {1,2,3}}.

Als Subbasis geniigt also auch

{125, {1,3}}

Die davon erzeugte Topologie auf {1,2,3} wurde in Beispiel (1) in §3.1 schon zu

TX,initial,(fl,fg) - {Q)u {1}7 {172}7 {173}7 {17273}}

berechnet.
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3.3.2 Finale Topologie

Sei Y eine Menge. Sei k € Z>;. Seien (X;, T,) topologische Rdume fiir 1 < ¢ < k. Seien
X; Lo v Abbildungen fiir 1 < i < k.

Xy
fi
X f2
Y
fr—1
X1 fr
Xk

Wir wollen auf Y eine Topologie so definieren, daf die Abbildungen f; “gerade noch” stetig
werden.

Setze
off.
Ty fnal ;= {VCY : f71(V) C X, fiiralle 1 <i<k}.
Bemerkung.
(1) Es ist Ty, inai(s,), eine Topologie auf Y .
(2) FEsist X; Ty stetig (bzgl. Tx, und Ty, gna(s,), ) fiir 1 <i < k.

(3) Sei (Z,Ty) ein topologischer Raum. Sei Y 4~ Z eine Abbildung. Es ist Y -~ Z
(bzgl. Ty inal(f,), und Tz) genau dann stetig, wenn X; ol g stetig ist (bzgl. Tk,
und Tz) fir alle 1 <i < k.

Es ist (3) eine Art Gebrauchsanweisung fiir den Umgang mit der finalen Topologie.
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Bewezs.

Zu (1). Wir zeigen, daB Ty, fnal(s,), eine Topologie auf Y ist.
off.
Zu (Topl). Es ist 0 € Ty gnal (s da f;i'(0) = 0 C X, fiir alle 1 < ¢ < k. Es ist
off.
Y € TY,ﬁnal,(fi)i, da f;l(Y) = Xl g Xz fir alle 1 g 1 g k.
Zu (Top2). Sei J eine Indexmenge. Sei V; € Ty, finay(s,); flir j € J. Dann ist auch

off.
fiil(UjejV}) = Ujejf;l(‘/j> C X
fiir 1 <4 <k, und also Ujej‘/} € Ty, final,(£); -
Zu (Top3). Seien V', V" € Ty final(f,), - Dann ist auch

FVnvT = VA € X

fir 1 <4 <k, und also V' NV" € Ty, nai, (1)

it

off. off.
Zu (2). Sei 1 <i<k.Sei V CVY,dh V € Ty gnas), - Dann ist 7' (V) C X;. Also ist
fi stetig.

Zu (3). Sei zum einen Y —L» Z stetig. Sei 1 <4 < k. Dank (2) ist f; stetig. Somit ist auch
g o f; stetig als Kompositum stetiger Abbildungen; vgl. erste Bemerkung aus §2.1.1.

Sei zum anderen g o f; stetig fiir alle 1 < ¢ < k. Wir wollen die Stetigkeit von g zeigen. Sei

off. off.! | off.!
W C Z. Zu zeigen ist g7 ' (W) C Y, ie. g7 (W) € Ty, final(sy), » 1€ gt w)) C X;
fiir 1 <7 < k. Da aber g o f; stetig ist, ist in der Tat

off.

g™ (W) = (go fi) ' (W) C X,
firl1 <i<k.
Beispiel.

(1) Sei k = 2, sei X; = Xy = {1,2}, ausgestattet mit der der Sierpinski-Topologie
{0, {1}, {1,2}}; vgl. Aufgabe 2. Sei Y = {1,2,3}. Seien

X, I~ v x, vy

Wir wollen Ty inal(f,,1,) berechnen. Eine Teilmenge von Y ist diesbeziiglich offen, falls
ihre beiden Urbilder offen sind. Durchpriifen der 6 fraglichen Teilmengen ergibt

TY,ﬁnal,(fl,fQ) = {@7 {3}7 {1,3}7 {17273}} .
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(2) Sei (X, T) ein topologischer Raum. Sei (~) eine Aquivalenzrelation auf der Menge
X. Sei

Y = X/(~) = {[z]~ : z€ X}
die Menge der diesbeziiglichen Aquivalenzklassen, also [z]. = {2/ € X : 2/ ~ 2}

fir 2 € X. Sei X Lo Y, 21— [z]~. die kanonische Abbildung.

off. off.
Bestimmen wir Ty gipays- Es ist V' C Y genau dann, wenn (V) C X. Dieses
Urbild berechnet sich zu

FIV) = {zeX : [2l.evV) = | ).

[z]~ €V

In Worten, eine Teilmenge von Y = X/(~) ist genau dann offen, wenn die Vereini-
gungsmenge der in ihr enthaltenen Aquivalenzklassen offen in X ist.

Sei schlieflich eine stetige Abbildung X Y~ Z gegeben mit g(z) = g(2') wann immer
r ~ /. Es existiert genau eine Abbildung X/(~) -2~ Z mit go f = g, d.h. mit

g([z]~) = g(x) fir x € X.
fl /
X/(~)
Nach Bemerkung (3) ist g stetig.

(3) Ein Beispiel zu (2). Sei X = {1,2,3}, ausgestattet mit der Topologie Tx =
{0, {1}, {1,2}, {1,3}, {1,2,3}}; cf. Beispiel (1) in §3.1. Sei [1]. = {1}, und sei-
en [2]. = [3]. = {2,3}. Dann ist

X/(~) = {l1]~ 2~ Bl = {0~ 21 = {{1}, {2.3}} .
Die finale Topologie auf X/(~) beziiglich X 4, X/(~), v+ [z]~ ergibt sich zu

Tx/(~),mman ;= {0, {[1] 2.1},

da fiir jede dieser Mengen die Vereinigung der in ihr enthaltenen Aquivalenzklassen
offen in X ist, und da dies fiir {[2]~} nicht gilt. Es ist X/(~) also homéomorph zum
Sierpinski-Raum via 1+ [1]., 2+ [2]; vgl. Aufgabe 2

3.4 Produkte

Sei k € Z>;. Seien (X;,Tx,) topologische Rédume.
Betrachte das (kartesische) Produkt

H;C:lXi = X1><X2X"'><Xk = {(ZL‘l,Ig,...,ZL'k) . ZL‘ZEXqurnggk?}
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Wir haben die Projektionsabbildungen

[, X = X
(;El,...,ﬂj‘k) = ;.

fiir 1 < j < k. Setze

Tl‘[f:lxi = Tl‘[f:lxi,initial,(m)i ;
vgl. §3.3.1. Ist nichts anderes spezifiziert, so trage ein Produkt diese Topologie.
Insbesondere ist 7; stetig fiir 1 < j < k.

Explizit wird

k _ off.
T D (Ui W) Ui C Xi}>Hf:1Xi
off.
= <Uf:1{X1 X oo X Xi—l X UZ X Xi+l X e X Xk . Uz - X1}>Hf=1Xz .

Schreibe noch X** := [[*., X = X x --- x X (k Kopien von X). Setze noch X*0 := {},
der einpunktige Raum; cf. §1.2.4.2.

Beispiel. Ist k = 2, so ist
S ={UxY :UCX}U{XxV:VCY)
eine Subbasis von X x Y. Insbesondere, sind U E X und V E Y, so ist

UxV = UxY)N(XxV) C XxY.

Mehr noch, es wird

B={UxV: :UCX, VCY}
eine Basis von X XY. Denn aus S C B C (S) xxy folgt, da (S) xxy € (B)xxy C (S)xxy ,
und also (B)xxy = (S)xxy, i.e. dal B ebenfalls eine Subbasis von X X Y ist. Da nun

der Schnitt zweier Elemente von B wieder in B enthalten ist, ist B mit Aufgabe 25.(2)
eine Basis von X x Y.

Die bereits als stetig erkannten Projektionen

X xYvY ™M X
(z , y) — =

X xY vy
(x , y) +— y

sind auch offen. Betrachten wir o.E. dafiir einmal 7y . Mit Bemerkung (1) aus §3.2 geniigt
es zu zeigen, dafl mx Elemente von B auf offene Teilmengen von X abbildet, da Bild unter
7mx zu nehmen mit dem Bilden beliebiger Vereinigungen vertauscht; cf. Bemerkung (1)
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aus §3.2. In der Tat ist fir U x V mit U C X und V C Y auch mx (U x V) = U C X,
falls V # 0, und 7 (U x V) = 0 C X, falls V = 0.
Sei x € X. Sei y € Y. Es sind

X v X x Y
E — (€&, v)
Yy 2 X x Y
n — (x , n)

stetig. Zeigen wir dies o.E. nur fiir 4, . Nach Bemerkung (2) aus §3.3.1 geniigt es zu zeigen,
dafl die Komposita von %, mit 7x und mit my stetig sind. Zum einen ist 7x o7, = idx
stetig, zum anderen ist my o 4, als konstante Abbildung (mit Bild y € Y') stetig. Cf.
Beispiel (2,3) aus §2.1.1.

Bemerkung. Se: Y ein topologischer Raum. Seien y Li X; stetig fir 1 <i < k. Dann
st auch

y Whellx w0 X, o x o o x Xy = [T, X
y —— (W) L&) . o KW) = (i)

stetig.

Beweis. Nach Bemerkung (2) aus §3.3.1 gentigt es zu zeigen, dal das Kompositum mit 7;
stetig ist fiir 1 < ¢ < k. Nun ist aber m; o (f1, fa, ..., fx) = fi; nach Voraussetzung stetig.o

Beispiel.
(1) Sei n € Zx. Es ist die Bijektion

R P RX"

<> o

ein Homoomorphismus. Siehe Aufgabe 33.

(2) Sei X = {1,2}, ausgestattet mit der Sierpinski-Topologie {0, {1}, {1,2}}; cf. Auf-
gabe 2. Eine Subbasis von X x X ist gegeben durch

{0x{1,2}, {1} x{1,2}, {1,2} x{1,2}} U {{1,2} x0, {1,2} x{1}, {1,2} x{1,2}};
cf. obiges Beispiel. Daraus resultiert die Topologie
{0, {L. D} LD, (1L} {1,1), 2,1} {1 1), (1,2), (2.}, {(1,1), (1,2), (2,1), (2,2)}}

auf X x X = {(1,1), (1,2), (2,1), (2,2)}. Hierin ist {(1,1), (1,2), (2,1)} nicht von
der Form U x Vmit U ¢ X und V C Y.
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3.5 Disjunkte Vereinigungen

Sei k € Z;. Seien (X, T,) topologische Raume.
Betrachte die disjunkte Vereinigung
[T, X = {1} x X U {2} x Xy U --- U {k} x X,
wobei, um sicherzugehen, daf§ die Schnittmengen leer sind, jede Menge X; noch mit einem

vorangestellten Zusatzindex versehen wurde.

Wir haben die Injektionsabbildungen

X, e 1L X

Setze

T]_Ile X’L = T]_I?:l Xi7 ﬁnalv ("z)z 7

vgl. §3.3.2. Ist nichts anderes spezifiziert, so trage eine disjunkte Vereinigung diese Topo-
logie. Insbesondere ist ¢; stetig fiir 1 < j < k.

off.
Sei U C ]_[leXi. Es ist genau dann U C ]_[leXi, wenn

SNU) = {zeX, : (o) eU) C X,

firl <i<k.
Schreibe noch XY := Hle X. Setze noch X0 := (; cf. §1.2.4.1.

Bemerkung. Sei Y ein topologischer Raum. Seien X; iy stetig fir 1 <1 < k. Dann
st auch

Hf:1 X, [f1, Sz fk] v
stetig.

Beweis. Nach Bemerkung (3) aus §3.3.2 geniigt es zu zeigen, daf§ das Kompositum mit ¢;
stetig ist fiir 1 < ¢ < k. Nun ist aber [f1, fo, ..., fx] © t; = f; nach Voraussetzung stetig. o



Kapitel 4

Eigenschaften topologischer Riaume

4.1 Hausdorffraume

4.1.1 Begriff und erste Eigenschaften

Definition. Sei X ein topologischer Raum. Es heifit X hausdorffsch oder Hausdorffraum,

off. off.
falls fiir alle x, 2’ € X mit x # 2’ offene Mengen x € U C X und 2’ € U’ C X existieren
mit UNU' = .

Beispiel.

(1) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Es ist X, ausgestattet mit der von d induzierten
Topologie T4 ein Hausdorffraum.

Denn seien x, ¥’ € X mit x # z’. Dann ist d(z,z") > 0. Setze ¢ := d(x,2")/2. Sei

U := B.(z) und U’ := B.(2'). Es sind B.(z), B.(2') OQH‘ X; cf. Lemma in §1.3.2.
Zeigen wir, daB B.(z) NB.(a’) = (). Sei angenommen, es gibt ein y € B.(z) NB.(z').
Dann wird

2¢ = d(z,2") < d(z,y)+d(y,2') < e+e = 2¢,

und wir haben einen Widerspruch. Also gibt es in B.(x) N B.(2’) kein Element.
(2) Aus (1) entnimmt man insbesondere, dal R fiir n € Z>, hausdorffsch ist.

(3) Es ist der Sierpinski-Raum ({1,2}, {0, {1}, {1,2}}) aus Aufgabe 2 nicht haus-

dorffsch. Denn darin ist zwar 1 # 2. Die einzige offene Teilmenge, die 2 enthélt, ist

o1
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aber {1,2}, und diese hat mit jeder offenen Menge, die 1 enthélt, einen Schnitt, der
1 enthélt und daher nicht leer ist.

(4) Sei X hausdorffsch. Sei Y C X, ausgestattet mit der Spurtopologie. Dann ist auch
Y hausdorffsch. Denn seien y, ¥’ € Y mit y # 3. Dann gibt es y € U E X
und ¢ € U’ E X mit UNU' = 0, da X hausdorffsch ist. Dann ist aber auch
yEYﬂUEYundy’EYﬂU’EYmit UnY)NnU'NY)=UnU)NY =0.

Bemerkung. Sei X ein topologischer Raum. Es ist X hausdorffsch genau dann, wenn

die Diagonale
A(X) = {(z,z) : z € X}

eine abgeschlossene Teilmenge von X x X ist.

off.!
Beweis. Sei zum einen X hausdorffsch. Wir wollen zeigen, dafi (X x X)NA(X) € X x X.
Dazu geniigt es, um jedes Element (x, ") von (X x X))~ A(X) noch eine offene Teilmenge
Wigay von X x X mit (z,2") € Wiy € (X x X) N A(X) zu finden; cf. Bemerkung aus
§1.1.3.

off. off.
Sei also (z,2') € (X x X)NA(X). Dannist x #2'. Seiz €e U C X und 2/ e U' C X
mit U N U’ = (). Dann ist

(z,2") CUxU C (X xX)\NAX),

da (y,y’) € U x U’ nach sich zieht, dal y # ¢/, i.e. daB (y,y’) & A(X). Ferner ist
UxU E X x X. Wir kénnen also Wiy 1y := U x U’ setzen.

abg.
Sei zum anderen A(X) C X x X. Seien z, 2’ € X mit x # 2’. Dann ist (z,2) €
(X x X)~A(X) C X x X. Es ist

off.
{UxU : U U C X}
off.
eine Basis von X x X; cf. erstes Beispiel von §3.4. Somit gibt es U, U' C X mit
(,7) € UxU' C (X x X)~AX) € X x X .

off. off.
Nunist z € U € X und 2/ € U’ C X. Ferner ist UNU’' = (), day € UN U’ zur Folge
hatte, daB (y,y) € U x U’' C (X x X) N A(X), ie. (y,y) € A(X), was aber nicht der Fall
ist. Somit ist X als hausdorffsch nachgewiesen. o

4.1.2 Dichte Teilmengen

Sei X ein topologischer Raum.
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Definition. Eine Teilmenge D C X heifit dicht, falls D = X.
Bemerkung. FEs ist D C X dicht genau dann, wenn U 0 D # () fiir alle ) # U E X.

— abg.
Beweis. Sei zum einen D C X dicht, i.e. D = X. Wére UND = 0,soauch D C XU C X
und damit X = D C X \ U unter Verwendung von Bemerkung (2) aus §1.4, was wegen
U # () aber nicht sein kann. Also ist in der Tat U N D # ().

off. _ _ off.
Sei zum anderen U N D # () fiir alle § # U C X. Ware D C X, so wire ) # X \ D C X
und DN (X N D) C DN (X~ D) =0, was aber nach Voraussetzung nicht sein kann. o

off.
Beispiel. Sei n € Zs. Es ist Q" C R™ dicht. Denn sei ) # U C R™ Dann gibt
es ein x € U, und also auch ein ¢ € R+y mit Bgz)(x) C U. Koénnen wir zeigen, daf

Q" NBY () # 0, so folgt auch Q" NU # (. Aber in der Behauptung in Beispiel (4) in
§3.2 haben wir gesehen, daf8 ein y € Q" mit d® (x,7) < ¢, also mit y € BY® (x) existiert.

4.1.3 Vergleich stetiger Abbildungen

Satz 3 (Abgleich auf dichter Teilmenge) Sei X ein topologischer Raum. Sei D C X

)
eine dichte Teilmenge. Sei'Y ein Hausdorffraum. Seien X —LY stetige Abbildungen.
9

Ist flp=glp, soist f =g.

Bewez’s Sei E:={r e X : f(r)=yg(z)} CX. Esist D C E. Kénnen wir zeigen, da8
E C X ist, so folgt X = D C E C X mit Bemerkung (2) aus §1.4, also £ = X und
somit f = g.

Nun ist aber
E = {zeX : f(z)=
= {zeX : (f,9)(z
= (f.9)7"(A(Y))
abg. X

g(x)}
) = (f(2),9(x)) € AY)}

da wegen Y hausdorffsch A(Y) abgg‘ Y x Y ist; vgl. Bemerkung aus §4.1.1 und Aufga-
be 18.(1). o

4.2 Kompaktheit

4.2.1 Begriff und erste Eigenschaften

Sei X ein topologischer Raum.
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Definition. Es heifit X kompakt wenn fiir jede offene Uberdeckung X =

.1 Ui (wobei

I Indexmenge, und U, g X fiir ¢ € I) eine endliche Teilmenge Iy C [ existiert mit
X = UiEIo U,

Man nennt X = [

ie1, Ui auch eine endliche Teiliberdeckung von X = J;.; U;

Beispiel.

(1)

(2)

Ist X = {z} ein einpunktiger topologischer Raum, so ist X kompakt. In der Tat
enthélt jede offene Uberdeckung von X wenigstens einmal den Teilnehmer {x}.
Dieser alleine stellt dann schon eine geeignete endliche Teiliiberdeckung dar.

Die reelle Gerade R ist nicht kompakt. In der Tat gibt es fiir die offene Uberdeckung
R = U,cz.,(—n,+n) keine endliche Teiliiberdeckung. Denn sei Iy C Zx; endlich.

Sei ng := max Iy. Dann ist {J,c; (=n,+n) = (=no, +no) € R.

Seien a, b € R mit a < b. Dann ist [a, b] kompakt.
Ohne Einschréankung ist a < b; cf. (1).

Sei hierzu [a, b] = J,.;(U; N [a,b]) mit I Indexmenge und Uj; E R gegeben. Sei also
[a b] C UzGI
Eine Folge (tk)k = (tk)rezs, mit t € [a,b] heiBe zuldssig, falls

® to = a,
o 1) <ty fiir alle £ € Z>p und

e cs fiir alle k € Zyg ein i € I gibt mit [t, tx1] C U;.

Sei T := {(tx)r : (tr)r ist zuldssig}. Es ist (a,a,a,...) zuldssig, und also T # 0.

Sei 7 := sup{ sup,tx : (tx)r € T}. Esist 7 € [a,b], da sup, tx € [a,b] fiir alle
(tk)k eT.

Wir behaupten, dal a < 7. Sei ¢ € I mit a € U;. Dann gibt es ein § € R~y mit
(a—d,a+0) C U; und a+6 < b. Insbesondere ist [a,a+6/2] C U; und a+9/2 € |a, b].
Somit ist die Folge

(a, a+9/2,a+0/2,a+6/2, ...)

zuldssig. Thr Supremum ist a + §/2. Also ist @ < a + 6/2 < 7. Dies zeigt die
Behauptung.

Wir behaupten, dafli 7 = b. Annahme, nicht. Dann ist ¢« < 7 < b dank voriger
Behauptung. Sei i € I mit 7 € U; . Dann gibt es ein 6 € Ryo mit (1 —9§,7+0) C U,
und (7—0,749) C [a, b]. Da 7—§/2 keine obere Schranke von { sup, tx : (tx)r € T}
ist, gibt es ein (tx)r € T mit sup,, tx € (T—0/2,7]. Nun ist 7—0 keine obere Schranke
fiir (tx)x . Sei also £ € Zso mit t, > 7—3. Somit ist ¢, € (7—4, 7]. Wahle t' € (7,7+0).
Da [ty '] C (1 — 6,7+ 0) C U, ist

(to, t1, ..., te, Ut 1, ...)
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zuldssig. Thr Supremum ist ¢ > 7. Nach Definition von 7 ist aber ' < 7. Dieser
Widerspruch zeigt die Behauptung.

Wir behaupten, daf es ein (tx)r € T und ein £ € Zsy mit ty = b gibt. Sei i € [ mit
b € U;. Dann gibt es ein § € Ry mit (b—0,b+ ) C U; und b— 6 > a. Insbesondere
ist [b —0/2,0] C U; und b — §/2 € [a,b]. Da b — 6/2 nach voriger Behauptung
keine obere Schranke von { sup,ty : (tx)r € T} ist, gibt es ein (¢,)x € T mit
supy t). € (b—6/2,b]. Nun ist b — ¢ keine obere Schranke fiir (¢}, . Sei also £ € Zx
mit ¢, > b—0. Da [t},b] C (b—9,b+9) CU,, ist

(t6,t/1, ceey tle, b, b, b, ) = (tk)k

zuléssig. Dies zeigt die Behauptunyg.

Sei (tx)r € T und ¢ € Z>o mit .41 = b wie in voriger Behauptung. Sei [tg, tj+1] C
Uiy filr gewisse i(k) € I fiir 0 < k < €. Sei Iy := {i(k) : 0 <k </} Esist I eine
endliche Menge. Ferner wird

[a, 0]

Uzolti tea]
¢

Uk:o Ui(k)

Uie[o UZ !

Insbesondere ist [a,b] = e, (Ui N [a, b]).

N

Die letzte unserer Behauptungen garantiert noch etwas mehr als nur die Auswahl
einer endlichen Teiliiberdeckung. Wir haben noch eine Unterteilung unseres Intervalls
in endlich viele Teilintervalle so, daf} jedes Teilintervall in einem Teilnehmer unserer
endlichen Teiliiberdeckung liegt.

Ferner merken wir an, daB man unter Inkaufnahme von Bezeichnungsschwierigkei-
ten auch mit “zulédssigen endlichen Tupeln” anstelle zulédssiger Folgen arbeiten hétte
konnen.

Lemma.

et ein Hausdorffraum. Seir Y C mit ompakt. Dann st abgg'X.
(1) Sei X Hausdorff Sei Y C X Y kompakt. D Y

abg.
(2) Sei X ein kompakter topologischer Raum. Sei Y C X. Dann ist Y kompakt.

(3) Sei X ein kompakter topologischer Raum. Sei Y ein topologischer Raum. Sei
X Lo v eine stetige Abbildung. Dann ist f(X) kompakt.

(4) Sei X ein kompakter topologischer Raum. Sei Y ein Hausdorffraum. Sei X Ty
$(X)
eine stetige injektive Abbildung. Dann ist X ki f(X) ein Homéomorphismus.
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off.
Beweis. Zu (1). Es geniigt zu zeigen, dafi es fiir alle x € X \Y ein U, C X mit z € U, C
X \'Y gibt; vgl. Bemerkung aus §1.1.3.

off.
Sei x € X \Y. Da X hausdorffsch ist, kénnen wir fiir jedes y € Y ein y C V,, € X und
ein x C U, E X mit V,NU, = () wihlen. Es ist
Y = UyEY(‘/;/mY) .
Da Y kompakt ist, gibt es ein k € Z>p und y; € Y fiir 1 <4 < £k mit
k
Y = Uizl (‘/;Jz ny).

Setze U, = ﬂle U, E X. Esist v € U, da x € U, fiir alle y € Y. Wir wollen zeigen,
das} U, é_ X Y. Wir haben
YU, € (UL V) NUe = UL (VN Ua) € UL (G0 Uy) = 0,
und folglich Y N U, = 0.
Zu (2). Sei Y = ;. (U;NY) mit U; OQE X offen iiberdeckt. Dann ist Y C (J,; U; und also
X = (X\NY)U U, Ui

offen iiberdeckt. Da X kompakt ist, gibt es eine endliche Auswahl aus den Teilnehmern
dieser Uberdeckung, die immer noch X iiberdeckt. Insbesondere gibt es eine endliche
Teilmenge Iy C I mit

X = (XNY) U U, Ui -

DaYN(X\Y) =0, folgt, daB Y C Uie[o U;,ie. daBY = Uiel()(Ui NY). Also haben wir
eine endliche Teiliiberdeckung von Y gefunden und somit Y als kompakt nachgewiesen.
Zu (3). Sei f(X) = U,;e;(ViN f(X)) offen iiberdeckt, wobei V; E Y. Zunéchst folgt

X = X)) = Uier Vin f(X) = Uie, FH Vi F(X) = User f1 (VD) -

Da f stetig ist, handelt es sich hierbei um eine offene Uberdeckung von X. Da X kompakt
ist, gibt es eine endliche Teilmenge Iy C I mit X = {J;;, f~HV;). Es folgt

FX) = fUier, F700) = Uier, F(E (V) = Uieg, ViN f(X)) -

Also ist eine endliche Teiliiberdeckung von f(X) gefunden und somit f(X) als kompakt
nachgewiesen.

Zu (4). Bs ist f|/) stetig und bijektiv. Wir miissen zeigen, daB f|7*) offen ist. Sei
U E X. Wir haben zu zeigen, dafl f(U) OE f(X), ie. daB f(X) ~ f(U) abC_g‘! f(X). Es ist
X\U abgg' X. Mit (2) folgt, daB X \ U kompakt ist. Mit (3) folgt, daB8 f(X \ U) kompakt
ist. Mit der Injektivitdt von f und (1) folgt f(X) N f(U) = f(X \U) abgg' Y. Also ist auch
F(X)~ F(U) ' F(X): vgl. Aufgabe 12.(2). .
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4.2.2 Tychonoff (endlich)
Lemma [6, (1.4)]. Seien X und Y topologische Riume. Sei X' C X mit X' kompakt. Sei
Y' CY mitY' kompakt. Sei I eine Indexmenge. Seien W; E X XY firi el derart, dafs

X'xY Cc U

zEI
off. off.
Dann gibt es X' CU C X undY' CV CY und eine endliche Teilmenge Iy C I so, dafs

X' xY CUxV C Uier, Wi SX xY.

Beweis. Betrachten wir zundchst den Spezialfall X' = {x'} einpunktig.
Sei einmal y' € Y. Sei ¢ € I mit (2/,y') € W;. Unter Verwendung der Basis von X x Y
off. off.
aus dem ersten Beispiel von §3.4 finden wir ein ein Uy C X und ein Vy C Y mit
(x',y’) S Uy/ X ‘/y/ c W;.

Esist Y/ C U,y Vi, L€

y' ey’

Y = Uyey (Vy NY').
Da Y’ kompakt ist, gibt es ein k € Z>o und y; fiir 1 < j < k mit
k
Y= Uj:l (Vyg ny’.

Wiéhle nun i(j) € I mit Uy x Vi, © Wy fiir 1 < j < k. Setze
U = ﬂ?zl Uy, und Vo= U§:1Vy

Esist X' ={2/} CU E XundY' CV E Y. Ferner ist
UxV = Ux (U?:l Vy;) = U§=1 (U x Vyj) C U?:l (Uy§ X Vyg) c U?:l Wig) -
Mit der endlichen Teilmenge Iy := {i(j) : 1 < j < k} von [ liefert dies das Gewiinschte.

Betrachten wir nun den allgemeinen Fall.
Sei einmal y' € Y’. Unter Verwendung des vorstehenden Spezialfalls finden wir ein ein
off. off. ~
Uy C X, ein V,y C Y und eine endliche Teilmenge I C I mit
X s {y} € Uy x Vi € Ui Wi

Esist Y C U,y Vi, L€

y'ey’

Y/ = Uy’EY’ (V;// N YI) .
Da Y’ kompakt ist, gibt es ein k € Z3o und y; fiir 1 < j <k mit

= U?:1 (Vu; ny’).
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VW fiie 1< j < k.

Wiihle nun eine endliche Teilmenge (j) C I mit Uy, x Vi © Users

Setze
U = ﬂ§:1 Uy, und Vo= Ule Vy,

Esist X' CUC X und Y’ CV C V. Ferner ist
UxV = Ux (U?:l V;!;) = U?:1 (U x V;;;) - U?:1 (Uy} X V;!;) C U?:lUief(j) Wi .

Mit der endlichen Teilmenge I := U§:1 I(j) von I liefert dies das Gewiinschte.

Lemma (Tychonoff, fiir zwei Rdume). Seien X undY kompakte topologische Riume.
Dann ist auch thr Produkt X XY kompakt.

Beweis. Wende vorstehendes Lemma auf den Fall X’ = X und Y/ =Y an. In der dortigen
Bezeichnung wird dann auch U = X und V' = X, sowie sowohl | J,.; W; = X x Y als auch

Uier, Wi = X x Y. 0
Satz 4 (Tychonoff, endlich) Sei k € Zs, . Seien X; kompakte topologische Rdume fiir
1 <1< k. Dann ist auch Hle X; kompakt.

Beweis. Dies folgt mit vorigem Lemma und Aufgabe 35.(1). -

Der Satz von Tychonoff gilt allgemeiner, es ist auch das Produkt unendlich vieler kom-
pakter topologischer Rdume wieder kompakt — worauf wir nicht eingehen. Daher aber die
ausdriickliche Kennzeichnung mit “endlich”.

Definition. Sein € Z, . Eine Teilmenge M C R" heifle beschrdnkt, wenn es ein R € Ry
gibt mit M C BEY(0); of. Aufgabe 9.

Korollar. Sein € Z>, . Sei X C R". Es ist X kompakt genauw dann, wenn X in R" eine
beschrdnkte und abgeschlossene Teilmenge ist.

Beweis. Sei zum einen X eine abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge von R™. Sei
1

R € R mit X C BEY(0). Sei R" L~ R*™, ( :

Tn

) — (x1,...,x,) der Homéomorphis-

mus aus Aufgabe 33. Es wird ]_3200)(0) unter f homoémorph auf [—R, +R]*" abgebildet;
vgl. Aufgabe 35.(2) und letzte Bemerkung aus §2.1.3. Mit Satz 4 und Aufgabe 37.(2)

ist also Bﬁ;"”)(o) kompakt. Nun ist X eine abgeschlossene Teilmenge von B%X’)(O); vgl.
Aufgabe 12.(2). Mit Lemma (2) aus §4.2.1 ist also X kompakt.

Sei zum anderen X kompakt. Es ist R™ hausdorffsch; vgl. Beispiel (2) aus §4.1.1. Mit
Lemma (1) aus §4.2.1 ist X abgg' R”. Uberdecke X offen via

X = Unez., BY0)NX) .

n

Da X kompakt ist, gibt es eine endliche Teilmenge I C Z>; mit

X = U BX(0)nX) € B (0).

max [
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Also ist X beschrinkt. .
Korollar (zum vorvorigen Lemma). Sei X ein Hausdorffraum. Seien Y, Z C X mit Y,
Z kompakt undY NZ = (. Dann gibt es Y C U’ E X und Z CU" E X mitU'NnU" = 0.

off.
Beweis. Schreibe W := (X x X) N~ A(X). Da X hausdorffsch ist, ist W C X x X; cf.
Bemerkung in §4.1.1.

DaYNZ=10,istY x ZCW. Wir konnen also das vorvorige Lemma anwenden, wenn
off.
wir, in dortiger Bezeichnung, I einelementig wahlen. Wir erhalten Y C U’ C X und
off.
Z CU" C X so, daB

YxZ CUxU" " CW C XxY.

Letztere Inklusion besagt gerade, dafi U’ N U" = 0. o

Die Aussage im Fall Y = {y} und Z = {z} beide einpunktig ist gerade die Definition der
Hausdorffschheit von X.

Aus der Aussage im Fall Y beliebige kompakte Teilmenge von X und Z = {z} einpunktig
kann man erneut folgern, dafl die kompakte Teilmenge Y des Hausdorffraums X abgeschlos-

off.
sen ist, indem man zeigt, da X \Y C X; cf. Bemerkung aus §1.1.3. Vgl. Lemma (1) aus
§4.2.1.

4.2.3 Minimum und Maximum

Satz 5 (Minimum und Maximum) Sei X ein kompakter topologischer Raum. Sei f €
C(X), i.e. sei f eine stetige Abbildung von X nach R. Dann gibt es & € X und & € X
mit

f@) < flz) < f(2)

fir alle x € X. In anderen Worten, f nimmt auf X ein Minimum und ein Maximum an.
Beweis. Mit f € C(X) ist auch —f € C(X); vgl. Aufgabe 20.(2). Somit geniigt es, ein
Maximum nachzuweisen, i.e. ein & € X zu finden mit f(z) < f(z) fur alle z € X.

Betrachte die offene Uberdeckung

X = Un€Z>1 f_l(R<n) :

Da X kompakt ist, gibt es eine endliche Teilmenge I C Z>; mit

X = Uper F 7 Ren) = 7 (Recuner) -

und also f(X) € Ropaxs. Als nach oben beschrinkte Teilmenge von R hat f(X) ein
Supremum s := sup f(X).

Wir wollen zeigen, dafl es ein & € X mit f(Z) = s gibt, denn dann ist insbesondere
flx) < s= f(z) fir alle x € X.
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Angenommen, nicht. Dann ist f(x) < s fiir alle z € X. Also gibt es fiir alle z € X ein
n € Zs; mit f(x) < s—1/n. In anderen Worten, wir haben eine offene Uberdeckung

X = Un€Z21 fﬁl(R<s—1/n) :

Da X kompakt ist, gibt es eine endliche Teilmenge J C Z>; mit

X = UneJ f_l(R<871/n) = f_l(R<sfl/maxJ> s

und also ist f(X) € Res_1/max., 50 dal s — 1/max J eine obere Schranke von f(X) ist,
die unter s liegt, im Widerspruch zur Definition von s. o

4.2.4 Konvergenz- und Hiufungspunkte von Folgen

Sei X ein topologischer Raum.

Definition.

(1)

(2)

Eine Folge in X ist eine Abbildung von Zx; nach X, geschrieben (7,)nez., oder
(n)n , wobei x, das Bild von n € Zs; bezeichnet.

Es heifit x € X ein Haufungspunkt der Folge (x,), , falls fiir alle z € U E X die
Menge
{neZzs : z,cU}

unendlich ist.

Es heifit © € X ein Konvergenzpunkt der Folge (z,), , falls fir alle x € U E X die
Menge

{nezs : z, ¢ U}
endlich ist.

In anderen Worten, x ist Konvergenzpunkt von (z,,), falls es fir alle z € U E X
ein m € Zs; gibt mit z,, € U fir alle n € Z5,,. Denn dies besagt gerade, dafl
{neZs 2, ¢U}C{l,...,m—1} fir ein meZs, ie daB die Menge
{ne€Zs : x, & U} endlich ist.

Da das Komplement einer endlichen Menge in Z>; unendlich ist, ist ein Konvergenzpunkt
insbesondere auch ein Haufungspunkt.

Die Umkehrung gilt nicht, wie das Beispiel X = R und die Folge (z,), = (0,1,0,1,...)
zeigt, von der 0 zwar ein Héaufungspunkt ist, aber, wie man e.g. anhand 0 €

off.
(—1/2,41/2) C R erkennt, kein Konvergenzpunkt.

Bemerkung. Ist X hausdorffsch, so hat eine Folge (z,,), in X hichstens einen Konver-
genzpunkt. Genauer, ist x ein Konvergenzpunkt und x’ ein Hdufungspunkt von (x,), , so
istx =1a.
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Existiert im Fall X hausdorffsch der Konvergenzpunkt x einer Folge (x,,), in X, so schreibt
man auch z = lim,, z,, . Diesenfalls reden wir auch von einer konvergenten Folge, die gegen
x konvergiert.

off. off.
Beweis. Sei x # x' angenommen. Seix € U C X und 2/ € U’ C X mit UNU’' = (). Dann
ist {n € Z>, : z, ¢ U} endlich und {n € Z>, : xz, € U’} unendlich. Letztere Menge ist
aber eine Teilmenge ersterer, und das ist ein Widerspruch. o

Bemerkung. Ist (X, d) ein metrischer Raum, so konvergiert eine Folge (x,,), in X genau
dann gegen ein x € X, wenn es fir alle ¢ € Rsg ein m € Z>; so gibt, daf$ d(x,,, ) < €
fir allen € Z,, .

Diese Bemerkung werden wir im folgenden stillschweigend verwenden.
Beweis. Sei (x,,), eine Folge in X. Sei z € X.
off.
Konvergiere zum einen (z,), gegen z. Sei € € R~ . Dann ist 2 € B.(z) C X; cf. Lemma

aus §1.3.2. Also ist die Menge {n € Z>, : z, &€ B.(z)} endlich. Sei m € Zs, grofler als
ihr Maximum. Dann ist z,, € B.(x), d.h. d(z,,, ) < ¢, fiir alle n € Z,, .

Sei zum anderen fiir alle ¢ € Rsg ein m € Zy; so existent, dafl d(z, , z) < ¢ fiir alle

off.
n € Zsy, . Sei x € U C X. Dann gibt es ein € € R so, dal B.(z) C U. Sei m € Z>; so,
daB d(z, , ) < ¢ fiir alle n € Z,,, . Also wird

neZs : x, gU}

C {ne€eZy : z, ¢B(x)}
c {1,....m—1},
und da letztere Menge endlich ist, trifft dies auch fiir erstere zu. 0

Bemerkung. Ist X kompakt, so hat jede Folge (x,), in X wenigstens einen Hdufungs-
punkt.

Beweis. Nehmen wir an, es gibt eine Folge (z,), ohne Haufungspunkt. Fiir alle x € X

off.
gibt es also ein v € U, € X mit {n € Zx, : z, € U,} endlich. Es ist X = J,.y U, . Da
X kompakt ist, gibt esein k € Zypund y;, ..., yp € X mit X = Ule Uy, . Es wird

Z;l = {nEZ>1 Z.ZEnGX}
n€Zy : a,€ Uf:1 Uy}
= Uf=1{n €Zz 1w, €Uy}

als endliche Vereinigung endlicher Mengen selbst wieder endlich, und das ist ein Wider-
spruch. o

4.2.5 Folgenkompaktheit

Sei X ein topologischer Raum.
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Definition. Eine Basis B von X heifit lokal abzdihlbar, falls man sie

B = {Uyn : x€X, n€Zx}

off.
schreiben kann, wobei z € U,, fir x € X und n € Z>;, und wobei fir z € V C X
vorgegeben ein n € Z>; existiert mit

off.

x e U, CV CX.

Beispiel.

(1) Sei (X, d) ein metrischer Raum. Der zugehorige topologische Raum (X, 7®) hat
die lokal abzéhlbare Basis

{Bijn(z) : x€ X, n€Zx}

off.
Wann immer = € V' C X gegeben ist, gibt es bekanntlich ein 6 € R+ mit Bs(z) C
V. Wahlt man nun n € Z3,; so, daBl 1/n < 0, so wird also auch x € By/,(x) C

(2) Sei X ein topologischer Raum, der eine abziahlbare Basis B besitzt; vgl. Aufgabe 27.
Dann ist auch B ~ {0} eine abzihlbare Basis. Somit ist 0.E. () € B.

Es ist auch {U € B : x € U} C B eine abzdhlbare, nichtleere Menge; vgl.
Aufgabe 27.(2). Also konnen wir mit einer geeigneten Numerierung

{UeB:zxelU} = {Uyy : n€Zx}

off.
schreiben. Wann immer nun x € V. C X gegeben ist, gibt es ein U € B mit
off.
x € U CV C X. Nachschlagen der Nummer von U liefert also ein n € Z>; mit

relU=U,, CV E X.Nunist B={U,, : © € X, n € Zs}. Also besitzt X
auch eine lokal abzéhlbare Basis.

Definition. Ist (x,), eine Folge in X, und ist Z>, £, Z>, eine monoton wachsende
injektive Abbildung, so heifit (z,(m))m eine Teilfolge von (x,),. Beachte, dal fiir ein
solches ¢ stets m < p(m) gilt, da ¢ ({1,...,m}) C{1,...,(m)}, und erstere Menge aus
m, letztere dagegen aus ¢(m) Elementen besteht.

Bemerkung. Habe X eine lokal abzihlbare Basis. Sei (x,), eine Folge in X. Sei x ein
Hdaufungspunkt von (x,), . Es gibt eine Teilfolge (Zpm))m von (x,), mit Konvergenzpunkt
.

Beweis. Sei B = {U,,, : ©* € X, n € Zx,} eine lokal abzdhlbare Basis, indiziert wie in
der Definition dieses Begriffs. Die nun folgenden Wahlen sind dank = Haufungspunkt von
(), moglich.
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Wahle (1) € Zx so, daB zy1) € Uy 1 .

Wahle p(2) € Zs 1) so, daB z2) € Up1 N Uy

Wahle p(3) € Zs(2) 50, daB zy3) € Up1 NUz2NUyg3.

Usf.

Es ist so eine Teilfolge (2y(m))m von (x,), konstruiert. Zeigen wir, daf diese x als Konver-
genzpunkt hat. Sei z € V E X gegeben. Wir miissen zeigen, dal {m € Z>1 : @ymm) € V'}
endlich ist. Sein € Z>; so, daBx € U,,, CV E X. Fiir die fragliche Menge erhalten wir

{m € Z>1 : xcp(m) ¢ V}

C {meZz : xpom) € Usn}
C {1,...,n—1},
so daf sie als Teilmenge einer endlichen Menge selbst endlich ist. o

Definition. Hat jede Folge (x,), in X eine Teilfolge (Zy(m))m , die einen Konvergenzpunkt
besitzt, so heifit X folgenkompakt.

Korollar. Ist X kompakt und hat X eine lokal abzihlbare Basis, so ist X folgenkompakt.

Beweis. Sei (x,), eine Folge in X. Da X kompakt ist, hat (x,), einen Haufungspunkt
x € X ; vgl. vorvorige Bemerkung. Da X eine lokal abzéhlbare Basis hat, hat (x,), also
eine Teilfolge (2,(m))m mit Konvergenzpunkt x ; vgl. vorige Bemerkung. o

Lemma. Ist X folgenkompakt und hat X eine abzdhlbare Basis, so ist X kompakt.
Beweis. Zunichst einmal ist 0.E. X # (). Sei B eine abzihlbare Basis von X.

Nehmen wir an, X ist nicht kompakt. Dann gibt es eine offene Uberdeckung
X = Ui Us
so, daf fiir jede endliche Teilmenge J C [

X 2 U, U

=

ist. Fiir x € X wéhlen wir ein i¢(x) € I und ein V, € B mit € V, C Uy, . Es wird

X = UxeXVfE )

fiir jede endliche Teilmenge M C X ist aber

X 2 UxGM‘/x7
denn X = (J, ), Vz hitte wegen V,, C U,y auch X =, ey Uia) = Uie{i(x) ceany Ui zur
Folge, was nicht geht, da {i(x) : = € M} eine endliche Teilmenge von [ ist.

Nunist {V, : = € X} als Teilmenge von B abzéhlbar; vgl. Aufgabe 27.(2). Da diese Men-
ge dartiberhinaus nichtleer ist, kénnen wir {V, : x € X} ={W, : ¢ € Z3,} fiir gewisse
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W, € B umindizieren. Insbesondere gibt es fiir alle £ € Z>; ein z(¢) € X mit Vo = W,.
Dann wird

X = Uz, Wi

aber
X 2 U§:1 W

fir k € Zy , denn X = Uy_, We héitte X = Uy_; Vi) = Upeqaro . 1<0cty Vo 2ur Folge, was
nicht geht, da {z(¢) : 1 < ¢ < k} eine endliche Teilmenge von X ist. Wihle

y € X~ (Ui, W)

fir k € Z>, . Nach Voraussetzung an X hat die Folge (y;)r eine Teilfolge (yp(m))m mit
einem Konvergenzpunkt y. Da m < ¢(m) stets, ist auch

Yom) € XN (UL, W)
firm e Zy;. Da X = Uzez>1 Wy, gibt es ein ¢y € Z>; mit y € Wy, . Da y ein Konver-

off.
genzpunkt von (Yy(m))m ist und da Wy, € X, gibt es ein myq so, dafl

Yp(m) S Wfo
fir alle m € Zs,,, . Aber es ist
Yp(m) g I/Vgo
fir alle m € Zy,, . Dies ist ein Widerspruch. o

4.2.6 Zusammenfassung Kompaktheit und Folgenkompaktheit

Sei X ein topologischer Raum.

Es heiBt X kompakt, falls jede offene Uberdeckung von X eine endliche Teiliiberdeckung
besitzt.

Es heifit X folgenkompakt, falls jede Folge in X eine Teilfolge mit einem Konvergenz-
punkt besitzt. (Ist X zudem hausdorffsch, so reden wir auch kurz von einer konvergenten
Teilfolge.)

Die Begriffe der Kompaktheit und der Folgenkompaktheit hangen wie folgt zusammen.

o [st X folgenkompakt, so ist X kompakt, falls X dazuhin eine abzédhlbare Basis
besitzt; cf. Lemma in §4.2.5.

o Ist X kompakt, so ist X folgenkompakt, falls X dazuhin eine lokal abzéhlbare Basis
besitzt ist; cf. Korollar in §4.2.5. Letzteres ist zum Beispiel der Fall, falls X ein
metrischer Raum ist; oder aber, falls X eine abzdhlbare Basis besitzt; cf. Beispiel
in §4.2.5.
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Sei n € Z>, . Betrachten wir einmal eine Teilmenge X C R".

Da R", wie in Aufgabe 27.(5) gesehen, eine abzidhlbare Basis besitzt, gilt dies auch fiir
X. Denn ist B eine abziahlbare Basis von R", so ist {U NX : U € B} nach Aufgabe 32
eine Basis von X. Die Surjektion von B auf diese Basis, die U nach U N X abbildet, zeigt,
daB letztere abzdhlbar ist; vgl. Aufgabe 27.(1).

Somit ist X C R" genau dann kompakt, wenn es folgenkompakt ist.

Nehmen wir noch das erste Korollar aus §4.2.2 hinzu, so wissen wir also folgendes.

Satz 6 (Heine-Borel) Sein € Z>,. Sei X C R". Dann gilt :

’X 1st abgeschlossen und beschrinkt <= X ist kompakt <= X ist folgenkompakt

4.2.7 Charakterisierung von Stetigkeit iiber Folgen

Bemerkung. Seien X undY topologische Riume. Sei f : X — Y eine stetige Abbildung.
Sei (x,)n eine Folge in X. Sei x € X ein Konvergenzpunkt der Folge (x,,),. Dann ist
f(x) €Y ein Konvergenzpunkt der Folge (f(x,)). .

Beweis. Sei f(x) € V E Y. Dann ist z € f~1(V) E X. Also ist

n€Zs : flo,) gV} = (n€Zs : 2, & fH(V)}

eine endliche Menge. o
Wir erinnern daran, daf§ metrische Rdume hausdorffsch sind; vgl. Beispiel (1) aus §4.1.1.

Lemma. Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Raume. Eine Abbildung f : X —Y st
genau dann stetig, wenn fir jede konvergente Folge (x,), in X die Bildfolge (f(xn))n
gegen f(limn xn) konvergiert.

Kurz, f ist stetig genau dann, wenn
lim f(z,) = f(limz,)

fiir alle konvergenten Folgen (z,,), in X.

Beweis. Ist zum einen f stetig, so folgt mit vorstehender Bemerkung, daf fiir eine kon-
vergente Folge (z,,), in X gilt, daf (f (a:n))n gegen f(lim, z,) konvergiert.

Konvergiere zum anderen die Folge ( f (a:n))n gegen f(lim, x,), wann immer (z,), konver-
giert. Nehmen wir an, f ist nicht stetig. Dann gibt es ein x € X und ein ¢ € R+ so, dafl
f(Bs(z)) € B.(f(x)) fiir alle § € R.g; vgl. Lemma aus §2.2. Insbesondere gibt es fiir alle
n € Zs; ein z, so, da z, € By,(z), aber f(z,) & B:(f(z)).

Es wird « Konvergenzpunkt von (z,), . Sei hierzu n € R~ vorgegeben. Wihle m € Z>,
mit m > 1/9. Dann ist dx(z,,z) < 1/n < 1/m < nfirn € Zs,,.
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Nach Voraussetzung ist nun (f(z,)) konvergent mit Konvergenzpunkt f(x). Ins-
besondere ist {n € Zx : f(z,) € B:(f(z))} endlich. Aber nach Konstruktion ist
{ne€Zs : f(z,) ¢ B(f(2))} = Zs, . Dies ist ein Widerspruch. o

4.2.8 Gleichmiflige Stetigkeit

Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Rdume. Sei daran erinnert, dafi metrische Raume
hausdorffsch sind; cf. Beispiel (1) aus §4.1.1.

Definition. Eine Abbildung f : X — Y heiflt gleichmafig stetig, falls es fiir alle ¢ € R+
ein § € R gibt mit dy (f(z), f(2')) < € fiir alle z, 2/ € X mit dx(z,2') <.

Eine gleichméfBig stetige Abbildung ist insbesondere stetig, da fiir diese Wahl von § ins-
besondere f(B;(z)) C B.(f(z)) ist fiir alle z € X — die Wahl von 4 ist nun aber sogar
unabhéngig von der betrachteten Stelle x € X; vgl. Lemma aus §2.2.

Satz 7 (Stetig auf folgenkompakt ist gleichméBig stetig) Sei (X,dx) ein folgen-
kompakter metrischer Raum; genauer, ein metrischer Raum (X, dx) so, daf$ der zugehori-
ge topologische Raum (X, T0%X)) folgenkompakt ist. Sei (Y, dy) ein metrischer Raum.

Sei f € C(X,Y), i.e. sei f eine stetige Abbildung von X nach Y. Dann ist f gleichmdfig
stetig.

Insbesondere ist jede stetige reellwertige Funktion f € C(X) gleichmdfig stetig.

Beweis. Nehmen wir an, f ist nicht gleichméfig stetig. Dann gibt es ein ¢ € R+ so, daf} fiir
alle § € R~ Elemente z, ' € X so existieren, dal dx(z,2") < J, aber dy (f(z), f(z')) >
€.

Insbesondere gibt es fiir alle n € Z>; Elemente z,,, 2/, € X so, dal dx(z,,z}) < 1/n,
aber dy (f(zn), f(},)) > e.

Sei (%y(m))m eine konvergente Teilfolge von (z,), , und konvergiere sie gegen x € X. Da

w(m )Z> m, st dx (Tp(m), ) < 1/0(m) < 1/m, aber dy(f(w@(m)),f(xfp(m))) > ¢ fir
m & >1-

Der einfacheren Lesbarkeit halber schreiben wir (Z,,)m : (:r;@(m Jm und (Z))m =
(T, (my)m - Es konvergiert (Zn)m gegen z, es ist dX( ) < 1/m, aber
dy (f(.ff ) f(ifm)) =€ fiir m € Z>1 .

Sei (fip( )>g eine konvergente Teilfolge von (Z/),, , und konvergiere sie gegen 2’ € X.

Als Teilfolge von (Z,,)n, konvergiert auch (Zy))e gegen x. Denn sei n € Ry vorgege-
ben. Es gibt ein mg € Z; so, da dx(Z,,, ) < n fir alle m € Zs,,,. Dann ist auch
dx (T, v) < n fiir alle £ € Zz,,, , da diesenfalls ¥(€) > £ > my ist.

Da ¢(0) > £, ist dx(Ty), Tyyy) < 1/0(0) < 1/L, aber dy (f(Zy), [(Ty,)) > e fir
é € Z>1 .
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Wir behaupten, dafl x = a’. Ansonsten konnten wir n := dx(x,z’) > 0 schreiben und
{ € Z; so groff wihlen, daB 1/¢ < /3, daB Zy ) € Bys3(z) und daf Ty € Buys (/). Es
ergibe sich

n = dX(JZ,I/) < dx<l‘,i‘¢(g))—f—dx(i‘d,(g),j};b(g))+dx(1~32ﬁ(£),l’,) < 77/34—1/54—77/3 < n,

was nicht der Fall ist. Dies zeigt die Behauptung.

Da f stetig ist und die Folgen () ) und (“%;ﬁ(f) )e gegen denselben Punkt z = 2’ konvergie-
ren, konvergieren auch die Bildfolgen (f(.f?d,(g)))g und (f(fé;)(e)))é beide gegen f(x) = f(2');
vgl. Bemerkung aus §4.2.7.

Sei nun ¢ € Z3; so groB gewéhlt, dal f(Zy@)) € B2 (f(:zc)) und f(i;b(g)) € B, (f(x))
Es folgt

€ < dY(f(*%dz(f))af(*%;z(ﬂ))) < dy(f(i’w(e))af(l’))ﬂLdY(f(x)’f(fip(e))) < e/2+¢€/2 = ¢,

und wir haben einen Widerspruch. o

4.3 Zusammenhang

4.3.1 Begriff und erste Eigenschaften

Sei X ein topologischer Raum.

Bemerkung. Sei Y’ C X eine sowohl offene als auch abgeschlossene Teilmenge. Schreibe
Y":= X \Y’, ebenfalls offen und abgeschlossen in X.

Dann ist die Bijektion

{1} x Y U {2} x Y”
T )

/

=

Y
(2 , y//) y//
ein Homoomorphismus.
Was die Topologie auf {1} x Y U {2} x Y anbelangt; vgl. §3.5.
Beweis. Bezeichnen Y’ %~ X und Y "> X die stetigen Inklusionsabbildungen, so ist
f = [r', k"], und somit nach Bemerkung aus §3.5 stetig. Wir miissen zeigen, dafl f offen
ist.

Eine Teilmenge U C {1} xY’ U {2} xY" ist offen, falls V' :={y € Y : (1,¢') € U} E Y’
und V"= {y" € Y" . (2,y") € U} E Y". Beachte, dall U = {1} x V' U {2} x V". Also
off. off. off.
wird f(U)=V'UV"CX.Da V' CY' C X ist V' C X; cf. Aufgabe 6.(2). Genauso ist
v E X. Somit ist f(U)=V'uV” E X als Vereinigung zweier offener Teilmengen. o
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Bemerkung. Gibt es topologische Riume Y' und Y" und einen Homdémorphismus
(IxY' U {2 xY" Lo x|
dann sind f({1} x Y"), f({2} xY") C X offen und abgeschlossen.

off.
Beweis. Wegen X = f({1} xY")U f({2} x Y") geniigt es zu zeigen, dafl f({1} xY’) C X.
off.
Da f offen ist, geniigt es zu zeigen, dal {1} x Y" C {1} x Y’ U {2} x Y”. Nun ist aber
off. off.
ey  (Ly)e{xy =Y CY und {y €Y” : (2,4) € {1} x Y} =0C V'
Da also eine Teilmenge Y’ C X, die offen und abgeschlossen ist, zur Zerlegung von X

verwendet werden kann, motivieren diese beiden Bemerkungen folgenden Begriff, der be-
schreiben soll, wann eine solche Zerlegung nicht mdoglich ist.

Definition. Der topologische Raum X heif3t zusammenhdingend, falls es in X aufler () und
X keine weiteren Teilmengen gibt, die offen und abgeschlossen sind.

Bemerkung. Sei X ein topologischer Raum. Sei Y C X. Es ist Y zusammenhdingend

genau dann, wenn aus Y C U U U" mit U', U” E X und Y NU' NU" =0 folgt, daf
Y CU oderY CU".

Diese Bemerkung werden wir kommentarlos verwenden.

Skizze fiir nicht zusammenhéngendes Y.

@@U"

_

X

off.
Beweis. Sei zum einen Y zusammenhingend. Ist Y C U’ U U” mit U’, U" C X und
off.
YNUNU"=0,s0ist Y =Y NO'UU") =Y NUYUYNU)mit YNU,YNU" CY
abg.
und (Y NU)N (Y NU") = 0. Also ist auch Y NU' =Y (Y NU") C Y.DaY

zusammenhingend ist, folgt Y NU' = () oder Y NU’ =Y. Ersteres impliziert Y NU” =Y,
also Y C U”. Zweiteres impliziert Y C U’.

off.
Folge zum anderen aus Y CU'UU" mit U, U”" C X und Y NU' NU" = stets Y C U’
oder Y C U”. Wir wollen zeigen, dal Y zusammenhéngend ist. Sei V' C Y offen und
abgeschlossen. Wir miissen zeigen, dafl V' = () oder V' = Y. Schreibe V" =Y \ V'. Es

off. off.
ist V" C Y. Schreibe V! =U'NY und V" = U"NY mit gewissen U’', U” C X. Dann ist
Y =V'uVvV"CU'uU"und Y NU'NU" =V'NV" = . Nach Voraussetzung folgt also
Y C U’ oder Y C U”. Ersteres impliziert V' =Y. Zweiteres impliziert V" =Y und also
VI — @ o
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Beispiel.
(1) Ist X = {x} ein einpunktiger topologischer Raum, so ist X zusammenhéngend.
(2) Der Sierpinski-Raum ({1,2}, {0, {1}, {1,2}}) ist zusammenh&ngend; vgl. Aufga-

be 2. In der Tat ist {1} die einzige nichttriviale offene Teilmenge von {1,2}, und
diese ist nicht abgeschlossen.

(3) Seien a, b € R mit a < b. Das Intervall [a, b] ist zusammenhéngend.

Sei dazu [a,b] CU'UU" mit U', U" Ogﬁ R und [a,b) N U’ NU" = ). Mit der dritten
Behauptung aus Beispiel (3) aus §4.2.1 folgt, daf es k € Z>; und

a =1t <t < - <t =0b

so gibt, daB [t;_q,t;] C U’ oder [t;—1,t;] CU” fur alle 1 <i < k.

Sei o0.E. [to,tl] g U'.

Dann kann nicht [t1,t3] € U” sein, da dann ¢; € [a,b] NU' N U" = () wire. Also ist
[t1,t] CU".

Dann kann nicht [te, 3] C U” sein, da dann ¢y € [a, 0] NU' NU” = () wire. Also ist
[ta, t3] C U,

Ust.

Es folgt [a,b] = U, [ti 1, t:] C U".

Bemerkung. Fin topologischer Raum X 1ist genau dann nicht zusammenhdngend, wenn
es eine surjektive stetige Abbildung X — {0, 1} gibt, wobei {0, 1} die diskrete Topologie
trage.

Beweis. Gibt es zum einen eine surjektive stetige Abbildung X %~ {0,1}, so ist X =
g ' ({0}) U g ({1}) eine disjunkte Zerlegung in zwei offene und abgeschlossene Teilmen-
gen; vgl. Aufgabe 18.(1). Da g surjektiv ist, ist g71({0}) # 0 und g~'({1}) # 0. Es folgt,
dafl X nicht zusammenhéngend ist.

Sei umgekehrt X nicht zusammenhéngend. Sei X = Y’ LI Y” eine disjunkte Zerlegung in
zwei offene und abgeschlossene Teilmengen Y’ und Y”. Setze

X 2 {01}
- 0 firzeY’
& 1 firzeY”

Da weder Y’ noch Y” leer sind, ist g surjektiv. Da X =Y’ U Y"” insbesondere eine offene
Uberdeckung von X mit Y/ NY” = () ist, und da die Einschriankungen g|y» und g|y~ als
konstante Abbildungen stetig sind, folgt mit Satz 1 aus §2.3.2, dafl g stetig ist. o

Lemma. Seien X und Y topologische Rdume. Sei X LoV eine stetige Abbildung. Sei
X' CX. Ist X' zusammenhdingend, so auch f(X').
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Beweis. Sei f(X') nicht zusammenhidngend. Wir haben zu zeigen, da§ X’ nicht zusam-
menhéngend ist.

Mit vorstehender Bemerkung haben wir eine surjektive stetige Abbildung

f(X) 2+ {0,1}, wobei letzterer Raum die diskrete Topologie trage. Folglich haben
FxX"

wir die komponierte surjektive stetige Abbildung X’ M, f(X) -2~ 1{0,1}. Also ist mit

vorstehender Bemerkung X' nicht zusammenhéngend. o

Sei im folgenden X ein topologischer Raum.

Bemerkung. Sei Y C X. Sei Y zusammenhingend. Dann ist auch Y zusammenhdingend.
_ off. _

Beweis. Sei Y CU'UU" mit U/, U” C X und Y NU' NU"” = (. Wir wollen zeigen, dafl

Y CU oder Y C U”.

Esist auch Y CU'UU" und Y NU'NU"” = (). Da Y zusammenhéngend ist, folgt Y C U’
oder Y C U”. Sei einmal 0.E. Y C U".

abg.
Esist Y C X\ U" C X, da ein Element in Y N U"auchinY NU"NU' = 0 lage, was
nicht geht. Also ist auch Y C X \ U"; cf. Bemerkung (2) aus §1.4. Da aber Y C U'UU",
folgt Y C U". .

Bemerkung. SeienY, Z C X. SeienY und Z zusammenhingend. Sei Y NZ # (). Dann
st auch Y U Z zusammenhdngend.

Beweis. Sei YU Z C U/ UU” mit U, U” € X und (Y UZ)NU' N U" = 0. Wir wollen
zeigen, dal YU Z C U  oder YU Z C U”.

Esist auch Y CU'UU” und Y NU' NU” = (). Da Y zusammenhingend ist, folgt Y C U’
oder Y C U”. Sei einmal 0.E. Y C U".

Ferner ist auch Z C U/ UU” und ZNU' NU"” = (). Da Z zusammenhingend ist, folgt
Z CU oder Z CU".

Angenommen, es ist Z CU”. Dannist 0 Y NZ CU'NU"N (Y UZ) =, widerspriich-
licherweise. Also ist Z C U’ und mithin Y U Z C U’. a

Definition. Sei M eine Menge. Eine Kette von Teilmengen von M ist eine Teilmenge
K C Pot(M) so, daB fiir alle N, N € K gilt, da8l N C N’ oder N C N.

Bemerkung. Sei K eine Kette von Teilmengen von X mit Y nichtleer und zusam-
menhdngend fir alle Y € K. Dann ist auch die Teilmenge

UK = UYeKY c X
zusammenhdngend.

Kurz, die Vereinigung tiber eine Kette zusammenhdngender Teilmengen ist wieder zusam-
menhdngend.

Beweis. Sei | JK C U'UU” mit U’, U"” E X und (UK)NU'NU" = (. Wir wollen zeigen,
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daB |JK C U’ oder K C U".

SeiY € K.EsistauchY CU'UU" und Y NU' NU” = (. Da Y zusammenhingend ist,
ist Y CU oder Y CU”.
Wir behaupten, dal (Y C U’ fir alle Y € K) oder (Y C U” fir alle Y € K).

Angenommen, nicht. Seien Y7, Yo € K mit Y7 C U’ und Y; C U”. Da K eine Kette ist,
ist Y7 C Y5 oder Y, C V). Ersterenfalls ist Y7 C Y, C U”, also insgesamt Y7 C U' NU" N
(UK) = 0. Da aber jedes Element von K nichtleer ist, geht das nicht. Zweiterenfalls ist
Yo C Yy C U, also insgesamt Yo C U" NU' N (|JK) = 0. Da aber jedes Element von
K nichtleer ist, geht auch das nicht. Wir sind an einem Widerspruch angelangt, was die
Behauptung zeigt.

Ist nun Y C U’ fiir alle Y € K, so ist auch |JK = Uy Y € U'. Genauso, ist Y C U"”
fir alle Y € K, so ist auch JK = J, o, Y C U". -

4.3.2 Zusammenhangskomponenten

Sei M eine Menge. Sei P C Pot(M).

Defintion. Ein Element N € P heit mazimal in P (bzgl. Inklusion), falls fur N’ € P
aus N C N’ folgt, dal N = N’. Schreibe

max P := {N € P : N ist maximal} C P C Pot(M) .

Lemma (Zorn, fiir Teilmengenrelation). Es gebe fiir jede nichtleere Kette K C P ein
R e P mit RC R fir alle R € K. Kurz, jede in P liegende nichtleere Kette sei auch in
P nach oben beschrinkt.

Dann gibt es fiir alle N € P ein N € max P mit N C N.
Verweis. Diese Aussage entnehmen wir dem Korollar in §A.3. o

Sei nun X ein topologischer Raum. Schreibe

Z(X) := {Y C X : Y ist nichtleer und zusammenhingend} C Pot(X) .

Definition. Ein (beziiglich Inklusion) maximales Element von Z(X) heit Zusammen-
hangskomponente von X. Es ist also maxZ(X) die Menge der Zusammenhangskompo-
nenten von X.

Satz 8 (Zerlegung in Zusammenhangskomponenten) Sei X ein topologischer
Raum. Es ist

X = Uzemaxz(x) Z;

in Worten, es ist X die disjunkte Vereinigung seiner Zusammenhangskomponenten.

abg.
Ferner ist Z Qg X fir Z € maxZ(X); i.e. eine Zusammenhangskomponente ist eine
abgeschlossene Teilmenge.
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Beweis. Fir jede nichtleere Kette K von Teilmengen von X mit K C Z(X) gibt es ein
Y' € Z(X) mit Y C Y’ fir alle Y € K, wie in der letzten Bemerkung in §4.3.1 gezeigt,
wobei Y’ = [y ¢ Y genommen werden konnte.

Nach obigem Lemma von Zorn gibt es also fiir alle Y € Z(X) ein Z € maxZ(X) mit
Y CZ.

Zeigen wir, dafl
!
X = UZGmaXZ(X) Z .
Sei dazu = € X vorgegeben. Es ist {z} € Z(X). Also gibt es ein Z € maxZ(X) mit
{z} C Z. Insbesondere ist @ € | ;¢ paxz(x) Z-

Zeigen wir, daB Z' N 2" = 0 fir 7', 7" € max Z(X) mit Z' # Z". Annahme, es ist
Z'NZ" # 0. Dann ist Z’'UZ" nach der vorletzten Bemerkung in §4.3.1 zusammenhéingend
(und nichtleer). Ferner ist 2/ C Z' U Z”, da Z” nicht in Z’' enthalten sein kann, da es
dann wegen seiner Maximalitét gleich Z’ sein miifite, was nicht der Fall ist. Also ist Z’ in
einem Element von Z(X) echt enthalten, im Widerspruch zur seiner Maximalitét.

Sei Z € maxZ(X). Zeigen wir, dal Z abC_g“ X. Nach der drittletzten Bemerkung in §4.3.1

_ _ _ abg.
ist auch Z zusammenhéngend (und nichtleer). Da Z C Z, folgt Z = Z C X wegen der
Maximalitét von Z ; cf. Bemerkung (1,4) aus §1.4. 0

4.3.3 Wegzusammenhang

Definition. Ein topologischer Raum X heif3t wegzusammenhdngend, falls fiir alle 2/, " €
X eine stetige Abbildung [0, 1] —~ X existiert mit v(0) = 2’ und (1) = 2”.

Skizze.

Bemerkung. Sei X ein topologischer Raum. Ist X wegzusammenhdngend, so ist X zu-
sammenhdngend.

Beweis. Sei X wegzusammenhéngend. Annahme, es sei X nicht zusammenhéngend. Dann
off.
gibt es U/, U" C X mit UNU" =0, 0U'UU" = X und U, U" # (. Sei ' € U,
sei ” € U” und sei v : [0,1] — X stetig mit y(0) = 2’ und (1) = 2”. Es folgt
YHUY, AU O [0,1], ATHUY) N AU = 0, 4N (U) UATHU") = [0,1] und
YU, v 1 (U") # 0, letzteres, da 0 € v H(U’) und 1 € v~ 1(U"). Folglich ist v~ 1(U")
eine offene und abgeschlossene, dabei aber weder leere noch volle Teilmenge von [0, 1].
Somit ist [0, 1] nicht zusammenhéngend, im Widerspruch zu Beispiel (3) aus §4.3.1. o
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Bemerkung. Seien X und Y topologische Rdume. Sei X oY eine stetige Abbildunyg.
Sei X' C X. Ist X" wegzusammenhdngend, so auch f(X').

Beweis. Seien 2/, 2" € X', und mithin f(2'), f(2”) € f(X') gegeben. Sei~y : [0, 1] — X’
stetig mit v(0) = 2’ und (1) = 2”. Es ist f|§((,X) stetig; vgl. zweite Bemerkung in §2.1.1.
Dann ist f|§((,X,) o :[0,1] — f(X’) stetig und bildet 0 nach f(2’) und 1 nach f(z”) ab.o
Beispiel. Sei n € Z>; . Eine Teilmenge X C R™ heifit konvez, falls fiir alle 2/, 2" € X

und alle s € [0,1] auch (1 —s)z'+sz” € X. Ist X konvex, so ist X wegzusammenhéngend
und also auch zusammenhéngend.

Denn fiir 2/, " € X kann man die stetige Abbildung ~ : [0, 1] — X, s +— (1 —s)2’ + sa”
mit y(0) = 2’ und (1) = 2” vorbringen.

Diese ist in der Tat stetig. Dafiir geniigt es mit der zweiten Bemerkung in §2.1.1 und
Aufgabe 33 zu zeigen, dafl

R . RX?’L
s — (L=s)ay+szf, ..., (1—s)xl, +sxl)

stetig ist. Mit der Bemerkung aus §3.4 geniigt es nun, fir 1 < ¢ < n zu zeigen, dafl
R—R, s+ (1 — s)a} + s/ stetig ist. Dies aber ist ein Polynom in s, und die Aussage
folgt mit Aufgabe 21.(4).



Kapitel 5
Stone-Weierstraifl

Wir gehen nach [5, §9] vor.

5.1 Betragsfunktion durch Polynome annihern

Wir miissen uns nun einen Spezialfall des in 5.3 zu zeigenden Satzes 9 ad hoc herleiten.
Lemma. Es gibt eine Folge von Polynomen (p, : R — R)nez., so, daf

nt
m < pn(t) < t1/2

firt e [0,1] undn € Zxy .
Beweis. Setze py(t) := 0 fiir t € R. Setze rekursiv
pa(t) = pu-1(t) + 5 (t = po-a(t)?)

fir n € Z3; und ¢t € R. Dann ist p,(t) ein Polynom mit p,(0) = 0 fiir n € Z>,, wie man
aus der Rekursionsformel erkennt.

Unsere Folge beginnt mit

p(t) = it
pa(t) = t—&t?

_ 3 542 143 1 44
p3(t) = §t—§t +§t —mt s

wobei sich der Grad des Polynoms ab p; in jedem Schritt verdoppelt.
Fir ¢t € R>0 ist

£/ — pn(t) = 12— pn—l(t) - %(t - pn—l(t)z)
(t2 = poa(8)) (1 = 3(£V2 + poa(2))) -

74
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Um die Aussage des Lemmas fiir ein gegebenes t € [0,1] zu beweisen, fiihren wir eine

Induktion nach n € Zx .
Fiir n = 0 wird 0 < po(t) < t'/? behauptet, was zutrifft.
Sei nun also n > 1, und als Induktionsvoraussetzung bekannt, dafl

(n—1)t 1/2
srmonae S Pl S 1.

!
Zeigen wir, daff pn(t) < t/2 . Mit () geniigt es zu zeigen, daB t'/2 — p,_(t)
!
1— ("2 + poa(t)) > 0.
Ersteres folgt aus der Induktionsvoraussetzung.

Fiir zweiteres bemiihen wir abermals die Induktionsvoraussetzung, um
%(tl/Z +pn—1(t>) < %(tl/z +t1/2) — 2 <

zu folgern.

! t
Zeigen wir, daf§ pp(t) = Q_i_nw

Mit (%) und Induktionsvoraussetzung ist

pa(t) = 12— (#2 —p, (1)) (1 = (B2 + pa_i(t))

> 12— (17— ) (= 5 (8 + i) -

Es geniigt also zu zeigen, dafl

!
2 — (1 — i) (L= 5 (1 + i) > e

Wir formen die linke Seite um zu

£ — (t1?2 — %)(1 - %(t1/2+%))
1
2

n_1)1/2 n—
02 (1= (1 - S ) (1= (2 + i)

(n—1)t1/2 (n—1)t (n—1)t1/2 (n—1)t

_ 41/2 1(41/2 1(41/2 )
=tV (2+(n71)t1/2 + i(t 2+ 2+(n71)t1/2) T 2Dt i(t 2+ 24 (n—1)t1/2

_ t1/2( (n—1)t/? + 1472 (n=1)t/2 1 (n—1)t >
2+(n—1)t1/2 2 2+(n—1)tt/2 2 24(n—1)t/2

_ ¢t 2(n—1) (n—1)%t
= 5(2+(n71)t_1/2 +1- m)

|
> 0 und

)

— e (200 - D@+ (0= DEP) + 2+ (0= D)2 — (n—1)%)

2(2+(
= SEeeeEe (4(n —1)+2(n—1)%"2+4+4(n— 1)t1/2)
Ry (2<n — )+ (=12 +242(n - mm)

t(2n+ (n® — 1)t1/?)
(24 (n—1)t1/2)2




76
Zu zeigen bleibt also
(204 (n? — DEV2) (2 £ nt"?) > n(2+ (n— V22
d.h.
dn + (4n? — DtV2 4+ (n® — n)t ; dn + (4n? — an)tV2 + (n® — 202 + n)t .

Die Aussage folgt, da sowohl —2 > —4n als auch —n > —2n? + n ist. o

Korollar. Sei a € Rso. Es gibt eine Folge von Polynomen (¢, : R — R)nez., so, daf
fiir alle e € R+ ein m € Zx; existiert mit

lan(t) — |t]| < e

fir alle t € [—a,+a] und alle n € Z,, .

Beweis. Seien p,, fir n € Zs; wie im vorigen Lemma. Setze g,(t) := a - p,(t*/a?) fiir
t € [—a,+a] und n € Z; . Mit vorigem Lemma wird

- pa(t?/a?) = [t]

n2 a2
a- et — |t a(t)/a) — |t

|

- [2a7j:2|t| =t 0]
|
[

Qn<t) - |t| =

m

-

fiir t € [—a, +a]. W&hlt man m > 2a/e, und ist n € Zs,, , so wird =22 > —2¢ > —¢

5.2 Teilalgebren in C(X)

Sei X ein kompakter topologischer Raum. Nach Aufgabe 20 ist die Menge der reell-
wertigen Funktionen C(X) unter Addition und Multiplikation abgeschlossen; cf. auch
Aufgabe 34.(5).

Definiere 0 € C(X) durch 0(x) := 0 fir alle x € X. Ist f € C(X), so setze (—f)(z) :=
—f(z) firz € X. Ist A€ Rund f € C(X), so setze (A- f)(z) = (A\f)(z) :== A\f(x).

Es sind —f = (—1)f und allgemeiner Af wieder in C(X). Dazu sei ¢\ : X — R, z+— A,
welche als konstante Abbildung stetig ist. Dann ist Af als Kompositum der stetigen
Abbildungen (cy, f) : X — R xR und (-) : RxR — R wieder stetig; cf. Aufgabe 34.(5).
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Fir f, g, h € C(X) und A\, p € R gilt folgendes.
frlg+h) = (F+g) +h

f+g = g+f

f+0 = f
f+(=f) =0

1-f = f
A(p-f) = (A-p)- f
A(f+g) = A f+Ayg

A+p)f = A ftpf

All diese Gleichungen bestétigt man durch Einsetzen eines beliebig vorgegebenen x € X.
Somit ist C(X) ein R-Vektorraum.

Ferner ist mit f € C(X) auch |f| € C(X), welches durch |f|(z) := |f(x)| fir z € X
definiert ist. In der Tat ergibt sich |f| als Kompositum von f mit der Betragsfunktion,
und letztere ist nach Aufgabe 21.(1) stetig.

Setze

7] = max|f(z)
Da X kompakt ist und |f] stetig, existiert dieses Maximum; cf. Satz 5 aus §4.2.3.
Bemerkung. Es ist (C(X),| — ||) ein normierter Raum.

Mittels d(f,g) := ||f — g]| = max,ex |f(z) — g(x)] fir f, g € C(X) wird (X,d) also zu
einem metrischen Raum; cf. Lemma aus §1.3.3. Diese Metrik induziert schliellich eine
Topologie auf C(X); vgl. Lemma in §1.3.1.

Beweis.

Zu (Nor1). Sei f € C(X). Es ist || f|| = max,ex | f(x)| = 0 genau dann, wenn |f(z)| = 0
fiir alle z € X, i.e. wenn f(z) =0 fiir alle z € X, i.e. wenn f = 0.

Zu (Nor2). Sei f € C(X) und A € R.. Es ist

Al = max[Af(x)] = max[A|[f(z)] = [Almax[f(2)] = [Allf]

Zu (Nor3). Seien f, g € C(X). Es ist
If +gll = max|f(z) +g(z)| = |f(z0) + g(z0)|
fiir ein gewisses xg € X. Wir setzen fort mit

[f(z0) + g(z0)| < [f (o)l +|g(z0)| < (max|f(z)]) + (max|g()]) = [ +gll

Defintion. Eine Teilmenge A C C(X), fiir die gilt, dal wann immer f, g € Aund A € R,
dann auch f+g€ A, f-g € Aund A\f € A, nennt man eine Teilalgebra (nicht notwendig
mit Eins) von C(X).
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Ist die Funktion X — R,  — 1 aus C(X) auch in A enthalten, so spricht man von einer
Teilalgebra mit Eins — daher der Zusatz.

Lemma. Sei A C C(X) eine Teilalgebra. Dann ist auch A C C(X) eine Teilalgebra.
Beweis. Seien f, g € A. Sei A € R.

Sei (fn)n eine Folge in A, die gegen f konvergiert; sei (g,), eine Folge in A, die gegen g
konvergiert; cf. Aufgabe 41.(2).

Es konvergiert die in A gelegene Folge (f, + gn)n gegen f + g; cf. Aufgabe 46.(5). Also
ist f 4+ g € A; cf. Aufgabe 41.(2).

Es konvggiert die in A gelegene Folge (f, - gn)n gegen f - g; cf. Aufgabe 46.(5). Also ist
f g€ A;cf. Aufgabe 41.(2).

Es konvergiert die in A gelegene Folge (Af,). gegen Af; cf. Aufgabe 46.(5). Also ist
Af € A; cf. Aufgabe 41.(2). -

abg.
Lemma. Sei B C C(X) eine Teilalgebra. Sind f, g € B, so sind auch die Funktionen

X — R

Ifl o o — |f(2)]
max{f,g} : = +— max{f(z) g(z)}
min{f,g} : = +— min{f(z),g(z)}

in B enthalten.

Analog definiert man auch das Maximum und das Minimum von endlich vielen Funktionen
in C(X). Sind diese alle in B, so auch deren Maximum und deren Minimum, wie eine
iterierte Anwendung dieses Lemmas zeigt.

Beweis. Fir x € X ist
max{f(z), g(x)} = 3(f(z)+g(x)+[f(x) - g(z)])
min{f(z), g(x)} = 3(f(x)+g(x)—|f(z) —g(z)]) .
In anderen Worten, es ist max{ f, g} = %(f+g+|f—g|) und min{ f, g} = %(f—{—g—|f—g|).

Da nun B eine Teilalgebra von C(X) ist, geniigt es, aus f € B zu folgern, daB} |f| € B.
O.E. ist f #0.

Schreibe a := || f|| = max,ex |f(x)| € Rso. Dann ist f(z) € [—a, +d] fiir alle z € X.

Wiihle eine Folge von Polynomen (g, : R — R)pnez., 50, daf fiir alle e € R einm € Zy,
existiert mit

lan(t) — Jt]| < ¢
fur alle t € [—a, +a] und alle n € Z,, ; cf. Korollar aus §5.1.

Sei r,(z) == ¢,(f(z)) fir + € X und n € Z3,. Da g, ein Polynom ist und da B eine
Teilalgebra von C(X) ist, ist mit f auch r, in B fiir alle n € Z>; .
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Wir behaupten, daf§ die Folge (r,), in C(X) gegen |f| konvergiert. Sei ¢ € R.q. Sei
m € Zx1 so, daB |¢,(t) — |t|| < ¢ fiir alle t € [~a, +a] und alle n € Z,, . Dann wird

ru(z) = f@)I| = [an(f(2) = [ f(2)]] < e
¢ ¢
fir € X und also ||r, — | f] || = maxsex |ra(z) — [ f(2)]| < € fiir alle n € Z,, .
Da B abgg C(X), folgt |f| € B; vgl. Aufgabe 41.(1). o

5.3 Der Satz von Stone-Weierstraifl

Lemma. Sei (Y,d) ein metrischer Raum. Sei A C'Y eine Teilmenge.

Folgende Aussagen sind dquivalent.

(i) Fir alle g €Y und alle e € Ry existiert ein feAmit d(f, g) <e.
(ii) Fir alle g € Y und alle ¢ € Rsq existiert ein f € A mit d(f,g) < e.

(i) Esist A dicht inY.

Beweis.

(ii) = (i). Hierzu merken wir an, dal A C A.

(i) = (ii). Seien g € Y und ¢ € Ryy gegeben. Da A nach (iii) dicht ist in Y, ist
B.(g) N A # ); vgl. Bemerkung aus §4.1.2. Wihle f € B.(g) N A.

(i) = (iii). Sei 0 # U OQH Y. Sei g € U. Sei e € Ryy mit B.(g) C U. Nach (i) gibt es ein
feAmitd(f,g) <e/2.Da f € A, ist Bjo(f)NA# 0; vgl. Lemma (1) aus §1.4. Wihle

f € Bea(f) NA. Es folgt

d(f,9) < d(f,f)+d(f,9) < ¢/2+¢/2 = €.

Also ist f € B.(g) N A C U N A, sodaB letzterer Schnitt in der Tat nichtleer ist. Somit ist
A dicht in Y; vgl. Bemerkung aus §4.1.2. o

Satz 9 (Stone-Weierstraf3) Sei X ein kompakter topologischer Raum. Sei A eine
Teilalgebra von C(X), in welcher es fir alle v € X ein ¢, € A mit p.(x) # 0 gibt,
und fir alle x, y € X mit x #y ein @, € A mit @, ,(x) # ©py(y).

Dann ist A eine dichte Teilmenge von C(X), i.e. A= C(X); cf. §4.1.2.

In anderen Worten, es gibt fir alle g € C(X) und allee € Rxg ein f € Amit||f—g| <e,
i.e. mit |f(x) — g(x)| < e fir allex € X.
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Beweis. Seien g € C(X) und € € Ry vorgegeben. Es geniigt, ein f € A mit ||g — f|| <&
zu finden; cf. vorstehendes Lemma, angewandt auf Y = C(X) mit d(s,t) = ||s — ¢|| fir
s, t € C(X).

Wir behaupten, dafi es zu 2/, 2" € X ein h € A mit h(2") = g(2’) und h(z") = g(z") gibt.
Fall ' = 2". Es erfillt h := (g(2')/w(2')) - o € A die Bedingungen.
Fall 2’ # 2. Seien f' := (1/pu(2')) - @p und " := (1/@n(2")) - . Essind f', f" € A,
und es ist f'(z') =1 und f”(2") = 1. Setze

u = f/+f//_f/‘f//€A-

Dann ISt /U/(:E,) — f/(xl) + f//(x/> _ f/(a:l) . fl/(xl) — 1 + f//(x/> _ 1 . fl/(xl) — 1

Genauso ist auch u(z”) = 1.

Setze
B g(z') — g(z") o — (") pur o (2") — g(a")pyr o (@) v e A
@I’,I" (,CE/) — (10:5/7:0// (:l',’”) ’ (10:5/7:0// (:l','/) — pr’,x/’(x//)
Dann wird
W) = g(w:)*g(z”) (2 — g(ﬂf’)%/,zw(I’I’)—g(u’v”)%//,/zu(x’) ule
(') o )o@ Pt () Pt o1 (@)~ i (@) u 1),
9@ (@) —g(a) () -
- P! ! (zl)_‘:pz/,z” (:UN)
= g(2)
und
Z — g(%l)—g(.’B”) . ny g(x/)soz/,z//(x//)_g(l'//)(pa;/,a;”(I/) . "
h(l’ ) Tt o1 (@) =y o (27) Pa! 2 (ZL’ ) Ot 11 (@) =Pt i (2) U(ZL‘ )

=1
_g(x”)@z/,z" (IH)J’_g(‘r”)(pzl,z” (‘rl)
Ot o (B ) =Pyt prr (")

= g(a").
Dies zeigt die Behauptung.

Beachte, dal A C C(X) eine Teilalgebra ist; vgl. vorletztes Lemma aus §5.2. Folglich ist
das letzte Lemma aus §5.2 auf A anwendbar.

Wir behaupten, dafl es fiir vorgegebenes z € X ein k, € A mit k.(2) = g(z) und mit
k.(y) < g(y) + € fiir alle y € X gibt.

Nach voriger Behauptung gibt es fiir alle z € X ein h, € A mit h,(x) = g(z) und
h.(z) = g(z). Setze U, := (h, — g) "(R..). Es ist z € U, E X, da h, — g stetig ist. Da
X = U,ex U. und da X kompakt ist, gibt es ein £ € Z3o und z; € X fiir 1 <4 < £ mit
X =, U.,. Setze

k, = min h,, .
1<i<t
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Mit dem letzten Lemma aus §5.2, iteriert angewandt, ist k, € A.

Zunéchst ist k,(z) = ril,lge h.,(z) = 121,1259(55) = g(x).

1<i< 1<i<

Ist nun y € X, so wihlen wir ein 1 < ¢ < ¢ mit y € U,, und erhalten

ka(y) < haly) < gly) +e.
Dies zeigt die Behauptunyg.
off.
Setze U. = (k, — g) " (Rs_.) fir x € X. Esist z € U, C X, da k, — g stetig ist. Da
X = UxeX U. und da X kompakt ist, gibt es ein m € Zspund z; € X fir 1 < j < m
mit X = Ji_, U,, . Setze

= max k. .
1<j<m

Mit dem letzten Lemma aus §5.2, iteriert angewandt, ist f € A.

Ist nun y € X, so wéhlen wir ein 1 < j < m mit y € U;j und erhalten

fly) = ko, (y) > gly) —¢,

sowie
fly) = max ke (y) < gly) +e,
also insgesamt |f(y) — g(y)| < e.
Somit ist ein f € A mit ||f — g|| < ¢ gefunden. -

Korollar. Sei n € Zs,. Sei X C R" kompakt. Sei f € C(X). Dann gibt es fir alle
e € Ryg ein Polynom p: R"— R mit | f(z) — p(z)| < e fir alle z € X.

Beweis. Es ist A:= {p|x : R" -2~ R ist Polynom} C C(X) eine Teilalgebra. Beachte
hierzu, da8 die Projektionen R" — R, t+——t; stetig sind fiir 1 < j < n; vgl. Aufga-
be 21.(5). Damit sind auch alle R-Linearkombinationen von Produkten dieser Projektio-
nen, i.e. alle Polynome, stetig; vgl. auch Aufgabe 20. Schliellich sind auch noch deren
Einschrankungen auf X stetig; vgl. zweite Bemerkung aus §2.1.1.

Wir verwenden die Notation von Satz 9.
Fir z € X setzen wir ¢, (t) := 1 fur t € X. Dann ist insbesondere ¢, (z) =1 # 0.

Fir z, y € X mit « # y wéhlen wir ein 1 <@ < n mit z; # y; und setzen ¢, ,(t) = ¢, fiir
t € X. Dann ist insbesondere ¢, ,(x) = z; ungleich ¢, ,(y) = v; .

Also findet Satz 9 Anwendung. o

Korollar (WeierstraB). Seien a, b € R mit a < b. Sei f € C([a,b]). Dann gibt es fir alle
e >0 ein Polynom p: R—R mit |f(x) — p(z)| < € fiir alle x € [a,b].

Beweis. Dies ist ein Spezialfall des vorstehenden Korollars.
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Die Tatsache, dal Polynome stetige Abbildungen von R nach R sind, kann man in diesem
Spezialfall auch Aufgabe 21.(4) entnehmen. In Notation von Satz 9 kann fiir x € [a, b] hier
@, (t) = 1 fur t € R gewdhlt werden; sowie fiir z, y € [a,b] mit x # y schlicht ¢, ,(t) =1
firt € R. o



Anhang A

Zorns Lemma

Wir folgen [4, App. 2, §2] und [3].

A.1 Halbordnungen

Sei M eine Menge.

Definition. Eine Halbordnung auf M ist eine Relation (<) auf M, die reflexiv, identitiv
und transitiv ist.

(Reflexivitat) Esist x <z fir z € M.
(Identitivitit) Ausz <yundy <z folgt x =y fir x, y € M.
(Transitivitit) Ausz <yund y < z folgt x < z fir z, y, 2 € M.
Schreibe x < y falls x < y, aber z # y, wobei x, y € M.

Definition. Sei M mit einer Halbordnung (<) versehen. Sei N C M.

Ein Element z € N heifle ein mazimales Element von N, falls fiir n € N aus z < n folgt,
dal z = n.

Ein Element t € M heifle obere Schranke von N, falls n <t fiir alle n € N.

Ein Element t € M heifle Supremum von N, falls t obere Schranke von N ist, und falls
fiir jede obere Schranke ¢ € M von N gilt, dafl ¢t < .

Es existiert in M hochstens ein Supremum von N. Denn sind ¢ und ¢ Suprema von N, so
ist t < t, da t obere Schranke von N, und ¢t < ¢, da t obere Schranke von N; also t = t.
Falls es existiert, so werde das Supremum von N mit sup N bezeichnet.

Definition. Sei M mit einer Halbordnung (<) versehen.
Eine Teilmenge L C M heifit Kette, falls fiir alle z, ' € L gilt, dal © < 2’ oder 2’ < x.

Es heifit die Halbordnung (<) induktiv, falls jede nichtleere Kette L C M eine obere
Schranke in M hat.

83
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Es heit die Halbordnung (<) strikt induktiv, falls jede nichtleere Kette L C M ein
Supremum in M hat.
Beispiel.

(1) Die iibliche Ordnung (<) auf R ist strikt induktiv. In der Tat ist jede nichtleere
Teilmenge von R eine nichtleere Kette, und hat auch ein Supremum.

(2) Die tibliche Ordnung (<) auf R ist nicht induktiv. In der Tat hat etwa die volle
Teilmenge R C R keine obere Schranke.

(3) Sei M eine Menge. Es ist die Teilmengenrelation (C) eine Halbordnung auf Pot(.X).
Diese ist strikt induktiv, da fiir eine nichtleere Kette L C Pot(M) die Teilmenge
Uner IV das Supremum von L ist. Denn Jy, V ist nach Konstruktion eine obere
Schranke von L ; und ist N’ eine obere Schranke von L, dann ist N C N’ fiir alle
N € L, und somit auch (Jy., NV € N'.

A.2 Ein Fixpunktlemma

Lemma. Sei M eine Menge, versehen mit einer strikt induktiven Halbordnung (<). Es
gebe ein Element 1 € M mit i < x fir alle x € M. Sei f: M — M eine Abbildung mit

r < f(x)

fir alle x € M. Dann gibt es einy € M mity = f(y).

Beweis. Heifle eine Teilmenge N C M zuldssig, falls

(1) i € N,
(2) f(N)C N und

(3) fur alle nichtleeren Ketten L C N auch sup L € N ist.

Es ist die volle Teilmenge M C M zuléssig.

Sei J eine Indexmenge, und sei N; zuldssig fiir alle j € J. Wir behaupten, dai N :=
Njes IV zuldssig ist.

Zu (1). Esist i € N, dai € N; fir alle j € J.
Zu (2). Es ist

FIN) = f(Mjes Ni) € Nyjes F(N;) € MNyes N = N

Zu (3). Sei eine nichtleere Kette L C N gegeben. Ist j € J, so ist L C N;, und also

sup L € N; . Insgesamt ist also sup L € ﬂjEJ N; =N.
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Dies zeigt die Behauptung.

Sei Ny der Schnitt aller zuléssigen Teilmengen von M. Nach vorstehender Behauptung ist
Ny zuléssig. Insbesondere ist ¢ € Ny, und also Ny nichtleer.

Heifle e € Ny extremal, falls fiir alle x € Ny mit © < e noch f(x) < e ist. Sei

E = {e€ Ny : eist extremal} C N .

Setze fire € F

N(e) := {z e Ny : z<eoder fle) <z} C Ny.

Wir behaupten, dal N(e) zuléssig ist fir alle e € E.
Zu (1). Esist i < e, also 7 € N(e).
u (2). Sei z € N(e). Ist x < e, so ist f(z) < e wegen e extremal, und also f(x) € N(e).

Ist z = e, soist f(e) = f(z), und also f(x) € N(e). Ist f(e) < z, soist f(e) <z < f(x),
und also f(z) € N(e).

Zu (3). Sei L C N(e) eine nichtleere Kette. Zunéchst ist supL € Ny. Ist x < e fiir
alle x € L, so ist e eine obere Schranke von L, und also sup L < e, und somit auch
sup L € N(e). Gibt es dagegen ein x € L mit f(e) < z, so ist f(e) < z < sup L, und also
auch sup L € N(e).

Dies zeigt die Behauptunyg.

Da Ny in jeder zuléssigen Teilmenge von M enthalten ist, folgt aus der Behauptung, dafl
No € N(e) und also Ny = N(e) fiir e € E.

Wir behaupten, dafl E' zuléssig ist.
Zu (1). Esist i € E, da es kein € Ny mit x < i gibt.

u (2). Sei e € E. Wir haben zu zeigen, daf§ f(e) extremal ist. Sei z € Ny mit x < f(e)
gegeben. Dann ist f(e) € x. Da mit voriger Behauptung Ny = N(e) ist, folgt = < e. Falls
x =e, ist f(z) = f(e); falls © < e, ist wegen e extremal noch f(z) <e < f(e). In beiden
Féllen ist f(z) < f(e).

Zu (3). Sei L C E eine nichtleere Kette. Zunéchst ist sup L € Ny. Wir haben zu zeigen,
dafl sup L extremal ist. Sei € Ny mit x < sup L gegeben. Es ist x keine obere Schranke
fiir L. Also gibt es ein ¢ € L, fiir welches ¢ £ x gilt. A fortiori ist auch f(¢) € x. Nun ist
mit voriger Behauptung Ny = N({), und somit x < ¢. Es folgt x < ¢, da ¢ € x. Aus {
extremal folgt nun f(z) < ¢ < sup L.

Dies zeigt die Behauptunyg.

Da Ny in jeder zuléssigen Teilmenge von M enthalten ist, folgt aus der Behauptung, dafl
No C F und also Ny = E.

Wir behaupten, dal Ny eine Kette ist. Seien x, ' € Ny, und sei 2’ £ x. Wir haben zu
zeigen, dafl x < 2’. Da nach voriger Behauptung = € F ist, ist nach vorvoriger Behauptung
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No = N(z). Aus 2/ € z folgt also f(x) < 2. Insgesamt ist also x < f(z) < 2’. Dies zeigt
die Behauptung.

Mit dieser Behauptung diirfen wir y := sup Ny setzen und aus Ny zuléssig folgern, dafl y =
sup Ny € Ny . Abermals da Ny zuléssig ist, folgt f(y) € No, und somit f(y) < sup No = y.
Insgesamt ist y < f(y) < y, und mithin y = f(y). o

A.3 Der Satz von Kuratowski-Zorn, besser bekannt
als Zorns Lemma

Lemma. Sei M eine Menge, ausgestattet mit einer strikt induktiven Halbordnung (<). Es
gebe ein Element i € M mit ¢ < x fir alle x € M. Dann hat M ein maximales Element.

Beweis. Nehmen wir an, es gibt kein maximales Element in M. Wahle fiir jedes x € M
ein Element f(r) € M mit z < f(x); dies definiert eine Abbildung f : M — M (?). Eine
Anwendung des Lemmas aus §A.2 auf diese Abbildung liefert ein y € M mit y = f(y),
im Widerspruch zu y < f(y). o

Lemma. Sei M eine nichtleere Menge, ausgestattet mit einer induktiven Halbordnung
(<). Dann hat M ein mazimales Element.

Beweis. Sei K die Menge der Ketten von M beziiglich (). Es ist  mit der Halbordnung
der Inklusionsrelation (C) ausgestattet.

Wir behaupten, dal diese Halbordnung strikt induktiv ist. Genauer gesagt, ist ) = £ C K
eine Kette beziiglich Inklusion, so behaupten wir, daf |J, ., L das Supremum von L ist.

Zunichst begriinden wir, da8 |J, ., L € K, i.e. daB8 |J, ., L eine Kette ist. Sind z, 2’ €
Upes L, so gibt es v € L € Lund 2’ € L' € L. Da L eine Kette ist, ist L C L' oder
L' C L. SeioE. L C L' Dann sind x, ' € L'. Da L eine Kette ist, folgt x < 2’ oder
< x.

Nach Konstruktion ist (J, ., L eine obere Schranke von L. Ist ferner L € K eine weitere

obere Schranke von £, ie. ist L C L fiir alle L € L, so folgt Ures L € L. Somit ist
sup £ = |J, . L nachgewiesen und die Behauptung gezeigt.

Ferner gibt es in K das Element (), welches in allen Elementen von K enthalten ist.

Mit vorigem Lemma, angewandt auf I, ausgestattet mit (C ) gibt es also ein maximales
Element L € K. Es existiert eine obere Schranke ¢ € M von L ; falls L # (), ist dies nach
Voraussetzung der Fall; falls L = 0, ziche man ein beliebig gewahltes Element von M
heran.

Es bleibt zu zeigen, daf} { ein maximales Element von M ist. Sei ¢ < z fiir ein z € M.
Dann ist ¢ < ¢ < z fiir alle £ € L, und also L U {z} € K. Aus der Maximalitét von L
folgt, dal « € L woraus z < £, und insgesamt x = / folgt. 0

2Hier geht das sog. Auswahlaxiom ein.
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Satz 10 (Kuratowski-Zorn, besser bekannt als Zorns Lemma)

Sei M eine Menge, ausgestattet mit einer induktiven Halbordnung (<). Dann gibt es fir
alle x € M ein maximales Element © von M mit x < Z.

Beweis. Die Einschrankung der Halbordnung (<) auf Ms, := {y € M : y > x} ist
ebenfalls induktiv, da fiir eine nichtleere Kette L C M-, mit oberer Schranke ¢ € M nach
Wahl eines ¢ € L folgt, dafl < ¢ < £, mithin £ € M5, .

Nach vorigem Lemma gibt es in M5, ein maximales Element 2. Dieses erfiillt < 2 und
ist auch maximal in M. Letzteres, da aus & < 2’ mit 2’ € M auch v < 2 < 2/ und somit
x' € M, folgt, was wegen der Maximalitét von & nach sich zieht, da§ z = ' 0

Wir behandeln nun die offengelassene Aussage des Lemmas aus §4.3.2.

Sei M eine Menge. Sei P C Pot(M). Es ist P mit der von Pot(M) auf P eingeschrénkten
Halbordnung (C) ausgestattet.

Korollar. Es gebe fiir jede nichtleere Kette K C P eine obere Schranke in P, i.e. ein
R e P mit RC R fiir alle R € P.

Dann gibt es fiir alle N € P ein maximales Element N € P von P mit N C N.

Beweis. Dies folgt nun aus vorigem Satz 10, da nach Voraussetzung die eingeschrénkte
Halbordnung (C) auf P induktiv ist. -



Anhang B

Aufgaben und Losungen

B.1 Aufgaben
Aufgabe 1 (§1.1.1)
(1) Bestimme Pot({1,2,3}).

(2) Sei X eine Menge. Zeige, dal die Abbildung

Abb(X,{0,1}) —~

eine Bijektion ist.

(3) Sei X eine (nicht notwendig endliche) Menge. Zeige, daB es keine Surjektion von X

nach Pot(X) gibt. (Hinweis: Angenommen, es sei X S Pot(X) surjektiv. Betrachte
Y={zeX :ao¢f)})CX.SeiyecXmit fly)=Y.IstyeY?Ist y ¢ Y?)

Aufgabe 2 (§1.1.2, §1.2.3; Sierpinski-Raum)

Bestimme eine weder verklumpte noch diskrete Topologie auf der Menge {1, 2}.

Aufgabe 3 (§1.1.2) Zeige (durch Beweis) oder widerlege (durch Gegenbeispiel).
Sei X eine Menge.

(1) Sei T:={U C X : U ist endlich} U{X}. Esist (X,T) ein topologischer Raum.

(2) SeiT:={U C X : X\ U ist endlich}U{0}. Es ist (X, T) ein topologischer Raum.
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Aufgabe 4 (§1.1.3) Zeige oder widerlege.
Sei X ein topologischer Raum. Sei I eine Indexmenge. Sei k € Z>; .
(1) Ist Y C X, so ist Y offen oder abgeschlossen.
off. off.
(2) Ist U; € X fiir alled € I, soist (),.; U; € X.
off. . . . L off.
(3) Ist U; C X fiirallei € {1,...,k}, soist (),_, U; C X.
abg. abg.
(4) Ist A; € X fiir allei € I, so ist J,c; 4i € X.
abg. . . . k abg.
(5) Ist A; € X firalled e {1,...,k},soist | J;_, A4 € X.

Aufgabe 5 (§1.1.3, §1.2.2) Sei (X, T') ein topologischer Raum.

abg. abg.
(1) Sei I eine Indexmenge. Seien A; Qg X fiir i € 1. Zeige, daB (),c; A gg X.

(2) Sei Y C X. Zeige, dafl Z C Y genau dann eine (bzgl. Spurtopologie) abgeschlossene
Teilmenge ist, wenn es eine abgeschlossene Teilmenge Z/ C X mit Z = Z’NY gibt.

Aufgabe 6 (§1.1.3, §1.2.2) Zeige oder widerlege.
Sei (X, T') ein topologischer Raum. Sei Y C X.
(1) Ist U eine offene Teilmenge von Y, so ist U auch eine offene Teilmenge von X.

(2) Ist U eine offene Teilmenge von Y, und ist Y eine offene Teilmenge von X, so ist U
auch eine offene Teilmenge von X.

(3) Ist A eine abgeschlossene Teilmenge von Y, und ist Y eine abgeschlossene Teilmenge
von X, so ist A auch eine abgeschlossene Teilmenge von X.

Aufgabe 7 (§1.3.2, §1.2.2) Sei (X, d) ein metrischer Raum. Sei Y C X eine Teilmenge.

(1) Zeige, daBl (Y, d|y«y) ein metrischer Raum ist.

(2) Zeige, daB die von der Metrik d|y,y auf Y induzierte Topologie T(*>4vxv) gleich
der Spurtopologie ist.

Aufgabe 8 (§1.3.1) Sei X := {1,2}. Sei eine Prametrik d auf X definiert durch
d(1,1) == 1, d(2,2) == 1, d(1,2) = d(2,1) :==0.

Zeige, da T4 =T X verklumpt - Z€ige, daBl B;(1) keine offene Teilmenge von X ist.
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Aufgabe 9 (§1.3.2) Sei (X,d) ein metrischer Raum.
Sei B.(7) :={y€ X : d(y,z) <e} fir v € X und £ € Ryy.
Zeige, daB (bzgl. der Topologie TX4)

Aufgabe 10 (§1.3.4) Seien a, b, ¢ € R.
Zeige mittels Cauchy-Schwarz fiir (g) und G), daB
ab+ac+be < a®+b*+2

und dafl Gleichheit genau dann gilt, wenn a = b = c.

Aufgabe 11 (§1.3.3, §1.3.5.4, §1.3.5.5)

(1) SeiV ein R-Vektorraum, der den beiden normierten Raumen (V, ||—||) und (V|| —|")
zugrundeliege.

Gebe es a, f € Roo mit afjz|| < ||| < §]|z|| fir alle z € V.

Seien d := dV =) und ' := dVI-I" die zugehorigen Metriken auf V.
Seien T := T4 und 7" := TV¥) die zugehorigen Topologien.

Zeige, dal T =1T".

(2) Sein > 1. Zeige mittels (1) erneut, daf T®"d*) = P®*d). o €1 354 §1.3.5.5.
Aufgabe 12 (§1.2.2) Sei (X,T) ein topologischer Raum. Sei Y C X. Zeige.
off. off.
(1) Sei U CY mit U C X. Esist U CY.
(2) Sei ACY mit A abggA X.Esist A aEA Y.
Aufgabe 13 (§1.3.3, Aufgabe 11) Sein > 0.

(1) Sei ||z||1 := > i, |z4| fir x € R™. Zeige, daBl (R™, || — ||1) ein normierter Raum ist.

(2) Sei dV(xz,y) := ||z — yl fiir 2, y € R™ Sei BV (z) := {y e R" : dV(y,z) < &}
fir v € R" und € € R . Skizziere Bgl)((g)), wobei n = 2.

(3) Zeige, dap T®"AY) — P®dD) " (Hinweis: Aufgabe 11.)
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Aufgabe 14 (§1.4, Aufgabe 9)

(1) Bestimme {27 : n € Z>} C R. Begriindung!

2) Bestimme {(7) : z € [-1,+1], y € (=1,+1)} C R?. Begriindung!
Yy

(3) Bestimme Y fiir alle Y C {1, 2} beziiglich der Sierpinski-Topologie {0, {1}, {1,2}};
cf. Aufgabe 2. Begriindung!

(4) Sei (V,||—||) ein normierter Raum. Schreibe d := dVI-I). Es ist also d(z,y) = ||z —y||
firz,y € V.

Sei € V. Sei € € Ry . Zeige, daB (bzgl. T:D)

def.

B.(z) = B.(z) = {yeV : d(y,x)<e};

cf. Aufgabe 9.

Aufgabe 15 (§1.4) Zeige oder widerlege.
Sei X ein topologischer Raum. Seien Y, 7 C X.

(1) Esist X \NY =X \Y".

(2) Esist YNZ=YNZ.

(3) Esist YUZ =Y UZ.

Aufgabe 16 (§1.3.4) Sei (V,(—,=)) ein euklidscher Raum. Seien z,y € V ~ {0}.
Schreibe || — || := || = [[~ =y, Le. [|z]| = (z,z)1/2

Zeige, daB} ||z + y|| = ||z]| + ||y|| genau dann zutrifft, wenn y = Ax fiir ein A € Ry .

Aufgabe 17 (§2.1.1, §2.1.3)
Sei X = (X, Tx) = ({1,2,3},{0,{1},{1,2},{1,3},{1,2,3}}).

Sei Y = (Y, Ty) := ({1,2}, {0, {1},{1,2}}) der Sierpinski-Raum; cf. Aufgabe 2.
(1) Zeige, daBl (X, Tx) ein topologischer Raum ist.
(2) Bestimme alle stetigen Abbildungen von X nach Y.

(3) Bestimme alle Homéomorphismen von X nach X.
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Aufgabe 18 (§2.1.1, §1.4) Zeige oder widerlege.
Seien X und Y topologische Raume. Sei X oY cine Abbildung.

abg.

abg.
1) Es ist f stetig genau dann, wenn f~}(B) C X fiir alle B C Y.

(1)

(2) Esist f stetig genau dann, wenn f(X’) C f(X") fiir alle X’ C X.
(3) Falls f stetig ist, dann ist f(X'®) D f(X')° fiir alle X' C X.
(4) X')

4) Falls f stetig ist, dann ist f(X") C f( fiir alle X' C X.

Aufgabe 19 (§2.1.3) Zeige.
Seien X und Y topologische Rdume. Sei X LV eine Abbildung.
(1) Sei f ein Homéomorphismus. Sei U C X.
off. off.
Es ist U C X genau dann, wenn f(U) C Y.
(2) Esist f genau dann ein Homéomorphismus, wenn f stetig ist und es eine stetige

Abbildung X <Z-Y gibt mit go f =idy und fog =idy .

Aufgabe 20 (§2.1.1) Zeige.
Sei X ein topologischer Raum. Seien f, g € C(X).

(1) Sei (f +g)(z) := f(x) + g(z) fir x € X. Zeige, daB f + g € C(X).
(2) Sei (f-g)(z) = f(x)-g(x) fur z € X. Zeige, daB f - g € C(X).

Aufgabe 21 (§2.3.3, §2.2, §1.3.3) Seien X, Y topologische Riume.
Sei X L+ Y eine Abbildung. Entscheide, ob f stetig ist.

1) Sei X =Y =R. Sei f(x) := |z| fiir € R. (Hinweis: Satz 2.)

3) Sei X =R.p.Sei Y =R. Sei f(z) :=1/x fir z € Ryy.

(1)
(2) Sei X =Y =R. Sei f(x) :=sin(1/z) fiir x € R~ {0}. Sei f(0) :=0.
(3)
(4)

Sei X =Y = R. Sei n > 0. Seien ay, ..., a, € R. Sei f(x) := a,2" + - + apz’
fir x € R. (Hinweis: Aufgabe 20.)

(5) Sein >0, sei X = R", normiert mit || —||2. Sei Y ein normierter Raum. Sei X Loy
eine lineare Abbildung. (Hinweis: Bilder der Standardbasisvektoren betrachten.)

(6) Sei X = (X, || —||) ein normierter Raum. Sei Y = R.. Sei f(z) := ||z fiir z € X.
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Aufgabe 22 (§2.1.1, §1.4) Seien X und Y topologische Réume.
Sei X L+ Y eine stetige Abbildung.

(1) Sei Y' C Y. Zeige, daBB f~1(Y’) C f~1(Y”). Gilt stets die Gleichheit?

(2) Sei X' C X. Zeige, dal genau dann 90X’ = () ist, wenn X’ eine offene und abgeschlos-
sene Teilmenge von X ist.

(3) Sei X’ C X. Zeige, daB X’ C 9X'. Gilt stets die Gleichheit?
Aufgabe 23 (§2.1.2, §2.1.3, Aufgabe 21.(3)) Zeige oder widerlege.

(1) Seien X, Y topologische Raume. Sei X oY cine surjektive offene Abbildung. Sei
Y/
X' C X. Schreibe Y’ := f(X’) C Y. Dann ist X’ X,y offen (jeweils beziiglich
der Spurtopologie).

(2) Es ist das Intervall (0,1) homéomorph zu R+, . (Hinweis: Aufgabe 21.(3).)

Aufgabe 24 (§3.1) Sei X eine Menge. Sei S C Pot(X). Bestimme (S) x .
(1) X ={1,2,3,4}, S = {{1,2,3}, {1,2,4}}.
(2) X ={1,2,3,4,5,6}, S = {{1,2,3,4}, {1,2,3,5}, {3,4,5,6} }.

Aufgabe 25 (§3.1, §3.2) Zeige.

Sei X ein topologischer Raum. Sei S eine Subbasis von X.

(1) Es ist S genau dann eine Basis von X, wenn fir & > 0, U; € S fiir 1 <i < k und
S ﬂle Ui ein V € S existiert mit x € V' C ﬂle U.

(2) Ist UNnV € Sfiiralle U, V € S, so ist S eine Basis. (Hinweis: Teil (1).)

(3) Ist S eine Subbasis von X, so ist S’ := {ﬂle U k€Zs, U, eStirl <i<k}
eine Basis von X. (Hinweis: Teil (2).)

Aufgabe 26 (§3.2, §1.2.3.2) Sei X eine Menge.
Zeige, daf3 {{x} s x € X} eine Basis von T'x giskret 1St.
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Aufgabe 27 (§3.2; Abzihlbarkeit)
Eine Menge X heifle abzihlbar, wenn X = () ist oder eine Surjektion Z>; — X existiert.

Zeige.

(1) Ist X LY eine Abbildung, und ist X abzéhlbar, so auch f(X).
(2) Eine Teilmenge einer abzéhlbaren Menge ist abzéhlbar.

(3) Fiir abzdhlbare Mengen X und Y ist auch X x Y abzéhlbar.

(4) Es ist Q abzihlbar.

(5) Sei n > 0. Es besitzt R” eine abzéhlbare Basis. (Hinweis: Beispiel (4) aus §3.2.)

Aufgabe 28 (§3.3.1)

Sei X = {1,2,3,4}.

Sei (V1. Ty,) = ({1.2.3}. {0, {1}, {1.2}. {1.3}. {L.2.3}}).
Sei (Ya, Ty,) = ({1,2}, {0,{1}, {1,2}}). Cf. Aufgabe 17.
Seien X L4~ Y] und X LN Y5 gegeben.

Bestimme die diesbeziiglich initiale Topologie T'x initial, (,,f,) auf X.

(1) Seien fi = (1331) und fo = (1313).

(2) Seien fi = (1333) und fo = (2731).

Aufgabe 29 (§3.3.2) Seien X, (Y1, Ty,) und (Y3, Ty,) wie in Aufgabe 28.
Seien f; = (i%i) Y1 —Xund f, = (%%) Y, — X
Bestimme die diesbeziiglich finale Topologie Tx final, (1,,5,) auf X.

Aufgabe 30 (§3.3.1) Seien X und Y Mengen. Sei (Z,T7) ein topologischer Raum.
Seien X Loy 4 7 Abbildungen.

Sei Ty die initiale Topologie auf Y beziiglich g und (Z,T%).

Sei T'x die initiale Topologie auf X beziiglich f und (Y, Ty).

Sei T% die initiale Topologie auf X beziiglich g o f und (Z,Ty).

Zeige, dal Ty = T% .
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Aufgabe 31 (§3.3.2) Sei auf R die Aquivalenzrelation (~) dadurch erklirt, da = ~ y
falls z —y € Z, wobei x, y € R. Dies liefert den topologischen Raum R/(~), ausgestattet
mit der finalen Topologie beziiglich R — R/(~), .+ [z]~ .

Sei S':={(§) € R* : x4 y? = 1} die 1-Sphiire, eine Kreislinie, ausgestattet mit der
Spurtopologie bzgl. St C R2.

Zeige, daB R/(~) zu S! homdomorph ist.

Hierzu diirfen aus der Analysis bekannte Eigenschaften der Funktionen sinz und cosx
ohne Beweis verwandt werden.

Aufgabe 32 (§3.1, §3.2, §1.2.2) Sei (X, Tx) ein topologischer Raum. Sei Y C X.

(1) Ist S eine Subbasis von X, soist {UNY : U € S} eine Subbasis von Y.

(2) Ist B eine Basis von X, so ist {U NY : U € B} eine Basis von Y.

Aufgabe 33 (§3.4) Sei n > 0. Zeige, dafl die Bijektion

R _P, RX"

(:) — (21,...,2p)

Aufgabe 34 (§3.4, §1.3.2, §1.3.4, Aufgabe 20)

ein Homdomorphismus ist.

(1) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Seien xy, xo, 23, v4 € X. Zeige, daf

—d(l’l, IQ) + d(CL’Q, lL‘g) — d(l’g, I4) < d(CL’l, 1'4) < d(l’l, IL‘Q) + d(l’g, IL‘3) + d(l’g, ZL‘4) .

(2) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Zeige, dafl d : X x X — R stetig ist.
(Hinweis: (1).)

(3) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Sei ) # Y C X. Sei dy(x) := inf ey d(x,y) fir
x € X. Zeige, daB dy : X — R3¢, v+ dy () stetig ist.
(Hinweis: Zeige dy (z) — d(€, 7) < dy (€) < dy (x) + d(€, 2).)

(4) Sei (V,(—,=)) ein euklidscher Raum. Zeige, da (—, =) : V x V—R,
(x,y) — (x,y) stetig ist.

(5) Zeige, daB R x R , (z,y)F—x +y und R X R&R7 (x,y) —x - y stetige
Abbildungen sind. Folgere hiermit erneut die Aussage von Aufgabe 20.
(Hinweis: X — R X R R.)
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Aufgabe 35 (§3.4, §1.2.2)

(1) Seien X, Y, Z topologische Rdume. Zeige, da} (X x V) x Z ~ X x Y x Z und
XXxY~Y xX.

(2) Sei k > 1. Sei X; ein topologischer Raum und sei X] C X fiir 1 < i < k. Zeige, dafl
auf Hle X! die Produkttopologie der Spurtopologien mit der Spurtopologie bzgl.
[T, X! C [IE, X, iibereinstimmt.

Aufgabe 36 (§4.1.1, §3.4) Seien X und Y Hausdorffriume.
(1) Sei z € X. Zeige, daBl {z} abgg' X.

(2) Zeige, daBl X x Y hausdorffsch ist.

(3) Sei X endlich. Zeige, dafi X die diskrete Topologie tragt.

Aufgabe 37 (§4.1.1, §4.2.1) Seien X und Y topologische Riume.

Sei X —f» Y ein Homoomorphismus.

(1) Zeige, daBl X genau dann hausdorffsch ist, wenn Y hausdorffsch ist.

(2) Zeige, dafl X genau dann kompakt ist, wenn Y kompakt ist.
(Hinweis: Lemma (3) aus §4.2.1.)

Aufgabe 38 (§4.2.1) Sei X ein topologischer Raum.
Sei k > 1. Sei Y; € X kompakt fiir 1 < j < k. Sei X = UleYj
Zeige, dafl X kompakt ist.

Aufgabe 39 (§4.1.2, §3.2, Aufgabe 27) Sei (X, d) ein metrischer Raum.

Sei D C X eine abzéhlbare dichte Teilmenge. Zeige, dafl X eine abzéhlbare Basis besitzt.
(Hinweis: Vgl. Beispiel (4) aus §3.2 und Aufgabe 27.(5).)

Aufgabe 40 (§3.4, §1.4) Seien X und Y topologische Riume.
Sei AC X und B C Y. Zeige, dafl (A x B)° = A° x B°.

Aufgabe 41 (§4.2.5)

abg.
(1) Sei X ein topologischer Raum. Sei Y C X. Sei (Yn)n eine Folge in Y. Sei z € X ein
Héaufungspunkt der Folge (y,). , gesehen als Folge in X. Zeige, dafl z € Y.
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(2) Sei X ein metrischer Raum. Sei Y C X. Sei € X. Es ist # € Y genau dann, wenn
es eine Folge (y,), in Y gibt, die, gesehen als Folge in X, gegen z konvergiert.

(3) Sei X ein folgenkompakter topologischer Raum. Sei f € C(X). Zeige, daf es ein
z € X gibt mit f(x) < f(2) fiir alle z € X. In anderen Worten, zeige, dafl f auf X
ein Maximum annimmt.

(4) Sei X ein metrischer Raum. Sei K C U E X, und sei K folgenkompakt. Zeige, daf3
es ein € € Ry so gibt, dal d(k,x) > € fir alle k € K und alle z € X N\ U.

Aufgabe 42 (§4.2.4) Zeige oder widerlege.

(1) Sei X ein topologischer Raum. Sei z € X. Sei (z,), die konstante Folge in X mit
x, = x fir alle n € Z>; . Dann ist z ein Konvergenzpunkt von (z,,),, .

(2) Sei X ein topologischer Raum. Sei (x,,), eine Folge in X mit Konvergenzpunkten x
und 2’. Dann ist z = 2'.

(3) Sei X ein metrischer Raum. Sei (z,), eine Folge in X, fiir welche fiir alle € € R~
ein m € Zy, existiert mit d(x,,x,) < € fir n, ' € Zs,, . Dann konvergiert (x,), .

Aufgabe 43 (§4.2.5, §3.4)

(1) Seien X und Y topologische Rédume. Sei (z,,),, eine Folge in X mit Konvergenzpunkt
x € X. Sei (yn), eine Folge in Y mit Konvergenzpunkt y € Y. Zeige, dafl die Folge
((xn, yn))n in X x Y den Konvergenzpunkt (z,y) hat.

(2) Sei X ein folgenkompakter topologischer Raum. Sei Y ein metrischer Raum. Sei Z
ein metrischer Raum. Sei f : X XY — Z, (x,y) — f(x,y) eine stetige Abbildung.
Sei yp € Y.

Zeige, daB es fiir alle ¢ € R.g ein 0 € R+ gibt mit |f(z,y) — f(z,v0)| < € fiir alle
y € Bs(yo) und alle z € X.

Aufgabe 44 (§4.2.1, §4.3.1) Zeige oder widerlege.

Sei X ein endlicher topologischer Raum.

(1) Esist X zusammenhingend.

(2) Esist X kompakt.

Aufgabe 45 (§4.2.6, §4.3.1, §4.3.3)
Sei X = {(i;) €R? : 0< <1 und |z < 21}

(1) Skizziere X.
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(2) Zeige, dafl X zusammenhéngend ist.

(3) Zeige, dafi X kompakt ist.

Aufgabe 46 (§5.2, §1.3.3, §3.4, §4.2.7) Sei X ein kompakter topologischer Raum.
Wir erinnern daran, dafl C(X) ein normierter Raum ist; cf. Bemerkung in §5.2.

(1) Seien u, v € C(X). Zeige, daB |Ju - v|| < [|ul]] - ||v].

(2) Sei (V,|| — ||) ein normierter Raum. Zeige, dafi die Abbildung V x v v,
(x,y)—x + y stetig ist. Folgere, daf die Abbildung C(X) x C(X)— C(X),
(f,9)— f + g stetig ist.

(3) Zeige, daB die Abbildung C(X) x C(X) - C(X), (f,g)— f - g stetig ist.

(4) Sei A € R. Sei (V,]|| — ||) ein normierter Raum. Zeige, daf§ die Abbildung g v,
x> \x stetig ist. Folgere, dafl die Abbildung C(X)— C(X), f+— Af stetig ist.

(5) Sei (fn)n eine Folge in C(X), die gegen f € C(X) konvergiert. Sei (g,), eine Folge
in C(X), die gegen g € C(X) konvergiert. Sei A € R. Zeige, daB (f, + gn)n gegen
f + g konvergiert, daB (f, - g,)n gegen f - g konvergiert und dafi (Af,), gegen Af
konvergiert.

Aufgabe 47 (§4.3.1, §4.3.3, §3.4, §2.3.3) Seien X und Y topologische Raume. Zeige.

(1) Sind X und Y zusammenhéngend, so auch X x Y. (Hinweis: i, und j, aus §3.4.)

(2) Sind X und Y wegzusammenhéngend, so auch X x Y.

B.2 Losungen

Aufgabe 1

(1) Esist
POt({17273}) = {wa {1}7 {2}7 {3}v {132}7 {173}7 {273}7 {17273}7 } .

(2) Fiir Y C X sei die charakteristische Funktion

X e {013
0 falsz €Y
T {1 fallsz € Y

definiert. Setze
Abb(X,{0,1}) =— Pot(X)



99

Wir behaupten, dafl sich diese beiden Abbildungen gegenseitig invertieren.

Sei f € Abb(X,{0,1}). Wir haben f = ;-1 (1)) 7u zeigen. Sei z € X.
Ist f(z) =0, soist x & f~'({1}), und also auch x j-1(1})(x) = 0.

Ist f(x) =1, soist 2 € f~1({1}), und also auch x -1 ((1})(x) = 1.

In beiden Fillen ist also f(z) = xf-1({1})(2). Es folgt f = x-1{1})-

Sei Y C X. Wir haben Y L Xy ({1}) zu zeigen. Nun ist aber

vy (1) = {zeX : xy(@)=1} =Y

nach Definition von Y.

Dies zeigt die Behauptung, und damit insbesondere die Bijektivitéit der ersten Abbildung.

(3) Dem Hinweis folgend, nehmen wir an, es gebe eine Surjektion X 1, Pot(X). Sei

Y ={zeX :zd& flx)}.

Da f surjektiv ist, gibt es ein y € X mit f(y) =U.
FallsyeY,ist y & f(y) =Y.
Falls y € Y, ist nicht y & f(y), alsoy € f(y) =Y.

In beiden Féllen landen wir bei einem Widerspruch. Also kann es keine solche Surjektion geben.

Aufgabe 2 (Sierpinski-Raum)

Wir behaupten, daBl T := {0, {1}, {1,2}} eine Topologie auf {1,2} ist.

1. Beweis. Am einfachsten geht der Nachweis mit einer geeigneten Prametrik, vgl. §1.3.1.
Setze d(1,1) := 0, d(2,2) := 0, d(1,2) := 0 und d(2,1) := 1. Wir betrachten T2},

Diesbeziiglich wird B.(2) = {y € {1,2} : d(y,2) < ¢} = {1,2} fiir alle ¢ € R-¢. Insbesondere ist
{2} ¢ TUL2hd) " da B_(2) € {2} fiir alle ¢ € Ry.

Ferner wird B;(1) = {y € {1,2} : d(y,1) < e} = {1}. Insbesondere ist {1} € TUL2hD da By (1) C {1}.
Somit ist 7' = T{12h4) und letzteres ist bekanntermaBen eine Topologie. Dies zeigt die Behauptunyg.

2. Beweis. Mochte man direkt argumentieren, so beobachte man, daf§ T beziiglich Inklusion zu einer Kette
geordnet ist, also

0 c {1y < {1,2}.

Es folgt, dafl die beliebige Vereinigung von Elementen aus T wieder in T liegt, denn diese Vereinigung
ist das maximale Kettenglied ihrer Teilnehmer. Dies zeigt (Top 2).

Genauso folgt, da3 der beliebige Schnitt von Elementen aus T wieder in T liegt, denn dieser Schnitt
ist das minimale Kettenglied ihrer Teilnehmer. Von dieser Aussage brauchen wir allerdings nur, daf3 der
Schnitt zweier Elemente von T wieder in T liegt, haben also etwas mehr gezeigt als fiir (Top 3) bendtigt.

Ferner sind () und {1,2} in der Tat in T enthalten. Dies zeigt (Top 1).
Insgesamt zeigt dies die Behauptung abermals.

Es ist 7" auch weder gleich Thigrer = {0, {1}, {2}, {1,2}} noch gleich Tyerkiumpt = {0, {1,2}}, wie ver-
langt.

Der topologische Raum ({1, 2}, T) heifit auch Sierpinski-Raum.

Er dient hauptséchlich als Lieferant von Gegenbeispielen.
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Aufgabe 3

Sei X eine Menge.

(1)

Die Aussage ist falsch. Sei etwa X = Z. Sei I = Z>g. Sei U; = {i} € T. Es ist

UiesUi = Ui€Z>0{i} =Zx ¢ T,
da Z>, weder eine endliche Teilmenge von Z noch gleich Z selbst ist.

Die Aussage ist richtig.
Zu (Top1l). Esist 0 € T. Esist X = X \ 0 € T, da  eine endliche Menge ist.

!
Zu (Top2). Sei I eine Indexmenge. Seien U; € T fiir i+ € I. Wir wollen zeigen, dafl J,,; U; € T.
Ohne Einschrinkung ist U; # ) fiir alle ¢ € I. Ohne Einschrinkung ist I # ). Schreibe U; = X \ M;
mit M; C X endlich. Es wird

UieIUi = UieI(X\Mi) = X\(miejMi) €T,
da (;c; M; eine endliche Menge ist.

!
Zu (Top 3). Seien U, V' € T. Wir wollen zeigen, dal U NV € T. Ohne Einschrinkung ist U # 0
und V # (0. Schreibe U = X ~\ M und V = X ~ N mit endlichen Teilmengen M, N C X. Es wird

UnvV = (X~M)N(X~N) = X~(MUN) € T,

da M U N eine endliche Menge ist.

Aufgabe 4

(1)

Die Aussage ist falsch. Sei X := R, mit der Topologie aus §1.2.1. Sei Y = [0,1) C R.

Es ist Y nicht offen. Denn obwohl 0 € Y, ist B.(0) € Y fiir alle ¢ > 0. In der Tat ist —¢/2 €
B.(0) \Y.

Es ist Y nicht abgeschlossen, i.e. X \'Y nicht offen. Denn obwohl 1 € X \Y,ist B.(1) € X \ Y
fiir alle € > 0. In der Tat ist max{1 —¢&/2, 1/2} € B.(1) ~ (X \Y).

Die Aussage ist falsch. Sei etwa X = R, sei I = Z>1 und sei U; = (—1/4,1/1) fiir i € Z>4, was nach

Bemerkung (3) in §1.2.1 eine offene Teilmenge in R ist. Es ist (;c; Ui = (;cz. (—1/i,1/i) = {0}

nicht offen, da (0 —&,0 + ) fiir kein € > 0 eine Teilmenge von {0} ist.

Als ein weiteres Gegenbeispiel kann man die in Aufgabe 3.(2) eingefiihrte Topologie im Falle X = Z
off.

heranziehen. Sei I = Z>; . Sei U; = Z ~ {i}. Da {i} endlich ist, ist U; C Z. Dahingegen ist

MierUi = Niezo,(Z>A{i}) = Z~ (Uiez. (1)) = Z<o
nicht offen, da Z \ Z¢o = Z> keine endliche Menge ist.

Die Aussage ist richtig. Wir zeigen sie durch Induktion nach k. Fiir k£ = 1 trifft die Aussage zu.

Sei k > 2 und sei die Aussage fiir k — 1 vorausgesetzt. Wir haben sie fiir k£ zu zeigen. Es wird

N Us = (NS U) N U

off. off.
Da nach Induktionsvoraussetzung ﬂf;ll U; C X und nach Voraussetzung U, C X, ist mit (Top 3)
auch der Schnitt dieser beiden Teilmengen eine offene Teilmenge von X.
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off.
(4) Die Aussage ist falsch. Da die Aussage (2) im allgemeinen falsch ist, kénnen wir X, I und U; C X

so wihlen, daf3
auch

abg.

se1 Ui keine offene Teilmenge in X ist. Dann aber wird mit A; := X \U; € X

UieIAi = UiEI(X NU) = XN (nieIUi)
keine abgeschlossene Teilmenge von X mehr.

(5) Die Aussage ist richtig. Denn mit der richtigen Aussage (3) folgt, dafl
k k off.
XN (UiziAi) = Nis (XN A) © X

Aufgabe 5

off. off.
(1) Esist U; := X N A; € X fiir i € I. Mit (Top2) ist J;,;Us; € X, und also

abg.

niGIAi == niGI(X N Uz) = X~ (UZEIU’L) Q X.
abg. off.
(2) Ist Z gg Y,soist Y\ Z C Y. Also gibt es nach Definition der Spurtopologie in §1.2.2 ein U’ C X
abg.
mit Y\ Z =Y NU". Setze Z' := X\ U' C X. Es wird

YNZ' =YN(X\U) =Y~ ({YNnU)=Y(Y\2Z)=7Z.

abg. off.
Sei umgekehrt Z = Z' NY fiir ein Z’ gg X. Dannist X \ Z' C X, also

off.

YNZ =Y~ (ZNY)=YN(X\Z)CY,
abg.
und somit Z C Y.
Aufgabe 6
(1) Die Aussage ist falsch. Sei etwa X =R, Y = {0} und Z =Y. Dann ist

Z = {0} C {0} = v,

da die volle Teilmenge stets eine offene Teilmenge ist, aber

nicht off.

Z ={0} < R=X,
da es fiir 0 € {0} kein € € Ry mit (0 —¢, 0+¢) C {0} gibt.
off. off. off.!
(2) Die Aussage ist richtig. Wir haben hierzu zu zeigen, dafl aus U C Y C X folgt, daB U C X.
off. off.
Da U C Y, gibt es nach Definition der Spurtopologie in §1.2.2 ein U’ C X mit U =Y NU’. Da
off. off. off.
Y C Xund U’ C X, ist auch U =Y NU’ C X dank (Top3).
abg. abg. abg.!
(3) Die Aussage ist richtig. Wir haben hierzu zu zeigen, daf aus A C Y C X folgt, da A C X.

abg. abg. abg. abg.
DaA'C Y, gibt esein A/ C X mit A= A'NY; cf. Aufgabe 5.(2). Da A’ € X und Y C X,
abg.
folgt mit Aufgabe 5.(1), daB A= A'NY C X.
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Aufgabe 7

(1)

Wir haben die Axiome (Met 1,2, 3) zu verifizieren.

Zu (Met 1). Fiir y, v’ € Y ist d|y <y (y,vy') = d(y,y’) in der Tat genau dann gleich 0, wenn y = 3/,
wie aus (Met 1) fiir X folgt.

Zu (Met 2). Fiir y, y' € Y ist dlyxv(y,y') = d(y,vy') = d(y',y) = dlyxv (¥, y), wie aus (Met 2)
fir X folgt.

Zu (Met 3). Fir y, ¢/, y"’ € Y ist

dlyxy(W,y) +dlyxy (' y") = dly,y') +d@',y") = dly,y") = dlyxy(y,y"),

wie aus (Met 3) fiir X folgt.

Kurz, die in (Met1,2,3) fiir d|y«y (y,y’) verlangten Eigenschaften vererben sich aus denjenigen
fir d.

Beachte zunéchst, daf fiir y € Y und € € R
BYdvr)(y) = {y €Y : dlyxy(y,y)<e} = {¥ €Y : d(y,y) <e} = BEI(y)ny.

Beziiglich T(Y> 4y x¥) ist eine Teilmenge Z C Y also genau dann offen, wenn es fiir jedes z € Z ein
e € R gibt mit B (2)nY C Z.
Beziiglich der Spurtopologie ist eine Teilmenge Z C Y dagegen genau dann offen, wenn es ein
off.
UC X mit Z=YNU gibt.
off.
Sei Z C Y beziiglich der Spurtopologie offen. Gebe es also ein U C X mit Z =Y NU. Sei z € Z.
Sei € € Ry so, da ng’d)(z) C U. Dann ist
BXI()nYy cUNY = Z.

Also ist Z C Y beziiglich T dlyxy) offen.
Sei Z C Y beziiglich T(Y>4vx¥) offen. Gebe es also fiir jedes z € Z ein e, € R+ mit Bg’d)(z)ﬂY -

Z. Sei
U = UneBE()

off. off.
Mit dem Lemma aus §1.3.2 ist Bg’d)(z) C X. Dank (Top3) ist also U C X. Folglich geniigt es

zu zeigen, dafl Z L YnU.
Ist z € Z, soistzEZgYundzeBg’d)(z)QU, also z € Y NU. Somit ist Z CY NU.

Andererseits ist

YNU = YNU,.,BXY0) = U,.,BX2)nYy) C Z

z€Z

nach Wahl der ¢, .
Insgesamt ist also in der Tat Z =Y NU.

Aufgabe 8

Wir haben fiir T(X:4) = T'x, verklumpt 2U zeigen, dafl weder {1} noch {2} offene Teilmengen von X sind.
Mit Ausnutzung von Symmetrie geniigt es zu zeigen, dal {2} keine offene Teilmenge von X ist.

Fiir e € Ry ist B.(2) = {1}, falls ¢ < 1, und B.(2) = {1,2}, falls ¢ > 1. Fiir kein ¢ € R ist also
B.(2) C {2}. Somit ist {2} keine offene Teilmenge von X.

Nun ist By(1) = {2}. Wie schon festgestellt, ist dies keine offene Teilmenge von X.
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Aufgabe 9
— off. —
Wir haben zu zeigen, dal X \ B.(z) C X. Sei y € X \ B.(x), d.h. sei d(y,z) > e.

! _
Sei 1 :=d(y, ) — . Wir behaupten, da8 B, (y) C X \ B.(z).

Sei z € By(y), i.e. d(z,y) < n. Wir miissen zeigen, da z € X \ B.(), i.e. daB d(z,z) > . In der Tat
wird mit (Met 3)
d(z,z) +d(z,y) > dz,y),

und also
d(z,z) > d(z,y) —d(z,y) > d(z,y) —n = d(z,y) — (d(y,r) —¢) = €.

Vgl. auch das Lemma in §1.3.2.

Aufgabe 10
Das Lemma von Cauchy-Schwarz aus §1.3.4 liefert beziiglich des Standardskalarprodukts (z,y) := z'y

fir z, y € R3, daB ,
(ra(}) = (e (B) (e (i) -

(a+b+c)? < 3(a® +b0* +c2),

also daf3

was wiederum zu
2ab + 2ac + 2bc < 2(a® 4 b* + ¢?)

und also zu
ab+ac+bec < a®+b2+c2

dquivalent ist.

In der ersten, und damit auch in jeder weiteren dieser Ungleichungen gilt nach der Zusatzaussage im
1
Lemma von Cauchy-Schwarz Gleichheit genau dann, wenn (((IE) , (%)) linear abhéngig ist, i.e. wenn

a=b=c
Aufgabe 11

(1) Beachte, daB B71||z||’ < ||lz|| < a™t||z|’ fiir z € V. Die Situation ist also symmetrisch in || — || und
I =1, so dafl es geniigt, T’ é T zu zeigen.
Sei U C V eine beziiglich T offene Teilmenge, i.e. U € T'. Wir haben zu zeigen, daf} sie beziiglich
T offen ist, i.e. U é T. Sei also z € U. Wir miissen ein 7 € Ry finden mit BS,V’C” (x) é U.

Da U C V beziiglich T” offen ist, gibt es ein € € R~ mit Bgv’d,)(x) CU.Setzen:=¢/B € Rsp.
Es wird ,
BYD(x) € BY (),

da fiir y € B%V’d) (x), also fiir d(y,z) < n, in der Tat

d(y,x) = lly—=l' < Blly—=| = B-dly,x) < B:n = ¢,
. WVid'), \ - L
und somit y € Be"" ’(z) ist. Also ist insgesamt
B{(z) € BY(@) € U,

wie verlangt.
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(2) Zum einen ist wegen |z;| = /a3 < /a7 + 22 fiir 1 <j < nauch

2]l = maxflz;| : 1<i<n} < yJai+- 42} = a2

fir z = (x;); € R™.

Zum anderen ist

lellz = y/a? < fremaxfle] s 1<i<n)? = Vi ol

fir x € R™.

Also ist insgesamt, wie in (1) verlangt,
Lzl < llzllz < Vo llz)le

fir x € R™.

Aufgabe 12

off. off.
(1) Esist U=UNY mit U C X. Nach Definition der Spurtopologie ist also U C Y.

abg. abg.
(2) Esist A=ANY mit 4 Qg X. Nach Aufgabe 5.(2) ist also A Qg Y.
Aufgabe 13

(1) Wir iiberpriifen die Axiome (Nor 1,2, 3). Davon sind (Nor 1,2) nahezu evident.

Zu (Norl). Sei z € R". Es ist ||z|l; = Y"1 |z;| = 0 genau dann, wenn |z;| = 0 fiir alle 1
was wiederum genau dann zutrifft, wenn x = 0.

Zu (Nor2). Sei z € R™. Sei A € R. Es wird

Aally = sy Pl = i Ml = A el = (Al -
Zu (Nor3). Seien z, y € R"™. Es wird

lz 4yl = e + il < 3 (il + Jwil) = [l + [yl -
dank () in Beispiel (1) von §1.3.2.

(2) Es ist allgemein
B(z) = {y €R" = |yr —a1| + -+ Jyn — 2l <},

und speziell

BV((9) = {yeR? : |y| +ya| <1}

<i<n,
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Somit ist Bgl)((g)) das Innere des folgenden Quadrats.

Y2

(3) Geméaf Aufgabe 11 geniigt es, a, § € R~ mit
alzli < flzllz < Blzlh

fir € R™ zu finden.

Zum einen wird
Iz} = i lea)? = (Cimyal) = a3,

und also ||z]|2 < ||z||1, weswegen wir 8 = 1 wihlen kénnen.

Zum anderen ist |z;|? < Y1 2? fiir 1 <4 < n, woraus wir |z;| < [|z/|2 und also

el = Yiiilel < Xiillzlls = nllzll
entnehmen, weswegen wir v = 1/n wihlen kénnen.

Der Faktor o = 1/n ist zuléssig, aber nicht optimal.
Aufgabe 14

(1) Schreibe Y :={27" : n € Zxo}.
Wir behaupten, dafl
Y £ yulo}.

Wir verwenden hierzu die Charakterisierung aus Lemma (1) aus §1.4.

Wir zeigen C. Sei x € R~ (Y U {0}). Wir haben z 9'1 Y zu zeigen. Wir unterscheiden drei Fille.
Falls z < 0, soist (z — |z|, # + |z[)NY =0, und also z ¢ Y.

Fallsz > 1,s0ist (x — (z — 1), 2+ (x—1))NY =0, und also z ¢ Y.

Falls z € (0,1), so sei n € Z>; mit 27" < 2 < 2-("= Y. Explizit wird n := —|log, |. Sei

£ = min{z — 27", 27" — g1,



106

Dann ist (z —&, 2 +¢)NY =0, und also z ¢ Y.

Wir zeigen D. Da ohnehin Y C Y, geniigt es zu zeigen, daB 0 € Y.

Seie € Ryg. Fiir n = —|logye] ist 27" € (0 —¢,0+¢), und also (0—¢, 04+¢)NY # 0.
Somit ist in der Tat 0 € Y.

Schreibe YV :={(§) : # € [-1,+1],y € (=1,+1)}.

Schreibe Y™ :={(}) : € [-1,+1],y=-1} und YT :={(§) : z € [-1,+1], y = +1}
Wir behaupten, daf3

Y L YUY Uyt = {(2) s ael[-1,+1), ye[-1,+1]}.

Wir verwenden hierzu die Charakterisierung aus Lemma (1) aus §1.4.

Lo
Wir zeigen C. Sei (7) € R*\ (YUY~ UY ™). Wir haben 2 ¢ Y zu zeigen. Wir unterscheiden zwei
nicht disjunkte Fille.

Falls y & [—1,+1], so sei & := [y| — 1. Dann ist B.((j))NY = 0.
Falls # ¢ [—1,41], so sei € := |z| — 1. Dann ist B.((j))NY = 0.

_ Lo Lo

Wir zeigen D. Da ohnehin Y C Y, geniigt es zu zeigen, dafB Y~ CY und YT C Y.
Sei (y) € Y™, ie seiz € [-1,+1] und y = —1. Sei € € Rxo. Falls € < 1, dann ist (_,{. ) €
(( ))NY; falls e > 1, dann ist (§) € Bo((7)) NY. Jedenfalls ist B.((§)) N'Y # 0. Somit ist

Se1

®)

Da § C {1,2}, ist

(S

—~
<8 m

Y.

) T, ie sei z € [-1,+1] und y = +1. Sei € € Rsg. Falls ¢ < 1, dann ist (1_“;/2) €
)N Y falls ¢ > 1, dann ist (§) € B.((y)) NY. Jedenfalls ist B.((§)) NY # 0. Somit ist
Y.

B ((

m@a

g = 0.
Da {1} E {1,2}, ist
{13° = {1}.
Da {1,2} € {1,2}, st
(1,2)° = {1,2}.

Betrachten wir die Teilmenge {2}. Die einzige offene Teilmenge von {1,2}, die in {2} enthalten
ist, ist (. Nach Definition des Inneren ist also

(21° = 0.

abg. J—
Nach Aufgabe 9 wissen wir, dafi B.(z) C V. Also ist B.(z) C B.(x); vgl. Bemerkung (2) aus
§1.4. Bleibt B.

Lo
z) 2 Be(x) zu zeigen.

Ohnehin ist B.(x) 2 B.(z). Es bleibt also fiir y € B.(x) \ B.(z) zu zeigen, daB y é B (x).

Fiir ein solches y ist d(y,x) = ¢. Wir wollen Lemma (1) aus loc. cit. anwenden.

Sei n > 0. Wir haben zu zeigen, dafl B, (y) N B.(x) # (. Falls n > ¢, so ist = in der Schnittmenge.
Betrachten wir noch den Fall n < ¢

Nun benétigen wir die Tatsache, dafl V' ein normierter Raum ist. Setze

syt La—y) .
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Es wird
lz=yl = Elle—yll = F <n,
und also z € B, (y). Es wird
lz=zl = ly—2)+£@ -yl = [0-L)y—2) = A-Hly—=zl =e-n/2 < ¢,

und also z € B.(x). Somit ist z € B, (y) N B.(z), und also B, (y) N B.(z) # 0

In einem metrischen Raum kann es passieren, dal B:(z) C Be(z). Sei etwa der metrische Raum Z

abg.
mit der von der reellen Geraden eingeschréankten Metrik versehen. Dann wird B1(0) = {0} C Z,
und also B1(0) = B1(0) = {0}. Auf der anderen Seite ist aber B1(0) = {—1,0,+1}.

Aufgabe 15

(1) Die Aussage ist richtig.
abg.
Zum einen ist X \Y C X \Y° Qg X, was X \Y C X \Y? zeigt; cf. Bemerkung (2) aus §1.4.

off.
Zum anderen ist X N (X NY) € X und X N\ (X \NY) CY, was X \ (X \Y) C Y° zeigt; cf.
Bemerkung (3) aus loc. cit. Dies wiederum ist gleichbedeutend mit X \Y 2 X \Y°.

Insgesamt haben wir also X \Y = X \ Y° nachgewiesen.

(2) Die Aussage ist falsch

__ __ abg. R R —
Zwarist YNZCYnNZ Qg X,was Y NZ CY N Z zeigt; cf. Bemerkung (2) aus §1.4.
Aber diese Inklusion kann zuweilen echt sein. Sei z.B. Y :=[0,1) C R, sei Z := R3;. Wir haben
— abg. _
im Beispiel in loc. cit. ermittelt, da Y = [0, 1]. Ferner ist Z Qg R, und also Z = Z = R>;. Nun

aber wird

YNZ=0=290,

abg.
da 0 Qg R. Auf der anderen Seite ist jedoch

YNZ = 1[0,1]NnRx1 = {1}.
(3) Die Aussage ist richtig.
__ __ abg. —
Zum einen ist YUZ CYUZ gg X; cf. Aufgabe 4.(5). Dies zeigt Y U Z C Y U Z; cf. Bemerkung (2)

aus §1.4.

Zum anderen folgt aus Y C Y U Z C YUZ,idaBi)7 C Y UZ; cf. Bemerkung (2) aus loc. cit.
Genauso folgt Z C Y U Z. Somit ist also auch Y UZ CY U Z.

Insgesamt ist mithin YU Z =Y U Z.

Aufgabe 16
Ist y = Az fiir ein A € R, so folgt

lz+yll = 1A+Nzll = A+ Nzl = llzll + Alel] = llz[l + [Axll =[]l + [yl -
Sei umgekehrt ||z + y|| = ||z|| + ||y|| vorausgesetzt. Dann ist
0 = ||$||+||y||) = llz +ylI?

(z,2)'% + (y, ) /?)? — (z +y,x + )
(2, 2) + 20z, )2 (y, V2 + (y, 9)) — (@, 2) + 2(2,y) + (4, 1))
({2, )2y, )12 = (. ) |

(
(
=
2
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also (x,y) = (z,z)"/?(y,y)"/? und somit (x,y)? = (x,z)(y,y). Mit der Zusatzaussage aus dem Lemma
von Cauchy-Schwarz aus §1.3.4 ist mithin (z,y) linear abhiingig. Da x # 0 vorausgesetzt ist, gibt es somit

!
ein A € R mit y = Az. Wir wollen A > 0 zeigen.

Daz # 0und y # 0, ist (z,2)/2(y,y)"/? > 0, und also auch (z,) > 0. Nun aber ist (z,y) = (2, \z) =

Mz, x). Da (x,z) > 0, folgt in der Tat, daB§ A > 0.
Fiir einen normierten Raum ist die Aussage im allgemeinen falsch. Sei etwa (R?, || — ||oo) betrachtet. Dann
ist zwar
1(6) + (D) llee =2 = 11(5) oo + 11 (1) lloo »
aber (((1)) , (%)) ist linear unabhéngig.
Aufgabe 17

(1)

Mit einiger Berechtigung kann man sagen, diese Aussage sei ersichtlich richtig. Um es sauber
durchzufiihren, gehen wir einmal den Weg iiber einen prémetrischen Raum.

Betrachte folgende Priametrik d auf {1, 2, 3}.

d1,1) = 0 d(1,2) == 0 d(1,3) = 0
d2,1) = 1 d(2,2) = 0 d2,3) = 1
d3,1) = 1 d(3,2) = 1 d(3,3) = 0

Wir behaupten, dafl diese Prametrik die Topologie

T2 2 {9, {1),{1,2).{1,3},{1,2,3}}
induziert.
Es wird B1(1) = {1}. Es wird B1(2) = {1, 2}. Es wird B;(3) = {1, 3}.

off. off. off.
Somit sind {1} C {1,2,3}, {1,2} C {1,2,3} und {1,3} C {1,2,3}.
Nun ist 1 € B.(3) fiir alle € € R5. Also sind {3} und {2, 3} keine offenen Teilmengen.
Ferner ist 1 € B.(2) fur alle e € R . Also ist {2} keine offene Teilmenge.

Dies zeigt die Behauptung. Insbesondere liegt eine Topologie vor.

Wir notieren eine Abbildung f von {1,2,3} nach {1,2} in der Form (f(ll) f(22) fg’3)>; vgl. Konven-
tionen.

Bekanntermafen sind die beiden konstanten Abbildungen (133) und (333) stetig; cf. Beispiel (2)
aus §2.1.1. Bleiben 6 weitere Abbildungen zu untersuchen.

Da das Urbild von () unter einer solchen Abbildung leer ist, und damit offen, und da das Urbild von
{1,2} unter einer solchen Abbildung gleich {1,2, 3} ist, und damit offen, ist eine solche Abbildung
stetig genau dann, wenn das Urbild der verbleibenden offenen Menge {1} offen ist.

Unter ({73) ist das Urbild von {1} gleich {1,2}, und damit offen. Diese Abbildung ist also stetig.

112
Unter (% 2 ?) ist das Urbild von {1} gleich {1, 3}, und damit offen. Diese Abbildung ist also stetig.
Unter (133) ist das Urbild von {1} gleich {1}, und damit offen. Diese Abbildung ist also stetig.

Unter (377) ist das Urbild von {1} gleich {2,3}, und damit nicht offen. Diese Abbildung ist also

nicht stetig.

Unter (;%3) ist das Urbild von {1} gleich {2}, und damit nicht offen. Diese Abbildung ist also
nicht stetig.

Unter (333) ist das Urbild von {1} gleich {3}, und damit nicht offen. Diese Abbildung ist also
nicht stetig.

Wir kénnen folgendes Ergebnis festhalten.
C(X,Y) = C({1,2,31,{1,2}) = { (111), (113), (137). (133), (333) } .
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Wir sollen nun unter den 3! = 6 Bijektionen von X nach X die Homéomorphismen heraussuchen,
i.e. die Bijektionen, die stetig und offen sind.

Um offen zu sein, muf die einelementige Teilmenge {1} auf eine offene einelementige Teilmenge
abgebildet werden, d.h. auf {1}.

Bekanntlich ist idx = (}33) ein Homdomorphismus; cf. Beispiel (1) aus §2.1.3.

Da, wie gesagt, 1 auf 1 zu gehen hat, bleibt als andere Moglichkeit nurmehr (% § 3) Und in der
Tat ist dies eine stetige und offene Bijektion, welche via Bild- und via Urbildnahme die offenen
Teilmengen {1,2} und {1, 3} vertauscht.

Als Ergebnis konnen wir festhalten, dafl der Raum X zwei Hom6omorphismen auf sich selbst
besitzt, (i%%) und (%33)

Aufgabe 18

(1)

Die Aussage ist richtig.

abg.
Sei f stetig. Sei B Qg Y. Es wird

X\ f7U(B) = f(YNB) € X,

abg.

und also f~1(B) C X.
abg. abg. off.
Sei umgekehrt f~1(B) Qg X fiir alle B Qg Y.SeiV C Y. Es wird

abg.

X'V = iy vy € ox,

off.
und also f~1(V) C X.

Die Aussage ist richtig.

Sei f stetig. Wir wollen zeigen, dafi f(X’) é f(X"), ie. daB X/ é FY(f(X7)). Nach (1) ist
f_l(m) abgeschlossen, so dal es nach Bemerkung (2) aus §1.4 zu zeigen geniigt, dal X’ é
FHF(X), ie. daB f(X7) é f(X’). Dies allerdings trifft zu.

Sei umgekehrt f(X7) C f(X') fiir alle X’ C X, ie. sei X/ C f~1(f(X')) fiir alle X’ C X. Sei
B BE;A Y. Nach (1) haben wir zu zeigen, da§ f~1(B) aE{A X.

Sei X’ := f~Y(B). Esist f(X') = BN f(X). Es wird

f(X') = BN f(X) € BNnf(X) = BN f(X),

vgl. Losung zu Aufgabe 15.(2), und also

X)) € BN fX) = BN fIfX) = f1(B).

- - abg.

Da ohnehin f~1(B) 2 f~1(B), folgt f~1(B) = f~'(B),ie. f~1(B) C X.

7B = X

N

Um ein Beispiel mit f(X’) C f(X’) zu bekommen, kann man von einem nichtleeren diskreten Raum
X in einen verklumpten Raum Y via f nichtsurjektiv abbilden. Fiir X/ = X wird dann f(X’) =
f(X) C Y. Dahingegen ist f(X’) =Y, schon allein da der Abschlu8 jeder nichtleeren Teilmenge von
Y gleich Y ist.
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(3)

Die Aussage ist falsch.

Seien etwa X = {1,2,3} und Y = {1,2} wie in Aufgabe 17.(2). Sei f := (}%%), es ist f, wie in
loc. cit. festgestellt, stetig. Sei X' := {2, 3}.

Es ist X’° = (), da dies die einzige in {2, 3} liegende offene Menge ist. Insbesondere ist f(X'*) = 0.

off.
Esist f(X') = {1,2} C Y. Insbesondere ist f(X')° = {1,2}.
Wir sehen, da§ f(X'°) = () keine Obermenge von f(X’)° = {1,2} ist.

Die Aussage ist falsch.

Seien etwa X = {1,2,3} und Y = {1,2} wie in Aufgabe 17.(2). Sei f := (333). Als konstante
Abbildung ist f stetig; cf. Beispiel (2) aus §2.1.1. Sei X’ := {1}.

Es ist X’ CE. X, und also X'° = X’ = {1}. Insbesondere ist f(X’°) = {2}.

Es ist f(X') = {2}. Also ist f(X')° ={2}° =0.

Wir sehen, dafl f(X’°) = {2} keine Teilmenge von f(X')° = {) ist.

Aufgabe 19

(1)

off.
Sei f ein Homdomorphismus, also stetig, offen und bijektiv. Ist U C X, so ist wegen f offen auch
f(U) offen.

Ist umgekehrt f(U) offen, so ist wegen f stetig auch f~!(f(U)) offen. Da f injektiv ist, ist
fYf(U)) =U. Also ist U offen.

Ist f Homo6omorphismus, so ist f stetig, offen und bijektiv. Insbesondere gibt es eine Umkehrab-
bildung X j;l Y. Setzen wir g := f~!, so haben wir zu zeigen, daf8 g stetig ist. Sei U OQH' X. Es
ist zu zeigen, da8 g=1(U) OE! Y.

Da f bijektiv ist, und da g = f~1, ist g~ }(U) = f(U). Da f offen ist, ist nun in der Tat g~} (U) =
o) Cy.

Sei nun umgekehrt ein X Ly stetig mit gof = idx und fog = idy existent. Dann ist zunéchst f

off. off.
bijektiv mit f~! = g. Wir haben zu zeigen, da8 f offen ist. Sei U C X. Esist f(U) =g~ }(U) C Y,
da g als stetig vorausgesetzt ist. Somit ist f als offen nachgewiesen.

Aufgabe 20

(1)

off. off.!
Schreibe h := f +g. Sei V. C R. Wir wollen h=1(V) C X zeigen.
off.
Sei x € h~1(V). Es geniigt zu zeigen, daf es U, C X gibt mit z € U, C h~1(V); vgl. Bemerkung
aus §1.1.3.
Esist h(z) € V. Sei € € R mit B.(h(z)) C V.

Wegen f stetig ist f~1(B./2(f(2))) OQH' X.

off.
Wegen g stetig ist g7 (B./2(g(z))) C X.
Sei

off.

Us := [~ (Bepa(f(2)) N~  (Bepa(y(@))) S X

Da x in beiden Teilnehmern liegt, ist x € U, .
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Bleibt zu zeigen, dafl U, C h=1(V). Sei y € U, , i.e. sei | f(y) — f(x)| < /2 und |g(y) — g(z)| < /2.

Es wird
|h(y) — h(z)| |(f(y) +9(y) — (f(z) + g(2))]

< 1) - 7@ + lg(y) — g(a)
< €/24¢/2
= ¢,

und somit h(y) € B.(h(x)) €V, woraus y € h= (V).
off. off.!
(2) Schreibe h:= f-g. Sei V.C R. Wir wollen h=}(V) C X zeigen.
off.
Sei x € h=1(V). Es geniigt zu zeigen, dal es U, C X gibt mit z € U, C h=1(V); vgl. Bemerkung
aus §1.1.3.
Es ist h(z) € V. Sei € € Ry mit B.(h(x)) C V.
Sei m := max{1, |f(z)], |g(x)] + €} (®). Esist m € Rsq. Esist e/m < ¢

Wegen f stetig ist f_l(BE/m(f(ac))) (E‘ X.

off.
Wegen g stetig ist g_l(BE/m(g(x))) C X.
Sei

U:c = f71 (Be/m(f(x))) mgil(Be/m(Q(x))) Cg X.
Da «x in beiden Teilnehmern liegt, ist x € U,, .
Bleibt zu zeigen, da8 U, C h=1(V). Seiy € U, , i.e.sei |f(y)—f(x)| < e/mund |g(y)—g(x)| < &/m.
Insbesondere ist
g < lg(@)| +e/m < g(x)| +e

Es wird
\h(y) = ()] = [f(y)-g(y) = f(x)-g(x)]
= |fy)-9(y) — f(x)-gly) + f(x)-gly) — f(z)-g(z)|
< fW)-g9y) = f(@) -9y + [f(x) - 9(y) — f(z) - g(x)]
= |f(y) = f@)llg)| + |f(@)llg(y) — g(=)]
< fy) = f@)|(lg(x)] +¢e) + [f(@)]]g(y) — g(z)]
< (g/m)-m+m-(g/m)

und somit h(y) € Bc(h(z)) C V, woraus y € h™ (V).
Vgl. auch Aufgabe 33.(5).
Aufgabe 21

(1) Esist f stetig. Wir wollen Satz 2 anwenden und verfahren wie folgt.

Sei A1 := Rgo. Sei Az := Ryo. Es ist (A1, A2) eine lokalendliche (da endliche) abgeschlossene
Uberdeckung von R.

Sei fi : Ay — R, x+—— — x. Es ist f; stetig, etwa als Einschrinkung der Identitit von R auf
A;q, multipliziert mit der konstanten Abbildung z —— — 1; cf. Aufgabe 20.

Sei fo : As — R, x——z. Es ist f5 stetig, etwa als Einschrinkung der Identitit von R auf As.
Esist A; N Ay = {O}, und es ist f1|AlﬁA2 = f2|A1r‘|A2 , da fl(O) =0= f2(0)~

Da nun f|a, = f1 (ie. |z] = —z fiir z € Rgo) und fla, = f2 (ie. |z| = z fiir x € Ry), folgt mit
Satz 2, dal f stetig ist.

3Wie sich beim Losen der Aufgabe am Ende als zweckmiiBig herausstellt.
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Man kann auch direkt die e-§-Charakterisierung aus §2.2 anwenden.

(2) Esist f nicht stetig. Wir wollen die e-0-Charakterisierung aus §2.2 anwenden.

Sei z = 0. Sel ¢ = 1/2. Sei § € Rsg. Wir wollen zeigen, dafl f(Bs(z)) € B:(f(x)), i.e. daBl
F((=6,40)) £ (-1/2,+1/2).

Dazu geniigt es, ein 2 € (0,6) so anzugeben, dafi f(x) = 1. Wihle n € Z mit n > 1/(27d). Wihle
x=1/(7/24 27n). Dann ist 1/z = 7/2 4+ 27n > 1/4, also x < 4, und also auch z € (0, ). Ferner

ist
f(z) = sin(l/z)
= sin(w/2 + 27n)
= sin(7w/2)
= 1.
Skizze.

-1 -0.8 -0.6 —-0.4/ —O.

(3) Esist f stetig. Wir wollen dazu die e-§-Charakterisierung aus §2.2 anwenden.

Sei z € Rsg. Sei € € Rso. Wir miissen ein § € Ry finden mit f(Bs(z) N Rso) C B.(f(z)).
Beachte hierzu, daf§ der Ball mit Radius § im metrischen Teilraum R~ von R sich als Schnitt des
Balles Bs(z) in R mit R+ ergibt.

Es sollte also fiir alle Z € R~ mit |Z — z| < § gelten, dafl

!
€,

1 1

T x

i.e. daf

!
|z —Z| < ex.

Sei dementsprechend 6 := min{ez?/2, z/2}. Falls |Z — x| < §, ist also insbesondere z/2 < 7. Fiir
ein solches z wird somit in der Tat

e — 2] < 0 < ex(x/2) < exk.

(4) Esist f stetig.

Dank Aufgabe 20 diirfen wir verwenden, dal die Summe und das Produkt stetiger Funktionen
wiederum stetig ist.

Nun ist eine konstante Funktion stetig. Ferner ist die Identitit R — R, = —— z stetig. Ein
Produkt solcher Funktionen liefert die stetige Monomfunktion R —= R, x — a;z".
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Als Summe von solchen Monomfunktionen ist nun auch die Polynomfunktion
R— R, z+—>apz" +---apz’

stetig.

Es ist f stetig. Wir wollen dazu die e-9-Charakterisierung aus §2.2 anwenden.
Die Norm auf Y werde mit || — ||y bezeichnet.

Sei z € X. Sei ¢ > 0. Wir miissen ein § € R~¢ so finden, da8 f(Bs(z)) C B.(f(x)), i.e. so, daf fiir
alle Z € X mit ||x — Z||2 < ¢ auch ||f(z) — f(&)||y <e.

Nun aber ist f(z) — f(&) = f(x — Z). Also geniigt es, ein § € R~ so zu finden, daf aus [|{|l2 < ¢
schon || f(&)|ly < e folgt — denn dies kann man dann auf £ = x — & anwenden.
&1
Sei (eq, ..., ex) die R-lineare Standardbasis von X. Schreibe £ = < : ) =&e + -+ &pen . Damit
&n
wird jedenfalls

FOly = l6flen) +---+&uflen)lly < [Gllfe)lly + -+ &l fen)lly -

Auf der anderen Seite ist fir 1 <7< n

&l = e < Jagrra = ..

Ist also ||€]|2 < d, so ist

£y < lallfe)lly +- -+ &l f(en)lly
< €l fCen)lly + -+ + [I€ll2llf (en)lly
< a(lfCe)lly + -+ 11 (en)lly)

falls (|| f(e1)lly + -+ || f(en)|ly) # 0. Wiihlen wir

§ = { e/(Ife)lly +---+1f(en)lly) falls |[f(en)lly +---+ [ f(en)lly # 0
' 1 falls [[f(e)lly +---+ [ f(en)lly =0,

so ist jedenfalls || f(£)]ly < e, falls ||€]|l2 < 4.

Es ist f stetig. Wir wollen dazu die e-J-Charakterisierung aus §2.2 anwenden.
Sei x € X. Sei e € Ryg. Wihle 6 :=e¢.
Sei & € X. Mit (Nor 3) erhalten wir

[zl = llz =2+ 2| < [lo—z]|+ |z,

und also
lzl| = llzl] < [lz—2| .

Mit vertauschten Rollen von z und z folgt genauso
1zl =zl < |z ==l = [l -2 .

Zusammengenommen gilt also
izl =2l < llz =2 -

Ist nun ||z — Z|| < e, so ist auch | ||z]| — ||Z|| | < e. Also ist f(B:(x)) C B.(f(x)).

Wir bemerken noch, da (1) ein Spezialfall von (6) ist.
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Aufgabe 22

(1)

_ abg. _ _
Esist f~1(Y') C f~1(Y") - X; cf. Aufgabe 18.(1). Also ist f=1(Y’) C f~1(Y’); vgl. Bemer-
kung (2) aus §1.4.

Sei nun X = {1, 2}, ausgestattet mit der diskreten Topologie. Sei Y = {1, 2}, ausgestattet mit der
Sierpinski-Topologie {0, {1}, {1,2}}.
Sei die Abbildung f von X nach Y die Identitit, also f(1) =1, f(2) = 2.

Sei Y’ = {1}. Esist {1} = {1,2}, da dies die einzige abgeschlossene Menge in Y ist, die {1} umfaft.

Also ist f~1({1}) = {1,2}.

Dahingegen ist f~1({1}) = {1} = {1}, da in X alle Teilmengen abgeschlossen sind.

Gleichheit gilt hier also im allgemeinen nicht.

Es ist ) = 0X’ = X'\ X’° genau dann, wenn X’° = X'. Da X’ zwischen diesen beiden Mengen

liegt, ist dies genau dann erfiillt, wenn X’° = X’ = X’. Dies wiederum ist genau dann der Fall,
off. abg.

wenn X’ C X und X’ gg X; vgl. Bemerkung (4,5) in §1.4.

Da X' C X', ist X'° C (X’)°. Ferner ist X' = X'; cf. Bemerkung (4,5) in §1.4. Also ist

OX' = X' (X')° = X' (X')° D X'~ X" = 09X’

off. —
Sei nun X = R. Sei X’ = R~ {0}. Esiist X' = RcgUR>o C R = X. Ferner ist X' = R = X,
da insbesondere 0 € X', da fiir alle ¢ € R~ noch £/2 € (0 —&,0 4 ¢) N X’ liegt und damit dieser
Schnitt nicht leer ist.

Also wird 0X' = X'\ X° = X ~ X’ = {0}.

_ off. abg.
Auf der anderen Seite wird X' =90X =0, da X C X und X gg X; vel. (2).

Gleichheit gilt hier also im allgemeinen nicht.

Aufgabe 23

(1)

Die Aussage ist falsch. Fiir ein Gegenbeispiel begeben wir uns in die Situation von Aufgabe 17.
Sei X = {1,2,3} mit der Topologie {0, {1},{1,2},{1,3},{1,2,3}}).

Sei Y = {1,2} mit der Topologie {0, {1},{1,2}} der Sierpinski-Raum.

Sei

OJ[\DHN

P

Es ist f offen, da jedes Bild einer offenen Mengen in X wieder offen in Y ist.
Sei X' ={2,3}. Esist Y = f(X') ={1,2} =Y.

off.
Esist {3} = {1,3} N X’ C X’ nach Definition der Spurtopologie.
Dahingegen ist f|%, ({3}) = f({3}) = {2} nicht offen in Y.
Die Aussage ist richtig. Wir wollen zeigen, daf3

f
(07 1) - R>1

x = 1/

ein Homoomorphismus ist. Nach Aufgabe 21.(3) ist diese Abbildung als Einschréinkung einer ste-
tigen Abbildung stetig; vgl. zweite Bemerkung aus §2.1.1.
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Nun ist mit derselben Begriindung auch

(0.1) = R
y ~— y
stetig.
Esist (go f)(x) =g(1/z) = z fur z € (0,1), also go f = id.
Esist (fog)(y) = f(1/y) =y fiir y € Rsq, also fog=id.
Nach Aufgabe 19.(2) ist f also ein Homémorphismus. Mithin sind (0,1) und R~; homéomorph.

Aufgabe 24

(1) In den Bezeichnungen der Bemerkung (3) aus §3.1 erhalten wir folgendes.

S/
S//

2{1,2},{1,2,3},{1,2,4},{1,2,3,4}}
0, {1,2}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,2,3,4}}

Und (S)x = S” nach loc. cit.

(2) In den Bezeichnungen der Bemerkung (3) aus §3.1 erhalten wir folgendes.

Sl
S//

®7 {3}7 {374}7 {375}7 {17273}7 {37475}7 {1727374}7 {1727375}7 {172737475}7
{3,4,5,6}, {1,2,3,4,5,6} }

g{?;}, {3,4}, {3,5}, {1,2,3}, {1,2,3,4}, {1,2,3,5}, {3,4,5,6}, {1,2,3,4,5,6}}

Und (S)x = 5" nach loc. cit.

Aufgabe 25

(1)

off.
Ist S eine Basis von X, so gibt es fiir jedes + € U C X noch ein V € Smit z ¢ V C U.
Insbesondere trifft dies fiir U := ﬂle U; zu.

Sei umgekehrt die genannte Eigenschaft fiir S erfiillt. Wir wollen zeigen, dafl S eine Basis von X
off.
ist. Ist z € U C X, so haben wir ein V € S mit z € V C U zu finden.

Da S als Subbasis von X vorausgesetzt ist, ist U eine Vereinigung von endlichen Schnitten von in
S gelegenen Mengen. Insbesondere liegt = in einem solchen Schnitt, sagen wir, = € ﬂf:l U, CU
mit £ > 1 und gewissen U; € S. Nach Voraussetzung gibt es nun ein V' € S mit

erQﬂleUigU-

Ist der Schnitt von zwei Elementen von S wieder ein Element von S, so ist mit Induktion auch
der Schnitt von k£ > 1 Elementen von S wieder ein Element von S. Somit ist die in (1) von S

geforderte Eigenschaft in dortigen Bezeichnungen mit der Wahl V' = ﬂle U, erfiillt.

Da S C S C(8x,ist (S)x C (5" x.

Nun ist aber auch S’ C 5” = (S) x, und folglich (S")x C (S)x; vgl. Bemerkung (3) in §3.1.
Zusammengenommen ist also (S)x = (S’)x, und damit auch S’ eine Subbasis von X.

Sind nun U, V€ S, und schreiben wir U = (*_, U; und V = (\1F | U;, wobei k, k' € Zso und
U; € S stets, so wird

Unv = (NL0) N (ML) = N0 e s

Also ist die in (2) geforderte Eigenschaft erfiillt, und S’ ist in der Tat eine Basis von X.
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Aufgabe 26

off.
Nach Definition ist eine Teilmenge B von Tx qiskret €ine Basis von (X, Tx diskret), falls fiir alle U C X
und alle € U noch ein Element V € B existiert mit x € V C U.

Sei nun B = {{z} :x € X}. Sicher ist B C Tx, diskret = Pot(X). Sei nun U C X gegeben — jede
Teilmenge von X ist ja nun offen. Sei ferner x € U. Dann gilt {z} € Bund z € {z} CU.

Aufgabe 27

(1)

(4)

Ist X =0, so ist auch f(X) =0, und mithin abzéhlbar. Also ist 0.E. X # .

Sei Zs1 — X surjektiv. Es ist f|/(X) : X — f(X) surjektiv. Also ist auch das Kompositum
Z>1 — f(X) surjektiv. Somit ist f(X) abzdhlbar.

Sei X abzihlbar. Sei Y C X. Ist Y = (), so ist auch Y abzihlbar. Somit ist 0.E. Y # (.

Mit (1) geniigt es, eine Surjektion von X auf Y anzugeben, um zu zeigen, dafi auch Y abzihlbar
ist. Wahle yg € Y. Sei

z fallsxzeY

T {yo falls 2 € X \ Y

Diese Abbildung ist surjektiv, da jedes y € Y im Bild liegt, als Bild von ebendiesem y.

O.E. sind X, Y # . Da wir Surjektionen Z>; — X, i z; und Z>; — Y, j > y; haben,
existiert auch eine Surjektion

Zyy, X Zy +— X x Y

>

@ g = (= oY)

Mit (1) geniigt es also zu zeigen, dafl Z>1 x Z; abzihlbar ist.

Dazu kann man die Surjektion

Z>1 — Z>1 X Z>1
1 a1 , 1
2 a , 2
3 2 , 1
4 T , 3
5 2 , 2
6 3 , 1
7T r , 4
8 2 , 3)
9 3 , 2

0 — 4 , 1

verwenden.

Wir haben eine Surjektion Z x (Z \ {0}) — Q, (z,w) — z/w. Also geniigt es zu zeigen, daf}
Z x (Z ~. {0}) abzihlbar ist. Mit (3) geniigt es zu zeigen, dafl Z und Z ~ {0} abz#hlbar sind. Mit
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(2) geniigt es zu zeigen, dafl Z abzdhlbar ist. Dazu kann man die Surjektion

Z- zZ
0
1
~1
2
—2
3
-3

IRRRRERE

verwenden.

(5) Nach Beispiel (4) aus §3.2 besitzt R™ die Basis

B = {B:(z) : € Q", £ € Qxo} -

Wir haben also eine Surjektion Q™ x Q~o — B, (z,¢) — B.(z). Somit geniigt es zu zeigen, dafl
Q" X Q=¢ abzdhlbar ist.

Mit (3), iteriert angewandt, geniigt es, dafiir zu zeigen, daf Q und Q~( abzéihlbar sind. Das aber
folgt aus (4) und (2).

Es ist auch nicht schwierig zu zeigen, dal R keine abzihlbare Menge ist. Annahme, doch. Dann ist auch
das Intervall (0,1) abzdhlbar. Sei Z>; — (0,1), i +— x; eine Surjektion. Sei y € (0,1) ein Dezimalbruch,
der in der i-ten Nachkommastelle sich von x; unterscheidet, und dies fiir alle i € Z> . Insbesondere ist
dann y # x; fiir alle i € Z>,, im Widerspruch zur Surjektivitit unserer Abbildung. (Hierbei seien keine
Neunerperioden in einer Dezimalbruchdarstellung zugelassen.)

Aufgabe 28
(1) Wir haben
off.
{fl_l(Vl) I G ) {(D, {1,4}, {1,3,4}, {1,2,4}, {1,2,3,4}}
off.
{£;'(Vv2) s V2 €Yo} = {0, {1,3}, {1,2,3,4}}
Somit haben wir die von der Vereinigung

S = {0,{1,3}, {1,4}, {1,2,4}, {1,3,4}, {1,2,3,4}}

dieser beiden Mengen erzeugte Topologie zu berechnen. Wir erhalten, in der Notation der Bemer-
kung von §3.1,

S/
SI/

0, {1}, {1,3}, {1,4}, {1,2,4}, {1,3,4}, {1,2,3,4}
E(Z), {1}, {1,3}, {1,4}, {1,2,4}, {1,3,4}, {1,2,3,4}% .

Es ist T initial, (f1,52) = 5
(2) Wir haben

) s v € vy
{(£1 (%) : Vo € Y2}

{0, {1}, {1,2,3}, {1,4}, {1,2,3,4}}
= {0, {2,4}, {1,2,3,4}}

Somit haben wir die von der Vereinigung

S = {0, {1}, {1,4}, {2,4}, {1,2,3}, {1,2,3,4}}
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dieser beiden Mengen erzeugte Topologie zu berechnen. Wir erhalten, in der Notation der Bemer-
kung von §3.1,

S’ {wv {1}’ {2}3 {4}7 {1’4}’ {2»4}a {1a273}, {1a27374}}
S o= 10, {1}, {2}, {4}, {1,2}, {1,4}, {2,4}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,2,3,4}} .

Bs ist T'xinitial, (f1,f2) = 5" -

Aufgabe 29
Wir erhalten

Tx, final, (f1,f2)
-~ wex: O Evynuex 50 v
{0, {1}, {3}, {1,2}, {1,3}, {1,4}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4}, {1,2,3,4}}
nUcx : fw) € va)
{0, {3}, {1,2}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,2,3,4}} .

Aufgabe 30
Wir haben .
T = {g"w) s w7y,
und also .
rx = vy v ey
off.
= {fYV): V=g YW)firein W C Z}
off.
= {f Mg 'W)) : W C Z}
off.
= {(gof)'(W) : W C Z}
= Tk.
Aufgabe 31
Wir haben die stetige Abbildung
R L. R

to— 0= (i)
wie aus der Analysis bekannt.

Wegen (sinx)? + (cosz)? = 1 fiir z € R existiert f|Sl, ist stetig, und dazuhin, wie aus der Analysis
bekannt, surjektiv.
Sind nun ¢, ¢ € R mit t —t' € Z gegeben, so ist f(t) = (2?;8:3) = (if’ﬁ’(gﬁf §> = f(t'), da sinz und

cos z die Periode 27 besitzen. Somit gibt Beispiel (2) aus §3.3.2 die stetige Funktion

R/(~) —> ¢

0. Fd) =50 = f0) = (287

von der wir zeigen wollen, daf} sie ein Homomorphismus ist. Sie ist zunéchst einmal surjektiv, wie sich
1
von f|5 vererbt.

sin(2wt sin(27t’)

Sind ¢, ¢ € R so, daf§ (COE(ZM)) = f(t')~) = (COS@”//)), so wird, wie aus der Analysis
bekannt, ¢t — ¢’ € Z, und also [t]. = [¢ ] Somlt ist f injektiv.
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Insgesamt ist f nun als bijektiv und stetig erkannt. Bleibt zu zeigen, da8 f offen ist.

Schreibe R — R/(~), t — [t]~ .
15

| A

R/(~)

Ist U C R/(~) offen, so auch ¢~ 1(U), und zu zeigen ist, dafl

_ _ 1 sl, _q off.! 1
fU) = (feoq)(g(U)) = fP (¢ (U)) € S
Somit geniigt es zu zeigen, dafl f |Sl offen ist.
Da die Intervalle der Form (a,b) mit a, b € R und a < b eine Basis von R bilden, und da Bild zu nehmen
off.!
mit Vereinigung vertauscht, geniigt es, f((a,b)) C S' zu zeigen.

Mit einer Drehung, die umkehrbar linear und damit ein Homéomorphismus ist, vgl. Aufgabe 21.(5), und
auch zu einem Homoéomorphismus auf S' einschrinkt, diirfen wir @ = 0 annehmen.

Fall b € [0,1/2]. Dann ist
f£((0,0)) = {(3) : y>0und z > cos(2mb)} N S'

und
off.
{(¥) : y>0und x> cos(2rb)} C R?.

Fall b € [1/2,1]. Dann ist
£((0,0)) = {(¥) : y>0oder z < cos(2rb)} N S'

und
{(¥) : y>0oder z <cos(2rb)} C R?.

Fall b > 1. Dann ist f((0,b)) = S*.
off.
Jedenfalls ist f((0,b)) C S*.

Aufgabe 32
(1) Gegeben ist S C Tx mit (S)x =Tx . Sei Ty = {U Ny : Ue Tx } die Spurtopologie auf Y. Wir
haben zu zeigen, dafl
HUNY :Ue8ly =Ty = {UNY : UeTx).
Zuniichst ist {UNY : Ue S} C{UNY : UeTx} daSCTx.

Es bleibt zu zeigen, daB sich fiir jedes U € Tx die Menge UNY als beliebige Vereinigung endlicher
Schnitte von Elementen von {UNY : U € S} schreiben l#6t; cf. Bemerkung (4) aus §3.1.

Da (S)x = Tx , kbnnen wir
- k,
U = Uie] ng:l UZJ

schreiben, wobei I eine Indexmenge ist, k; € Z>o und U; ; € S'; cf. Bemerkung (3) aus §3.1.
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Es wird ks

uny = (Ui NjL Uig) NY
= Uier (NF2 Vi) NY)
= Uie] ﬂf:l (UM n Y) )

wobei U; ; NY e {UNY : U € S}, wie gewiinscht.

off.
(2) Wir wollen zeigen, dal {UNY : U € B} eine Basis von Y ist. Sei y € V' C Y. Wir haben ein
UeBsozufinden,daByce UNY CV CY.

~ ~ off.
Da Y die Spurtoplogie tragt, konnen wir V= U NY fiir ein U C X schreiben. Insbesondere ist
~ off. ~ off.
y € U C X. Da B eine Basis von X ist, existiert ein U € B mit y € U CU C X. Somit ist

off.

yeUNnyY CUNY=V C X,

wie verlangt.

Aufgabe 33
Halten wir zunéchst fest, dafl ¢ bijektiv ist.

Um die Stetigkeit von ¢ zu zeigen, miissen wir nur die Offenheit der Urbilder der der Subbasis aus §3.4
angehorigen Teilmengen iiberpriifen; cf. Lemma aus §3.1. Dazu sei 1 < i < n und U; C R offen. Wir

haben zu zeigen, dafl
off.!

e (m N ) € R

z1
Es ist aber ¢! (m; ' (U;)) = (mio9)"}(U;) und mop : R* — R, ( ) - z; stetig; cf. Aufgabe 21.(5).
Bleibt die Offenheit von ¢ nachzuweisen. Da Bild unter ¢ zu nehmen mit beliebigem Vereinigen vertauscht,
geniigt es Bilder unter ¢ einer Basis von R™ als offen in R*™ nachzuweisen; cf. Bemerkung (1) in §3.2.
Somit gentigt es, fiir x € R" und € > 0 das Bild @(BS"’) (x)) als offen in R*™ nachzuweisen; cf. Beispiel (3)
in §3.2. Aber in der Tat ist

0B (2))

e({y e R" ¢ |y — 2|0 < e})
= o({yeR" : |yi—ax| <efirl<i<n})
e(Mis{y € R™ = |y — x| < €})

et Nicip({y €R™ = |y —ai] < e})
= Ne{@-yn) ERZ™ 2y — x4 <e})
= ﬂ?:ﬂi_l((ﬂvi —e, x;+¢))

c R,
off.
da (x; — e, x;+¢) C Rfiir 1 <i<n.
Aufgabe 34
(1) Fiir a1, xa, 3, 4 € X ist

d(x1,m4) < d(z1,23) +d(23,24) < d(21,22) + d(22,23) + d(25,24) .

Genauso ist
d(:]ﬁg,l’g) < d(l‘g,xl) + d($1,$4) + d(IE47I’3) s
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und also
d($1,$4) > —d(,’El, 3?2) + d(a?z,l'g) — d(xg,x4) .

Es geniigt zu zeigen, dafl X x X — R, (x,y) —d(x,y) stetig ist; vgl. zweite Bemerkung aus
§2.1.1.

Eine Subbasis von R ist gegeben durch {R~, : a € R} U{R<;, : b € R}; cf. Beispiel (2) aus
§3.1.

off.! off.!
Es geniigt zu zeigen, daB d ' (R>,) € X x X und d"}(R<p) € X x X fiir a, b € R; vgl. Lemma
aus §3.1.

off.!
Fall d™*(Rs,) € X x X. Es geniigt zu zeigen, daf8 es fiir alle (z/,2”) € d"}(Rs,), i.e. mit

d(z',2") > a, noch ein (2, 2") € Uy o) C d ' (Rs,) mit Ul o) CE‘ X x X gibt; vgl. Bemerkung
aus §1.1.3.
Wir suchen ein U,/ ,») von der Form B.(2') x B.(z") fiir ein gewisses, noch zu bestimmendes
e € Rug. Ist (¢,&") € Bo(a') x Be(2”), dann ist d(£',2') < e und d(£”,2") < e. Mit (1) folgt
zundchst

d(,¢"y = —d(¢,2) +d(2,2") —d(2",&") > —e+d(2',2") —¢.

Wihlen wir nun € := (d(’,z") — a) /2 > 0, so kénnen wir daraus schlieen, da$ d(¢,£”) > a, i.e.
daBl (¢,¢") € d"1(Rx,). Somit ist fiir dieses € in der Tat Be(2') x B.(2”) € d 1 (Rs4).

off.!
Fall d"'(R<;) € X x X. Es geniigt zu zeigen, daB es fiir alle (2/,2”) € d~*(R<p), i.e. mit

~ ~ off.

d(z',2") < b, noch ein (2, 2") € Uy wry € d~(Rep) mit Ugyr py © X X X gibt; vgl. Bemerkung
aus §1.1.3.
Wir suchen ein U(y,zu) von der Form Bgz(z') x Bz(z") fiir ein gewisses, noch zu bestimmendes
€ € Ryg. Ist (¢,&") € Ba(a') x Bz(2"), dann ist d(¢',2') < € und d(&”,2") < €. Mit (1) folgt
zunéchst

(¢, ¢") < d(¢, ') +d(@',2") +d(2",§") < +d(a’,2")+¢E.
Wihlen wir nun € := (b — d(a’,2"))/2 > 0, so kénnen wir daraus schliefien, daB d(¢',£”) < b, i.e.
dafl (¢/,¢") € d"(Ryp). Somit ist fiir dieses € in der Tat Bz(z') x Be(2”) C d™1(Ry).

Vorbemerkung. Fir x, £ € X ist
dy (z) —d(§,x) < dy(§) < dy(z)+d(§ ).

Hierzu gentigt es, die linke Ungleichung zu zeigen, die rechte folgt durch Vertauschen von £ und z.

Sei ¢ € Rsg. Nach Definition von dy (§) als grofiter unterer Schranke gibt es ein y € Y mit
dy (&) +e>d(&,y). Es wird

dY (g) 2 d(gv y) —€
> —d(§z)+d(z,y) —¢
>

—d(&,z) +dy(x) —¢.

Da dies fiir jedes ¢ € Ry zutrifft, folgt in der Tat dy(§) > dy(x) — d(&,x). Dies zeigt die
Vorbemerkung.

Zuriick zur eigentlichen Aufgabe. Es geniigt zu zeigen, dafl dy : X — R, x —— dy () stetig ist;
vgl. zweite Bemerkung aus §2.1.1.

Eine Subbasis von R ist gegeben durch {R~, : a € R} U{R<, : b € R}; cf. Beispiel (2) aus
§3.1.

off.! off.!
Es geniigt zu zeigen, daf d;l(R>a) C X und d;l(R<b) C X fiir a, b € R; vgl. Lemma aus
§3.1.
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off.!
Fall d;,l(R>a) C X. Nach Definition offener Teilmengen von X ist zu zeigen, daf fiir alle x €
dy' (Rs,), i-e. mit dy (z) > a, ein € € R mit B.(z) C dy' (Rs,) existiert.
Ist £ € B.(x), so ist d(&,x) < e. Mit der Vorbemerkung ist zunéchst

dy(€) > dy(z) —d(E,2) > dy(z)—¢.

Wiihlt man ¢ := dy (z) — a > 0, so kénnen wir dy (£) > a, i.e. £ € dy'(Rs,) schlieBen. Somit ist
fiir dieses ¢ in der Tat B.(z) C dy' (Rxq).

off.!

Fall d;,l(R<b) C X. Nach Definition offener Teilmengen von X ist zu zeigen, daf§ fiir alle x €
dy'(Royp), i-e. mit dy (x) < b, ein & € Rsg mit Bz(z) C dy' (R<p) existiert.
Ist £ € Bz(x), so ist d(&, ) < €. Mit der Vorbemerkung ist zunfichst

dy(§) < dy(z)+d(.z) < dy(x)+€E.
Wiihlt man & := b — dy (x) > 0, so kénnen wir dy (§) < b, i.e. £ € dy' (R<p) schlieBen. Somit ist
fiir dieses & in der Tat Bz(z) C dy' (R<p).
Schreibe || — || := || = [|(~ =y, ie. lz]| = (z,2)'/? fiir z € V.
Eine Subbasis von R ist gegeben durch {R~, : a € R} U{R<, : b € R}; cf. Beispiel (2) aus
§3.1.

off.! off.!

Es geniigt zu zeigen, dafl (—,=)"!(Rs,) € V x V und (—,=)"'(R<) C V x V fiira, b € R;
vgl. Lemma aus §3.1.

Sei einmal allgemein § € R~ gegeben. Sei (£,1) € Bs(z) xBs(y), also ||E—z| < d und ||[n—y|| <.
Mit Cauchy-Schwarz aus §1.3.4 wird

[&n) —(y)| = [(&m) —(&y)+ (& y) — (=,9)]
= [&mn—y) +(E—x,9)]
= [&n—y) —(w,n—y) +(z,n—y) + (- 2,9)
(E—z,n—y)+{x,n—y)+{§—2,9)]

)
=z =yl +[(x,n -]+ —z,9)]
1€ =l - lln—yll +llzll - ln =yl + 1€ — [ - |yl
§-0+ x| -0 40yl
S(llzll + llyll +6) -

A NN

Fall (—,=)""(Rs,) C VxV. Sel (r,y) € (—,=)"1(Rs,), ie. sei (z,y) > a. Es geniigt, ein
€ € R+ so zu finden, dafl B.(x) x B:(y) C < =)"1(R,). Wihle € € R+ dazu so, daB (||z| +
Iyl + ) < (2,5} — a. Dann wird fir (€,7) € Bo(z) x B.(y)
(

(€m) >
und also (&,7) € {(—,=)"!(Rx,). Somit ist fiir dieses € in der Tat B.(z) x B-(y) C (—,=)"}(Rs4)-

z,y) — ezl + llyll +¢) = a,

off.!
Fall {(—,=)"'R<p) C VxV.Sei(z,y) € (—,=)"'(Rcp), i.e. sei (z,y) < b. Es geniigt, ein £ € R+
so zu finden, da Bz(z) x Bz(y) C (—,=)"}(R<}). Wiihle € € R~ dazu so, dafl e(||z|| + ||y|| +¢) <
b— (x,y). Dann wird fiir (¢,7) € Bs(z) x Bz(y)

(€n) < (@) +e(lzl +llyll +) < b,

und also (&,7) € (—,=)"!(R<p). Somit ist fiir dieses & in der Tat Bz(x) x Bz(y) C (—, =)"1(Ry).

Zu R x R4 R. Nach Aufgabe 21.(5) ist die lineare Abbildung R? —» R, (Z) —» z +y stetig,

Mit Aufgabe 32 kénnen wir nun zwei stetige Abbildungen zur fraglichen komponieren, namlich

RxR =~ R> — R
(z,y) +— (3) > 2+y,
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und auf diese Weise deren Stetigkeit belegen.

Zu R x R - R. Dies ist der Spezialfall V' = R in (4); cf. Beispiel (1) aus §1.3.4.

Ist nun X ein topologischer Raum und sind f, g € C(X) gegeben, so ist zunichst die Abbildung

x Y9, R xR, 2+ (f(x), g(z)) stetig; cf. Bemerkung in §3.4.

Als Komposita sind also auch

+
x Y% rRxrRIR) = (x % R)
x Y% rxr-%R) = (x IR

stetig, i.e. f+ g, f-g € C(X).
Aufgabe 35

(1) Wir wollen zeigen, dafl

(X x YY) x Z — X x Y x Z
(@ w2 — (@ , ¥y , 2

ein Homoomorphismus ist.

Wir haben die stetigen Projektionsabbildungen

(X x V) x Z =% Xxy
((z » v , 2 ()
(X x Y) x Z —» Z
(@, v , 2 = =z

Analog haben wir die stetigen Projektionsabbildungen X x Y 5% X und X x Y —> Y. Die
fragliche Abbildung 148t sich

(7TXO7TX><Y7 Ty OTTX XY, 7Tz) : (XXY)XZ — X xY xZ

schreiben, und ist somit stetig; vgl. Bemerkung in §3.4.

Wir haben auch noch die stetigen Projektionsabbildungen X xY x Z BE's , XXY xZ Xy
und X XY x Z - 7.
Die Umkehrabbildung der fraglichen Abbildung 1483t sich

((rx,my),mz) : X XY xZ — (X xXY)xZ

schreiben, und ist somit ebenfalls stetig.
Nach Aufgabe 19.(2) ist die fragliche Abbildung also ein Homdomorphismus.

Nun wollen wir zeigen, daf3

ein Hom6omorphismus ist.
Wir haben die stetigen Projektionsabbildungen X XV —> X | X xY —»V | V x X —» X

und Y x X Y.
Die fragliche Abbildung 148t sich

(ry,mx) : X XY — Y x X
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schreiben, und ist somit stetig. Thre Umkehrabbildung 148t sich
(rx,my) : Y XX — ¥V xX

schreiben, und ist somit stetig.

Nach Aufgabe 19.(2) ist die fragliche Abbildung also ein Homdomorphismus.

Eine Basis von Hle X ist gegeben durch {Hf:1 U, : U; O& X}. Denn der Subbasis von Hle X;
aus §3.4 entnimmt man zunéchst, dafl diese Menge aus offenen Teilmengen von Hle X; besteht.
Da sie ferner die Subbasis umfafit, ist sie selbst eine Subbasis. Da sie schliefflich unter Schnitten
je zweier ihrer Elemente abgeschlossen ist, ist sie eine Basis; cf. Aufgabe 25.(2).

Nach Aufgabe 32.(2) ist also eine Basis von Hle X! fiir die Spurtopologie beziiglich Hle X! C
Hle X; gegeben durch

{2, U) N (T, X)) = U € X fiw 1< < k)

Auf der anderen Seite ist eine offene Menge von X/ in der Spurtopologie beziiglich X; C X, von

off.
der Form U; N X/ fiir ein U; C X;, wobei 1 < i < k. Also ist eine Basis von Hle X| fur die
Produkttopologie der Spurtopologien auf den X/ gegeben durch

off.
{TIE., Uin X)) : U C X fiir 1 <i <k} .

Nun ist aber (Hf=1 U;) N (Hle X)) = Hle (U; N X!), und somit stimmen diese beiden Basen
iiberein. Also stimmen auch die von ihnen erzeugte Topologien iiberein, als da wiren zum einen
die Spurtopologie beziiglich der Einbettung in die Produkttopologie und zum anderen die Pro-
dukttopologie der Spurtopologien.

Aufgabe 36

(1)

off.
Wir haben zu zeigen, dal X \ {z} C X. Es geniigt, fiir 2’ € X ~\ {z} ein 2’ € U’ C X ~ {2’} mit
off.
U’ C X zu finden; vgl. Bemerkung aus §1.1.3.

off. off.
Sei #' € X \ {z}. Da X hausdorffsch ist, gibt esz € U C X und 2’ € U’ C X mit UNU’ = ().
Insbesondere ist z ¢ U’, und somit U’ C X ~\ {x}.

Seien (z,y), (2/,y") € X x Y mit (x,y) # (2/,y’). Dann ist x # 2’ oder y # /.

off. off.
O.E. sei ¢ # z'. Da X hausdorffsch ist, gibt esz € U C X und 2’ € U’ C X mit UNU’ = 0.

off. off.
Dann ist (z,y) e U xY C X xY und (2/,y) e U' xY C X X Y; cf. erstes Beispiel in §3.4. Es
folgt UxY)N(U' xY)=UNU)xY =0xY =0.

Dies zeigt, dal X x Y hausdorffsch ist.

off.
Sei x € X. Wir wollen zeigen, dafl {z} C X. Denn dann folgt mit (Top2), dafl jede Teilmenge
von X offen ist, da ich sie schreiben kann als Vereinigung von einelementigen und also offenen
Teilmengen.

Sei V C X eine (bzgl. Teilmengenrelation) minimale z enthaltende offene Teilmenge von X. In

off. ~ off. ~
anderen Worten, esist x € V C X, und es gibt kein V' C X mit x € V C V. Ein solches V existiert,
da wegen der Endlichkeit von X jede nichtleere Teilmenge in Pot(X) wenigstens ein minimales

off. off.
Element enthélt, und da wegen 2z € X C X die fragliche Teilmenge {V C X : z € V C X} auch
nichtleer ist.
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off.
Es geniigt zu zeigen, da§ {x} = V. Annahme, nicht. Dann ist {z} CV C X. Sei 2’ € V ~\ {z}.
off. off.
Da X hausdorffsch ist, gibt es ein z € U C X und ein 2’ € U’ € X mit U N U’ = (. Dann aber

off.
stz e UNV C X. Fernerist UNV C V,da 2’ € V, aber 2’ ¢ U. Somit gibt U NV einen
Widerspruch zur Minimalitét von V.

Aufgabe 37

—1
Beachte zunéchst, dafl auch YV i, X ein Hom6omorphismus ist; cf. zweite Bemerkung aus §2.1.3. Vgl.
auch Aufgabe 19. Die Situation ist also symmetrisch in X und Y.

(1) Wegen der Symmetrie der Situation geniigt es, aus X hausdorffsch zu folgern, dafl Y hausdorffsch
ist.

Seien y, ¥’ € Y mit y # y' gegeben. Dann ist wegen f~! injektiv auch f=!(y) # f~(¢/) in X.
off. off.
Da X hausdorffsch ist, gibt es f~1(y) € U C X und f~1(y') € U’ C X mit UNU’ = ). Wegen

off. off.
f injektiv und offen folgt y € f(U) C X und ¢’ € f(U') C X und f(U)N f(U') = f(UNU’) =
f(0) = 0. Somit ist Y als hausdorffsch nachgewiesen.

(2) Wegen der Symmetrie der Situation geniigt es, aus X kompakt zu folgern, dafl Y kompakt ist.

Wegen f surjektiv ist aber f(X) =Y, und f(X) ist als Bild eines kompakten topologischen Raumes
unter einer stetigen Abbildung wieder kompakt; vgl. Lemma (3) aus §4.2.1.

Aufgabe 38

.. off.
U; eine offene Uberdeckung, wobei I eine Indexmenge ist und U; C X fiir i € [.

Sei X =

icl
Sei 1 < j < k. Dann ist Y; = [J;c; Ui NY; eine offene Uberdeckung von Y;. Da Y; als kompakt
vorausgesetzt wurde, gibt es eine endliche Teilmenge I; C I mit

Y; = Uielj Uinyj,
also mit Y; C Uielj U; .

Sei I := U?Zl I; . Es ist I’ eine endliche Teilmenge von /. Somit gentigt es zu zeigen, daf | J;.; Us L x.

Sei € X. Dann gibt es ein 1 < j < k mit x € Yj. Also ist

T € 5{] g UiGIj Ui g UiGI’Ui'

Aufgabe 39

Wir behaupten, daB3
B := {B:(z) : €D, € € Qx0}

abzéhlbar ist. Wir haben eine Surjektion D x Qsg — B, (z,¢) — B.(z).

Da D als abzihlbar vorausgesetzt ist, und Qsg nach Aufgabe 27 (4,2) abzihlbar ist, ist auch D x Qxg
abzéhlbar; vgl. Aufgabe 27.(3). Somit ist B abziihlbar; vgl. Aufgabe 27.(1). Dies zeigt die Behauptung.

Bleibt zu zeigen, dal B eine Basis von X ist. Zun#chst halten wir fest, dafl B aus offenen Teilmengen
von X besteht; vgl. Lemma aus §1.3.2.

off.
Sei £ € U C X. Wir haben ein € € Qs und ein € D mit £ € B.(z) C U zu finden.

off.
Sei n € R mit £ € B, (6) CU C X.
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Sei e € Q=0 N (0,n/2]; cf. Beispiel (4) aus §3.2.
Es ist D NB.(§) # 0; cf. Bemerkung aus §4.1.2. Wihle € D N B.(£). Dann ist £ € B.(x).

!
Bleibt zu zeigen, dal B.(z) C U. Es geniigt zu zeigen, dafl B.(z) C B, (§) C U.

Sei y € B.(z). Dann ist

d(y,§) < d(y,r) +d(z,§) < e+e < 7,

und also y € B,,(€), wie wir zu zeigen hatten.

Aufgabe 40

Zu D.

off.
Esist A° x B® C X xY; vgl. das erste Beispiel aus §3.4. Dazuhin ist A° x B® C A x B. Also ist

A° x B° C (A x B)°; cf. Bemerkung (3) aus §1.4.

Zu C.

off. off.
Sei (z,y) € (A x B)°. Die Basis aus dem ersten Beispiel aus §3.4 gibt U C X und V C Y mit

(r,y) €e UxV C (Ax B)°.

DaUxV C(AxB)° C AxB,folgt U C Aund V C B. Alsoist U C A° und V C B°; cf. Bemerkung (3)
aus §1.4. Es wird

(r,y) € UxV C A° x B°.

Somit haben wir (A x B)° C A° x B° gezeigt, wie gewiinscht.

Aufgabe 41

(1)

off.
Annahme, nicht. Sei also x € X \Y. Esist X \Y C X. Da z ein Hiufungspunkt von (y,,) ist, ist
{neZz : y, e X\Y}

unendlich. Da aber y,, € Y fiir allen € Z3,, ist diese Menge leer, und wir haben einen Widerspruch.

Gibt es zum einen eine Folge (y,,), in Y, die gegen x konvergiert, dann ist dies auch eine Folge in

abg. _
Y gg X, und nach (1) kénnen wir z € Y folgern.

Sei umgekehrt € Y. Nach Lemma (2) in §1.4 ist By, (z) Y # 0 fiir n € Z>1, so daB wir darin
ein y,, wihlen konnen. Bleibt zu zeigen, daf die so entstandene Folge (y,), gegen x konvergiert.
Sei € € R . Dann ist d(yn, ) < 1/n < e fiir alle n € Zs; mit n > 1/e.

Zeigen wir zunéchst, daf es ein C' € R so gibt, da} f(x) < C fiir alle z € X.

Annahme, nicht. Dann gibt es fiir alle n € Z>y ein 2, € X mit f(z,) > n. Sei (y,), eine
konvergente Teilfolge von ()., existent, da X als folgenkompakt vorausgesetzt ist. Dann ist
immer noch f(y,) > n fiir n € Zx,. Sei y ein Konvergenzpunkt von (y,), . Dann ist f(y) ein
Konvergenzpunkt von (f(yn))n; cf. Bemerkung in §4.2.7. Also gibt es ein m € Z>q mit |f(y,) —
fy)] < 1 fur alle n € Zs,, . Insbesondere ist n < f(y,) < f(y) + 1 fir alle n € Zs,,, und wir
haben einen Widerspruch.

Insbesondere kénnen wir s := sup,x f(z) bilden.
Zeigen wir nun, daf es ein € X gibt mit f(z) < f(2) fiir alle x € X.

Wir finden fiir alle n € Zx; ein z,, € X mit f(z,) € (s — 1/n,s]. Sei (y,), eine konvergente
Teilfolge von (x,,),, existent, da X als folgenkompakt vorausgesetzt ist. Dann ist immer noch
f(yn) € (s —1/n,s] fiir n € Z>1. Sei & ein Konvergenzpunkt von (y,), . Dann ist f(Z) ein
Konvergenzpunkt von (f(yn))n, cf. Bemerkung in §4.2.7.

Nun ist aber auch s ein Konvergenzpunkt von (f(y»)), . Denn sei e € Rsq vorgegeben. Dann ist
flxp) € (s—=1/n,s] C (s —e,s+¢) fiir alle n > 1/e.
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Da R hausdorffsch ist, folgt s = lim,, f(z,) = f(&); cf. erste Bemerkung in §4.2.5. Insbesondere
ist f(&) = s =sup,ex f() eine obere Schranke fiir f(z) mit € X, wie in der Aufgabenstellung
verlangt.

Cf. §4.2.3 fiir die analoge Aussage iiber kompakte Rédume.

Annahme, nicht. Dann gibt es fiir alle n € Z>4 ein k, € K und ein z,, € X mit d(k,,z,) < 1/n.
Sei (ky(m))m eine konvergente Teilfolge von (k). , existent, da K als folgenkompakt vorausgesetzt
war. Sei k := lim,;, k() - Dann ist d(ky(m), Tpm)) < 1/9(m) < 1/m fiir m € Zy, .

Wir behaupten, daB (2, (m))m gegen k konvergiert. Sei 7 € R vorgegeben. Sei £ € Z3; so, daf
zum einen d(Ky(m), Tp(m)) < 11/2 und zum anderen d(ky (), k) < 1/2 fiir m € Z, ist. Fiir ersteres
reicht es, £ > 2/n zu wihlen. Zweiteres entstammt der Konvergenz von (kg () )m gegen k. Dann
wird

d(xq,(m), k‘) < d(l‘(p(m), kw(m)> + d(kw(m), k) < 7]/2 + 77/2 =1

fiir m € Zx, . Dies zeigt die Behauptung.

abg.
Da aber X \ U Qg X und xyny € X \NU fiir m € Zy,, ist auch k = lim,,, () € X N U; cf. (1).
Dies steht aber im Widerspruch zu k € K C U.

Aufgabe 42

(1)
(2)

off.
Die Aussage ist richtig. Denn sei z € U C X gegeben. Dann ist {n € Z>; : =z, € U} leer, da
zn, = € U fiir alle n € Z3. Insbesondere ist diese Menge endlich.

Die Aussage ist falsch. Sei X = {1,2}, ausgestattet mit der verklumpten Topologie {(D, {1,2}};
vgl. §1.2.3.1. Sei
(Tn)n = (1,2,1,2,...)

Es ist 1 ein Konvergenzpunkt dieser Folge, da die einzige {1} umfassende offene Teilmenge von X
gleich der vollen Teilmenge X ist. Und fiir diese ist {n € Z>1 : z, ¢ X} leer, und damit endlich.

Genauso ist 2 ein Konvergenzpunkt dieser Folge.
Aber 1 #£ 2.

Die Aussage ist falsch. Sei X = Q, sei d(z,y) := |z —y| fir z, y € Q. Es ist X also ein metrischer
Teilraum von R; vgl. Aufgabe 7.(1).

Sei ¢ € R\ Q. So z.B. kénnen wir £ = /2 nehmen. Sei x,, := 107" |10"¢] € Q fiir n € Z>; . Dann
ist £ — x, € [0,10™™); cf. Beispiel (4) aus §3.2.

Es ist (zp)n , betrachtet als Folge in R, eine gegen & konvergierende Folge, da fiir ¢ € R~ bereits
d(z,, &) < 107" < € gilt, sobald n > —log, €.

Wiirde nun (z,,), in Q gegen & € Q konvergieren, so hétte man diesen Konvergenzpunkt auch,
wenn man (z,), als Folge in R betrachtet. Da aber R hausdorffsch ist, folgte £ = &', was wegen
e R~ Qund ¢ € Q nicht geht; cf. erste Bemerkung in §4.2.4. Also ist (x,,), keine konvergente
Folge in Q.

Zeigen wir, daf} die Folge (z,), die in der Aufgabenstellung beschriebene Eigenschaft hat. Sei
e € R~q vorgegeben. Da (x,,), , gesehen als Folge in R, gegen ¢ konvergiert, gibt es ein m € Z>;
mit |x, —¢&| < e/2 fiir n € Zs,, . Dann wird in der Tat

d(xn,xn’) = ‘xn*xn’l = ‘xnfg“i’g*xn/' < |xn*£|+|§7$n/| < 5/2+€/2 = €
firn,n' € Zyp,.

Eine Folge wie in der Aufgabenstellung beschrieben heifit auch Cauchyfolge. Ein me-
trischer Raum, in welchem jede Cauchyfolge konvergiert, heifit vollstindig. Wir haben
also in (3) gesehen, da8 Q nicht vollsténdig ist.
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Aufgabe 43

(1)

off.
Sei (z,y) CW C X x Y. Wir haben zu zeigen, dal {n € Z>1 : (z,,yn) € W} endlich ist. Unter
off.
Verwendung der Basis von X X Y aus dem ersten Beispiel aus §3.4 gibt es ein x € U C X und ein

off. off.
yeV C X mit (z,y) eUxVCW C X xY. Es wird

{neZz ¢ (wn,yn) ¢ W}
- {TL €Z> : (xnvyn) g U x V}
= {neZ>1:xngU}U{n€Z>1iyn¢V};

und die Teilnehmer letzterer Vereinigung sind beides endliche Mengen, da x ein Konvergenzpunkt
fiir (), und y ein Konvergenzpunkt fiir (yy,), ist.

Annahme, nicht. Dann gibt es ein € € Ry so, dafl unter anderem fiir alle n € Z> es ein y, €
Bi/n(yo) und ein x, € X gibt mit

d(f(xnﬂyTL)v f(xruyO)) > €.

Dann ist o der Konvergenzpunkt der Folge (y,), . Ferner kénnen wir nach Ubergang zu Teilfol-
gen annehmen, dafl (z,), einen Konvergenzpunkt xy hat. Also ist (xg,yo) ein Konvergenzpunkt
der Folge ((xn,yn)) ; cf. (1). Da f stetig ist, ist also f(zo,y0) ein Konvergenzpunkt der Folge

"L’

f(@n,yn)) ; cf. Bemerkung in §4.2.7. Also gibt es ein m’ € Z>; mit
n =z

d(f(anyo)v f(xnayn)) < ¢/2

fir n € Z}m’ .
Ferner ist (z9,y0) ein Konvergenzpunkt der Folge ((;En, yo))n, wie ebenfalls aus (1) folgt, da xg
Konvergenzpunkt von (z,), und yo Konvergenzpunkt der konstanten Folge (yo), ist. Also gibt es
ein m” € Z>q mit

d(f(an y0)7 f(l‘n7 Z/O)) < 5/2
fiirn € Z}mu .
Es folgt

e < d(f(xruyn)? f(‘rnvyO)) < d(f(xruyn)v f(x07y0))+d<f(m07y0)v f(xnvyo)) < €/2""5/2 =€

fir n € Zzmax{m’,m"} » und wir haben einen Widerspruch.

Aufgabe 44

(1)

(2)

off.
Die Aussage ist falsch. Sei X = {1, 2}, ausgestattet mit der diskreten Topologie. Dann ist {1} C X
abg.
und {1} Qg X, aber ) C {1} C X.
Die Aussage ist richtig. Sei X = .., U; eine offene Uberdeckung, wobei I eine Indexmenge ist

off.
und U; C X fiiri e 1.

el

Wir werden nun unter den in dieser offenen Uberdeckung wiederholt auftretenden offenen Mengen je
eine auswihlen.

Sei
R = {U; : iel} C Pot(X).
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Da X endlich ist, ist Pot(X) ebenfalls endlich, und somit auch R. Wéhle fiir alle U € R ein iy € T
mit U;, = U. Sei Iy := {iy : U € R}. Da R endlich ist, gilt das auch fiir I. Ferner ist
{Uiiiefo}:{UiUIUGR}:R:{UiIiGI},

und also
Uielo U; = UiEI U = X.

Aufgabe 45

(1) Esist X das folgende Dreieck mit Rand und Innerem.

€2

(2) Es geniigt zu zeigen, dal X wegzusammenhingend ist; cf. erste Bemerkung in §4.3.3. Seien
(wl) , (T}) € X gegeben, i.e.sei 0 < 21 < 1, |z2| < |z1| und 0 < 2 < 1, |25] < |2

T2 I2
Es geniigt zu zeigen, dafi die Abbildung

0,1 —~ R?

t = (1—1t) (ﬁ;) +t(z1)

2

mit y(0) = (Il) und v(1) = (2) stetig ist und im Bildbereich nach X einschrénkt.

T2

Zur Stetigkeit. Es geniigt zu zeigen, dafi die Abbildungen R — R, t — (1 — t)z1 + ta} und
R— R, t — (1 — t)x2 + tz, stetig sind; cf. Aufgabe 33, Bemerkung aus §3.4 und zweite Be-
merkung aus §2.1.1. Beide sind aber als (lineare) Polynome in der Tat stetig; cf. Aufgabe 21.(4).

Zur Méglichkeit der Einschrinkung von v nach X. Es ist zu zeigen, daf$ fiir alle ¢ € [0, 1] gilt, daB
/ ! !
(1—1) () +t (j) € X, ie. daB 0 < (1 —t)ay +tah < 1und (1 — t)as + tarh] < (1 — t)ay + b} .
Zu ersterem. Es wird
(1—t)ry +tay < (1—t)-1+t-1 =1

und
1—t)xy+ty > (1—-t)-0+t-0 =0.
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Zu zweiterem. Es wird
(1 -ty +tah < (1 —t)zy + ta]

und
(1 -tz +tahy > (1—t)(—z1) +t(—z}) = —((1 —t)oy +ta}) ,

zusammen also
[(1 —t)as +tah| < (1 =)+t .

Nach Satz 6 aus §4.2.6 ist zu zeigen, daf§ X eine abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge von
R? ist.

Nun ist X € B1(0) = {(5}) : |z1] <1 und |z2| < 1}, da aus 0 < z; < 1 insbesondere |21| < 1
und aus |za| < |z1| dann auch |x2| < 1 folgt. Also ist X beschrinkt.

Ferner sind die Abbildungen R?> — R, (ﬁ;) i» 1, (i;) &» r1 + 2o und (ﬁ;) g» 1 — X2 als

lineare Abbildungen stetig; cf. Aufgabe 21.(5).
Da |zo| < 27 fir 1 > 0 gerade bedeutet, dal —z1 < 22 < 1, i.e. daB 1 +29 2 0und 1 — 25 > 0,
wird

X = f710,1) N f5 ' (R=0) N f5H (Rxo) -

Jeder Teilnehmer dieses Schnitts ist abgeschlossen in R? als Urbild einer abgeschlossenen Teilmenge
unter einer stetigen Abbildung. Also ist auch die Schnittmenge X eine abgeschlossene Teilmenge
von R?; vgl. Aufgabe 5.(1).

Aufgabe 46

(1)

Es wird, dhnlich wie im Beweis zu (Nor 3) in §5.2,

If - gll = max|f(z)-g(z)] = max(|f(z)]-|g(2)]) = [f(zo)]-lg(zo)l

eX

fiir ein gewisses g € X. Wir setzen fort mit

|f(zo)] - lg(zo)l < (max|f(2)]) - (max|g(z)]) = [I£]-llgl -

Zuni#chst bemerken wir, dafl aus der Aussage fiir einen allgemeinen normierten Raum V' die ent-
sprechende Aussage im Spezialfall V' = C(X) natiirlich folgt; cf. Bemerkung in §5.2, welche u.a.
auf Aufgabe 20.(1) basiert.

off.
Sei U C V. Wir haben zu zeigen, dafl (+)~*(U) offen ist. Dazu geniigt es, ein § € R so zu
finden, daB fir (z,y) eV xVmitz+yeU
!
(z,y) € Bs(x) xBs(y) € (+)7'(U)
ist; cf. Bemerkung in §1.1.3 und erstes Beispiel in §3.4.

off.
Dax+yeU CV,gibt es ein € € Ryg mit Bo(z 4 y) C U. Es geniigt also, 6 € Rs¢ so zu finden,
daf3

!
Bs(z) x Bs(y) C (+)7'(Be(z +y)),

ie.daB fiir Z, g € Vmit [|Z— 2| <dund ||§g—y|| <0 auch |[(Z+7) — (z+y)| <e.

Wihle ¢ := ¢/2. Dann wird

1@E+9) - @+l < IZ-2zl+7-yll <e/2+¢/2 =c¢.



(3)

131

Nach Aufgabe 20.(2) ist diese Abbildung (-) wohldefiniert.

off.
Sei U C C(X). Wir haben zu zeigen, daf3 ()~ (U) offen ist. Dazu geniigt es, ein § € R~g so zu
finden, daf fiir (f,g) € C(X) x C(X) mit f-ge€ U

(£.9) € Bs(f) x Bs(g) € ()7 (V)

ist; cf. Bemerkung in §1.1.3 und erstes Beispiel in §3.4.

off.
Da f-ge U C C(X), gibt es ein € € R~ mit B.(f-g) C U. Es geniigt also, 6 € R so zu finden,
daf3
!
Bs(f) x Bs(g) € () '(B(f-9))

ie. daB fiir f, g € C(X) mit ||f— f| <dund |g—g|| <dauch | f-g—f-g| <e.
Zunéchst einmal halten wir fest, dafl

1F-g—1r-gll If-g—f-g+f-g—1-9l
I(f =Dl +[1f (g =9l

I1f = fllllgl + 1171l = gll
dllgll +Il.f110

(llg +g — gl +11£1)
(llgll+ g — gll + L£1)
S(llglt o+ {171 -

Wihle 0 € R+ nun so, da §(||g|| + 0 + || f||) < . Hierzu kann man z.B.

=N

NN ININ

6 = e/max{l, e+ [|f[| + [lgll}
setzen, denn dann ist

‘ e(lll + <+ I71)
. 1) < < €.
max(L, e+ T+ ey Mol < S e e S ¢

S(llgll + 8+ 1171 =

Mit dieser Wahl von § wird insgesamt also ||f cg—f-gll<e.

Zunéchst bemerken wir, dafl aus der Aussage fiir einen allgemeinen normierten Raum V' die ent-
sprechende Aussage im Spezialfall V' = C(X) natiirlich folgt.
O.E. ist A # 0, da wir fiir A = 0 eine konstante und also stetige Abbildung erhalten; cf. Beispiel (2)
aus §2.1.1.
Da Urbild- und Bildbereich metrische Rdume sind, kénnen wir die e-6-Charakterisierung der Ste-
tigkeit verwenden; cf. Lemma aus §2.2.
Seien € € Ry und x € V gegeben. Setze 6 := ¢/|\|. Ist £ € V mit ||Z — z|| < §, dann ist wegen
A#0

INe=Xz|| = [A|l2—z| < [0 = €.

Wir wollen nun verwenden, daf§ das Bild eines Konvergenzpunktes einer Folge unter einer stetigen
Abbildung zugleich ein Konvergenzpunkt der Bildfolge ist; cf. Bemerkung aus §4.2.7.

Nach Aufgabe 43.(1) konvergiert ((f, , gn))n gegen (f,g).

Darauf die stetige Abbildung C(X) x C(X) — C(X), (f,g) — f + g aus (2) angewandt, liefert
die Konvergenz von (f,, + gn)n gegen f + g.

Darauf die stetige Abbildung C(X) x C(X) — C(X), (f,g) —— f - g aus (3) angewandt, liefert
die Konvergenz von (fy, - gn)n gegen f - g.

Auf die gegen f konvergierende Folge (f,), die stetige Abbildung C(X)— C(X), f+—\f
angewandst, liefert die Konvergenz von (Af,,), gegen \f.
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Aufgabe 47

(1)

Sei W C X x Y eine offene und abgeschlossene Teilmenge. Sei W # (). Wir haben zu zeigen, dafl
!
W=XxY.

Wir verwenden die stetigen Abbildungen 4, : X — X x Y, {—— ({,y) und j, : Y — X X Y,
N+ (z,n) aus dem ersten Beispiel in §3.4, wobei x € X und y € Y.

Sei (z,y) € W.

Es ist x € i) '(W), also i,/ ' (W) # 0. Es ist i,/ ' (W) eine offene und abgeschlossene Teilmenge von
X; vgl. Aufgabe 18.(1). Da X zusammenhingend ist, folgt i, ' (W) = X. In anderen Worten, es
ist (¢/,y) € W fiir alle 2’ € X.

Sei 2’ € X vorgegeben. Es ist y € j,'(W), also j,,'(W) # 0. Es ist j_,'(W) eine offene und
abgeschlossene Teilmenge von Y; vgl. Aufgabe 18.(1). Da Y zusammenhiingend ist, folgt 5., (W) =
Y. In anderen Worten, es ist (z/,y') € W fiir alle ¢y’ € Y.

Insgesamt folgt also (z/,y') € W fir alle 2’ € X und alley’ € Y, ie. X xY =W.
Seien (z/,y"), (z",y") € X xY.

Da X wegzusammenhéngend ist, gibt es ein stetiges 7 : [0,1] — X mit 7(0) = 2’ und (1) = z".
y//.

Da Y wegzusammenhingend ist, gibt es ein stetiges 9 : [0, 1] — Y mit ¢¥(0) = 3’ und ¥(1)
Sei

X1

0,1/2] - X x Y
t o (2t , )

Es ist x;1 stetig, da sowohl ¢ — ~(2t) als Kompositum stetiger Abbildungen stetig ist, als auch
die konstante Abbildung ¢ — 3’ stetig ist; cf. Bemerkung aus §3.4.

Sei
[1/2,1] 2 X x Y
t o (2", 0(2t—1))

Es ist x; stetig, da sowohl die konstante Abbildung ¢ — 2" stetig ist, als auch t — 9(2t — 1)
als Kompositum stetiger Abbildungen stetig ist; cf. Bemerkung aus §3.4.

Beachte, daB [0,1] = [0,1/2]U[1/2, 1] eine lokalendliche (da endliche) abgeschlossene Uberdeckung
ist. Beachte, da8 x1(1/2) = x2(1/2) = (2", y'), und also x1|j0,1/2)n[1/2.1) = X2l[0,1/21n[1/2,1] I8t
Die Abbildung

X

[0, ]_] — XxY
(v(28), ) fiir ¢ € [0,1/2]
t { (Z",ﬁ(éyt —1)) firte[1/2,1]

erfiillt x|jo,1/2) = x1 und x|[1/2,1] = X2 . Nach Satz 2 aus §2.3.3 ist x also stetig.

Damit ist eine stetige Abbildung x von [0,1] nach X x Y mit dem vorgegebenen Anfangspunkt
x(0) = (7(0),y') = (2/,y’) und dem vorgegebenen Endpunkt x(1) = (z”,9(1)) = (2", y"”). Somit
ist X x Y als wegzusammenhéngend nachgewiesen.
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