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Aufgabe 32

(1) Gegeben ist S C Tx mit (S)x = Tx. Sei Ty = {f] ny : Ue Tx} die Spurtopologie auf Y. Wir
haben zu zeigen, dafl

{UNY :UeSYy =Ty = {UNY : UeTx}.

Zuniichst ist {UNY : UeS}C{UNY : UeTx} daSCTx.

Es bleibt zu zeigen, daf sich fiir jedes U e Tx die Menge UNY als beliebige Vereinigung endlicher
Schnitte von Elementen von {UNY : U € S} schreiben li#ft; cf. Bemerkung (4) aus §3.1.

Da (S)x = Tx, konnen wir
- ks
U = Uie[ ﬂj=1 Ui,j
schreiben, wobei I eine Indexmenge ist, k; € Z>o und U; ; € S; cf. Bemerkung (3) aus §3.1.

Es wird

UnY = (Ui, MLy Uig) NY
= Uie] (( ﬂ§;1 Ui,j) n Y)
= Uie[ ﬂ?:l (Ui,j N Y) ’

wobei U; ; NY e {UNY : U € S}, wie gewiinscht.

(2) Wir wollen zeigen, dafl {UNY : U € B} eine Basis von Y ist. Sei y € V E Y. Wir haben ein
UeBsozufinden,daBy e UNY CV CY.

~ ~ off.
Da Y die Spurtoplogie tragt, konnen wir V.= U NY fiir ein U C X schreiben. Insbesondere ist
~ off. ~ off.
y € U C X. Da B eine Basis von X ist, existiert ein U € Bmit y € U C U C X. Somit ist

~ off.
yeUNy CUNY=V C X,

wie verlangt.

Aufgabe 33
Halten wir zunéchst fest, dafl ¢ bijektiv ist.

Um die Stetigkeit von ¢ zu zeigen, miissen wir nur die Offenheit der Urbilder der der Subbasis aus §3.4
angehorigen Teilmengen iiberpriifen; cf. Lemma aus §3.1. Dazu sei 1 < ¢ < n und U; C R offen. Wir

haben zu zeigen, dafl
off.!

go_l(ﬁfl(Ui)) C R".

K2

Z1

Es ist aber ¢! (m; ' (U;)) = (m09)"}(U;) und mop : R* — R, ( ) > x; stetig; cf. Aufgabe 21.(5).

Bleibt die Offenheit von ¢ nachzuweisen. Da Bild unter ¢ zu nehmen mit beliebigem Vereinigen vertauscht,
geniigt es Bilder unter ¢ einer Basis von R™ als offen in R*™ nachzuweisen; cf. Bemerkung (1) in §3.2.
Somit geniigt es, fiir z € R™ und ¢ > 0 das Bild ¢(B§°°> (x)) als offen in R*™ nachzuweisen; cf. Beispiel (3)



in §3.2. Aber in der Tat ist

da (z

B (@) = o{yeR" : |ly—alw <c})
= o{yeR" : |y, —a| <efirl <i<n})
= w(ﬂ?zl{y eR” : |y — i <e})
P2 M e({y Ry — il <e})
= NiedWr,-yn) €RX 1y — i) < e})
= ﬂ?zlwi_l((xi —e, zi+¢))

Xn
R,

off.
7;*€,Ii+€) QRfurlgzgn

Aufgabe 34

(1)

Fiir x4, 2o, 23, x4 € X ist
d(z1,24) < d(x1,23) +d(x3,24) < d(21,22) + d(22,23) + d(23,24)

Genauso ist
d(ze,z3) < d(z, 1)+ d(z1,24) + d(z4,23) ,

und also
d(l’l,I4) 2 7d(171, IQ) + d(IQ,ng) — d(I3,$4) .

Es geniigt zu zeigen, dafl X x X — R, (z,y) — d(z,y) stetig ist; vgl. zweite Bemerkung aus
§2.1.1.

Eine Subbasis von R ist gegeben durch {Rs, : a € R}U{R<p : b € R}; cf. Beispiel (2) aus §3.1.

Es geniigt zu zeigen, daB d =1 (Rs,) D&! X x X und d"1(R<p) Ofg“ X x X fiir a, b € R; vgl. Lemma
aus §3.1.

off.!
Fall d'(R>,) € X x X. Es geniigt zu zeigen, daf es fiir alle (2/,2") € d '(Rsg), i.e. mit
off.
d(z',2") > a, noch ein (2/,2”) € Ugyr »ry € d"F(Rsq) mit Uy pry € X x X gibt; vgl. Bemerkung
aus §1.1.3.
Wir suchen ein U, zn) von der Form B.(2') x B.(z") fiir ein gewisses, noch zu bestimmendes

e € Ryg. Ist (£,¢") € Bo(2') x Be(2"), dann ist d(£',2") < ¢ und d(£”,2") < e. Mit (1) folgt
zunéchst

A&, ¢"y = —d(¢,2) +d(2,2") —d(2",&") > —e+d(2',2") —¢.

Wihlen wir nun € := (d(2’,z") — a)/2 > 0, so kénnen wir daraus schliefen, da d(¢’,£”) > a, i.e.
daBl (¢,¢") € d"1(Rs,). Somit ist fiir dieses € in der Tat Be(2') x B.(2”) C d 1 (Rs4).

Fall d=Y(R<yp) T X x X. Es geniigt zu zeigen, daf es fiir alle (2/,2") € d~!(R<p), i.e. mit
~ ~ off.

d(a',2") < b, noch ein (2/,2") € Uy ) € d™H(Rep) mit Uy iy € X x X gibt; vgl. Bemerkung

aus §1.1.3.

Wir suchen ein U(z/’z//) von der Form Bgz(z') x Bg(z”) fiir ein gewisses, noch zu bestimmendes
€ € Ryg. Ist (£,¢") € Bz(a') x Bz(2"), dann ist d(¢',2") < € und d(¢”,2") < & Mit (1) folgt
zunéchst

(¢, &" < dE, o) +d@ 2" +d(x", ") < é+d(a’,2")+E.

Wihlen wir nun & := (b — d(2’,2"))/2 > 0, so kénnen wir daraus schlieen, daf d(¢’,£”) < b, i.e.
dal (¢',¢") € d"*(Ryp). Somit ist fiir dieses € in der Tat Bz(z') x Bz(2”) C d~1(Ry).



(3)

Vorbemerkung. Fir =, £ € X ist

dy () —d(§;x) < dy(§) < dy(z)+dE ).

Hierzu geniigt es, die linke Ungleichung zu zeigen, die rechte folgt durch Vertauschen von £ und =x.

Sei ¢ € Rsp. Nach Definition von dy (§) als grofiter unterer Schranke gibt es ein y € Y mit
dy (&) +e>d(&,y). Es wird

dy (£) d(&,y) —¢

2

z —d§x)+d(z,y) -

> —d(€,x) +dy(z)— =

Da dies fiir jedes e € R~ zutrifft, folgt in der Tat dy (§) > dy () — d(§, z). Dies zeigt die Vorbe-
merkung.

Zuriick zur eigentlichen Aufgabe. Es geniigt zu zeigen, dafl dy : X — R, o > dy (x) stetig ist;
vgl. zweite Bemerkung aus §2.1.1.

Eine Subbasis von R ist gegeben durch {R~, : a € R}U{R«; : b € R}; cf. Beispiel (2) aus §3.1.
Es geniigt zu zeigen, dafl d;,l(R>a) Ofé! X und d{,l (R<sp) O&! X fiir a, b € R; vgl. Lemma aus §3.1.

Fall d;,l(R>a) OE! X. Nach Definition offener Teilmengen von X ist zu zeigen, daf§ fiir alle x €
dy'(Rs,), i.e. mit dy(z) > a, ein &€ € R mit B.(z) C dy' (Rs,) existiert.

Ist £ € B.(x), so ist d(&,x) < e. Mit der Vorbemerkung ist zunéchst
dy(§) > dy(z) —d(§,z) > dy(z) —€.

Wiihlt man ¢ := dy (x) —a > 0, so konnen wir dy (£) > a, i.e. £ € dy'(Rs,) schlieBen. Somit ist fiir
dieses ¢ in der Tat B.(z) C dy'(Rxq).

Fall dy' (R<p) 0& X. Nach Definition offener Teilmengen von X ist zu zeigen, daf fiir alle x €
dy' (R<p), i.e. mit dy (z) < b, ein & € Ry mit Bz(z) C dy' (R<p) existiert.

Ist £ € Bz(x), so ist d(&,x) < €. Mit der Vorbemerkung ist zunéchst

Wihlt man € := b — dy (z) > 0 so konnen wir dy (£) < b, i.e. £ € dy' (R<p) schliefen. Somit ist fiir
dieses £ in der Tat Bz(z) C dy' (R<yp).
Schreibe || — || := || — [[(= =), i.e. |lz] = (x,2)1/? fiir 2 € V.

Eine Subbasis von R ist gegeben durch {Rs, : a € R}U{R«; : b € R}; cf. Beispiel (2) aus §3.1.
Es geniigt zu zeigen, dafl {(—,=)"1(Rx,) Ofgﬂ! V x V und (—,=)"}Rp) Ofé! V x V fiir a, b € R;
vgl. Lemma aus §3.1.

Sei einmal allgemein § € R gegeben. Sei (§,7) € Bs(x) X Bs(y), also || —z|| < é und ||n—yl|| < 4.
Mit Cauchy-Schwarz aus §1.3.4 wird

1€, m) — (z, y) (&) — (& y) + (& y) — (2, )]
= [(&n—y) + (€ -2,y
= [&n—y) —(z.n—y) +(z,n—y) + {2
(§—z,n—y)+{x,n—y) +({§—z,9)]
(€ —z,n—y)| + Ka,n —y)| + [{§ — 2, )]

1€ =l - [ln =yl + [l=]l - I —yll + 1€ =z - [|y]]
60+ lzll-0+0-[lyll
Sl + llyll +9) -

VANI/ANIV/AN



Fall (—, =) (Rs,) OE! VxV.Sei(z,y) € (—,=)"(Rsq), i.e. sei (z,y) > a. Es geniigt, ein € € Rxg
so zu finden, dal B.(z) x B.(y) C (—, :>’1(R>a). Wihle € € R>0 dazu so, daBl e(||z]| + |ly|| +¢) <
(x,y) — a. Dann wird fiir (§,7) € B(z) x B.(y)

&m > (@) —e(lzl +lyll +¢) = a,
und also (&,7n) € (—, =>_1(R>a) Somit ist fiir dieses ¢ in der Tat B.(z) x B.(y) C (—, =) "1 (Rs4)-

Fall (—,=)"1(R<y) T VxV.Se (x,y) € (—,=)"H(R<p), i-e. sei (r,y) < b. Es geniigt, ein € € Rxg
so zu finden, dafl Bz(z) x Bz(y) C (-, )fl( <b)- Wiihle € € R dazu so, dal (||z|| + ||y]| +¢) <
b— (x,y). Dann wird fiir (£,7) € Bs(z) x Bs(y)

&m < (ey) +ellzll +llyll+¢) < b,

und also (£,1) € (—,=)"1(Ryp). Somit ist fiir dieses & in der Tat Bz(z) x Bz(y) C (—, =) "1 (R<p).

(5) ZuR xR %L R. Nach Aufgabe 21.(5) ist die lineare Abbildung R? — R, (7 ) > z + y stetig.
Mit Aufgabe 32 kénnen wir nun zwei stetige Abbildungen zur fraglichen komponieren, namlich

RxR =~ R —» R
(z,y) — (3) +— z+y,

und auf diese Weise deren Stetigkeit belegen.

Zu R x R - R. Dies ist der Spezialfall V' = R in (4); cf. Beispiel (1) aus §1.3.4.

Ist nun X ein topologischer Raum und sind f, g € C(X) gegeben, so ist zunéichst X o), R xR,

x> (f(x),g(z)) stetig; cf. Bemerkung in §3.4.

Als Komposita sind also auch

+

(X@»RXR(—H»R) — (XQR
, 4 -

x YL rxr- %R = (x %R

stetig, i.e. f+g¢, f-g € C(X).
Aufgabe 35

(1) Wir wollen zeigen, daf3

X x YY) x Z — X x Y x Z
(= 9y , 2 F— @ , v , 2

ein Homo6éomorphismus ist.

Wir haben die stetigen Projektionsabbildungen

(X x YY) x Z — XxY
((z » ») 2 (29
(X x Y) x Z —» Z

(@ ., v , 2 = =z

Analog haben wir die stetigen Projektionsabbildungen X xY 5% X und XxY —5> Y. Die fragliche
Abbildung 148t sich

(Tx oxxy, Ty oixxy, Tz) : (X XY)xZ — X xY xZ

schreiben, und ist somit stetig; vgl. Bemerkung in §3.4.



Wir haben auch noch die stetigen Projektionsabbildungen X xY x Z BES'S , X XY xZ Xy
und X XY x Z - 7.
Die Umkehrabbildung der fraglichen Abbildung 1483t sich

((rx,my),mz) : X XY xZ — (X xXY)x Z

schreiben, und ist somit ebenfalls stetig.
Nach Aufgabe 19.(2) ist die fragliche Abbildung also ein Homdomorphismus.

Nun wollen wir zeigen, dafl
X xY — Y x X

(= , 9 — @ , 2
ein Homo6omorphismus ist.
Wir haben die stetigen Projektionsabbildungen X x Y BES'¢ , X XY Xy , Y x X BE'S
und Y x X Y.
Die fragliche Abbildung 148t sich

(my,mx) : X XY — Y x X
schreiben, und ist somit stetig. IThre Umkehrabbildung 148t sich
(7Tx,7'('y) Y xX — Y xX

schreiben, und ist somit stetig.

Nach Aufgabe 19.(2) ist die fragliche Abbildung also ein Homdomorphismus.

Eine Basis von Hle X, ist gegeben durch {Hf:1 U, : U; o& X}. Denn der Subbasis von Hle X;
aus §3.4 entnimmt man zunéchst, dafl diese Menge aus offenen Teilmengen von Hle X; besteht.
Da sie ferner die Subbasis umfafit, ist sie selbst eine Subbasis. Da sie schliefilich unter Schnitten je
zweler ihrer Elemente abgeschlossen ist, ist sie eine Basis; cf. Aufgabe 25.(2).

Nach Aufgabe 32.(2) ist also eine Basis von Hle X/ fiir die Spurtopologie beziiglich Hle X! C
Hf:1 X, gegeben durch
{(Hle Ui) N (Hle Xz/) 2 Ui E Xfirl<i< k} .

Auf der anderen Seite ist eine offene Menge von X/ in der Spurtopologie beziiglich X! C X, von

off. .
der Form U; N X fiir ein U; C X, wobei 1 < ¢ < k. Also ist eine Basis von Hle X/ fur die
Produkttopologie der Spurtopologien auf den X gegeben durch

off.
(M, UinX)) : U; C X fir 1 <i<k}.
Nun ist aber (Hfz1 U) N (Hle X)) = Hle (U; N X}), und somit stimmen diese beiden Basen
iiberein. Also stimmen auch die von ihnen erzeugte Topologien iiberein, als da wiren zum einen die

Spurtopologie beziiglich der Einbettung in die Produkttopologie und zum anderen die Produktto-
pologie der Spurtopologien.
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