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Aufgabe 17

(1)

Mit einiger Berechtigung kann man sagen, diese Aussage sei ersichtlich richtig. Um es sauber durch-
zufiihren, gehen wir einmal den Weg iiber einen prametrischen Raum.

Betrachte folgende Prametrik d auf {1,2,3}.

d1,1) = 0 d(1,2) = 0 d(1,3) == 0
d2,1) = 1 d(2,2) == 0 d?2,3) :=
d3,1) = 1 d(3,2) = 1 d(3,3) = 0

Wir behaupten, dafl diese Prametrik die Topologie

2300 L () (1}, {1,2},{1,3},{1,2,3}}

induziert.
Es wird B1(1) = {1}. Es wird B1(2) = {1, 2}. Es wird B;(3) = {1, 3}.

Somit sind {1} T {1,2,3}, {1,2} C {1,2,3} und {1,3} C {1,2,3}.
Nun ist 1 € B.(3) fiir alle ¢ € R . Also sind {3} und {2, 3} keine offenen Teilmengen.
Ferner ist 1 € B.(2) fiir alle e € R . Also ist {2} keine offene Teilmenge.

Dies zeigt die Behauptung. Insbesondere liegt eine Topologie vor.

Wir notieren eine Abbildung f von {1,2,3} nach {1,2} in der Form <f(11) f(22) f(33)); vgl. Konven-
tionen.

Bekanntermafen sind die beiden konstanten Abbildungen (177) und (333) stetig; cf. Beispiel (2)
aus §2.1.1. Bleiben 6 weitere Abbildungen zu untersuchen.

Da das Urbild von () unter einer solchen Abbildung leer ist, und damit offen, und da das Urbild von
{1,2} unter einer solchen Abbildung gleich {1, 2,3} ist, und damit offen, ist eine solche Abbildung
stetig genau dann, wenn das Urbild der verbleibenden offenen Menge {1} offen ist.

Unter (1 2 3) ist das Urbild von {1} gleich {1,2}, und damit offen. Diese Abbildung ist also stetig.
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Unter (% 2 ‘f) ist das Urbild von {1} gleich {1, 3}, und damit offen. Diese Abbildung ist also stetig.
Unter (% 2 3) ist das Urbild von {1} gleich {1}, und damit offen. Diese Abbildung ist also stetig.

Unter (%%i’) ist das Urbild von {1} gleich {2,3}, und damit nicht offen. Diese Abbildung ist also

nicht stetig.

Unter (2 1 2) ist das Urbild von {1} gleich {2}, und damit nicht offen. Diese Abbildung ist also
nicht stetig.

Unter (22 1) ist das Urbild von {1} gleich {3}, und damit nicht offen. Diese Abbildung ist also
nicht stetig.

Wir kénnen folgendes Ergebnis festhalten.

C(X,Y) = c({1,2,3},{1.2) = {(111). 1

=N

1), (122), (222) }-

——
[ V] V]

2) (

Wir sollen nun unter den 3! = 6 Bijektionen von X nach X die Homomorphismen heraussuchen,
i.e. die Bijektionen, die stetig und offen sind.

Um offen zu sein, mufl die einelementige Teilmenge {1} auf eine offene einelementige Teilmenge
abgebildet werden, d.h. auf {1}.



Bekanntlich ist idy = (% 2 §) ein Homéomorphismus; cf. Beispiel (1) aus §2.1.3.

Da, wie gesagt, 1 auf 1 zu gehen hat, bleibt als andere Moglichkeit nurmehr (}33) Und in der
Tat ist dies eine stetige und offene Bijektion, welche via Bild- und via Urbildnahme die offenen
Teilmengen {1,2} und {1, 3} vertauscht.

Als Ergebnis kénnen wir festhalten, dafl der Raum X zwei Homdomorphismen auf sich selbst besitzt,
(123) und (132).

Aufgabe 18

(1)

Die Aussage ist richtig.
abg.
Sei f stetig. Sei B C Y. Es wird

off.

X~f'B) = f(Y~B) C X,
und also f~1(B) abgg' X.
Sei umgekehrt f~1(B) C X fir alle B'C Y. Sei V C Y. Es wird
X)) = ) ¢ ox,

und also f~1(V) < x.
Die Aussage ist richtig.

! 1 -
Sei f stetig. Wir wollen zeigen, dafi f(X’) C f(X’), i.e. daBl X’ C f~1(f(X’)). Nach (1) ist
- !

f7Y(f(X")) abgeschlossen, so daB es nach Bemerkung (2) aus §1.4 zu zeigen geniigt, da X’ C
FUF(XT), ie. daB f(X7) é F(X7"). Dies allerdings trifft zu.

Sei umgekehrt f(X’) C TX’) fiir alle X’ C X, ie. sei X/ C f_l(TX’)) fiir alle X’ C X. Sei
B HE' Y. Nach (1) haben wir zu zeigen, da8 f~1(B) abgg' X.

Sei X’ := f~Y(B). Esist f(X') = BN f(X). Es wird

f(X) = BN f(X) € BNf(X) = BN f(X),

vgl. Losung zu Aufgabe 15.(2), und also

fFUB) = X' C fFHFXT) € fAUBNfX) = BN X)) = fU(B).

Da ohnehin f-1(B) D f~(B), folgt T-L(B) = f~(B), ie. f~1(B) C X.

Um ein Beispiel mit f(X’) C f(X’) zu bekommen, kann man von einem nichtleeren diskreten Raum X in einen
verklumpten Raum Y via f nichtsurjektiv abbilden. Fiir X’ = X wird dann f(X’) = f(X) C Y. Dahingegen

ist f(X’) =Y, schon allein da der Abschluf} jeder nichtleeren Teilmenge von Y gleich Y ist.

Die Aussage ist falsch.

Seien etwa X = {1,2,3} und Y = {1, 2} wie in Aufgabe 17.(2). Sei f := (}f%% es ist f, wie in loc.
cit. festgestellt, stetig. Sei X' := {2,3}.

Es ist X'° = (), da dies die einzige in {2, 3} liegende offene Menge ist. Insbesondere ist f(X'°) = ().

Esist f(X') ={1,2} E Y. Insbesondere ist f(X')° = {1,2}.

Wir sehen, da f(X’°) = () keine Obermenge von f(X’)° = {1,2} ist.

Die Aussage ist falsch.

Seien etwa X = {1,2,3} und Y = {1,2} wie in Aufgabe 17.(2). Sei f := (333). Als konstante
Abbildung ist f stetig; cf. Beispiel (2) aus §2.1.1. Sei X’ := {1}.

Es ist X' 0& X, und also X’° = X’ = {1}. Insbesondere ist f(X’°) = {2}.

Esist f(X') = {2}. Also ist f(X')° ={2}° = 0.

Wir sehen, da f(X’°) = {2} keine Teilmenge von f(X’)° = 0 ist.



Aufgabe 19

(1)

off.
Sei f ein Homdomorphismus, also stetig, offen und bijektiv. Ist U C X, so ist wegen f offen auch
f(U) offen.

Ist umgekehrt f(U) offen, so ist wegen f stetig auch f~1(f(U)) offen. Da f injektiv ist, ist
fYf(U)) =U. Also ist U offen.

Ist f Hom6omorphismus, so ist f stetig, offen und bijektiv. Insbesondere gibt es eine Umkehrabbil-
dung X <]: Y. Setzen wir g := f~!, so haben wir zu zeigen, daf8 g stetig ist. Sei U E X. Es ist zu
zeigen, dal g=1(U) Ofgm Y.

Da f bijektiv ist, und da g = =1, ist g=1(U) = f(U). Da f offen ist, ist nun in der Tat ¢g~}(U) =
FU)Cy.

Sei nun umgekehrt ein X <Ly stetig mit go f = idx und fog = idy existent. Dann ist zunéchst f

off. off.
bijektiv mit f~! = g. Wir haben zu zeigen, daf f offen ist. Sei U C X. Esist f(U) =g }(U) C Y,
da g als stetig vorausgesetzt ist. Somit ist f als offen nachgewiesen.

Aufgabe 20

(1)

Schreibe h := f + g. Sei V E R. Wir wollen h=1(V) Ufé! X zeigen.

Sei z € h=Y(V). Es geniigt zu zeigen, dafl es U, (E X gibt mit x € U, C h=1(V); vgl. Bemerkung
aus §1.1.3.

Es ist h(z) € V. Sei € € Rsg mit B.(h(x)) C V.

Wegen f stetig ist f~ (B, 2(f(z))) Oﬁ' X.

Wegen g stetig ist g_l(BE/Q(g(x))) E X.
Sei

Us = 7 (Bepa(f(@)) Ng ™ (Bepalg(@) € X .
Da z in beiden Teilnehmern liegt, ist x € U, .

Bleibt zu zeigen, dal U, C h=1(V). Seiy € U, , i.e. sei | f(y) — f(x)| < /2 und |g(y) — g(x)| < £/2.

Es wird
|h(y) — W) = |[(f(y) +9) — (f(z)+g(x))
< fy) = f@)]+[g(y) — g(2)]
< g/24¢/2
= £,

und somit h(y) € B.(h(x)) C V, woraus y € h~1(V).

off.!

Schreibe h := f - g. Sei V E R. Wir wollen h~1(V) C X zeigen.

Sei z € h=Y(V). Es geniigt zu zeigen, daf es U, Cx gibt mit x € U, C h=1(V); vgl. Bemerkung
aus §1.1.3.

Es ist h(z) € V. Sei € € Ry mit B.(h(x)) C V.

Sei m := max{1, |f(z)], |g(x)| + €} (}). Esist m € Rsq. Es ist ¢/m < e.

Wegen f stetig ist f~ (B (f(x))) o& X.

off.

Wegen g stetig ist gfl(BE/m(g(x))) C X.
Sei
Ua: = f_l(Bs/m(f(w))) ﬂg_l(Bs/m(g(m))) Og X.

1'Wie sich beim Losen der Aufgabe am Ende als zweckmiBig herausstellt.



Da z in beiden Teilnehmern liegt, ist x € U, .

Bleibt zu zeigen, dafl U, C h™1(V). Seiy € U,., i.e. sei |f(y) — f(x)| < &/m und |g(y) —g(z)| < &/m.
Insbesondere ist

9| < lg(@)[ +e/m < |g(x)| +e

Es wird
\h(y) = h(z)] = [f(y)-9(y) — f(z)-g(2)]
= |f(w)-9(y) = f(x)-9(y) + f(z) - 9(y) — f(x) - g(z)|
< fy) - 9(y) = f(@) - g + | f(2) - gy) — f(z) - g(=)]
= |f(w) = f@llg)|+[f(@)llg(y) — g(z)]
< [f(y) = f@)[(g(@)] +e) + [f(@)llg(y) — g()]
< (¢/m)-m+m-(e/m)

und somit h(y) € B.(h(z)) CV, woraus y € h= (V).

Vgl. auch Aufgabe 33.(5).
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