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Aufgabe 9
Wir haben zu zeigen, dal X ~ B.(z) C X. Sei y € X \ B.(z), d.h. sei d(y,z) > e.

Sei 1) := d(y, ) — e. Wir behaupten, daB B,,(y) C X \ B.(x).

Sei z € By(y), i.e. d(z,y) < n. Wir miissen zeigen, da z € X \ B.(z), i.e. daB d(z,z) > e. In der Tat
wird mit (Met 3)
d(z,z) +d(z,y) > d(z,y),

und also
d(Z,l‘) > d(ac,y)—d(z,y) > d(x,y)—n = d(x,y)—(d(y,x)—s) = .

Vgl. auch das Lemma in §1.3.2.

Aufgabe 10
Das Lemma von Cauchy-Schwarz aus §1.3.4 liefert beziiglich des Standardskalarprodukts (z,y) := z'y

fir z, y € R3, daB ,
(e (1) = (e (B) (e (i) -

(a+b+¢)? < 3@+ +2),

also daf3

was wiederum zu
2ab + 2ac + 2bc < 2(a® 4+ b* + %)

und also zu
ab+ac+be < a®>+b2+c2

dquivalent ist.

In der ersten, und damit auch in jeder weiteren dieser Ungleichungen gilt nach der Zusatzaussage im
1

Lemma von Cauchy-Schwarz Gleichheit genau dann, wenn ((LIS), (%)) linear abhéngig ist, i.e. wenn

a=b=c
Aufgabe 11

(1) Beachte, da 371 ||z||" < ||z]] < a™Y|z|’ fiir € V. Die Situation ist also symmetrisch in || — || und
I =’y so dafl es geniigt, T’ é T zu zeigen.
Sei U C V eine beziiglich T” offene Teilmenge, i.e. U € T’. Wir haben zu zeigen, dafi sie beziiglich
T offen ist, i.e. U é T. Sei also x € U. Wir miissen ein 1 € R+ finden mit B%V’d) (x) é U.

Da U C V bexziiglich T” offen ist, gibt es ein ¢ € R~ mit Bgv’d/)(x) CU. Setze n:=¢/8 € Rxyg.
Es wird ,
BYD(x) € BY (),

da fiir y € B%V’d) (x), also fiir d(y, z) < n, in der Tat
d(y,x) = lly—zl" < Bly—=l = B-d(y,x) < B-n = ¢,
und somit y € Bév’d/)(x) ist. Also ist insgesamt

B (z) ¢ BY)(x) C U,

wie verlangt.



(2) Zum einen ist wegen |z;| = ,/x? < /22 + -+ 22 fiir 1 <j < nauch

[2lle = max{lz;| : 1<i<n} < Jait--+a] = a2

fir = (z;); € R™

Zum anderen ist

lzllz = /22 +- +22 < \/n-max{|xi| 1<i<n}? = Vi |7 e
fir xr € R".

Also ist insgesamt, wie in (1) verlangt,

Lzl < llzllz < Vi [l2flo

fir z € R™.

Aufgabe 12

(1) Esist U=UNY mit U 0& X. Nach Definition der Spurtopologie ist also U E Y.

(2) Esist A=ANY mit A abgg‘ X. Nach Aufgabe 5.(2) ist also A abgg' Y.
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