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Aufgabe 5
1) Esist U := X ~ A; C X fiir i € I. Mit (Top2) ist |, U; € X, und also
el
abg.
Nicrdi = Nief(XNUi) = XN (Uz‘eIUi) c X.
abg. off.
2) Ist Z C Y,soist Y N\ Z é Y. Also gibt es nach Definition der Spurtopologie in §1.2.2 ein U’ C X
g 2

mit Y~ Z =Y NU". Setze 7' := X U’ C X.Bs wird
YNZ' =YN(X\U)=Y~{YnU)=Y~(Y\Z) =7Z.

Sei umgekehrt Z = Z' NY fiir ein 7’ abgg' X. Dann ist X ~ 7’ oé X, also
YNZ =Y~ (ZNY)=YN(X~2Z)CVY,
und somit Z abgg Y.
Aufgabe 6
(1) Die Aussage ist falsch. Sei etwa X =R, Y = {0} und Z =Y. Dann ist

Z=1{0} C {0} =V,

da die volle Teilmenge stets eine offene Teilmenge ist, aber

nicht off.

Z ={0} < R =X,
da es fiir 0 € {0} kein € € Ry mit (0—¢, 0+¢) C {0} gibt.

off. off. off.!
ie Aussage ist richtig. Wir haben hierzu zu zeigen, dafl aus U C - olgt, da C X.
2) Die A ist richtig. Wir haben hi i daB UCY C X folgt, daB U X

Da U E Y, gibt es nach Definition der Spurtopologie in §1.2.2 ein U’ E X mit U =Y NU'. Da
off. off. off.
Y CXund U C X,istauch U =Y NU" C X dank (Top 3).

abg. abg. abg.!
(3) Die Aussage ist richtig. Wir haben hierzu zu zeigen, dafl aus A Qg Y Qg X folgt, dafl A Qg X.

Da A 'C Y, gibt es cin A/ C X mit A = A’ NY; cf. Aufgabe 5.(2). Da A/ ¢ X wnd Y C X,
abg.
folgt mit Aufgabe 5.(1), dal A=A'NY C X.

Aufgabe 7

(1) Wir haben die Axiome (Met 1,2, 3) zu verifizieren.

Zu (Met 1). Fiir y, v € Y ist dlyxy(y,y") = d(y,%’) in der Tat genau dann gleich 0, wenn y = ¢/,
wie aus (Met 1) fiir X folgt.

Zu Met2). Fir y, y' € Yist dlyxy(y,y') =dy,y') =d¥,y) = dlyxy (¥, y), wie aus (Met 2) fiir
X folgt.

Zu (Met 3). Fiir y, v/, vy’ € Y ist
dyxy(y,y) +dlyxy (¥, y") = d(y,y") +d(y'y") = dy,y") = dlyxv(.y"),
wie aus (Met 3) fiir X folgt.

Kurz, die in (Met 1,2, 3) fiir d|y «xy (y,y’) verlangten Eigenschaften vererben sich aus denjenigen fiir

d.



(2) Beachte zunichst, daf} fiir y € Y und € € R~

BY vy = {y €Y : dlyxy(y,y) <e} = {y¥ €Y : dly,y) <e} = BED(y)ny.

Beziiglich T(Y>4lvx¥) ist eine Teilmenge Z C Y also genau dann offen, wenn es fiir jedes z € Z ein
e € Ry gibt mit B (z)nY C 2.

Beziiglich der Spurtopologie ist eine Teilmenge Z C Y dagegen genau dann offen, wenn es ein
UC X mit Z=YNU gibt.

off.

Sei Z C Y beziiglich der Spurtopologie offen. Gebe es also ein U € X mit Z =Y NU. Sei z € Z.
Sei € € R+ so, daf3 Béx’d)(z) C U. Dann ist

BXY()nYy cUNny = Z.

Also ist Z C Y beziiglich T4y x¥) offen.
Sei Z C Y beziiglich T> 4y x¥) offen. Gebe es also fiir jedes z € Z ein e, € R~ mit Bg(’d)(z)ﬂY -
Z. Sei

U = UzEZBgf,d)(Z) :
Mit dem Lemma aus §1.3.2 ist Bg’d)(z) E X. Dank (Top 3) ist also U E X. Folglich geniigt es zu
zeigen, dafl Z ZYnu.
Istz€e Z,s0ist z€ ZCY und z € Bg(’d)(z) CU,alsozeYNU. Somitist ZCY NU.

Andererseits ist

YNU = YU, BEE) = U, BE9(:)NY) € 2

nach Wahl der ¢, .
Insgesamt ist also in der Tat Z =Y NU.

Aufgabe 8

Wir haben fiir 754 =T X, verklumpt, 2U zeigen, dafl weder {1} noch {2} offene Teilmengen von X sind.
Mit Ausnutzung von Symmetrie geniigt es zu zeigen, dafl {2} keine offene Teilmenge von X ist.

Fiir e € Ryg ist B.(2) = {1}, falls ¢ < 1, und B.(2) = {1,2}, falls ¢ > 1. Fiir kein ¢ € R ist also
B.(2) C {2}. Somit ist {2} keine offene Teilmenge von X.

Nun ist By (1) = {2}. Wie schon festgestellt, ist dies keine offene Teilmenge von X.
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