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off.
(1) Die Aussage ist falsch. Sei X = {1, 2}, ausgestattet mit der diskreten Topologie. Dann ist {1} C X
abg.
und {1} C X, aber 0 C {1} C X.
(2) Die Aussage ist richtig. Sei X =
off.

se1 Ui eine offene Uberdeckung, wobei I eine Indexmenge ist und

Wir werden nun unter den in dieser offenen Uberdeckung wiederholt auftretenden offenen Mengen je eine
auswiéhlen.

Sei
R :={U; : ielI} C Pot(X).

Da X endlich ist, ist Pot(X) ebenfalls endlich, und somit auch R. Wihle fiir alle U € R ein iy € T
mit U;, = U. Sei Iy := {iy : U € R}. Da R endlich ist, gilt das auch fiir I. Ferner ist

(U; ciely}y = {Uy, :UER} = R = {U; : i},

und also
Uielo Ui = Uie[ Up = X.

Aufgabe 45

(1) Esist X das folgende Dreieck mit Rand und Innerem.

€2

(2) Es geniigt zu zeigen, dal X wegzusammenhiingend ist; cf. erste Bemerkung in §4.3.3. Seien (2) , (w,l) €

Ta

X gegeben, i.e. sei 0 < zy <1, |2o] < |21 und 0 < ) < 1, |oh| < |2



Es geniigt zu zeigen, dafi die Abbildung

0,1 - R?

t o (1-1) (i;) +t(22>

x

mit v(0) = (I;) und (1) = (Iil) stetig ist und im Bildbereich nach X einschrénkt.
T2

Zur Stetigkeit. Es geniigt zu zeigen, da§ die Abbildungen R — R, t — (1 — t)z; + tz} und
R — R, t — (1 — )z + tz}, stetig sind; cf. Aufgabe 33, Bemerkung aus §3.4 und zweite Bemer-
kung aus §2.1.1. Beide sind aber als (lineare) Polynome in der Tat stetig; cf. Aufgabe 21.(4).

Zur Moglichkeit der Einschrinkung von v nach X. Es ist zu zeigen, da8 fiir alle ¢ € [0, 1] gilt, da8
!

/ !
(1-1) (2;) +t(2) € X, i daB 0 < (1— )z + o, < 1und |(1— t)zo + tah| < (1 — t)ay + ta) .
Zu ersterem. Es wird
(1—t)ry+to) < (1—¢)-14t-1 =1

und
1—t)x1+tay > (1—-1t)-0+t-0 =0.

Zu zweiterem. Es wird
(1 —t)wg +toy < (1 —t)xy +t)
und
(1 —t)ag +txy > (1—t)(—z1) +t(—2)) = —((1 —t)ay +tah) ,

zusammen also
[(1—t)xe +tah| < (1 —t)xy +ta) .

(3) Nach Satz 5 aus §4.2.6 ist zu zeigen, dal X eine abgeschlossene und beschriinkte Teilmenge von R?
ist.
Nun ist X € B1(0) = {(Z}) : |z1| <1 und |za] < 1}, da aus 0 < z1 < 1 insbesondere |z1| < 1 und
aus |zo| < |z1| dann auch |zs| < 1 folgt. Also ist X beschriinkt.

Ferner sind die Abbildungen R? — R, (i;) &» x1, (i;) &» r1 + 29 und (i;) ﬁ» T — 29 als
lineare Abbildungen stetig; cf. Aufgabe 21.(5).

Da |z2| < 1 fiir 1 > 0 gerade bedeutet, dafl —x1 < 2 < z71, i.e. daB 1 + 29 > 0 und 21 — 2 > 0,
wird
X = frH(0,1) N f ' (Rzo) N f5 (R0) -

Jeder Teilnehmer dieses Schnitts ist abgeschlossen in R? als Urbild einer abgeschlossenen Teilmenge
unter einer stetigen Abbildung. Also ist auch die Schnittmenge X eine abgeschlossene Teilmenge
von R?; cf. Aufgabe 5.(1).
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(1) Es wird, dhnlich wie im Beweis zu (Nor 3) in §5.2,

If - gll = max|f(z)-g(z)| = max(|f(z)]-|g(z)]) = [f(zo)]-lg(o)l

zeX

fiir ein gewisses z¢g € X. Wir setzen fort mit

|f(zo)] - g(zo) < (max|f(2)]) - (max|g(x)]) = [I£]-llgl -

(2) Zunéchst bemerken wir, dafl aus der Aussage fiir einen allgemeinen normierten Raum V' die ent-
sprechende Aussage im Spezialfall V' = C(X) natiirlich folgt; cf. Bemerkung in §5.2, welche u.a. auf
Aufgabe 20.(1) basiert.



Sei U E' V. Wir haben zu zeigen, dafl (+)~1(U) offen ist. Dazu geniigt es, ein § € R+ so zu finden,
daB fir (z,y) e VxVmite+yeU

!
(z,y) € Bs(x) xBs(y) € (+)7'(U)
ist; cf. Bemerkung in §1.1.3 und erstes Beispiel in §3.4.

off.
Daxz+yeU CV,gibt es ein € € Rsg mit B.(z +y) C U. Es geniigt also, § € R+ so zu finden,
dafl

!
Bs(z) x Bs(y) € (+) ' (Be(z +9)),
ie. daBl fiir &, 7 € V mit ||Z — || < und ||§ —y|| < auch ||(Z+7) — (x + )| <e.
Wiéhle ¢ := ¢/2. Dann wird
1@ +9) =@+l < |Z2-2[+[§-yll <e/2+e/2 =c¢.
Nach Aufgabe 20.(2) ist diese Abbildung (-) wohldefiniert.

Sei U o& C(X). Wir haben zu zeigen, da (-)~1(U) offen ist. Dazu geniigt es, ein § € R~¢ so zu
finden, da8 fiir (f,¢9) € C(X) x C(X) mit f-ge€U

!
(f.9) € Bs(f) xBs(g) € (-)7'(U)
ist; cf. Bemerkung in §1.1.3 und erstes Beispiel in §3.4.

off.
Da f-g e U C C(X), gibt es ein € € Rsg mit Bo(f-g) C U. Es geniigt also, § € R~ so zu finden,
dafl

Bs(f) x Bslg) € ()7 (Ba(f-9)).
i.e. daB fiir f, § € C(X) mit ||f — f|| < und ||§g —g|| < auch ||f-§— f-gl <e.

Zunéchst einmal halten wir fest, dafl

If-g=fgll = If-a-F3+f3-Ff-al
? I(f = Dl +11f(g =9l
< 17 = FIlgl -+ /1113 — g1
< Sllglhh+lrle
= d(llg+g—gll+ 1)
< O(llgll +1lg =gl +11£1D)

< O(lglh+6+151) -
Wihle 0 € R+ nun so, da 6(||g|| + 0 + || f||) < e. Hierzu kann man z.B.
6 := e/max{l, e+ [|f]| + llgll}
setzen, denn dann ist

‘ s o _cllglte+ia
max(L, e+ T+ ey ol oI < S e A e S €

S(llgll+ o+ 1111 =

Mit dieser Wahl von § wird insgesamt also ||f g—f-gll<e.

Zun#chst bemerken wir, dafl aus der Aussage fiir einen allgemeinen normierten Raum V' die ent-
sprechende Aussage im Spezialfall V' = C(X) natiirlich folgt.

O.E. ist A # 0, da wir fiir A = 0 eine konstante und also stetige Abbildung erhalten; cf. Beispiel (2)
aus §2.1.1.
Da Urbild- und Bildbereich metrische Ridume sind, kénnen wir die e-9-Charakterisierung der Ste-
tigkeit verwenden; cf. Lemma aus §2.2.
Seien € € Ry und z € V gegeben. Setze 6 := ¢/|A|. Ist Z € V mit ||Z — z|| < 4, dann ist wegen
A#0

INe = Xx|| = M|z —z| < [0 = €.



(5)

Wir wollen nun verwenden, daf3 das Bild eines Konvergenzpunktes einer Folge unter einer stetigen
Abbildung zugleich ein Konvergenzpunkt der Bildfolge ist; cf. Bemerkung aus §4.2.7.

Nach Aufgabe 43.(1) konvergiert ((f, , 9”))n gegen (f, g).
Darauf die stetige Abbildung C(X) x C(X) — C(X), (f,g) — f + g aus (2) angewandt, liefert
die Konvergenz von (f,, + gn)n gegen f + g.

Darauf die stetige Abbildung C(X) x C(X) — C(X), (f,g)— f - g aus (3) angewandt, liefert
die Konvergenz von (f,, - gn)n gegen f - g.

Auf die gegen f konvergierende Folge (f,), die stetige Abbildung C(X) — C(X), f+— Af an-
gewandt, liefert die Konvergenz von (Afy,), gegen \f.
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(1)

Sei W C X x Y eine offene und abgeschlossene Teilmenge. Sei W # (). Wir haben zu zeigen, daf3
!
W=XxY.

Wir verwenden die stetigen Abbildungen ¢, : X — X XY, {——(§,y) und j, : Y — X X Y,
7+ (z,n) aus dem ersten Beispiel in §3.4, wobei x € X und y € Y.

Sei (z,y) € W.

Es ist = € i,/ ' (W), also i,/ ' (W) # 0. Es ist i, ' (W) eine offene und abgeschlossene Teilmenge von

X; vgl. Aufgabe 18.(1). Da X zusammenhéngend ist, folgt zgl(W) = X. In anderen Worten, es ist
(a',y) € W fiir alle 2’ € X.

Sei 2’ € X vorgegeben. Es ist y € j,'(W), also j,'(W) # 0. Es ist j,,'(W) eine offene und
abgeschlossene Teilmenge von Y'; vgl. Aufgabe 18.(1). Da Y zusammenhéingend ist, folgt j;,l(W) =
Y. In anderen Worten, es ist (z/,y’) € W fiir alle y’ € Y.

Insgesamt folgt also (z/,y') € W fiir alle 2’ € X und alley’ € Y, ie. X xY =W.

Seien (2/,y'), (z",y") € X xY.

Da X wegzusammenhéngend ist, gibt es ein stetiges v : [0, 1] — X mit v(0) = 2’ und (1) = z”.
Da Y wegzusammenhingend ist, gibt es ein stetiges ¢ : [0, 1] — Y mit ¢(0) = ¢’ und ¥(1) = ¢".
Sei

0,1/2] - X x Y
to— () , Y

Es ist 1 stetig, da sowohl ¢ — ~(2t) als Kompositum stetiger Abbildungen stetig ist, als auch die
konstante Abbildung ¢ — 7/ stetig ist; cf. Bemerkung aus §3.4.

Sei
/2,1 = X x Y
t o— (@, Y2t—1))

Es ist x; stetig, da sowohl die konstante Abbildung ¢t — 2" stetig ist, als auch ¢ — (2t — 1) als
Kompositum stetiger Abbildungen stetig ist; cf. Bemerkung aus §3.4.

Beachte, daf [0,1] = [0,1/2] U [1/2,1] eine lokalendliche (da endliche) abgeschlossene Uberdeckung
ist. Beachte, daf8 x1(1/2) = x2(1/2) = (z",y'), und also x1lj0,1/2n[1/2.1] = X2l[0,1/21n(1/2,1] I8t
Die Abbildung
0,1 = XxY
R { (v(28), /) fiir £ € [0,1/2)]
(z",9(2t — 1)) fiir ¢t € [1/2,1]
erfiillt x|jo,1/2) = x1 und x|[1/2,1] = x2 . Nach Satz 1b aus §2.3.3 ist x also stetig.

Damit ist eine stetige Abbildung x von [0, 1] nach X X Y mit dem vorgegebenen Anfangspunkt
x(0) = (%(0),y") = (2/,y’) und dem vorgegebenen Endpunkt x(1) = (z”,9(1)) = («”,y”). Somit
ist X x Y als wegzusammenhéngend nachgewiesen.
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