Vortrag 5 — Endliche abelsche Gruppen

Seien Aj, ..., A, abelsche Gruppen (additiv geschrieben). Definiere auf dem karte-
sischen Produkt A; x --- x A, mittels eintragsweiser Addition eine abelsche Grup-
penstruktur. Schreibe das Resultat A; @ --- @ A,,, genannt direkte Summe.
Sei

A—1-B

|,k

AL p
ein kommutatives Viereck abelscher Gruppen und Gruppenmorphismen, d.h. sei
flos=tof.

Lemma 1. Es gibt einen Gruppenmorphismus

B/f(A) — B'/f(A)
b+ f(A) +— t(b)+ f(A)

Lemma 2. Sind s und t Isomorphismen, so auch u.

Sind k, / > 0 und ist S € Z¥*¢ eine Matrix der Form &k x ¢ mit ganzzahligen
Eintrigen, so schreiben wir Z*<! 5. 7P fiir den Gruppenmorphismus, der einem
ganzzahligen Vektor x € Z*! den ganzzahligen Vektor Sz € Z**! zuordnet. Kom-
position entspricht so der Matrixmultiplikation.

Bemerkung. Seien m, n > 0, und sei M € Z™*" gegeben. Mit dem Elementar-
teilersatz gibt es invertierbare Matrizen S € Z"*" und T € Z™*™ so, daB} D :=
TMS € Z™" eine Diagonalmatrix ist (wenn auch keine quadratische, im allge-
meinen), deren Diagonaleintrige sich sukzessive teilen. Dies gibt ein kommutatives

Viereck

Zn><1 i) Zm><1
Sliz ZiT
Zn><1 4D> Zm><1

abelscher Gruppen mit vertikalen Isomorphismen. Mit Lemma 2 ist also

mel/Manl ~ mel/Danl )

Lemma 3. Habe die Diagonalmatriz D € Z™*™ die nichtverschwindenden Diagonal-
eintrage dy, ..., ds an den Positionen (1,1), ..., (s,s), und ansonsten Nulleintrdge.

Dann ist
Zzm™Y Dzt ~ 727 @ - @ Z)dZ @ 2O

Eine abelsche Gruppe A heifit endlich erzeugt, falls es ein k£ > 0 gibt und Elemente
ai,...,ay derart, dafl jedes Element a € A sich schreiben 14t als

a = z1a1 + -+ 2Zpag



mit geeigneten z; € Z. Das Tupel (ay, ..., ax) heiBt auch Erzeugendensystem von A.

Lemma 4. Sei AL+ B ein surjektiver Gruppenmorphismus abelscher Gruppen.
Seien B und Kern f = {a € A : f(a) = 0} endlich erzeugt. Dann ist auch A
endlich erzeugt.

Sei (by,...,bs) ein Erzeugendensystem von B. Sei a; ein Urbild von b; unter f fiir
€ [1,s]. Sei (z1,...,x;) ein Erzeugendensystem von Kern f. Dann ist
(X1, ..., Ty, a1, ..., a)

ein Erzeugendensystem von A.

Lemma 5. Jede Untergruppe ungleich {0} von Z hat ein eindeutig bestimmtes Er-
zeugendensystem aus einem positiven FElement. Insbesondere ist jede Untergruppe
von Z endlich erzeugt.

Beweis. Sei V' < Z. Sei v := min(V N Zx;). Division mit Rest zeigt, daB (v) ein
Erzeugendensystem von V' ist. o

Lemma 6. Sei m > 0. Sei U < Z™ . Es ist U eine endlich erzeugte abelsche
Gruppe.

Beweis. Induktion iiber m. Sei Z™** £+ Z(m=1x1 die Projektion auf die Koordinaten
2 bis m. Es ist Kernp ~ Z. Werde nun Lemma 4 angewandt auf A = U, B = p(U)
und f: A— B, a+—p(a). Es ist B endlich erzeugt nach Induktionsvoraussetzung.
Es ist Kern f endlich erzeugt, da Untergruppe von Kern p, und damit mit Lemma 5
sogar von einem Element erzeugt. o

Satz. Sei A eine endliche abelsche Gruppe. Es gibt auf eindeutige Weisedy, ..., ds €
Z>2 mait d1|d2| cee |d5 S0, daﬂ

A~Z/MWZSZ/dZ S -DZL/dZ .

Beweis. Ezistenz. Sei (aq, ..., a,) ein Erzeugendensystem von A. Wir haben einen
surjektiven Gruppenmorphismus Z™** . A, der den i-ten Standardbasisvektor auf
a; schickt fiir i € [1,m]. Sei B der Kern von f. Nach vorigem Lemma ist B endlich
erzeugt. Sei (by, ..., by,) ein Erzeugendensystem von B. Wir haben einen surjektiven
Gruppenmorphismus Z"*! — B, der den i-ten Standardbasisvektor auf b; schickt
fur ¢ € [1,n]. Insgesamt

7! . B=Kemn f—»2Z™" 1o 4.

Mit dem Homomorphiesatz ist A isomorph zu Z™*!/Kern f. Sei M eine beschrei-
bende Matrix des Kompositums Z"*! — Z™*1 beziiglich der Standardbasen, i.e.
sei das Kompositum gleich Z"<! 2 Zm*1 Dann ist A isomorph zu Zm I MZL
Eine Anwendung der Bemerkung und des Lemmas 3 zeigt nun die Existenz der d;
mit der verlangten Isomorphie.

Eindeutigkeit. Fiir m € Zx; schreiben wir A[m] fiir den Kern der Multiplikations-
abbildung mit m auf A. Sei p eine Primzahl. Wir schreiben

vy(m) = max{k >0 : p*im}



fiir die Bewertung (valuation) von m bei p. Fiir k € Z> schreiben wir
A
Al

Es geniigt, fiir gegebenes i die Bewertung v,(d;) von d; als invariant unter Isomorphie
nachzuweisen.

arnl®) =

Es ist q4 ,(k) eine solche Invariante. Also ist auch s invariant unter Isomorphie, da
s das Maximum der Werte q,,(0) ist, wobei p die Primteiler von |A| durchlauft.

Fiir £ € [0, s — 1] ist nun v,(ds—¢) = min{k € Zo : qu,(k) </} o
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