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Losung 8

Aufgabe 26

(1)

Es ist char L > 0, da char L = 0 zur Folge hiitte, daB Z —> L den Kern (char L)Z = {0} hitte,
und somit injektiv wéire, was wegen L endlich nicht geht.

Schreibe also char L =: p > 0. Wir haben den Primkérper F, C L; vgl. §2.1.

Es ist L ein F,-Vektorraum; vgl. die erste Bemerkung in §1.7.5. Da L endlich ist, ist L ein endlich-
dimensionaler F,-Vektorraum. Sei ¢ := dimg, L = [L : F,]. Es folgt |L| = p*.

Erste Losung. Esist ¢ = [L : F,] = [L : K|[K : F,]. Folglich ist [K : F,] =: k ein Teiler von ¢. Ferner
ist |K| = p".

Zweite Losung, alternativ. Es ist L ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Schreibe m := [L : K].

Mit (1) gibt es ein k& > 1 mit K = p”*; beachte char K = char L = p. Also ist (p*)™ = p*. Mithin ist
km = {.

Nach (2) haben alle Teilkérper von Fy; eine Kardinalitit 3% mit k einem Teiler von 3. Es folgt,
daB diese Kardinalitiit 3' = 3 oder 32 = 27 haben. Also sind der Primkérper F3 und der gesamte
Korper Fy; die einzigen Teilkorper von For.

Vgl. auch Aufgabe 21.

Aufgabe 27

(1)

Zum einen ist (ab)°(®°®) = (go(@)o®) (po®)yola) — 1o®)1o(a) — 7,
Sei zum anderen (ab)* =1 fiir ein k € Z>;.

Dann ist a* = b~". Es ist a* € (a), und (a) ist eine Gruppe mit |{a)| = o(a) nach Aufgabe 11.(1.b).
Nach Aufgabe 11.(1.c), angewandt auf diese Gruppe {(a), ist o(a*) ein Teiler von o(a).

(Hierfiir kann man alternativ auch folgendes vorbringen. Schreibe o(a) = o(a*)q + r mit ¢ € Z und
r € [0,0(a*) — 1]. Dann ist

und also r = 0 wegen der Minimalitit von o(a*).)
Analog ist o(b~*) ein Teiler von o(b).

Somit ist o(a*) = o(b™*) ein gemeinsamer Teiler von o(a) und von o(b), und also gleich 1, da
geT(o(a),o0(b)) = 1. Dies aber hat a* = b=* = 1 zur Folge.

Wir behaupten, dafl k ein Vielfaches von o(a) ist. Schreibe k& = o(a)g+r mit r € [0,0(a)—1]. Es folgt
1= a* = a°@9+7 = ¢" und also r = 0 wegen der Minimalitit von o(a). Dies zeigt die Behauptunyg.

Analog ist k ein Vielfaches von o(b).
Da ggT(o(a),o(b)) = 1, ist k damit ein Vielfaches von o(a)o(b), und insbesondere ist k > o(a)o(b).

Somit ist o(a)o(b) der minimale positive Exponent, dessen Potenz von ab gleich 1 ist. In anderen
Worten, es ist in der Tat o(ab) = o(a)o(b).

o(a)

Zum einen ist (o~ @ )% = a°®) = 1.
. o(a) . o(a)k . 3
Sei zum anderen (a @ )¥ = 1,ie. a @ =1, wobei k € Z>;. Dann ist —O(Z)k > o(a) wegen der

Minimalitét von o(a), also k > d.

Somit ist £ der minimale positive Exponent, dessen Potenz von o gleich 1 ist. In anderen Worten,
. o(a)
es ist in der Tat o(a @ ) =d.



(3) Schreibe o(a) = pi* ---p;* und o(b) = pit --~pf€’“ mit k > 0, p; prim und s;, t; € Zxo fir i € [1,k].

Sei i € [1,k] gegeben. Mit (2) gibt es ein Element von Ordnung p;* in G, nédmlich eine geeignete
Potenz von a. Mit (2) gibt es auch ein Element von Ordnung pf in G, ndmlich eine geeignete Potenz
von b. Somit gibt es auch ein Element z; € G von Ordnung p;nax{si’ti} in G.

Mit (1) folgt aus der Teilerfremdheit der Primpotenzen, dafl
o _max{si,t1} max{sg,tr} __
o(xy--xE) = o(xy)---olxg) = p; Dy = kgV(o(a),o(d)) .

(4) Wire o(g) kein Teiler von o(x) ist fiir ein g € G, so wiire o(x) < kgV(o(z),0(g)). Sei g ein mit (3)
existentes Element von G von Ordnung kgV(o(z),0(g)). Dann ist o(z) < o(g). Wir haben einen
Widerspruch zur Maximalitidt von o(z).

(5) Sei x € K* von maximaler Ordnung.

Zunichst ist o(x) ein Teiler von |K| — 1; vgl. Aufgabe 11.(1.c).
Mit (4) folgt andererseits, daB fiir alle g € K gilt, dafl o(g) ein Teiler von o(x) ist, und insbesondere,

das g°*) = 1. Folglich sind alle Elemente von K * Nullstellen von X°® —1. Ein Polynom mit |K|—1
Nullstellen hat aber Grad > |K| — 1. Also ist o(z) > |K| — 1.

Insgesamt folgt o(z) = | K| — 1.

(6) Wir verwenden die Schreibweise der Losung von Aufgabe 24.(4). Sei also § € Fy mit 6* +§+1 = 0.
Wir erhalten folgende Potenzen, ausgedriickt in der Standardbasis (1,4, 62, 6%) iiber Fy.

0 =1

o=

52 = §2

53 = 5

o = 6+1

0 = 0"+

0 = P +4

67 = B+i+1

® = °+1

8 = +6

oY = P +d+1
oM = 3456244
6 = P+ +o+1
M= P e+
R 53+1
=1 (zur Probe)

Vgl. auch Aufgabe 11.(2,3) und Aufgabe 18.

Aufgabe 28

Schreibe n := [L : K]. Das Tupel (z°,2!,...,2™) hat Linge n + 1, ist also linear abhiingig. Somit gibt es
Ai € K fiir i € [0,n] so, dafl
Az + -+ A" =0,

aber so, dafl A; # 0 fiir wenigstens ein j € [0,n]. Setzen wir f(X) =320, A X' € K[X], so haben wir
also ein Polynom ungleich 0 gefunden, welches f(z) = 0 erfiillt. Folglich ist = algebraisch iiber K.

www.uni-koblenz.de/~kuenzer /galois/galois.html



