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Aufgabe 40

Sei K(a)|K mit pq x(X) = f(X). Es ist K(a) Zerfallungskorper von f(X); vgl. Aufgabe 36.(2). Folglich
ist |Gal(f(X))| = [K(a) : K] = 2. Auf der anderen Seite ist deg f = 2, und mithin Gal(f(X)) isomorph
zu einer Untergruppe von Sa. Folglich ist Gal(f(X)) ~ Sa.

Ist speziell K = R und f(X) = X? + 1 € R[X], so folgt S ~ Gal(X? + 1) = Gal(R(i)|R) = Gal(C|R).
Aufgabe 41

(1) In der Notation von §3.4.2.1 ist der Zerfallungskérper von X3+ X +1 € Q[X] gegeben durch Q(a, b)
mit a® +a+ 1 =0 und b? + ab + (a® + 1) = 0. Insbesondere ist

(1,a,a?, b, ba, ba?)

eine Q-lineare Basis von Q(a,b).
Es waren vy, = a, 72 = b und 73 = —a — b die Nullstellen von f(X) in Q(a,b).
Das Bild von Gal(Q(a, b)|Q) in S5 beziiglich dieser Nullstellennumerierung ist gleich Ss.
Es ist ((1,3)) = {id, (1,3)}. Die zugehorigen Automorphismen schicken
a }i—d> a a }(1—’32 —a—>b
b — b b = b,

Da Tr(1,3)) : Q(a,b) — Fix((1,3)) Q(a,b) eine surjektive Q-lineare Abbildung ist, ist das Bild-
tupel der Q-Basis (1,a,a?,b,ba,ba?) von Q(a,b) ein Q-Erzeugendensystem von Fix((1,3)) Q(a,b).
Berechnen wir dieses eintragsweise, so erhalten wir

(Tri,3 (1), Trqa,z)) (@ @), Tr (1, (@), Tri3) (), Troqr,) (ba), Trq s (ba?))

(1 + 1, a+ (—a—1b), a>+ (—a—b)% b+b, ba+b(—a—1b), b(a® + (—a — b)?a?))
= (2, —b, 2a* 4 2ab + b?, 2b, —b%, b(2a® + 2ab + b2))
= (2, b, 2a% + 2ab — ab — (a +1), 2b, ab+ (a* + 1), b(2a* + 2ab — ab — (a* + 1)))
= (2, b, a® +ba—1, 2b, a> + ba + 1, b(a* + ab — 1)
= (2, =b, a® +ba—1, 2b, a®> + ba + 1, ba® —aab+(a2+1))—1)
= (2, —b, a® +ba—1, 2b, a®> +ba+1, ba® —ba® —a —a—l)

(2, —b, a®+ba—1, 2b, a®> +ba + 1, O) .
Dieses Q-Erzeugendensystem kann etwa zur Q-Basis
(1, b, a* + ba + 1)
von Fix((1 3)y Q(a,b) umgeformt und ausgediinnt werden. Man erkennt auch, daf
Fix((1,3)) Qla,b) = Q(b) ,
da —b% = ba + a% + 1.

(2) Die allgemeine Situation ist wie in (1).
Es ist ((1,2,3)) = {id, (1,2,3), (1,3,2)}. Die zugehorigen Automorphismen schicken

id (1,2,3) (1,3,2)
a H—— a a FH—— b a FH—— —a-b»b

b —— b b —— —a-b b +—— a.



Da Tr((1,2,3)) : Q(a,b) — Fix((12,3)y Q(a, b) eine surjektive Q-lineare Abbildung ist, ist das Bild-
tupel der Q-Basis (1, a,a?,b, ba,ba®) von Q(a,b) ein Q-Erzeugendensystem von Fix (1 2 3)y Q(a, b).
Berechnen wir dieses eintragsweise, so erhalten wir.

(Tri,ay (1), Troasy (@), Trqasy(a®), Trqas)y ), Trqa,s) (ba), Tria,s) (ba?))
= (14141, a4+b+(—a—0b), a>+b*+ (—a—b)?

b+ (—a—0b)+a, ba+ (—a—bb+a(—a—1b), ba® + (—a — b)b? + a(—a — b)?)

(3, 0, 2a® + 2b% + 2ab, 0, —a® — b%> —ab, —b> +a> + 3a2b)

(3,0, =2, 0, 1, —a + b+ 3ab)

Dieses Q-Erzeugendensystem kann etwa zur Q-Basis
(1, —a+b+ 3azb)
von Fix(1 23y Q(a,b) umgeformt und ausgediinnt werden. Man erkennt auch, daf

Fix(12,3)) Q(a,b) = Q(—a+ b+ 3a®h) 1.

(3) In der Notation der Losung zu Aufgabe 34.(2) ist der Zerfillungskorper von X4 +4X2 +8X +8 €
Q[X] gegeben durch Q(a,b) mit a* + 4a? + 8a + 8 = 0 und b3 + ab? + (a? + 4)b + a® + 4a + 8 = 0.
Insbesondere ist

(1, a, a®, a3, b, ba, ba?, ba®, b2, b?a, b2a?, b?a®)

eine Q-lineare Basis von Q(a,b). Wir verwenden Magma; vgl. auch Losung zu Aufgabe 39.(1).

Seien
gt a
Y2 = b
Y3 = 55(2a® — 3a® + 2a + 6)b* + L (—3a® + a® — 10a — 16)b + £ (2a® — 3a® + 2a + 20)
1 = 55(—2a% + 3a? — 2a — 6)b? + 5(3a® — a® + 10a + 2)b + 75 (—2a® + 3a® — 16a — 20)

die Nullstellen von X+ 4X?2 +8X + 8 in Q(a,b).

In Magma kann man Tr(; 23y, (nach Eingabe der bendtigten Daten wir in Lésung zu Aufga-
be 39.(1)) z.B. wie folgt eingeben.

RBIG<A,B> := PolynomialRing(KKK,2);
Tr := func< u | Evaluate(u, [gal,ga2]) + Evaluate(u, [ga2,ga3]) + Evaluate(u, [ga3,gall)>;

Will man damit die Spur von, sagen wir, a?b wissen, mufl Tr (A~2%B) ; eingegeben werden.

Das Resultat notieren wir als Matrix. In den Zeilen stehen die Koeffizienten der Bilder der obigen

LCf. MinimalPolynomial(b*a~2 + (-a-b)*b"2 + ax(-a-b)"2,Q);, vorausgesetzt, Q(a,b) ist in Magma wie in §3.4.2.1
eingegeben.



Basiselemente von Q(a, b),

ausgedriickt in ebendieser Basis.

a’b® a'b® a?b®  a®p® %! a'b! %! @Bt a%b? a'b?  a?b? aPb?
Tr((1,2,3)) (a’b?) 84 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Tr((1,2,3)) (a'b°) 40 32 -6 4 -4 -20 2 -6 6 2 -3 2
Tr((1,2,3)) (a*b°) —48 40 —4 12 —40 -32 -8 4 32 20 -2 6
Tr((1,2,3)) (a®b°) —560 —112 0 0 0 56 —28 28 0 0 14 0
Tr(1,2,3)) (a®b") 40 32 —6 4 -4 =20 2 -6 6 2 -3 2
Tr((1,2,3)) (a'b") 1 —64  —40 4 -12 40 32 8 4 -32  -20 2 -6
Tr((1,2,3)) (a®b") 28| 48 —16 -32 16 128 24 20 -4 -8 —64 -2 -8
Tr((1,2,3)) (a®b') 96 —192  —48 32 —32 64 —96 64 48 16 32 16
Tr(1,2,3)y (ab%) —48 40 —4 12 —40 —-32 -8 —4 32 20 -2 6
Tr((1,2,3)) (a'b?) 176 —16 80 —16 —96 24 20 -4 32 48 -2 -8
Tr(1,2,3)) (a®b%) 288 96 —32 —16 128  —32 48 —-32 —80 —64 —16 -8
Tr((1,2,3)) (a®b?) 512 320 —368 96 352 —256 —64 —32 —80 —176 —16 48

In Magma kann man Matrizen mit Eintrégen in Q wie folgt eingeben. Der Quelltext

Rationals();
RMatrixSpace(Q,2,3) 'Matrix([[1,2,3],[4,5,61]);

Q :
M :

z.B. liefert die 2 x 3-Matrix M = (igg) € Q2x3,

Unsere 12 x 12-Matrix kann unter Zuhilfenahme von Magma via EchelonForm(M); zeilenweise
umgeformt werden zu

1 0 0 0 0 0 0 0o 0 O 0 0
0 8 0 0 0 -4 2 -2 0 0 -1 0
0 0 1 0 -2 0 0 0o 1 1 0 0
0 4 -4 2 0o -4 =2 o 2 0 0 1

Wir erhalten als Q-Basis von Fix (2 3), Q(a,b)
(1, 8a — 4ab + 2a%b — 2a®b — a®b%, a® — 20+ b% + ab?, da — 4a® + 24> — 4ab — 2a%b + 20° + a3b2) .

DaMinimalPolynomial(a®2 - 2b + b"2 + a b~2,Q); das Minimalpolynom des dritten Basisele-
ments iiber Q zu X4 + 8X3 + 80X?2 — 192 x X + 128 5 Q[X] liefert, ist in der Tat

Fix(12,3) Q(a,b) = Q(a® —2b+b* +ab?) .

Sei Fig = Fy4(0) mit 6* + 5 + 1 = 0; vgl. Losung zu Aufgabe 24.(4). Es ist Fi der Zerfiallungskorper
von X6 — X; vgl. §2.5.4. Es ist o(Frobg,,) = 4, also (Frobg, ) = {Frob}, , Frobg }.

Die Fy-Basis (1,4, 02,%) von Fjg wird also abgebildet auf

(Tr<Frob%16)(1)7 Tr(probz, ) (9), Tr(F‘rob%w)((;Q)u Tr(Frob%w)((SS))
(1+1, 6+6% 62468, 6% +46'2)
(0,1, 1,82 +46+1).

Vgl. Losung zu Aufgabe 27.(6). Dies kann zur Basis
(1, 6% +9)

von Fixpepz ) Fa umgeformt werden. Vgl. auch das Ergebnis von Aufgabe 24.(4).
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Es fillt auf, daB8 in allen betrachteten Beispielen [L : Fixy L] = |U| ist. Wir werden dies noch allgemein
bestétigen; cf. Satz 8.(1).

Aufgabe 42

(1) Fiir die Wohldefiniertheit der Multiplikation ist zu zeigen, dafl im Falle gN = ¢’ N und gN = ¢'N
auch (g-g)N = (¢’ - §')N ist, wobei g, ¢', 3, § € G.

In der Tat ist dann ¢’ = gn und §’ = gn fiir gewisse n, i € N, und es wird

gq = gngn = ggg

mithin ¢’¢'N = ggN.
Die Gruppeneigenschaften wie Assoziativitit, Einselement 1N und Inverses g~ ' N zu gN € G/N
vererben sich nun alle aus denen fiir G.

(2) Fiir die Wohldefiniertheit ist zu zeigen, dafl aus g Kern f = ¢’ Kern f auch f(g) = f(¢’) folgt, wobei
g, ¢ € G. In der Tat haben wir diesenfalls ¢" = gn fir ein n € Kern f. Es wird f(¢') = f(gn) =

flg)f(n) = f(g) - 1u = f(9)

Nach Konstruktion liegt nun ein surjektiver Gruppenmorphismus G/N — Im f , gKern f —— f(g)
vor.

Fiir die Injektivitéit ist zu zeigen, dafl sein Kern gleich {15} ist. Sei g € G so, dal g Kern f —— f(g) =
1g. Dann ist g € Kern f, i.e. g Kern f = 15 Kern f.

(3) Nach Aufgaben 38.(1.c), 37.(2) ist |Im f| ein Teiler von |H|. Nach Aufgabe 37.(5) ist insbesondere
N < G. Die Losung zur Aufgaben 38.(1.c) zeigt nun, dafl |G| = |N||G/N| — in der Tat kann G in
|G/N| Teilmengen der Kardinalitét | N| disjunkt zerlegt werden. Mit (2) ist also |Im f| = |G/N| ein
Teiler von |G].

Aufgabe 43

(1) Sei o € S,,. Wir behaupten, dall es genau einen Automorphismus ¢ von K (T1,...,T;,) mit 6(7;) =
T, fiir i € [1,n] und 7| = idg gibt, sowie, daB fiir o, p € S, gilt, daB poo = poé.

Nach der Gebrauchsanweisung fiir Polynomringe gibt es genau einen Ringmorphismus

& : K[T,...,T,] — KI[T\,...,T,]

mit o(T;) = T, fiir i € [1,n] und G|k gleich der Einbettung K - K[TY,...,T,], ie. 7| =idgk;
vel. §1.6.2.

Nach der Gebrauchsanweisung fiir Quotientenkorper, angewandt auf das Kompositum
K[Ty,....T.] — K[T\,...,T.] —~ K(T\,...,Ty),
gibt es genau einen Ringmorphismus — dann auch Kérpermorphismus —
& K(Th,....,Ty) - K(Ti,....Ty)

mit oA =\og.



Insgesamt gibt es genau einen Kérpermorphismus K (71, ...,7T,) 2, K(Ty,...,T,) mit mit 6(T;) =
Tg(i) flir i € [1,n].

Seien nun o, p € S, gegeben. Es ist po ¢ der einzige Kérpermorphismus von K (T, ..., T},) in sich
mit
pod(ly) = Twwy = Tipowy)

fiir ¢ € [1,n]. Nun ist aber auch fiir den Kérpermorphismus po & von K(T1,...,T,) in sich

(podo)(Ti) = p(6(T3)) = p(Toii)) = Tpoi))
fiir i € [1,n]. Also ist poo = poé.
Beachte noch, daf3 id = id, da die Identitét die verlangte Eigenschaft id(7;) = T; = Tiq(;) hat.
Insbesondere zeigt o-loG = afl-?a =id = id, daf} 6 auch surjektiv und damit ein Automorphismus
von K(Ty,...,T,) ist.
Dies zeigt die Behauptung.

Damit haben wir einen Gruppenmorphismus §,, — Aut (K (Th,...,T,)|K ), o &, definiert.
Dieser ist injektiv, da ¢ = id insbesondere zu T,;y = 6(T;) = T; fiir i € [1,n] fiihrt, und somit zu
o =id.

Die angesprochene Identifikation bedeutet in der Praxis, dafl wir fiirderhin einfach wieder o statt
& schreiben.

Wir setzen
u(X) = —‘,—san—snian_1+~--:t81X$80 = (X—Tl)(X—TQ)(X—Tn) S E[X]

In anderen Worten, es ist s; die Summe aus allen Produkten aus n — i verschiedenen Faktoren aus
{T1,...,T,}, wobei i € [0,n].

7Z.B. wird fir n =3

so = TTTs

s = T\Ty+T\Ts+ TyTs
so = Ti+Ta+1T3

ss = 1.

Ist 0 € S,, so wird, in der Notation der Losung zu (2),

=

u?(X)

+S7LXn - Sn_an_l 4+ .- £ 51X F So
(48, X" — 5, 1 X" L4 £ 51X Fs0)°
+0(sp) X" —0(sp—1) X" L+ £ 0(s1)X Fol(so) .

[0

Koeffizientenvergleich gibt o(s;) = s; fiir ¢ € [0,n]. Ist

Beachte, dafi L ein Teilkorper von E ist, da L das Element 1g enthilt, und da Differenz und
Quotient zweier Elemente von L wieder in L liegen, wobei bei der Quotientenbildung der Nenner
ungleich 0 sei.

s rSn—1)

Ist % wie in der Aufgabenstellung ein beliebig gewiihltes Element aus L, und ist o € S,,,
so wird

f(SOx"wS'nfl)) — a(f(s0,--s8n—1)) _ f(0(50)s:.,0(sn=1))) _  f(80,--s8n—1)

T errm—y 7(9(50,5n-1))  9(0(50)s0(5n1)))  9(50s-s8n_1) °



Also ist o|f =1idy.
Da dies fiir alle o € S, gilt, ist L C Fixg, E.
Mit der Folgerung zu Satz 7 (Dedekinds Lemma) ist also [E : L] > [E : Fixs, E]| > |S,| = nl.

Sei i € [1,n]. Betrachte

u(X)

g:(X) = (X-T5)-- (X -Tp) = (X-T1)-- (X —T—1)

€ E(X).

Ersterer Ausdruck zeigt, dafl g;(X) € E[X] liegt. Insbesondere geht die Polynomdivision von u(X)
durch (X —T7)--+ (X — T;—1) auf. Nun liegen aber u(X) € L[X] C L(T1,...,T3-1)[X] und (X —
Ty)--- (X —=T;—1) € L(Ty,...,T;_1)[X]. Der Polynomdivisionsalgorithmus zeigt nun, da auch der
Quotient g;(X) in L(Ty,...,T;—1)[X] liegt.

Es ist also ¢;(X) ein normiertes Polynom mit Nullstelle T;. Insbesondere ist T; algebraisch iiber
L(Ty,...,Ti—1). Ferner ist pp, rory,..1,_,)(X) ein Teiler von g;(X); vgl. Satz 2.(2), §2.3.2. Mit loc.
cit. ist auch

[L(Tl,...7ﬂ,17ﬂ):L(Tl,...,Ti,l)] = deg/J'Ti,,L(Tl,...,Ti_l) < deggl = n—z—i—l

Beachte schlieflich, da§ L(T1,...,T,) = E. In der Tat ist jedes Polynom in 71, ..., T,, mit Ko-
effizienten in K in der linken Seite enthalten. Ist ein solches Polynom ungleich null, so ist, da
L(Ty,...,T,) ein Teilkérper von E ist, also auch sein Inverses in L(T%,...,T,). Damit ist auch
jedes beliebige Element von F, das sich ja als Bruch zweier solcher Polynome mit Nenner ungleich
null schreiben 148t, in L(T1,...,T},).

In der Produktzerlegung
[E: L) = [L(Th): L]---[L(Th,T3) : L(Th)] -+ - [L(Ty, ..., T0) : L(TA, ..., Th—1)]

ist der i-te Faktor < n — i+ 1, wohingegen das Produkt > n! = [[,¢y ,,j(n — i+ 1) ist. Mithin ist
der i-te Faktor
[L(Th. .. ,117;,1,117;) : L(Tl, . ,Tifl)} =n—1+1

fir ¢ € [1,n]. Somit ist uz, r(ry,.. 1 )(X) = 9:(X) = (X =T3)--- (X = T,,) fiir i € [1,n]; vgl.
Satz 2.(2).

Eine L-lineare Basis von F ist also etwa gegeben durch
(Ty - T+« € [0,n— i) fiir i € [1,n]) .

In der Tat folgt aus Gradgriinden auch L(T1,...,T,—1) = E. Dies sieht man auch direkt ein, denn
Thn=sn—1—(T1 4+ +Th_1).
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