M. Kiinzer Abgabe Mittwoch, 29.10.08

Galoistheorie, WS 08/09
Blatt 1
Aufgabe 1 (2424244 Punkte) (Kubische Gleichung)

Seien a, b, ¢ € C gegeben. Wir wollen ein x € C mit 23 + az? + bx + ¢ = 0 bestimmen.

(1) Falls @ # 0, so substituiere y = 2 + §, x = y — §. Zeige, da8} eine Gleichung der Form

y3 + py + ¢ = 0 resultiert, mit p, ¢ € C. Gib p, ¢ darin in Abhingigkeit von a, b, ¢ an.

(2) Falls p # 0, so substituiere y = 2z — 2. Zeige, da8 fiir eine Nullstelle z € C \ {0} der
substituierten Gleichung das zugehérige y Nullstelle von 3 + py + ¢ = 0 ist.

(3) Lose die substituierte Gleichung aus (2).

(4) Bestimme mittels (1,2,3) ein « € C mit * 4+ 32 + o — £ = 0. (Taschenrechner!)

Aufgabe 2 (244+3+43 Punkte) (Euklidscher Algorithmus)
Seien a,b € Z-o mit a < b gegeben. Wir wollen ggT(a,b) bestimmen, sowie s, ¢ € Z mit
as + bt = ggT(a,b).

(1) Division mit Rest liefert b = aq + r mit r € [0,a — 1]. Zeige, dafl ggT(a, b) = ggT(a,r).

(2) Sei xp := b und x; := a. Sind zy, xp41 € Zxp bekannt, mit zj, > x441, so schreibe, falls

Tpi1 # 0,
T = Tg41 - Qk+1 T Thao

mit Tky2 S [O,I'k_i_l — 1]

Zeige, dafl es ein £ > 0 mit x, > 0 und x,; = 0 gibt. Zeige, dafl ggT(a,b) = x,.
(3) Seien sy :=1 und s41 := 0. Sind s; und sg;; bekannt fiir ein k € [2, /], so setzen wir

Sk—1 = Sk+1 — Skqk-1

Zeige, dafl as; + bsy = x,. (Hinweis: Zeige xpsg + Tgx_1Sk+1 = o per Induktion.)
(4) Seien a = 23, b = 87. Finde mit (1,2,3) Elemente s, ¢t € Z mit as + bt = ggT(a,b).
Aufgabe 3 (243 Punkte)

Wir rechnen in Z/nZ, wobei n € Z;. Die Ergebnisse sind durch Elemente « € Z mit
—n/2 < x < n/2 reprisentiert anzugeben.

(1) Wir rechnen in Z/7Z. Bestimme 4 - 3 + 1. Bestimme 6 - 5 - 4.
(2) Wir rechnen in Z/32Z. Bestimme 3 -5 -7 - 9. Bestimme 313!. Bestimme 43.

Aufgabe 4 (4+4 Punkte)

(1) Seim € Zx;. Sei k € [0,m — 1]. Zeige, daB k + mZ genau dann invertierbar ist in Z/mZ,
wenn ggT(k,m) = 1. Berechne (23 + 87Z)~! und (17 + 1000Z) .

(2) Sei n teilerfremd zu 10. Schreibe 1/n als periodischen Dezimalbruch. Zeige, daf die Pe-
riodenlinge gleich min{k > 1 : 10* =, 1} ist. Bestiitige dies in den Fillen n = 7 und
n = 41.
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