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1 Einfiihrung

1.1 Rationale Abbildungen

Wir betrachten die projektive Gerade P}(C) = {(z : w) : (z,w) € (C x C) \ {(0,0)}}, wobei
(z:w) = (Az: Aw) fur A € C\ {0}. Hierbei schreiben wir abkiirzend auch z := (2 : 1) und
00 := (1:0). Eine rationale Abbildung f von P'(C) nach P*(C) ist fiir teilerfremde, homogene
Polynome gleichen Grades u(z,w),v(z,w) € C[z,w] gegeben durch

f:PYC) = PYHQC) : (z: w) — f((z: w)) = (u(z,w) : v(z,w)).

Die Zeichnung der rationalen Abbildung f ist dann das Urbild f~([0,1]) des reellen Intervalls
[0, 1]. Dabei werden die Punkte, die auf 0 abgebildet werden, als weifle Punkte und die Punkte,
die auf 1 abgebildet werden, als schwarze Punkte in der Zeichnung dargestellt. Die rationale Ab-
bildung f heifit valide, wenn ihre kritischen Stellen nach {0, 1,00} abgebildet werden; vgl. §1.3.
Somit sind in der Zeichnung alle kritischen Stellen mit endlichem Funktionswert als weifle oder
schwarze Punkte markiert; es kann aber umgekehrt weifle oder schwarze Punkte geben, die
keine kritischen Stellen sind.

1.2 Ein Beispiel

Im Folgenden betrachten wir beispielhaft die rationale Abbildung f((z : w)) = (23 : w?). Die
Abbildung f hat eine kritische Stelle bei (2o : wg) = (0 : 1) = 0 und eine kritische Stelle bei
(z0 : wo) = (1 :0) = o0. Esist f((0: 1)) = f(0) = 0und f((1 : 0)) = f(oo) = o0.
In Abbildung 1 erkennt man den weilen Punkt 0. In diesem Punkt enden drei Kanten; man sagt
auch, der Punkt 0 hat die Valenz 3. Kritische Stellen erkennt man an der Valenz.
Ist die Valenz > 2, so handelt es sich um eine kritische Stelle. Der weifle Punkt ist also
eine kritische Stelle von f . Zudem erkennt man in der Zeichnung drei schwarze Punkte mit
Valenz 1, d.h. diese schwarzen Punkte sind keine kritische Stellen von f .

0.5 1

Abbildung 1: Zeichnung von f((z: w)) = (2% : w?).



1.3 Die Valenz und kritische Stellen

Die Valenz von f an der Stelle (z9 : wp) kann auch mithilfe von Formeln eingefiihrt und
berechnet werden. Im Fall von wy # 0 sei die Valenz

val((zo : wp), f) == V(woz—zow) (Uz (2, W) - v(2, w) —u(z,w) - v.(z,w)) + 1
und im Fall von 2y # 0 sei die Valenz
val((zo : wp), f) == V(woz—zow) (Uw (2, W) - v(2, w) — u(z,w) - vy(2,w)) + 1,

wobei v die Bewertung bezeichnet, also hier der Exponent des Faktors (wpz — zpw) in einer
Zerlegung des fraglichen Polynoms in Linearfaktoren ist.

Es heiit (z : wo) eine kritische Stelle, falls ihre Valenz > 2 ist. Wie erwéihnt heiBt f valide,
falls ihre kritischen Stellen nach {0, 1,00} abgebildet werden, also in der Zeichnung weifle oder
schwarze Punkte oder Polstellen sind.

1.4 Potenzen

Sei f((z:w)) = (u(z,w) : v(z,w)) eine valide rationale Abbildung. Sei n > 1. Durch Kompo-
sition von f mit der rationalen Abbildung

Fn : PHC) = PYC) : (21 w) = 7u((2 1 w)) i= (2™ w™)

entsteht eine neue valide rationale Abbildung

A

Fnof:PYC) = PYC): (z:w) — (Fno )((z: w)) = (u(z,w)" : v(z,w)").

1.5 Von valide zu rein

Eine valide rationale Abbildung heifit rein, falls in ihrer Zeichnung alle schwarzen Punkte Valenz
2 haben. Sei f eine rationale Abbildung. Durch Komposition von f mit der rationalen Abbildung

wol : PY(C) = PY(C) : (z:w) — wol((z : w)) := (4- 2 (w — 2) : w?)

kann man erreichen, dass aus den weiflen und schwarzen Punkten aus der Zeichnung von f
weile Punkte entstehen und dass auf den Kanten neue schwarze Punkte entstehen. Falls zudem
f valide und v(z,w) — 2 - u(z,w) quadratfrei ist, dann ist die rationale Abbildung wol o f rein.

1.6 Mbobius
Sei f eine rationale Abbildung. Sei A := (CCL Z

) € GLy(C). Die Komposition von f mit der
rationalen Abbildung

fig: PHC) = PYC): (z:w) = fa((z: w)) = (az + bw : cz + dw)

ist oft niitzlich, um zu erreichen, dass fi o f ihre kritische Stellen nach {0, 1,00} abbildet.



1.7 Anwendungen

Wir wenden diese Theorie fiir einige konkret gegebene rationale Abbildungen an.

Durch mehrfache Komposition einer validen Abbildung f mit sich selbst entstehen oft neue
valide Abbildungen. Auch hierfiir geben wir Beispiele; vgl. §9.3.

Als technische Hilfsmittel haben wir Matlab und Maple verwendet; vgl. §A, §B.



2 Konventionen

e Sei y(z,w) € C[z,w] ein homogenes Polynom. Dann schreiben wir deg(y(z,w)) fir den
Grad von y(z,w). Wir schreiben deg, (y(z, w)) fir den Grad von y(z,w) in z. Genauso ist
deg,, (y(z,w)) der Grad von y(z,w) in w.

e Das Nullpolynom in C|z, w] ist ein homogenes Polynom von Grad —oo.

e Sei y(z,w) € Clz,w] ein homogenes Polynom. Wir definieren y,(z,w) als die partielle
Ableitung von y(z,w) nach z. Genauso definieren wir y,,(z,w) als die partielle Ableitung
von y(z,w) nach w.

e Wir schreiben M := (C x C) \ {(0,0)}.

e Sei p(z,w) € C[z,w]. Sei k > 0. Dann sei pi(z,w) = p(z,w), der homogene Bestandteil
von p(z,w) von Grad k.

e Sei R ein faktorieller Integritétsbereich. Sei p € R\ {0} ein Primelement. Sei z € R\ {0}.
Wir schreiben v, (z) := max{a € Zx, : p* teilt x} fiir die Bewertung von x bei p. Dazuhin
setzen wir v, (0) := oo.

Sei z € R, und sei y € R\ {0}. Fir ¥ € Quot(R) setzen wir v(,)(7) := v()(2) — v (y)-

%
Fir s,t € Quot(R) gilt dann: v(,) (s-t) = vy (s)+v) (1) und v, (s+t) = min{v,(s), v (t) }
Falls v(,)(s) # v (t), dann ist v(y) (s + ) = min{v(s), v (1)}

e Sei D C C offen. Sei f : D — C holomorph. Sei k& > 0. Wir schreiben f*)(2) fiir die k-te
Ableitung von f an der Stelle z. Manchmal schreiben wir auch f(2)® := f*)(z), wobei
ze€D.



3 Vorbereitungen

Bemerkung 1 Sei u(z,w) € C[z,w] ein homogenes Polynom wvon Grad v > 1. Sei
(20,wp) € M. Genau dann ist u(zo, wy) = 0, wenn woz — zow das Polynom u(z,w) teilt.

Beweis.
Zu =. Es ist u(zp,wy) = 0.
Fall wy # 0. Polynomdivision mit Rest gibt

u(z,w) = (z — 0, w) - q(z,w) +7r(z,w),
Wo
wobei ¢(z,w),r(z,w) € Clz,w] mit deg,(r(z,w)) < deg.(z — 2 - w) = 1. Somit ist r(z,w)
konstant in z. Dann ist

20

0 = u(zo,wp) = (20 — . ) + q(20, wo) + 7(20, Wo).
0

Wegen 2o — 2wy = 0 folgt r(zo,wo) = 0. Da u(z,w) homogen von Grad v ist und
z— w— w homogen von Grad 1 ist, ist ¢(z,w) nach Polynomdivisionsverfahren homogen von
Grad v — 1. Folglich ist r(z,w) auch homogen von Grad « oder das Nullpolynom. Da r(z, w)
konstant in z ist, kénnen wir r(z,w) schreiben als r(z,w) = A - w?, fir ein A € C. Dann ist
0 = r(z0,wo) = X - wy. Wegen wy # 0 ist A = 0. Also ist r(z,w) = 0 - w? das Nullpolynom.

Somit ist u(z,w) = (z — 2 - w) - ¢z, w).

Fall wy = 0. Dann ist zy # 0, da (2o, wo) # (0,0). Polynomdivision mit Rest gibt
U(Z, U)) =w- Q(Z, U)) + T’(Z,U}),

wobei q(z,w),r(z,w) € C[z,w] mit deg,,(r(z, w)) < deg,,(w) = 1. Somit ist r(z,w) konstant in
w. Dann ist
0 =u(20,0) =0-q(20,0) + 7(%0,0).

Es folgt r(z0,0) = 0. Da u(z,w) homogen von Grad « ist und w homogen von Grad 1 ist,
ist ¢(z,w) nach Polynomdivisionsverfahren homogen von Grad v — 1. Folglich ist r(z,w) auch
homogen von Grad 7 oder das Nullpolynom. Da r(z,w) konstant in w ist, kénnen wir r(z, w)
schreiben als r(z,w) = A - 27, fiir ein A € C. Dann ist 0 = 7(2p,0) = X - z]. Wegen zo # 0 ist
A =0. Also ist 7(z,w) = 0 - 27 das Nullpolynom. Somit ist u(z,w) = w - ¢(z, w).

In beiden Féllen teilt wyz — zow das Polynom u(z, w).

Zu <. Es teilt wyz — zpw das Polynom u(z, w).

Dann ist u(z,w) = (wpz — zow) - v(z,w), wobei v(z,w) ein Polynom ist. Einsetzen liefert
u(zo, wo) = (wozo — zowp) - v(20, wo) = 0 - v(2g, wp) = 0. g

Lemma 2 Sei k > 1. Seien u(z,w),v(z,w) € C[z,w] homogene Polynome vom selben Grad

v = 1. Sei (z0,wo) € M mit u(zg,wy) = 0 und v(z9,wy) = 0. Dann sind u(z,w) und
v(z,w) € Clz,w] nicht teilerfremd, da sie den gemeinsamen Faktor wyz — zow haben.

Beweis. Nach Bemerkung 1 teilt wyz — zow sowohl u(z,w) als auch v(z,w). Daher haben
u(z,w),v(z,w) den gemeinsamen Faktor wyz — zpw und sind somit nicht teilerfremd. -
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Lemma 3 Seig(z,w) € C[z,w| ein homogenes Polynom. Sei zy € C. Seia := V(._.uw)(g(z, w)).

Sei g(z,w) = (z — zow)® - §g(z,w), wobei §(z,w) homogen und nicht teilbar durch z — zpw ist.

Dann ist g(z,1) = (z — z0)* - §(z,1) mit g(z,1) nicht teilbar durch z — zy. Insbesondere ist
1).

V(z—zow)<g<z7 w)) = V(Z—ZO)( (Z’

Beweis. Wir betrachten die Kontraposition. Sei g(z,1) teilbar durch z — 2. Dann gilt
g(z0,1) = 0. Unter Verwendung von wy = 1 und Bemerkung 1 gilt dann, dass §(z,w) durch
z — zow teilbar ist. o

Bemerkung 4 Sei u(z,w) € C[z,w] ein homogenes Polynom wvon Grad v > 0. Sei
u(z,w) = p(z,w) - q(z,w) mit p(z,w), q(z,w) € Clz,w|. Dann sind die Teiler p(z,w), q(z,w)
homogene Polynome.

Beweis. Es sei p(z,w) = ¥ pr(z,w), wobei pg(z,w) homogen von Grad k sei, und wobei
a<k<b

Pa(2z,w) # 0 und py(z,w) # 0 seien.
Es sei q(z,w) = Z q(z,w), wobei ¢(z,w) homogen von Grad [ sei, und wobei g.(z,w) # 0

e<I<

und gq4(z,w) # 0 seien.
Dann ist p(Z, ’LU) ’ Q<Z7w) Z pk(z w) QZ(va)'

céléd
Es ist
(p(z,w) ’ Q(Za w))aJrc = pa<z7 w) ) qC(Z’ w) 70
und
(p(z,w) - q(2,0))p4a = Po(2, w) - qa(2,w) # 0.

Aber u(z,w) = p(z,w) - q(z,w) ist nach Voraussetzung homogen. Also folgt a + ¢ = b+ d.

Dann folgt wegen a < b und ¢ < d, dass a = b und ¢ = d gilt.

Also ist der Teiler p(z,w) homogen von Grad a = b und der Teiler ¢(z, w) homogen von Grad

C:d. o

Lemma 5 Seien u(z,w) und v(z,w) homogene Polynome vom gleichen Grad ~y > 1. Seien
u(z,w) und v(z,w) nicht teilerfremd. Dann gibt es ein (z9,wo) € M mit u(zy, wy) = 0 und
v(29,wp) = 0.

Beweis. Da u(z,w),v(z,w) € Cl[z,w] nicht teilerfremd sind, gibt es ein nicht konstantes
q(z,w) € Clz,w], welches u(z,w) und v(z,w) teilt. Der Teiler ¢(z,w) ist nach Bemerkung 4
homogen. Sei k := deg(q(z,w)) > 1.

Fall deg,(q(z,w)) = 0.

Da ¢(z,w) konstant in z ist, kénnen wir ¢(z,w) = X - w* schreiben fiir ein A € C\ {0}. Dann
ist ¢(1,0) = 0, wobei (1,0) € M.

Fall deg,(q(z,w)) > 1.

Dann ist g(z,1) € Cl|z] nicht konstant. Da C algebraisch abgeschlossen ist, gibt es ein zg € C
mit g(zp, 1) = 0, wobei (29,1) € M.



Also gibt es in beiden Féllen ein (2o, wy) € M mit ¢(zo, wy) = 0.
Da ¢(z,w) ein Teiler von u(z,w) und v(z,w) ist, folgt nun u(zy, wg) = 0 und v(zp, wp) = 0. o
Lemma 6 Sei u(z,w) € Clz,w| ein homogenes Polynom von Grad vy > 0. Es gilt

W Uy (z,w) + 2 - uy(z,w) = v - u(z,w).

Beweis. Da es sich bei u(z,w) um ein homogenes Polynom von Grad v handelt und beide Seiten
der Gleichung linear in u sind, konnen wir ohne Einschrinkung

u(z,w) = 27 - w' ™

schreiben fiir ein j > 0.

Es ist

W Uy (2, w) + 2 u(z,w) =w - = (27w )+ 2 (27w
w

Wir merken an, dass diese Rechnung auch fiir j = 0 und fiir 5 = v giltig ist.

Bemerkung 7 Seien u(z,w),v(z,w) € C[z,w] homogene Polynome vom selben Grad vy > 0.
Dann ist

2 (uy(z,w) - v(z,w) —u(z,w) - v,(z,w)) = w- (u(z,w) - vy,(z, W) — uy(z,w) - v(z,w)).

Beweis. Wir wissen aus Lemma 6, dass die Gleichungen
W U (2, W) + 2 uy(z,w) =7 - u(z,w) und w - v, (z,w) + 2z - v.(z,w) =7 - v(z,w)

gelten, wobei 7 der Grad der homogenen Polynome u(z,w),v(z,w) € Clz, w].

Dann ist

2z (uy(z,w) - v(z,w) — u(z,w) - v,(z,w))
= (fy u(z,w cv(z,w) — w - Uy (z,w) - v(z,w)) = (v u(z,w) - v(z,w) — w-u(z,w) - vy,(z,w))

= w- (u(z,w) - vu(z,0) = uw(z,w) - v(z,w)).
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4 Rationale Abbildungen

Definition 8 (komplexe projektive Gerade)
Wir betrachten auf M = (CxC)\{(0,0)} die Aquivalenzrelation (~) , die wie folgt definiert ist.
Fir (z,w), (Z,w) € M sei:
(z,w) ~ (Z,w) = FAeC\{0}mit \-z=Zund \-w=w.
Die Aquivalenzklasse von (z,w) € M wird (2 : w) geschrieben.
Sei dann PY(C) := {(z : w) : (z,w) € M} die Menge der Aquivalenzklassen.
Es heiit P1(C) die kompleze projektive Gerade.
Wir identifizieren z = (2 : 1) fiir z € C und setzen oo := (1:0).

Fir (a,b), (c,d) € M gilt

(a:b)=(c:d) < det (¢ )
Sa-d=b-

Definition 9 (Kartenabbildungen, Karten)
Wir definieren die Kartenabbildungen
11:C—=PHC):z—=2=(2:1)und 15: C = PYC) : w > (1 : w).

Sie liefern die Karten

1(C) = {(z:w) € P(C) : w # 0} = PH(C) \ {oc}

und

15(C) = {(2 : w) € PY(C) : z # 0} = PY(C) \ {0}.

Wie erwéhnt, identifizieren wir C mit ¢, (C) vermittels ¢1; vgl. Def. 8.

Definition 10 (rationale Abbildungen)

Seien u(z,w),v(z, w) € Clz,w| teilerfremde, homogene Polynome vom selben Grad v > 1 mit
Koeffizienten in C. Dann heift

A

f:PYC) = PHC) : (z:w) = f((z:w)) = (u(z,w) : v(z,w))

eine rationale Abbildung.

Man beachte, dass (u(z,w),v(z,w)) in M liegt fir (z,w) € M, da u(z,w) und v(z,w) keine
gemeinsamen Nullstellen in M haben; vgl. Lem. 2.

Bemerkung 11 Seien f((z : w)) = (u(z,w) : v(z,w)) und f((z : w)) = (@(z, w) : 5(z,w))
rationale Abbildungen wie in Definition 10, wobei u(z,w),v(z,w) vom Grady und u( w), (z w)
vom Grad 7 sind. Dann ist f o f eine rationale Abbildung.
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Beweis. Bs ist (f o f)((z : w)) = (u(ii(z,w),5(z,w)) : v(a(z,w),5(z,w)), wobei @z, w) und
0(z, w) homogen vom Grad 7 sind und also u(@(z,w), o(z,w)) und v(u(z,w),v(z, w)) homogen
vom Grad « - 4 sind. Sie haben nach Konstruktion keine gemeinsamen Nullstellen in M, sind
also teilerfremd geméfl Lemma 5. Also ist f o f eine rationale Abbildung. 0

Definition 12 (Einschrinkung nach C)

A

Sei f wie in Definition 10. Sei D := {z € C: v(z,1) # 0}. Die holomorphe Abbildung

u(z,1) _u(z,1)
v(z,1) " 1) N

f:D—=C:z— f(2) ::f((z:1)):(u(z,1):v(z,1)):(

heifit die zur rationalen Abbildung f gehorige Einschrankung nach C.

Es beschreibt f das Verhalten an allen Stellen von f , bei denen weder das Argument noch der
Wert gleich oo ist.

Definition 13 (Valenz von f)
Sei (2 : wo) € PYC).
Fall wqy # 0.

Dann sei
val((2o 1 w0), f) 1= Viwpz—zow) (Uz(2, 0) - v(2,w) — u(z,w) - v.(2,w)) + 1

die Valenz von f an der Stelle (zg : wp).
Fall zy # 0.

Dann sei
val((zo : wp), f) == V(woz—zow) (U (2, W) - v(2,w) — u(z,w) - vy(2z,w)) + 1

die Valenz von f an der Stelle (20 : wp).
Oft sprechen wir auch kurz von der Valenz von (zq : wy).

Falls wg # 0 und zy # 0 sind, dann gilt

g 1l
< <

vel

@

I 1E

-
PSS

Also liefern beide Formeln in der Tat denselben Wert, falls wy # 0 und 2y # 0 ist.

Beispiel 14 Anhand vom folgenden Beispiel wird gezeigt, dass die Fallunterscheidung in
Definition 13 notwendig ist. Wir betrachten die rationale Abbildung

f:PHC) = PHQ): (z:w) = f((z:w)) := (2° : wP).

Dabei ist u(z,w) = 2% und v(z,w) = w?.
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Sei (2o : wp) := (0: 1) € P(C). Da wy # 0 ist, gilt

val((zo : wp), f) = val((0: 1), f)

= v (us(z, w) - v(z,w) —u(z,w) - v.(z,w)) +1
=v(3- 22wt —2%-0)+1
= V(Z)(?) - 22 w3) +1
=241
= 3.
Es ist zg = 0. Das Verwenden der zweiten Gleichung fiir den Fall z; # 0 aus der obigen

Definition 13 liefert den falschen Wert:

val((zo : wp), f) = val((0: 1), f)
=3
# Vi) (U (2, w) - v(z,w) — u(z, W) - vu(z,w)) + 1
=v(0-w®—2*-3-w?) +1
=v(—2*-3-w?) +1

Also ist die Fallunterscheidung in der obigen Definition 13 notwendig.

Definition 15 (kritische Stelle)
Sei f wie in Definition 10.
Ein Punkt (2 : wy) € PY(C) heifit kritische Stelle von f, falls val((z : wo), f) = 2 ist.

Sei
K= {(20 : wo) € PY(C) : val((z : wo), f) > 2}

die Menge der kritischen Stellen von f .

Bemerkung 16 Sei f wie in Definition 10. Sei (z : wy) € P'(C).
Falls wg # 0, dann ist

(z0 1 wp) € K; < u, (20, wo) - v(20, wo) = w20, wo) - v:(z0, Wo).

Falls zy # 0, dann ist

(z0 1 wp) € K; < U (20, Wo) - V(20, Wo) = u(z0, Wo) * Vi (20, Wo)-

Beweis. Es ist (29 : wo) € K; genau dann, wenn val((zo : wy), f) > 2ist; vgl. Def. 13 und 15.
Fall wy # 0. Es wird

(20 : wo) € Ky Pt uy(z,w) - v(z,w) —u(z,w) - v,(z,w) ist teilbar durch wyz — zpw

Pyt u, (20, wo) - v(20, wo) — w20, wo) - v, (20, wo) = 0.

13



Fall zy # 0. Es wird

(20 1 wo) € K DL (2, w) - v(z,w) — u(z,w) - vy (2, w) ist teilbar durch wez — zow

Bem, 1 U (20, Wo) - v(20, Wo) — w20, Wo) + Vy (20, wo) = 0.

[m]

Bemerkung 17 Sei f : PY(C) — PYC) : (z : w) — f((z : w)) = (2 : w) die identische
Abbildung. FEs ist also u(z,w) = z und v(z,w) = w. Dann hat [ keine kritischen Stellen
(20 : wp) € PY(C).

Beweis.
Fall wy # 0. Es wird
Val((zo . wO)a f) = V(wozfzow)<uz(zv ’LU) ' U(Z> "LU) - U(Za w) ' Uz(zv ’LU)) +1

V(’LUOZ—Zow)(l W=z O) +1
V(woz—zow)<w) +1

= 0+1.
= 1.
Fall zp # 0, wy = 0. Es wird
val((20 : w0), ) = V(wor—zow) (U (2,0) - v(z,w0) — u(z,w) - v, (2,w)) + 1

= V(woz,z()w)(o W =z - 1) +1
V(woz—zow)(_z) +1

0+1

= 1.

A

In beiden Féllen ist val((zo : wy), f) nicht grofer gleich 2. Es folgt, dass die identische Abbildung
keine kritischen Stellen (2 : wg) € P*(C) hat. o

Definition 18 (Valenz von f, kritische Stellen von f)

Sei f wie in Definition 10. Sei f die zugehorige Einschrankung nach C wie in Definition 12.

X

Sei zp € D. Dann sei val(zo, f) := val((2o : 1), f) die Valenz von f an der Stelle 2.

Es ist
Val(z()u f)

= val((z0: 1),f)

= Vi—zow) (U:(z,w) - v(z,w) —u(z,w) - v.(z,w)) + 1

=" Vs (us(z,1) - v(2,1) —u(z,1) - vs(z,1)) + 1
V(zfzo) (uz(z,l)-v(z;}l()zjggz,l)-vz(z,l)> + 1

= V(z—zo)(f/(z)) + 1.

Sei
Kf = {ZD eD: f/(Zo) = 0} = {Zo eD: Val(ZO, f) > 2}
die Menge der kritischen Stellen von f.
Es ist
Ky=K;nD.
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Lemma 19 Se: f wie in Definition 10. Sei f wie in Definition 12. Sei zg € D. Seim > 1
festgelegt durch folgende Figenschaft. Es ist f*)(z) =0 fir 1 <k <m —1 und f™(z) # 0.
Dann ist

m = val(z, f).

Beweis. Sei a := f(z) € C. Sei | := v(._.,)(f(2) —a) > 1, man beachte hierzu f(z) —a = 0.
Dann ist f(2) —a = (z — 20)" - h(2) mit h(z) € Quot(C[z]), dessen Zihler und Nenner nicht
durch (z — zp) teilbar sind. Insbesondere ist h(zy) € C\ {0}. Dann ist

f'z) = &(f(2) —a)
= (2= 20)" - h(2))
=1 (Z—Zo)l Poh(z) + (2 = 20)" - 1 (20)
= (2= 20)7 - (I h(2) + (2 — 20) - W' (2)).

Dabei ist I - h(z) + (z — 20) - I'(2) € Quot(C[z]) mit [ - h(zp) + (20 — 20) - h'(20) € C\ {0}.
Folglich ist v(._.,)(f'(2)) = [ — 1. Somit ist val(zo, f) = Vo—z)(f'(2)) + 1 =1 -1+ 1 =1
Es ergibt sich f(2) =a+ (2 — 20)™ - h(2).

Ferner ist fur 1 <k <!

0 =3 (8) (-0 - 00e)

i=0
Also ist
FOG) = 55 (4) (= 2] -A(c)
] 0 falls 1 <k <<l -1
{ IO (2) #0 falls k = 1.
Also ist m = [ = val(z, f). o

Definition 20 (Zeichnung)
Sei f : PY(C) — PY(C) wie in Definition 10.

Sei
Zi={(z:w) € PY(C): f((z:w)) = (t: 1) fir ein ¢ € [0,1]}

die Zeichnung von f . Die Zeichnung von f wird auch als dessin d’enfant bezeichnet.

Sei f: D — C die Einschrinkung von f nach C, wobei D = {z € C:v(z1)#0} CC, wie in
Definition 12.

Sei Zy :=Z;ND die Zeichnung von f. Dann wird
Zy={2€D:(2:1) €Z;}
={zeD: f((z 1)) =(t:1) fir ein t € [0,1]}
={zeD:(u(z1): ( 1))=(t:1) firein t € [0,1]}

={zeD:u(z,1)=t-v(z,1) fur ein t € [0,1]}
B .u(z,l)_ .
—{ZGD.U<Z71)—tfurelntE[O,l]}
={zeD: f(z) € [0,1]}

_ e
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Definition 21 (weifle und schwarze Punkte, Polstellen)
Sei f wie in Definition 10. Sei f die zugehorige Einschrankung nach C wie in Definition 12.

Die Menge der weiffen Punkte von f ist gegeben durch
Wi = fH{(0: 1)}) = {(20 : wo) € PHC) : f((20 : wp)) = (0: 1)} C Zj.
Die Menge der weiffen Punkte von f ist gegeben durch
W= f71({0}) = {20 € D : f(20) =0} C Z;.
Die Menge der schwarzen Punkte von f ist gegeben durch
Spo=f"{(1: 1)}) = {(20: wo) € PY(C) = f((20:wo)) = (1: 1)} € Z;.
Die Menge der schwarzen Punkte von f ist gegeben durch
Sp=f"({1}) ={20 € D: f(2) =1} C Z;.
Die Menge der Polstellen von f ist gegeben durch
Pri= N {(1: 0)}) = {(20 : wo) € PY(C) = f((20: wo)) = (1:0)}.
Esist Wy CZ;, Wy C Zy, S; € Zj und Sy C Zy.
AuBerdem ist Wy = W; N D und Sy =S;ND.

Definition 22 (valide, rein)

Sei f wie in Definition 10.

Die Abbildung f heift valide, falls Ky € W;US;UP;.

Die Abbildung f heifit rein, falls f valide ist und val((zo : wo), f )) = 2 ist fir (20 : wo) € Sy

Lemma 23 Sei [ wie in Definition 10. Sei (z : wo) € W; . Dann ist
val((20 : wo), f) = Viwos—zouw) (u(z, w)).
Beweis. Wegen (2o : wo) € W} ist u(z20,wo) = 0, also v(20,wo) # 0 und V(wyz—zw) (v(2, w)) = 0;
vgl. Bem. 1.
Sei k = V(wgz—zgw) (u(2, w)). Es ist k > 1, da (20 : wo) € W;.
Wir schreiben u(z, w) = (wpz — zow)*

Fall wy # 0. Wir erhalten

-u(z,w), wobei (wgz — zow) nicht a(z, w) teilt.

Val((zo : wO)? f) = V(wpz—zow) (UZ(Z,’LU) ) U(Zv w) ( ) ’UZ(Z,’UJ)) +1
= V(wpz—zow)(k - (Woz — 2ow)* L wg - Gz, w) - v(z, w)
+(woz — zow)" - @, (z,w) - v(z,w)

—(woz — zow)" - (2, w) - v v (2, w)) +

= V(wpr—zow)(k + (Woz — 2ow)F 1 - wy - u(z w)-v(z,w)) +1
— k—1+1
= k.
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Fall zo # 0. Wir erhalten

val((zo : wo), f) = V (woz—zow) (Uw (2, 0) - v(z,w) — u(z,w) - vy(z,w)) + 1
= V(wez—zow) (k- (Woz — 2ow)* 1 20 - (2, w) - v(z,w)
+(woz — 2ow)* - Gy (2, w) - v(z, W)

—(woz — zow)* - Uz, w) - vy(z,w)) + 1

= V(wpz—zow) (K (Woz — 20w)F 1+ 20 - (2, w) - v(z,w)) + 1
— k141
= k.
Also ist val((zg : wp), f) = V(woz—zow) (U(2, w)) fiir (29 : wp) € Wy -

Bemerkung 24 Geometrisch lésst sich fiir ein zp € Wy US; die Valenz val(zg, f) von f an
der Stelle 2y als die Anzahl der Kanten, die in der Zeichnung von f am Punkt z, enden,
interpretieren.

Beispiel 25 Wir betrachten f((z : w)) = (23 : w?) mit u(z,w) = 23 und v(z, w) = w3; vgl.
Bsp. 14. Es ist f(z) = 2. Dann ist
W= {(z:w)e PYC): (2*:w?) = (0:1)}
{(z:w)eP

{(0:1)}
= {0}

Sei zg := 0 der weile Punkt. Es ist

val(zg, f) = wval(0, f)
(

= val((0:1),f)

= viy(uz(z,w) - v(z,w) — ul(z,w) - v.(z,w)) + 1

= V(Z)(3 - 22 w3) +1

= 2+1

= 3.

Alternativ wird
val(zo, f) = val(0, f)
PE v (f1(2) + 1

= V(Z)<3 . 22) +1
= 241
= 3.

Also ist zp = 0 eine kritische Stelle mit val(0, f) = 3. Somit enden in z; = 0 drei Kanten.

Abbildung 2 zeigt die Zeichnung von f(z). In ihr erkennt man, dass der weile Punkt 0 die
Valenz 3 hat.
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0.5 1

Da v(,—.)(f'(2)) PLIS b 1 ist, ist also f0m(z) = 0 fiir 0 < m < k — 2, d.h. f™(z) =0
fiir 1 <m < k — 1. Ferner ist f*)(2y) # 0. Also ist in der Nihe von z

f(z) = ifWZ°«z—%w

o) (m) (4, m
= [(0) + 5 ()t 3 S (2 )
(k) B
~ fz) + L5220 - (2 — z)*.

In der Néhe von zj ergibt sich die Zeichnung von f(z) also ndherungsweise als

) (2 .
Goe D fla) + T2 (o e 1)y

Sei t € [0, 1]. Es soll sein

) (2, )
fla) + T2 o g =
< (k)
) o =1 f)
- L f(z0)
(2 — 2)f = f(k)(zo(; k.



Somit befinden sich in der Nahe von 2, die Punkte der Zeichnung von f(z) ndherungsweise auf

Strahlen, die von zy ausgehen und jeweils einen Winkel von 2% einschlielen.

Zum Beispiel zeigt Abbildung 3 die Situation in der Zeichnung von f(z) in der Néhe von z fir
ein zop € Wy mit val(zg, f) = k = 3.

Abbildung 3: Zeichnung von f(z) in der Néhe von z fiir ein 2o € Wy mit k£ = 3.

A

5 Die ’Hospital-Ableitung von f

Wir versuchen, eine Antwort auf die Frage zu geben, inwieweit die kritischen Stellen von f die
Nullstellen einer geeignet definierten Ableitung von f sind.

Definition 27 (Differentialsymbole)

Seien dz und dw Differentialsymbole, dz auf ¢1(C), dw auf 15(C); vgl. Def. 9.
Fir diese Differentialsymbole soll folgende Gleichung gelten:

Es gelte z - dw = —w - dz, falls z # 0 und w # 0.

Bemerkung 28 (zur Motivation) Die symbolische Gleichung z - dw = —w - dz kann wie

folgt motiviert werden.
1 1
=(z:1)=(1:—-]= - .
== (1-2) =)

Fir z € C\ {0} ist
Setzen wir w = £ € C\ {0}, dann ist ¢1(2) = wo(w).
Beim Kartenwechsel haben wir also die Gleichung w = % zu beriicksichtigen.

Analysis gibt

dw 1  w
dz 22 z
Dies motiviert die symbolische Setzung 2z - dw = —w - dz.
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Definition 29 (Raum der Differentiale auf P'(C))
Sei

Qprey = {(p(z,w) dz, P(z,w) dw) : (2, w),¥(z,w) € C[z,w] Polynome mit
o(z,w)dz = YP(z,w) dw fir (z,w) € (C\ {0}) x (C\ {0})}

der Raum der Differentiale auf P*(C).

Definition 30 (I’Hospital-Ableitung von f)

Sei f wie in Definition 10. Fiir f((z : w)) = (u(z,w) : (v(z,w)) mit gewahlten u(z, w), v(z, w)
definieren wir

als die [’Hospital-Ableitung von f' .
fP liegt tatséchlich in Qp1(cy, denn fir z 7# 0 und w # 0 gilt

T w (ufz,w) - vz 0) — (2, w0) 0z,

2 (uy(z,w) - v(z,w) —u(z,w) - v,(z,w))dz
)dz
= =z (u(z,w) - vy(z,w) — uy(z,w) - v(z,w)) dw.

Wegen z # 0 folgt

(uy(z,w) - v(z,w) — u(z,w) - v,(z,w))dz = (uy(z,w) - v(z,w) —u(z,w) - vy(z,w)) dw.

Bemerkung 31 Die Valenz von (2 : wy) € P'(C) ist also die Bewertung der 1'Hospital-
Ableitung fP bei wpz — zow auf der jeweiligen Karte; vgl. Def. 13.

Bemerkung 32
Wenn man die I’Hospital-Ableitung fD gleich 0 setzt, so erhalt man fir wy # 0 die Bedingung

und fiir z5 # 0 die Bedingung

Daher der Name 1'Hospital.

Diese Nullstellen von fD sind genau die kritischen Stellen von f ; vgl. Bem. 16.

Beispiel 33 Wir betrachten die rationale Abbildung f((z : w)) = (2* : w?®) mit u(z, w) = 23
und v(z, w) = w?; vgl. Bsp. 14 und 25. Dann ist

fP(z,w) = (32w’ dz, —3z%w? dw).
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Falls z # 0 und w # 0, dann ist
322w dz
= 322w} (wdz)
3z2w?(—z dw)
= —3z%w?dw.

Also ist fP(z,w) € Qp1(g)-

6 Potenzen

Bemerkung 34 Sei f : P'(C) — P'(C) eine rationale Abbildung wie in Definition 10.
Sei n > 1. Es ist #, : PY(C) — P'(C) : (2 : w) = #,((z : w)) := (2" : w") ebenfalls eine
rationale Abbildung. Dann ist nach Bemerkung 11

fpo f:PHC) = PYC): (z:w) = (Fno f)((z:w)) = (ulz,w)" : v(z,w)")

eine rationale Abbildung.
Bemerkung 35 Sei f wie in Definition 10. Sein = 2. Dann ist K, ;= K;UW;UP;.

Beweis. Sei (2o : wo) € PY(C).
Fall wy # 0. Es wird

(ZO : wo) c KfrTLOf
Bep 16, u(20, wo)" 1+ u, (20, wo) - v(20, wo)™ = u(z0, wo)™ + 1 - v(20, W)L - v, (20, Wwo)
& 0 =wul(z0,wo)" - v(z0,w)" 1 (u:(20,wo) - v(20, wo) — (20, wo) - v2(20,wp))
& (20:wo) € K;UWUP;.
Fall zy # 0. Es wird

(20 :wo) € K, o5
Beglﬁ n- U(Zo, wo)”_l : U,w(Z(), 'U)()) . ’U(Z(], U)())n = U(Zo, wo)” N U(Z(), wo)"_l . ’Uw(Zo, wo)
& 0= u(z0,wo)"" - v(20, wo)" "+ (ww(20,wo) - (20, wo) — u(20, wo) - vu(20,w0))
& (20:wo) € K;UWUP;.

Bemerkung 36 Sei f wie in Definition 10. Sei (2 : wy) € PY(C). Sein > 1.

(1) Esist W, ;= W;.
(2) FEs ist PfrnOf = Pf .

(3) FEs ist SfrnOf 2 Sf

21



Bewets.
Zu (1). Es wird
(20 1 wo) € W, 7 & u(z0,wo)" = 0 & u(20, wp) =0 & (20 : wo) € Wy
Zu (2). Es wird
(20 : wo) € Py 7 & v(20,w0)" =0 < v(20,w0) = 0 & (20 : wo) € Py
Zu (3). Es wird
(20 : wo) € S & u(z0, wo) = v(20, wo) = u(20,wo)" = v(20, wo)" < (20 : wo) €S, 5

Lemma 37 Sei f eine valide rationale Abbildung. Dann ist 7, o f eine valide rationale Abbil-
dung.

Beweis. Es ist

vahde

Bem. 36
K;UW;UP; C S;UW;UP; C S, UW., ;UP. ;.

Bem 35
ﬁnof

K

Lemma 38 Sei f wie in Definition 10. Sei (z : wo) € W; . Dann ist
val((zo : wo), & f) = n-val((z : wo), f).

Beweis. Es ist (2o : wp) € W Bem. 36.(1)

Val((Zo : ’U}o),ﬁn ¢} f) Lené % V(woz—zow) (U(Z w) )
. —23 1+ V(wgz—2zow) ( ( 1’LU))
=7 nval((zo : wo), f).

W, ;- Also ist

Beispiel 39
Im Folgenden wird Lemma 38 beispielhaft fiir die rationale Abbildung

fiPHC) = PHO): (z:w) = f((z: w)) o= ((z = w)*: 2T+ (2 + w) - w?)
zur Anwendung gebracht. Mit D = C\ {—1} wird

1 (z—1)3

f(z):?- (z+1)

die dazugehorige Einschriankung nach C.

Es ist z9 ;=1 € Wy C W;. Dank Lemma 23 ist val(1, f) = 3. Wir wollen die Zeichnungen von
f(z)™ fir n € {1,2,3} an der Stelle zyg = 1 betrachten.

Mit Lemma 38 folgt

val(1, f1) = 1-val(l, f)

val(1, f2) = 2 - val(1, f)

val(1, f3) = 3 - val(1, f)
)

Abbildung 4 zeigt die Zeichnungen von f(z), f(2)? und f(z)3.

1-3
2-3
3-3

I
© o w

22



(a) val(1,f)=1-3=3 (b) val(1,f?)=2-3=6 (c) val(1,f3)=3-3=9

Abbildung 4: Zeichnungen von f(z), f(2)? und f(z)3.

7 Von validen zu reinen rationalen Abbildungen

Definition 40 Die rationale Abbildung
wol : PH(C) = PY(C) : (z: w) — wol((z : w)) := (4 z- (w — 2) : w?)

heiBe Wolfart-Abbildung. Diese wurde von Wolfart [1, S. 6] verwendet, aber auch bereits von
Shabat und Voevodsky [3, §.0.2.2].

Esist wol :C - C:z— wol(z) =4-z-(1—2).

Lemma 41 Ses f wie in Definition 10. Sei f valide.

(1) FEs Z'StWBIOf:WfAUSf.

W

(2) Es istS,.7 = {(20 : wo) € PY(C) 1 f((z0 1 wp)) = (3 : 1)}
(3) Es iStPAlonPf.
(

WO

4) FE's ist WblofUSwBlofUwalof = WfUSfUPfUwalof'

W

(5) Fiir (2 : wo) € P'(C) \ Py ist
val((zo : wo), wol o f) = val((20 : w0), f) + V(wos—zow) (V(2, w) — 2 - u(z,w)).

(6) Es ist die rationale Abbildung wol o f valide.

(7) Seiv(z,w) —2-u(z,w) quadratfrei. Dann ist die rationale Abbildung wol o f rein.

23



= V(wgz—zow) (4 - (Uw(z,w) - (v(z,w) —u(z,w)) + u(z,w) - (Vy(2, W) — Up(z,w))) - v(2,w)

Beweis.
Zu (1). Es ist W) s = W;US;, da
(20 1 wo) € Wyryof € 4+ ulz0, wo) - (v(20, wo) — u(20,wo)) =0 ¢ (20 : wo) € WrUS;.

Zu (2). Es ist (20 : wo) € Syp07 € (u(20, wo) 1 v(20, wo)) = (5:1), da

(Z() . ’wo) S walof

& 4 - uzg,wo) + (v(20, wo) — w20, wp)) = v(20, wo)?

& 4 u(zy, wo) - v(z0, wo) — 4 - u(z0, wo)? — v(z0, w)? =0
< (v(z0,wo) — 2 - u(z9,wp))*> =0

< v(z0, wp) = 2 - u(z0, wo)

& (u(z0, wo) : v(20,wp)) = (3 : 1).

Zu (3). Esist P, ; = P;, da
(Zo ) cP-

wolof € v(20,wp)? = 0 < v(20,wp) = 0 & (20 : wp) € P;.
Zu (4). Aus (1, 2, 3) folgt nun

WblofuswblofUPol f_W US UP USWOI of -

W

Zu (5). Sei (2o : wy) € P'(C) \P;. Es ist v(z0,wo) # 0, also ist woz — 20w kein Teiler von v(z, w);
vgl. Bem. 1.
Fall wy # 0. Es wird

val((2o : w), wol o f)

Viwoz—zow) (4 - (uz(2,0) - (v(z,w) = u(z,w)) +u(z,w) - (v (Z w) = us(z,w))) - v(z,w)?
4 u(zw) - (v(z w) — u(z,w) -2+ 0.z, w) vz w)) +
Vwer—zow) (4 sz, w) - v(z,w)* — 4 - u,(z,w) - u(z,w) - ( w)? +4-u(z,w) v (z,w) - v(z,w)?

(z,w
—4-u(z,w) - uy(z,w) - v(z,w)? — 8- u(z,w) - v(z,w) - v(z,w)? + 8- u(z,w)? - v,(z,w) - v(z,w)) + 1
V(woz—zow) (V(2, w) - (us(z, ) v(z,w)? =2 u.(z,w) -u(z,w) v(z,w) —u(z,w) - v,(z,w) - v(z,w)
+2 - u(z,w)? vz(z w))) +
e () o) = e ) (2 0) o)
=2 (uy(z,w) - v(z,w) —u(z,w) - v,(z,w) z,w))
v(woz_z()w)((uzgz, w) - v(z,w) —u(z,w) - v,(z,w)) - (v(z,w) —2-u(z,w))) + 1
val((zo @ wo), f) 4 Viwez—zow) (V(2z, w) — 2 - u(z, w)).

U

(z,w
) - uf

Fall zo # 0. Es wird
val((zo : wp), wol o f)

—4- U(Z, ’LU) ’ (U(Za w) u(
V(woz—zow) (4 : u’LU(Z? ’U))
—4 - u(z,w) - u(z,w) -

)

v z — 4 uy(z,w) - u(zyw) - v(z,w)2 + 4 u(z,w) vz, w) - v(z,w)?

V(woz—zow) (V(2, W) - (U (2,
)

— 8- u(z,w) - vy(z,w) - v(z,w)* + 8- u(z,w)* - vy(z,w) - v(z,w)) + 1
cv(z,w)E =2 uy(z,w) - u(z,w) vz, w) —u(z,w) - v,(z,w) - v(z,w)
+2 - u(z,w)? - vy(z, w))

)
_2'(uw(zaw) 'U(Z,’LU) u(z w)-vw(z,w))- Z,
V(woz—zow)((uwA(Za w) - v(z,w) —u(z,w) vy (z,w)) - (v(z,w) — 2 u(z,w))) +1
val(zo : 1), £) + Ve (0022 0) — 2+ u(z, )



Zu (6). Dank (5) ist val((zo : wg),wol o f) > 2 genau dann, wenn wyz — zow ecin Teiler von
v(z,w) —2-u(z,w) ist oder wenn (zo : wo) € K ist, d.h. wenn (2 : wp) € S, ist oder wenn
(20 : wo) € Ky ist.

Also ist Konlof\PA: (KfUwalof)\Pf .

Wolof

Die Abbildung wol o f ist valide, da wir insgesamt erhalten

wol o f = (walof\Pf)UPf
= KfUwalofUPf

fvalide
a) WfUSfUPfUwalof
= WonlofAUSWAolofUP

wolof

K

u (7). Sei (20 : wo) € S, - Dank (6) ist wol o f valide.
Dank (2) gilt (u(zo : wo) : v(z0 : wo)) = (5 : 1), d.h. es gilt 2 u(z0, wo) — v(20,wo) = 0.
Es folgt v(wyz—zow) (V(2,w) — 2 - u(z,w)) = 1 wegen v(z,w) — 2 - u(z,w) quadratfrei.
Es folgt ferner (zo : wo) € PY(C) \ (WpUS;UP;) C PY(C) \ K;, wegen £ valide.
Insbesondere ist (2o : wy) € P'(C) \ P;. Dank (5) wird
val((z0 : wp), wol o f)
— val((20 £ 0. )+ Vs (022 ) — 2z, w))

= 1+1
= 2

Also ist wol o f rein. o

Bemerkung 42 Im Fall von Lemma 41.(7) passiert dank Lemma 41.(1, 2) bei Ubergang von
Zp zu L), ; folgendes.

(1) Aus weilen und schwarzen Punkten werden weile Punkte.

(2) Auf jeder Kante entsteht ein schwarzer Punkt. Dieser hat Valenz 2.

Beispiel 43 Im Folgenden wird Bemerkung 42 beispielhaft fiir die rationale Abbildung
F((z:w)) = (2 - w?)
und die dazugehorige Einschrankung nach C
flz) =2

veranschaulicht. Maple liefert K; € W;US;UP;. Also ist f valide.

Es ist
v(z,w) — 2 u(z,w)
w3 —2. 23

(W= YZ-2)- (w— V2 exp(2) - 2) - (w — V2 - exp(T) - 2).
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Dies ist quadratfrei.

Insbesondere erhalten wir also, dass
(wol o f)((z:w)) = (4- 2% (w® — 2%) : w)

rein ist.

Abbildung 5 zeigt die Zeichnung von f(z) und die Zeichnung von (wolof)(z). In ihr erkennt
man, dass der weifle Punkt und alle schwarzen Punkte aus Z; in Zyeor zu weilen Punkten
wurden und dass auf den Kanten schwarze Punkte mit Valenz 2 entstanden sind.

1
0.8
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@ of

0.2

0.4t
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. 1 . .
0.5 1 -0.5 0 0.5 1

Abbildung 5: Zeichnung von f(z) (links) und Zeichnung von (wolof)(z) (rechts).

Beispiel 44 Im Folgenden wird Bemerkung 42 beispielhaft fiir die rationale Abbildung

A

fl(z:w)=((z—w)?: —4-z-w)

und die dazugehorige Einschrankung nach C

veranschaulicht.
Maple liefert K; € W;US;UP; und val((zo : wy), f) =2 fiir (2 : wo) € S;. Also ist f rein.
Es ist
v(z,w) — 2 u(z,w)

= —4-z-w—2(z—w)?
—4zow—2-22+4-2-w—2-w?
—2- (2% + w?)
= —2-(z—iw)-(z+iw).

Dies ist quadratfrei.
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Insbesondere erhalten wir also, dass
(wol o f)((z:w)) =@ -(z—w)? (=4 -2 -w—(z—w)?): (—4- 2 w)?)
=(—(z—w)? (z+w)?:4- 2% w?
rein ist.

Abbildung 6 zeigt die Zeichnung von f(z) und die Zeichnung von (wolof)(z). Man erkennt,
dass die beiden Punkte aus Z; in Zyo05 zu weien Punkte wurden und dass auf den Kanten
schwarze Punkte mit Valenz 2 entstanden sind.

1 1
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-0.8 F -0.8

-1 -1

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

Abbildung 6: Zeichnung von f(z) (links) und Zeichnung von (wolof)(z) (rechts).

8 Mobius

Sei A = (‘2 Z) € GL,(C).

Definition 45 (Mobius-Abbildung)
Die rationale Abbildung

fig: PYC) = PYC), (2 :w) = fia((z: w)) := (az 4+ bw : cz + dw)

heifle Mobius-Abbildung.

Beweis. Wir haben zu zeigen, dass fi4 eine rationale Abbildung ist.

Wir nehmen an, dass [ia keine rationale Abbildung ist. Dann gibt es ein (zg,wp) € M mit
azg + bwg = 0 und czg + dwg = 0. Dann ist

a b ) 20 . az0+bw0 . 0
c d wo) \eczo+dwy) \0)°
aber (;}0> =+ (8), da (2o, wp) € M. Daraus folgt, dass A nicht invertierbar ist.
0

Aber A € GLy(C). Widerspruch! -
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15 |l
o

CEL g) € GLo(C). Dann gilt fiaofiz = fiyj-

Bemerkung 46 Seien A = <CCL 2), A= (

. . ~  [aa+bec ab + bd
Beweis. Es ist AA = (cd de b4 dci)

Dann ist

pu— ﬂ R R
(a-(az +bw) +b- (¢z + dw) : ¢ - (az +bw) +d - (2 + dw))
(adz + abw + béz + bdw : caz + cbw + déz + ddw) i
((ad + bE) - z + (ab + bd) - w : (ca + dé) - z + (cb+ dd) - w)

= fuaal(z ).

Bemerkung 47 Sei f wie in Definition 10. Wir betrachten die rationale Abbildung
fiaof : PY(C) = PYC), (2 : w) = (fiacf)((z : w)) = (a-u(z, w)+b-v(z, w) : culz w)+duv(z,w)).

Dann ist R R
Val((Z[) : wo), /ALA o f) = Val((ZO : w0)7 f)
fiir (20 = wo) € PY(C).

Bewess.

Fall wy # 0. Es wird

val((zo : wo), fia o f)

V(woz—zow) (@ - u(z,w) +b-v(z,w)), - (c-u(z,w) +d-v(z,w))

—(a-u(z,w) +b-v(z,w)) - (c-ulz,w)+d- -v(z,w)),) +1

V(woz—zow) ((aC - uz (2, w)u(z, w) + ad - u.(z, w)v(z, w) + be - v.(z, w)u(z, w) + bd - v.(z, w)v(z, ))
—(ac - u(z,w)u,(z,w) + ad - u(z,w) - v,(z,w) + be - v(z, wW)u, (2, w) + bd - v(z, wW)v,(2,w))) +
V(woz—zow) (ad - (uz(2, w)v(z, w) — u(z, w)v.(2,w)) = be - (v(z, w)u.(z, w) — v.(2,w)u(z,w))) +
V(wor—zow) ((ad — bC) - (uz(z,w) - v(z,w) — u(z,w) - v.(z,w))) + 1
V(woz—zow) (U (2, W) - (2, w) — u(z,w) - v, (2, w)) + 1

val((zo : wo), f)-
Fall zy # 0. Es wird

val((zo : wo), fta o f)

V(woz—zow) (@ - u(z,w) +b-v(z,w))y - (c-u(z,w) +d-v(z,w))
—(a-u(z,w)+b-v(z,w)) - (c-ulz,w)+d-v(z,w)),)+1
V(wor—zow) (A€ - Uy (2, W)U (2, W) + ad - wy (2, w)v (2, w) + b - vy (2, W)u(z, W) + bd - v,(2, W)
—(ac - u(z, w)uy(z, w) + ad - u(z, w) - Vy(z, w) + be - V(z, W)Uy (2, w) + bd - V(z, W)vy (2, )))
V(woz—zow) (Ad - (U (2, W)V (2, W) — u(2, W)y (2, w)) — be - (V(2, W)ty (2, w) — Vy(2, w)u(z,w))
V(woz—zow) ((ad = bC) - (U (2, w) - v(2,w) — u(z,w) - vy(2,w))) + 1

V (woz—zow) (U (2, W) - v(2,w) — u(z,w) - vy(z,w)) +1

val((zo : wo), f)

~

). .

In beiden Fillen gilt also val((zg : wy), fia o f) = val((zo : wo),
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Bemerkung 48 Sei g(z,w) € C[z,w] ein homogenes Polynom. Dann ist

V(wpz—2ow) (g(az +bw, cz + dw)) = V((czo+dwo)z—(azo+bwo)w) (9(z, w))

Beweis. Sei l(z,w) = (cz + dwg)z — (azo + bwo)w. Sei B = vi.w)(g(z,w)). Wir schreiben
dementsprechend g(z,w) = I(z,w)? - h(z,w) mit h(z,w) € C[z, w] homogen und nicht durch
[(z,w) teilbar; vgl. Bem. 4. Einsetzen liefert

g(az + bw, cz + dw)
= l(az + bw,cz + dw)” - h(az + bw, cz + dw)
—((ezp + dw)(az + bw) — (azy + bwy)(cz + dw))? - h(az + bw, cz + dw)
(aczoz + bezow + dawoz + dbwow — aczyz — adzow — bewoz — bdwow)? - h(az + bw, cz + dw)
((ad — be)woz — (ad — be)zow)? - h(az + bw, cz + dw)
(ad — be)? (woz — zow)? - hlaz + bw, cz + dw).

Wir nehmen an, dass woz — zow ein Teiler von h(az + bw, cz + dw) ist.

Wir schreiben h(az 4 bw, cz + dw) = (wpz — zow) - m(z, w) mit m(z,w) € C[z, w] homogen; vgl.
Bem. 4. Einsetzen von dz — bw fir z und —cz + aw fir w liefert auf der linken Seite

h(a(dz — bw) + b(—cz + aw), c(dz — bw) + d(—cz + aw))
= h((ad — bc)z, (ad — be)w)
= (ad — bc)desh=w) L p (2 w)
und auf der rechten Seite im ersten Faktor

wo(dz—bw) —zp(—cz+aw) = dwoz—bwow+czpz —azpw = (czo+dwg)z — (azo+bwo)w = (2, w).

Folglich wird h(z,w) von I(z,w) geteilt. Widerspruch!
Somit ist woz — zpw kein Teiler von h(az + bw, cz + dw).

Folglich ist v (ugz—zgw)(9(az 4 bw, cz + dw)) = B = V((czo-+dwo)—(azo-+bwo)w) (9(Z, W)). 5

Bemerkung 49 Sei f wie in Definition 10. Wir betrachten die rationale Abbildung
fofia : PHC) = PYC), (z : w) — (fofia)((z : w)) = (ulaz+bw, cz+dw) : v(az+bw, cz+dw)).

Dann ist . X
val((zo : wo), fofia) = val(fia((zo : wo)), f)
fir (2o : wp) € Pl((C).

Beweis.
Fall wq # 0.

Der Punkt (azo + bwy, czg + dwy) ist keine Nullstelle von aw — ¢z, denn Einsetzen liefert
aczg + adwy — cazy — cbwy = adwy — cbwy = (ad — be)wy.
Wegen wy # 0 und (ad — be) # 0 folgt (ad — be)wg # 0.

Mit Bemerkung 1 folgt dann, dass (czo + dwg)z — (azy + bwg)w nicht aw — cz teilt.
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Unterfall czy + dwy # 0. Es wird

val((zo : wyo), fofia)
= V(woz—zow) (Uz(az + bw, cz + dw) - a + uy(az + bw, cz 4+ dw) - ¢) - v(az + bw, cz + dw)
—u(az + bw, cz + dw) - (v.(az + bw, cz + dw) - a + vy, (az + bw, cz + dw) - ¢)) + 1
= V(woz—zow) (@ - (uz(az + bw, cz + dw) - v(az + bw, cz + dw)
—u(az 4+ bw, cz + dw) - v (az + bw, cz + dw))
+c - (up(az + bw, cz + dw) - v(az + bw, cz + dw)

—u(az + bw, cz+dw) vp(az + bw, cz + dw))) + 1

Bem. 48 (uz(z ’LU) v(z,w) — U(Z,w) : 'Uz(sz))

u(z,w) - vu(z,w))) +1

V((ezo+dwo)z—(azo+bwo)w
+c - (uy(z, w) v(z,

)(a
w) —
czo Jrﬁvo?éo ( (
w) —
w)(

V((czo+dwo)z—(azo+bwo)w (UZ(Z w) U('va) - u(z, w) ’ UZ('Z?w))
+e - (uw(z, w) v(z, u(z,w) - vy(z,w)))) +1
V(e (oot (@0 (12, w) 0z, w) — 0z, w) - 022, 0))
—c(—w) - (uw(z w) v(z,w) —u(z,w) - vy(z,w))) + 1
(2

= V((czo0+dwo) z—(azo+bwo) w)(aw UZ( ) (Z w) - u(z7 ’LU) ) UZ(Z7 w))
—cz - (uy(z,w) - v(z,w) — ulz, ) v,(z,w))) + 1
S:O V{((cz0+dwo)z— (azo+bwo w)( —c2) - (uz(2,w) - v(z,w) —u(z,w) - v, (2,w))) + 1
vt d: 0 V((ez0+dwo)z—(azo+bwo) w)( A(z,w) - v(zw) —u(z,w) - v.(z,w)) + 1
= val((azo 4 bwy : ¢z + duy), f)

val(fa((z0 : wo)), f).
Unterfall azg 4+ bwg # 0. Es wird

val((zo : wo), f o fia)

= V(woz—zw) ((Uz(az + bw, cz + dw) - a 4+ uy(az + bw, cz + dw) - ¢) - v(az + bw, cz + dw)
—u(az 4+ bw, cz + dw) - (v,(az + bw, cz 4+ dw) - a + vy, (az + bw, cz + dw) - ¢)) + 1

= V(woz—zow) (@ - (uz(az + bw, cz + dw) - v(az + bw, cz + dw)

—u(az 4+ bw, cz + dw) - v (az + bw, cz + dw))

+c - (uy(az + bw, cz + dw) - v(az + bw, cz + dw)

—u(az 4+ bw, cz + dw) - vy, (az + bw, cz + dw))) + 1

V((czo+dwo)z—(azo+bwo)w) ((l ’ UZ(Z, w) : ’U(Z, ’LU) - ’LL(Z, w) ’ Uz<z7 w))

+c - (Uy(z,w) - v(z,w) —u(z,w) - vy(z,w))) + 1

azo+bwo#0

= V((czo+dwo)z— (aZOerwo)w)(Z (UZ(Z w) ( ) ( ) UZ(Z> w))

)( ( w) - vu(z,w)))) +1

+c - (Uy(z,w) - v(z, 3
(uz(z w) - v(z, )) u(z, w) - vs(2,w))

Bem. 48

((czo +dwo)z—(azo+bwo)w)

+ez - (uy(z,w) - v(z,w) —u(z,w) - vy(z, w) )+ 1
BT V(e tdun)e—(azotouow) (@0 - ((z,w) - vy (2,w) =y (2,w) - 0(z,w))
—cz - (u(z,w) - vy (2, W) — up(z,w) - v(z,w))) + 1
= V((020+dw0)2—(azo+bwo)w)((aw - Cz) (u< 2, ) Uw(z7w> UW(z ’LU) v(z,w))) +1
= V((czo+dwo)z— (azo-i-bwo)w)( ( ) w(zv w) - uw<z7w) U( )) +1
azo-thwo70 val((azo 4 bwg : ¢zo 4 dwp), f)
= val(fia((zo : o)), f)-
Fall z5 # 0.

Der Punkt (azy + bwg, czo + dwy) ist keine Nullstelle von bw — dz, denn Einsetzen liefert

bezo + bdwg — dazg — dbwy = bezg — dazg = (be — da)zp.
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Wegen zy # 0 und —(ad — be) = (be — da) # 0 folgt (be — da)zy # 0.
Mit Bemerkung 1 folgt dann, dass (czg + dwg)z — (azy + bwgy)w nicht bw — dz teilt.
Unterfall czg + dwy # 0. Es wird

Bem. 48

czo+dwo#0

0
°

czo+dwo7#0

val((zo : wo), fofia)

V(woz—zow) (Uz(az + bw, cz + dw) - b+ uy(az + bw, cz + dw) - d) - v(az + bw, cz + dw)
—u(az + bw, cz + dw) - (v.(az + bw, cz + dw) - b+ vy, (az + bw, cz + dw) - d)) + 1
V(woz—zow) (b - (uz(az + bw, cz + dw) - v(az + bw, cz + dw)

—u(az + bw, cz + dw) - v,(az + bw, cz + dw))

+d - (uy(az + bw, cz + dw) - v(az + bw, cz + dw)

—u(az + bw, cz + dw) - v, (az + bw, cz + dw))) + 1

V((czo-+duwo)z—(azo+buwoyw) (0 (uz(z, w) - v(z, w) — U(Z w) - vz, w))
+d - (uw(z, w) v(z,w) — u(z, w) - vu(z,w))) +
V((ezo+dwo)z—(azo+bwo)w ( (b (ua(z,w) - v(z
+d - (uw(2, w) v(z,w) — u(z, w) - vy (2, w)) )+1
V((czo+dwo)z—(azo+bwo)w (bw (UZ(Z w) ’U(Z,’LU) -
—d(—w) - (uw(z w) v(z,w) —u(z,w) - vy(z,w) )
V((Czo+dll)0)2 (azo+bwo)w (bw (uz(z,w) - v(z,w
—dz - (ux(z,w) - v(z, w) u(z, w) - v:(z,w))
V((czo-+dwo)z—(azo+buwoyw) (0w — d2) - (u2(z, w) - v(z,w) — u(z,w) - v(z,w))) + 1
V((czo4dwg)z—(azo+bwo )w )(uZ(Z w) /U(Z w) u(z,w) UZ<Z,?U)) +1

val((azo + bwy : czo + dwy), f)

val(fa((zo : wo)), f).

Unterfall azy + bwy # 0. Es wird

val((zo : wo), fofia)

V(woz—zow) (Uz(az + bw, cz + dw) - b+ uy,(az + bw, cz + dw) - d) - v(az + bw, cz + dw)
—u(az + bw, cz + dw) - (v.(az + bw, cz + dw) - b+ v, (az + bw, cz + dw) - d)) + 1
V(woz—zow) (0 - (uz(az 4+ bw, cz + dw) - v(az + bw, cz + dw)

—u(az + bw, cz + dw) - v, (az + bw, cz + dw))

+d - (uyp(az + bw, cz + dw) - v(az + bw, cz + dw)

—u(az + bw, cz—l—dw) w(az + bw, cz+dw))) +1

fe: 48 V((czo+dwo)z— (azo—i-bwo)w)( (uz(z w) U(Z, w) - u(z’w) ’ UZ(Z’w))
b +d - (up(z,w0) - 0(z,w0) — u(z,w) - vu(z,w))) + 1
et (0 (0 ) 0 0) ) ()
+d - (uw(z,w) - v(z,w) = u(z,w) - Uw(Z w)))) +
= V((czo+dwo)z— (az0+bwo)w)( z (UZ(Z w ( ) ( ) "UZ<Z,'LU))
+dz - (uw(z w) U( Z, )—U(Z U)) Uw(Z w)))
e V((czo+dwo)z—(azo+bwo)w)( w - (u(z, w) - vy(z,w) — ( w) - v(z,w))
—dz - (u(Z,U)) : vw(z,w) uw<z w) U( ) )))
= V((czo+dwo)z— (azo-‘rbwo)w)( w = dZ) (u( 2y ) Uw(z ’LU) - uw(27w) ’ U(zaw))) +1
= V((czo+dwo)z—(azo+bwo)w) (u( 2 ) (Za w) - uw(z ’LU) U<Z’ w)) +1
azo+bwo70 val((azo + bw : ¢z + dwy), f)
= val(fia((z0 : wo)), f).
In allen vier Fallen gilt also val((z : wy), f o fia) = val(fia((z0 : wo)), f). o
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Beispiel 50 Wir betrachten die rationale Abbildung

N N 1 1
f:PYC) =P (C): (z:w) = f((z:w)):= (—5'22~w+§~z3:w3);
vgl. Def. 10. Es ist also u(z,w) = —5 - 2% - w + 1 - 2° und v(z,w) = w®.
Mit D = C wird ) )
f:D—)(C:zn—>f(z):—§-z2+§-23

die zugehorige Einschréankung nach C wie in Definition 12.

Es ist f/(z) = z- (z — 1). Somit ist K; = {0,1}. Es ist f((1:1)) = (=% : 1) = —¢. Somit gilt
1 €Ky CKj,aber 1 =(1:1) ¢ W;US;UP;. Also ist f nicht valide.

Sei A = (_6 O). Dann ist (240 f)((z:w)) = (3-22-w—2-23: wd).

0 1
Esist (uao f)(z) =3-22—2-2% und also (pao f)(z) = —6-2- (2 —1). Somit ist K,,,o; = {0,1}.
Ferner gilt

val(oo, fia o f) = val((1:0), a0 f) = vw)(—6-2% - w? +6-2° w?) +1=24+1=3>2.

Also ist oo eine kritische Stelle.
Insgesamt ist daher K,  »={0,1,00} = {(0:1),(1:1),(1:0)}.
Es ist

(a0 ))((0:1) = (0:1) =0, (aof)((1: 1)) = (1: 1) = Lund (Ao f)((1:0)) = (=2: 0) = cc.
Somit sind (0:1),(1:1),(1:0) € W, US, :UP, &

Wegen K, . CW, ;US, ;UP, .;ist dann fig o f valide.

Abbildung 7 zeigt die Zeichnung von f(z) und die Zeichnung von (p40 f)(z). Links erkennt man
in der Zeichnung von f(z) den weilen Punkt 0 € K. Der Punkt 1 € Ky ist in Z¢ nicht sichtbar,
da er weder ein weifier noch ein schwarzer Punkt ist. Er liegt auch nicht auf der Kante zwischen
zwei schwarz oder weiB markierten Punkten, da f(1) = —¢ ¢ [0,1]. Rechts sicht man in der
Zeichnung von (p14 o f)(2) den weilen Punkt 0 € K, ,or und den schwarzen Punkt 1 € K, ..
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Abbildung 7: Zeichnung von f(z) (links) und Zeichnung von (4 o f)(2) (rechts).
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9 Anwendungen

Bei den folgenden Beispielen ist es erforderlich, Nullstellen von Polynomen in C zu bestimmen.
Hierfiir verwenden wir in der Regel Maple; vgl.§B. Ist es nicht moglich oder aufwendig, solche
Nullstellen als algebraischen Ausdruck zu schreiben, dann verwenden wir Dezimaldarstellungen.

9.1 Einige valide rationale Abbildungen
Beispiel 51 Wir betrachten die rationale Abbildung
FiPYC) = PHO): (z:w) = f((z:w)) = (4- (22 —w?)?: 27 22 - wh);

vgl. Def. 10. Mit D = C\ {0} wird

f:D%(C:zl—>f(z):247-('2(2’2_21)3

die zugehorige Einschréankung nach C wie in Definition 12.

Es ist
Wi= {(z:w) eP(C): (4- (22 —w?)?:27- 22 w') = (0: 1)}
= {(z:w) € PHC) : 4- (2?2 — w?)® = 0}
= {(z:w) € PYC): 2? = w?}
= {(z:w) € PHC): 2z = w oder z = —w}
— {111
= {1,-1}
Es ist
Si= {(z:w) ePY(C): (4- (2> —w?)?:27- 2% w') = (1: 1)}
= {(z:w) €PYC) : 4 (22 —w?)? =27 2% w}
Wir betrachten die Gleichung 4 - (22 — w?)? = 27 - 22 - w*
Fall w = 0.

Dann ist 4 - (2?)3 = 0. Es folgt 2 = 0. Wir haben also keine Losung (2, w) in M.

Fall w # 0. O.E. ist w = 1.

Dannist 4- (22 =12 =27-22 4. (22 -1 -27-22=0& (2- 22+ 1)? - (22 —4) = 0.
Wir erhalten die Losungen (—i% ; 1), <1§ ; 1), (=2:1)und (2:1).

Also ist .
2 V2
Sj= {—12,1 ,—2,2}
Es ist
Pr= {(z:w) € PYC): (4 (22 —w?)?:27-22-w?) = (1:0)}
= {(z:w) € P(C):27- 2% - w' =0}
= {(z:w) € P(C): 2 =0oder w=0}
= {(0:1),(1:0)}
= {0, 00}.
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Wir bestimmen Kf. Zunéchst betrachten wir die Stellen auflerhalb von D, also die Punkte
(0:1) und (1:0). Dann betrachten wir die Stellen in D = C\ {0} = P'(C) \ {(0: 1), (1 :0)}.
Fiir (2 : wo) = (0: 1) = 0 erhalten wir
val(0: 1), /)

— (2 w) - oz, w) = u(z,w) - (2, w)) + 1

= v(»(648 - (22 —w?)?- 2% - w* — 216 - ( —w?)? -z wt) + 1
1+1
= 2.

Also ist 0 eine kritische Stelle.
Fir (29 : wp) = (1:0) = oo erhalten wir
val((1:0), f)

= V(cw) (Uw(z,w) - v(z,w) — u(z,w) - v,(2z,w)) + 1
Vit (=648 - (22 —w?)? - 22 - w® — 432 (2 —w?)? - 22 wd) + 1

)
w)
1

3+
= 4

Also ist oo eine kritische Stelle.
Fall (2o : wo) € PY(C)\ {(0:1),(1:0)} = D. Es ist wgy # 0. O.E. ist wp = 1.

Es gilt val((zp : 1), f) D18 val(zo, f) = Va2 (f'(2)) + 1.
Es ist

Somit ist

Alle anderen Stellen in D haben Valenz 1.

Also folgt
2 2
Ky = 1,—1,i£,—i£ .
2 2
Insgesamt ist
2 2
Kf: {0,00,1,—1,1\2_,—12}

Wegen Ky C Wy US;UP; ist f eine valide Abbildung.
Die Abbildung f ist nicht rein, da wir fiir (2:1) € S j folgendes erhalten.
val((2: 1), f)

= V(z- 2w)(uz(z w) 'U(Z,U}) U’(Z w) (2 ))

V(s—2u) (648 - (2% —w?)? - 2% - w' — 216 - (2 ) 2wt 41
— 0+1

=1
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Die Abbildung 8 zeigt die Zeichnung von f(z). Man kann darin die Valenz 3 der beiden weiflen
Punkte sehen. Unter den schwarzen Punkten sind zwei von Valenz 2 und zwei von Valenz 1,
wie man ebenfalls erkennen kann.

05 h
051 h

_l 1 1 1 1 1 1 1
-2 15 1 0.5 0 0.5 1 15 2

Beispiel 52 Wir betrachten die rationale Abbildung
f:PHC) = PYQ): (z:w)— f((z:w) = (3-22 - w—2-2°: w?);
vgl. Def. 10. Mit D = C wird
f:D—=C:zm f(2)=3-22-2-2°

die zugehorige Einschrankung nach C wie in Definition 12.
Es ist
Wi= {(z:w) eP(C): (3-22-w—2-2°:w%) = (0: 1)}
= {(z:w) €ePYC):3-2% - w—2-2°=0}.
Wir betrachten die Gleichung 3 - 2% -w —2- 2% = 0.
Fall w = 0.
Dann ist —2 - 23 = 0. Es folgt 2 = 0. Wir haben also keine Losung (z,w) in M.
Fall w # 0. O.E. ist w = 1.
Dannist 3-22-2-22=0&22-(3—-2-2) =0.
Wir erhalten die Lésungen (0 : 1) und (% : 1).
Also ist

Es ist

Wir betrachten die Gleichung 3 - 22 - w — 2 - 2% = w3,
Fall w = 0.
Dann ist —2 - 23 = 0. Es folgt 2 = 0. Wir haben also keine Losung (z,w) in M.
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Fall w # 0. O.E. ist w = 1.
(2-2+1)-(2—1)2=0.
Wir erhalten die Losungen (—1 : 1) und (1: 1).

Also ist |

Dannist 3-22—-2-23=1< (2

Es ist

Py = {(z:w) ePHC): (3-22-w—2-2°:w%) = (1:0)}
= {(z:w) € P(C) : w® = 0}
= {(z:w) € P(C): w =0}
= {(1:0)}
= {oo}.

Wir bestimmen Kf. Zunéchst betrachten wir die Stellen auflerhalb von D, also den Punkt
(1:0). Dann betrachten wir die Stellen in D = C = P*(C) \ {(1:0)}.

Fir (2o : wp) = (1:0) = oo gilt

val((1:0), f)
= ( w) (U (,w)‘v(z,w)—u(z,w)-vw(z,w))—i-l
= w) (3 22 — (322 w—2-2%-3-w)+1
= ()(622w—6z w?) +1
= 241
= 3

Also ist oo eine kritische Stelle.

Fall (20 : wo) € P'(C)\ {oo} = D. Es ist wy # 0. O.E. ist wy = 1.
Es gilt val((zo : 1), f) "= val(z, f) = Vie—zo) (f'(2)) + 1

Es ist
f(z)=6-2-(1—2).
Somit ist
val(0, f)=14+1=2,
val(1l, f) =1+1=2.

Alle anderen Punkte in D haben Valenz 1.

Also folgt
K;={0,1}.

Insgesamt ist
Kf = {OO7 0, 1} .

Wegen K; C W;US;UP; ist f eine valide Abbildung.
Wegen val((—1: 1), f) =1 fir (-1 :1) € S ist f nicht rein.

Die Abbildung 9 zeigt die Zeichnung von f(z). Unter den zwei weilen Punkten ist einer von
Valenz 2 und einer von Valenz 1. Unter den zwei schwarzen Punkten ist einer von Valenz 2 und
einer von Valenz 1.
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Abbildung 9: Zeichnung von f(z) =3-2% —2.23.

Beispiel 53 Wir betrachten die rationale Abbildung

f:PYC) = PYQC): (z:w) — f((z:w)) := (

vgl. Def. 10. Mit D = C wird

f:D—=C:zm f(z) =

5 .3
32 4

die zugehorige Einschréankung nach C wie in Definition 12.

Es ist

Wir betrachten die Gleichung 3% A

W, —

f

Fall w = 0.

it O
Dann ist 35

Fall w # 0. O.E. ist w = 1.

it O
Dann ist e

Wir erhalten die Losungen (0 : 1)

W; = {0,

Also ist

Es ist

4

6 __

3
4

-z +% A=0s
(12+1f 1

(5 Ly

;und( .1)

sl&

)

'—‘ Noo

+
\/»

1241iv6 12 —ivV6

! 5
Pl((C) : (% -28 —
PY(C): % 28 —

?

)

15 4
w—|—16 z
15, .4
w—i—16 z

=0.

- 25 =0. Es folgt 2 = 0. Also haben wir keine Losung (z,w) in M.

(1:1)}



Wir betrachten die Gleichung 25 - 2 — 2. 25

Fall w = 0.

cw+ 322t w? = wb

Dann ist 35 - 2 = 0. Es folgt z = 0. Wir haben also keine Losung (z,w) in M.
Fall w # 0. O.E. ist w = 1.

Dannist o - 20 =229+ 2.2t =1 (2—-2)%- (5-2°+6-22+6-2+4) =0,

Wir erhalten die Losungen
(2:1), (—0.8742 : 1), (—0.1629 +1i0.9427 : 1) und (—0.1629 — 10.9427 : 1).

Also ist
Sf ={2,—-0.8742, —0.1629 +10.9427, —0.1629 — 10.9427}.

Es ist
P; = {(z:w)ePl(C):(;’—2 -3 w2t w2:w6)2(1 0)}
= {(z:w) € PYC): w® =0}
= {(z:w) € P(C): w =0}
= {(1:0)}
= {oo}.

Wir bestimmen Kf. Zunéchst betrachten wir die Stellen auflerhalb von D, also den Punkt
(1:0). Dann betrachten wir die Stellen in D = C = P*(C) \ {(1:0)}.

Fir (2o : wp) = (1:0) = oo gilt

val((1:0), f)
= V(cw) (Uw(z,w) - v(z,w) — u(z,w) - vy(2z,w)) + 1
= Vew((=3- 22+ 22 w) wf — (53 P w22t w?) 6 wd) + 1
= V(=2 w2t w2 w2t -2t ) 4
= V(B2 w2t - 220 wh) + 1
~ 5+1
= 6.

Also ist oo eine kritische Stelle.

Fall (20 : wo) € P'(C)\ {oo} = D. Es ist wy # 0. O.E. ist wo = 1.

Es gilt val((z : 1), f) "=" val(zo, f) = Vi) (f'(2)) + 1.

Es ist 15
/ _ =Y. 3_ _22
fe) =102 (2= 2)
Somit ist
val(0, f) =3+ 1=4,
val(2,f) =2+1=3.

Alle anderen Punkte in D haben Valenz 1.
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Also folgt
K; = {0,2}.

Insgesamt ist
Kf = {OO, 0, 2}.

Wegen K; € W US;UP; ist f eine valide Abbildung.

Abbildung 10 zeigt die Zeichnung von f(z). Man erkennt, dass im Punkt 0 vier Kanten enden,
d.h. der Punkt 0 hat die Valenz 4, und dass im Punkt 2 drei Kanten enden, d.h. der Punkt 2
hat die Valenz 3.

1 I I I I I I
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25

Abbildung 10: Zeichnung von f(z) = % 28— % S0 % 24,
Beispiel 54 Wir betrachten die rationale Abbildung
f:PYC) = PHO): (z:w) = f((z:w)) == ((z —w)® : 27 - (z + w) - w?);

vgl. Def. 10. Mit D = C\ {—1} wird

f:D—)C:z»—>f(z):217~<(ZZ111))

die zugehorige Einschrénkung nach C wie in Definition 12.

Es ist
W; = {(z:w) € PHC): ((z —w)®: 27 (z +w) - w?) = (0: 1)}
= {(z:w) € PYC): (z —w)® =0}
= {(z:w) € P(C): 2z = w}
= {(1:1)}
= {1}.
Es ist

= {z:w) eP(C): ((z—w)*: 27 (z+w) - w?) = (1:1)}
= {(z:w) €PYC): (2 —w)® =27 (2 + w) - w’}.

Wir betrachten die Gleichung (z — w)? = 27 - (2 + w) - w?.
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Fall w = 0.

Dann ist 2* = 0. Es folgt 2 = 0. Wir haben also keine Losung (z,w) in M.
Fall w # 0. O.E. ist w = 1.

Dannist (2 —1)*=27-(z+1) & (2 +2)*- (2 —7) =0.

Wir erhalten die Losungen (—2: 1) und (7: 1).

Also ist
S;={-2,7}
Es ist
Pr= {(z:w) € PYC): ((z —w)®: 27 (z+w) -w?) = (1:0)}
= {(z:w) € PYC) : 27 (z +w) - w? = 0}
= {(z:w) € PC) : 2 = —w oder w = 0}
= {(-1:1),(1:0)}.
Also ist
Pf: {—1,00}.

Wir bestimmen Kj. Zunachst betrachten wir die Stellen auflerhalb von D, also die Punkte
(=1:1)und (1:0).

Dann betrachten wir die Stellen in D = C\ {—1} = P*(C)\ {(~1:1),(1:0)}.
Fir (29 :wp) = (—1:1) = —1 gilt

val((=1:1), f)
= Vitw) (Uu(z,w) - v(2z,w) —u(z, w) - vy(z,w)) + 1
= Ve (=3-(z—w)?-27- z+w) - w—(z—w)*- 27 - (W’ + (z+w)-2-w))) +1
= Vg (=04 (w—2)* Qu+2)-z-w)+1
= 0+1
= 1.

Also ist —1 keine kritische Stelle.
Fir (29 : wp) = (1:0) = oo gilt

val((1: 0), f)
= Vi (uw(z,w) - v(z,w) — u(z,w) - vy(z,w)) + 1
Vierw) (=04 (w—2)? - Quw+2)-z-w)+1
1+1
= 2.

Also ist oo eine kritische Stelle.

Fall (2o : wo) € PY(C)\ {~1,00} = D. Es ist wy # 0. O.E. ist wy = 1.

Es gilt val((zo : 1), f) =" val(z, f) = Vie—zo) (f(2)) + 1.

Es ist

2 '(z—l)z-(z—I—Q)
27 (z 4 1)2 ’
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Somit ist
val(1, f) =2+ 1 =3,

val(—=2, f) =1+1=2.

Also folgt
K;={1,-2}.

Insgesamt ist
Kf = {OO, 1, —2}.
Wegen K; C W US;UP; ist f eine valide Abbildung.

Es ist val(7, f) =1 fiir zp = 7 € S;. Also ist / nicht rein.

Die Abbildung 11 zeigt die Zeichnung von f(z). Man erkennt, dass am weiflen Punkt 0 die
Valenz 3 ist.

Abbildung 11: Zeichnung von f(z) = 2—17 S

Beispiel 55 Wir betrachten die rationale Abbildung
F:PYC) = PYC): (z:w)— f((z:w) = ((z4+w)" :16-z-w - (z —w)?);

vgl. Def. 10. Mit D = C\ {0, 1} wird
1 (z+1)!
: D : = ——
f - C:zm f(2) 62 (17

die zugehorige Einschrénkung nach C wie in Definition 12.

Es ist
W; = {(z:w) € PHC): ((z4+w)*:16-2z-w- (2 —w)?) = (0:1)}
= {(z:w) € PYC): (z +w)* =0}
{(z:w) € PC) : z = —w}
{(=1:1)}
= {-1}
Es ist
S; {(z:w)ePHC): (z+w)*:16-2-w-(z —w)?) = (1:1)}

{(z:w) e PHC): (z4+w)*=16-2-w- (2 —w)?)}.
Wir betrachten die Gleichung (z + w)* =162 - w - (z — w)*.
Fall w = 0.
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Dann ist 2* = 0. Es folgt 2 = 0. Also haben wir keine Losung (z,w) in M.
Fall w # 0. O.E. ist w = 1.

Dannist (2 +1)*=16-2-(z —1)* & (2= 6-2+1)? = 0.

Wir erhalten die Losungen (3 — 2v/2: 1) und (3 4 2v/2: 1).

Also ist

S;={3-2v2,3+2v2}.

Es ist
Py = {(z:w) €ePHC): ((z4+w)*:16-2z-w- (2 —w)?) = (1:0)}
= {(z:w) €ePYC):16-z-w- (2 —w)? = 0}.

Wir betrachten die Gleichung 16 -z - w - (2 — w)? = 0.
Esist 16-z-w- (2 —w)? =04 (2 =0) oder (w =0) oder (z = w).
Wir erhalten somit die Lésungen (0: 1), (1:0) und (1:1).
Also ist
Py ={0,00,1}.
Wir bestimmen Kf. Zunéchst betrachten wir die Stellen auflerhalb von D, also die Punkte
(0:1),(1:0) und (1:1).
Dann betrachten wir die Stellen in D = C\ {0,1} = P'(C) \ {(0: 1), (1:0),(1:1)}.
Fir (2o : wp) = (0:1) =0 gilt

y(ux(z,w) - v(z,w) —u(z,w) - v.(2,w)) +1
= viyHd- (z4+w)? 162w - (z —w)? — (z+w)*- (16w - (z —w)? — 322w - (z —w))) + 1
(16 - (z+w)? - w- (2 —w) - (22 — 6zw +w?)) + 1

Also ist 0 keine kritische Stelle.
Fir (29 : wp) = (1:0) = oo gilt

A

val((1:0), f)

= V(cw) (Uw(z,w) - v(z,w) — u(z,w) - vy(2z,w)) + 1

= Vi@ (z+w)? - 16zw- (z —w)? — (2 +w)t- (162 (z —w)* + 32zw - (z —w))) + 1
= Viw) (=16 (z+w)? -z (z —w) - (2* — 6zw + w?)) + 1

= 0+1

=1

Also ist oo keine kritische Stelle.

Fir (20 :wp) = (1:1) =1 gilt
val((1 : 1),f)
= Vi—w) (U(2,w) - v(2,w) —u(z,w) - vy(z,w)) + 1
= Vie—w) (=16 (z+w)? 2z (z —w) - (22 — 6zw + w?)) + 1
= 141
= 2
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Also ist 1 eine kritische Stelle.
Fall (2o : wo) € PY(C)\ {0,00,1} = D. Es ist wy # 0. O.E. ist wy = 1.

Es gilt val((zo : 1), f) "= val(z, f) = Vie—zo) (f(2)) + 1.

Es ist
f( )—i, (z+ 1% (2= (3+2v2)- (2 — (3-2v2))
= 16 2. (z—1)° ‘

Somit ist

val(—1, f) =3+ 1 =4,

val(3 —2v2,f) =1+1=2,

val(342v2,f) =1+1=2.
Also folgt

Ky ={-1,3 - 2v2,3 +2V2}.

Insgesamt ist
K;={1,-1,3-2v2,3+2V2}.

Wegen Ky C Wy US;UP; ist f eine valide Abbildung.
Wegen val((zg : wp), f) = 2 fiir (2 : wy) € S; ist f eine reine Abbildung.
Die Abbildung 12 zeigt die Zeichnung von f(z). Alle schwarzen Punkte haben Valenz 2.

5

al

3l

ol

ir 3

ol OB ®

Al

2k

3t

4t

© 0 > 4 6
Abbildung 12: Zeichnung von f(z) = £ Z(f;r_li;

Beispiel 56 Wir betrachten die rationale Abbildung
f:PYC) = PHO): (z:w) = f((z:w)) == (2% : w®);
vgl. Def. 10. Mit D = C wird

f:D—=C:zm f(z)=2°
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die zugehorige Einschrankung nach C wie in Definition 12.

Es ist
W; = {(z:w) € PH(C): (5 : w®) = (0: 1)}
= {(z:w) e PHC): 20 =0}
= {(z:w) € PYC):2=0}
= {(0:1)}
= {0}
Es ist
S;= {(z:w) € PYC): (2% :w®) = (1:1)}
= {(z:w) € PYC): 25 = wb}
Wir betrachten die Gleichung 2% = w®.

Fall w = 0.
Dann ist 2% = 0. Es folgt z = 0. Also haben wir keine Losung (z,w) in M.
Fall w # 0. O.E. ist w = 1.

Dann ist 26 = 1.
Wir erhalten die Losungen (—1:1), (1:1), (M : 1), (—_2;”2\/3 : 1),

(H—im : 1) und <_—2—i2¢3 : 1)

2 2

Also ist
o _ L V2+i2v3 Y-2+4i2v8 2-i2VB  \/-2-i24B
r T 2 ’ 2 ’ 2 ’ 2 '
Es ist
Py = {(z:w) € PH(C): (28 :w®) = (1:0)}
= {(z:w) € PYC): w® =0}
= {(z:w) € P(C):w =0}
= {(1:0)}
= {oo}.

Wir bestimmen Kf. Zunachst betrachten wir die Stellen auflerhalb von D, also den Punkt
(1:0).

Dann betrachten wir die Stellen in D = C = P'(C) \ {(1:0)}.
Fiir (2o : wp) = (1:0) = oo gilt

val((1:0), f)
= V(cw) (Uw(z,w) - v(z,w) — u(z,w) - vy(z,w)) + 1
= V(_w)(—ZG 6 w5) +1
= o0+1
= 0.

Also ist oo eine kritische Stelle.

Fall (2o : wg) € P'(C)\ {oo} = D. Es ist wy # 0. O.E. ist wo = 1.
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Es gilt val((zo : 1), f) =" val(z, f) = Vie—zo) (f(2)) + 1.
Es ist
fl(z)=6-2°.

Somit ist

val(0, f) =5+1=6.
Alle anderen Punkte in D haben Valenz 1.
Also folgt

K; ={0}.

Insgesamt ist

K]@ = {O0,0}

Wegen K; € W;US;UP; ist f eine valide Abbildung.

Die Abbildung 13 zeigt die Zeichnung von f(z). Man erkennt, dass der weifle Punkt 0 Valenz 6
hat und alle schwarzen Punkte Valenz 1 haben.

1

0.8 1
0.6 [ 1
0.4r 1
0.2 1

@ ) ®

0.2 f 1

0.4 f 1

-0.6 1

0.8 f 1
-0.5 0 05

-1

-1 1

Abbildung 13: Zeichnung von f(z) = 25.
Beispiel 57 Wir betrachten die rationale Abbildung
F:PHC) = PYC): (z:w) = f((z:w)) = (z* 1 4+ (2% — w?) - w?);
vgl. Def. 10. Mit D = C\ {—1,1} wird

FiDoCizm flz) =L 2
: P2 =1 2
die zugehorige Einschréankung nach C wie in Definition 12.
Es ist
W= {(z:w) € PYC): (2*:4-(22-w? —w*) =(0:1)}
= {(z:w) e PYC): 2* =0}
= {(z:w) € P(C): 2z =0}
{(0:-1)}
= {0}



Es ist
S;= {(z:w) € P(C): 4
= {(z:w) €PYC): 2* =4 (2% w? —w")}.

Fall w = 0.

Dann ist 2! = 0. Es folgt z = 0. Also haben wir keine Losung (z,w) in M.
Fall w # 0. O.E. ist w = 1.

Dann ist 2zt =4- (22— 1) & (22 - 2)? =0.

Wir erhalten die Lésungen (v/2 : 1) und (—v/2: 1).

Also ist

S;={v2,-Vv2}.

Es ist
Pr= {(z:w) € PHC) : (¢*:
= {(z:w) €ePHC):4- (2%

Wir betrachten die Gleichung 4 - (22 - w? — w*)
Wir erhalten die Losungen (1:0), (1:1) und (—1:1).
Also ist

KIS
—~
N
no
S
no
|
S
[
~—
T ~—
Il
—~
—_
)
~—
-

|
e

Py = {o0,1,-1}.
Wir bestimmen K ;. Zunéchst betrachten wir die Stellen aulerhalb von D, also die Punkte
(1:0), (1:1) und (—1:1).
Dann betrachten wir die Stellen in D = C\ {1, —1} = PY(C) \ {(1:0),(1:1),(=1:1)}.
Fir (2o : wp) = (1:0) = oo gilt

)

= V(cw) (Uw(z,w) - v(z,w) — u(z,w) - vy(z,w)) + 1
8- 22 w—16-w?)) +1

2w (2wt =2%)) + 1

I

<

|

£

A~~~

| ..
N

W

—~

I
N = <
_l’_
—_

Also ist oo eine kritische Stelle.

Fir (zo:wp) =(1:1) =1 gilt

Also ist 1 keine kritische Stelle.
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Fir (zo :wp) = (—1:1) = —1 gilt

val((—=1:1), f)

= Vitw) (Uu(z,w) - v(2z,w) —u(z, w) - vy(z,w)) + 1
Vi) (=21 (8- 2% w —16 - w?)) + 1

V(z+w)(8 2w (2- w? — 2’2>) +1

I
o
_l’_

= 1.

Also ist —1 keine kritische Stelle.
Fall (20 : wg) € P*(C)\ {o0,1,—1} = D. Es ist wy # 0. O.E. ist wo = 1.

Es gilt val((zo : 1), f) "= val(z, f) = Vie—zo) (f'(2)) + 1.

Es ist » \/_) ( \/_)
, 1 22-(2—=vV2)-(z+ V2
f'(2) ) (2412 (z—1)2
Somit ist
val(0, f) =3+ 1=4,
val(v2, f) =1+1=2,
val(—v2, f) =1+1=2
Also ist
K; = {0,v2,-v2}.
Also ist

K; = {00,0,v2, —v2}.

Wegen K; C Wy US;UP; ist f eine valide Abbildung.

Fiir (20 : wo) € Sj gilt val((zo : wo), f) =2. Also ist f rein.
Die Abbildung 14 zeigt die Zeichnung von f(z).

In ihr kann man erkennen, dass die beiden schwarzen Punkte Valenz 2 haben und dass der
weile Punkt 0 Valenz 4 hat.

Abbildung 14: Zeichnung von f(z) = § - %

221"

o

-0.5

-1.5 -1 15

Das Beispiel 57 greifen wir in allgemeinerer Form in Beispiel 68 wieder auf.
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Beispiel 58 Wir betrachten die rationale Abbildung

N A 21 3 7
f:PHC) = PYC): (z:w) = f((z:w)):= <256-28—8-z7-w+16-z6-w2:w8>;
vgl. Def. 10. Mit D = C wird
21 3 7
D —-C:z— = .- =0
/ g A AR T
die zugehorige Einschrénkung nach C wie in Definition 12.
Es ist

256

Wi= {(z:w)eP(C): (F-F—2- 2T w+ L 20w w)=(0:1)}

Wir betrachten die Gleichung 2= - 28 — 2. 27w + & - 20 - w? =
Fall w = 0.

Dann ist 2 - 28 = 0. Es folgt z = 0. Also haben wir keine Lésung (z, w) in M.

Fall w # 0. O.E. ist w = 1.

gt 2L .,8 _ 3 7 T  .6_ 6,(2L ,2_ 3, 7Y =
Dann ist 55 - 2% — 22"+ 52 =020 (55 - 2" — 5 -2+ §5) = 0.

Wir erhalten die Losungen (0 : 1), (48%14\/3 ; 1) und (48%14*/5 ; 1).
Also ist

48 +i4v/3 48 — 1443
W, =0, t1 \/—, 431
21 21

Es ist

256

= {(z:w)EPl(C):%-zs—%-z -w+%-26-w2:w8}.

Si= {(z:w) ePYC): (F5- 25— 22T w525 w:wf) = (1:1)}
7

Wir betrachten die Gleichung 2= - 28 — 2. 27w + & - 26 - w? = w®.
Fall w = 0.

Dann ist 2 - 28 = 0. Es folgt z = 0. Also haben wir keine Lésung (z, w) in M.

Fall w # 0. O.E. ist w = 1.

Dann ist pe-28—3. 27+ 520 =1 (2—-2)%- (21-2°+30- 2* +40- 23 +48- 22 + 48 - 2+ 32) = 0.
Wir erhalten die Losungen (2 : 1), (—1.0170 : 1), (—0.6075 4+ 10.8542 : 1),

(—0.6075 —10.8542 : 1), (0.4017 4+11.0965 : 1) und (0.4017 —11.0965 : 1).

Also ist

Sj= {2,—1.0170, —0.6075 4 10.8542, —0.6075 — 10.8542,0.4017 + i 1.0965, 0.4017 — 1 1.0965}.

Es ist
Pi= {(z:w) ePC): (&2 -2 2T w+ L 20w wb)=(1:0)}
= {(z:w) € P(C): w® =0}
{(z:w) € PC) : w =0}
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Wir bestimmen Kf. Zunéchst betrachten wir die Stellen auflerhalb von D, also den Punkt
(1:0). Dann betrachten wir die Stellen in D = C = P*(C) \ {(1:0)}.

Fir (29 : wp) = (1:0) = oo gilt

val((1:0), f)

= Vicw) (Uw(z,w) - v(z,w) —u(z,w) - vy(z,w)) + 1

= Vew(=2- 2T+ 5w - (E AT w28 w?) 8w+
V(=22 b+ 1280w =5 w4327 =120 w?) 1

= Vew(F 2wt -4 20w’ - 28w+ 1

Also ist oo eine kritische Stelle.

Fall (2o : wo) € PY(C)\ {oo} = D. Es ist wy # 0. O.E. ist wo = 1.

Es gilt val((zo : 1), f) DL 18 val(zo, f) = V(z—20) (f'(2)) + 1.
Es ist
(2 2).

-
—
N
SN—
|
N

Somit ist
val(0, f) =5+ 1 =6,
val(2, f) =2+ 1=3.
Alle anderen Punkte in D haben Valenz 1.
Also folgt
K; = {0,2}.

Insgesamt ist
Kf = {OO7 0, 2}.

Wegen Ky C Wy US;UP; ist f eine valide Abbildung.
Die Abbildung 15 zeigt die Zeichnung von f(z). Im weiflen Punkt 0 enden 6 Kanten.

15

\/ /
/ \ *

15 I I
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25

Abbildung 15: Zeichnung von f(z) = % P % 2T 1—76 25,
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Beispiel 59 Wir betrachten die rationale Abbildung
f:PYC) = PHQC): (z:w) = f((z:w)) == (=2 4162w +32-2-w’ +16-w? : 16 (z4w)?-w?);
vgl. Def. 10. Mit D = C\ {—1} wird

—244+16-224+32-2+16
16-(z+1)2

fD—=>C:zm— f(z2)=

die zugehorige Einschrankung nach C wie in Definition 12.
Es ist
Wi= {(z:w) €ePHC): (=2 +16- 2% w? +32-z-w* +16 - w*: 16 - (z +w)* - w?) = (0: 1)}
= {(z:w)ePY(C): —2* +16- 2% - w? +32-z-w? + 16 - w* = 0}.
Wir betrachten die Gleichung —z* + 16 - 22 - w? + 32 - z - w? + 16 - w* = 0.
Fall w = 0.
Dann ist —2% = 0. Es folgt 2 = 0. Also haben wir keine Losung (z,w) in M.,
Fall w # 0. O.E. ist w = 1.
Dannist —2* +16-22+32- 24+ 16=0< (2 +2)?- (22 —4-2—4) = 0.
Wir erhalten die Lésungen (—2: 1), (2++/8:1) und (2 —v/8: 1).
Also ist
W ={-2,2+8,2—v8}.
Es ist
S;= {(z:w) cePHC): (=2 +16-22 - w? +32-z-w +16-w* : 16 - (2 +w)? - w?) = (1 : 1)}
= {(z:w) €ePHC): —2* +16- 2% - w? +32 -2z - w? + 16 - w* = 16 - (2 + w)? - w?}.
Wir betrachten die Gleichung —2% + 16 - 22 - w? +32- 2 - w® + 16 - w? = 16 - (2 + w)? - w?.
Fall w = 0.
Dann ist —2* = 0. Es folgt 2 = 0. Wir haben also keine Lésung (z,w) in M.
Fall w # 0. O.E. ist w = 1.

Dann ist
— 2441622 432:2416 = 16-(24+1)* & —2*4+16-2°432-24+16—16-22—32-2—16 = 0 & —z* = 0.

Wir erhalten die Losung (0 : 1).

Also ist
S;= {0}.
Es ist
Py = {(z:w)GPI(C):(—z4+16-22-w2+32-z-w3—|—16-w4:16-(z+w)2-w2):(1:0)}
= {(z:w) €PYC): 16 (2 +w)? - w? = 0}
= {(z:w) € PYC) : 2z = —w oder w = 0}
= {(-1:1),(1:0)}
= {-1,00}.
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Wir bestimmen Kf. Zunéchst betrachten wir die Stellen auflerhalb von D, also die Punkte
(—1:1), (1:0). Dann betrachten wir die Stellen in D = C\ {—1} = P*(C)\ {(=1:1),(1:0)}.

Fir (zp :wp) = (—1:1) = —1 gilt

val((—1: 1), f)
= Vitw) (Uw(z,w) - v(z,w) —u(z,w) - vy(z,w)) + 1
Vit (32- 28w (z+w) - (2-w+2)+1
1+1
= 2.

Also ist —1 eine kritische Stelle.
Fir (2 : wp) = (1:0) = oo gilt

wl1:0).)
) (uw (2, ) v(z,w) —u(z,w) - vyu(z,w)) + 1
= w)(3 2w (z4w) (2 w+2)) + 1
=1 —|— 1
= 2.
Also ist oo eine kritische Stelle.

Fall (2o : wo) € P*(C)\ {oo} = D. Es ist wy # 0. O.E. ist wo = 1.

Es gilt val((z : 1), f) DLt val(zo, f) = Va2 (f'(2)) + 1
Es ist
1 =22 (z+2)

f@ =3 (z+1)°

Somit ist
val(0, f) =3+ 1 =4,
val(=2,f)=1+1=2.
Alle anderen Punkte in D haben Valenz 1.
Also ist
K; = {0, -2}.

Also ist
K;={-1,00,0,-2}.
Wegen K; € W;US;UP; ist f eine valide Abbildung.

Die Abbildung 16 beschreibt die Zeichnung von f(z). Unter den drei weilen Punkten ist einer
von Valenz 2 und zwei sind von Valenz 1. Zudem erkennt man einen schwarzen Punkt 0 mit
Valenz 4.
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Abbildung 16: Zeichnung von f(z) = _Z4+1166.'(ZZ2113)22'Z+16 :

Beispiel 60 Wir betrachten die rationale Abbildung
f:PYC) = PHQ): (z:w) = f((z:w) == (6-2°—15- 2" w+10- 2% w?: wP);
vgl. Def. 10. Mit D = C wird
fiD—=C:z f(z)=6-2"—15-2*+10.2°

die zugehorige Einschrankung nach C wie in Definition 12.

Es ist

W= {(z:w) cPHC):(6-2°—15-24 - w+10-2°-w? :w’) = (0: 1)}
{(z:w) €PY(C):6-2°—15-2* w+10-2%-w? = 0}.

Wir betrachten die Gleichung 6 - 2% — 15 - 2% - w + 10 - 23 - w? = 0.

Fall w = 0.

Dann ist 6 - 2° = 0. Es folgt 2 = 0. Also haben wir keine Losung (z,w) in M.

Fall w # 0. O.E. ist w = 1.

Dannist 6-2° —15-2*+10- 22 =0 23 - (622 — 15 2+ 10) = 0.

Wir erhalten die Losungen (0 : 1), (15%2‘/5 ; 1) und (15%2\/5 ; 1).

Also ist

W — 015+1\/ﬁ 15 —iv15
T 12 12 '

Es ist

S;= {(z:w) cPHC): (6-2°—15-2 - w+10-2°-w? :w®) = (1: 1)}
{(z:w) €PH(C):6-2°—15-2* - w+10- 2% - w? = w’}.

Wir betrachten die Gleichung 6 - 2° — 15 - 2% - w + 10 - 23 - w? = w?.

Fall w = 0.

Dann ist 6 - 2° = 0. Es folgt z = 0. Also haben wir keine Losung (z,w) in M.

Fall w # 0. O.E. ist w = 1.

Dannist 6-2° —15-2+10-22 =1 (2 —1)*-(6-22+3-2+1) =0.

52



Wir erhalten die Losungen (1 : 1), (—?’J“lig/ﬁ : 1) und (—3%5/5 : 1).

Also ist
g _ [, 3+ivIE 3-iVi5
e 12 12 '
Es ist
P; {(z:w) €ePHC): (6-2°—15-2*-w+10-2° - w? : w’) = (1:0)}
{(z:w) € P(C) : w® = 0}
= {(z:w) € PC): w =0}
{1:0}
{oo}-

Wir bestimmen Kg. Zunachst betrachten wir die Stellen auflerhalb von D, also den Punkt
(1:0). Dann betrachten wir die Stellen in D = C = P'(C) \ {(1:0)}.

Fir (29 : wp) = (1:0) = oo erhalten wir

(uw(z, w) v(z, w) u(z, w) - vy(z,w)) + 1

((—15- z +20 23 ) w’ —(6-25 =152t w+10-2% - w?) -5 -w') + 1
(=15 2% - wd 420 - z cw® —30-2° - wt + 75 24 wd =50 2% w) + 1
(,w)(60-z cw® =30 2% w® —30- 25 wh) +1

[
55
gs

I
Otk
+
—_

Also ist oo eine kritische Stelle.

Fall (2o : wg) € PY(C)\ {oo} = D. Es ist wy # 0. O.E. ist wo = 1.
Es gilt val((z : 1), f) DeL1® val(zo, f) = V(ie—z) (f'(2)) + 1

Es ist
f(z)=30-2"-(z—1)
Somit ist
val(0, f) =2+ 1 =3,
val(l, f) =2+ 1=3.

Alle anderen Punkte in D haben Valenz 1.
Also folgt
K; ={0,1}.

Insgesamt ist
K]a = {OO, 0, 1}.

Wegen K; € W;US;UP; ist f eine valide Abbildung.

Die Abbildung 17 zeigt die Zeichnung von f(z). Man sieht, dass der weile Punkt 0 die Valenz 3
und der schwarze Punkt 1 ebenso die Valenz 3 hat.
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Abbildung 17: Zeichnung von f(z) =6-2° —15- 2% +10- 23.

Beispiel 61 Wir betrachten die rationale Abbildung
f:PYC) = PHQ): (z:w) = f((z:w)) == (=35-284120-27-w—140- 2% w? +56- 2°-w® : w®);
vgl. Def. 10. Mit D = C wird
f:D—=C:z0 f(2)=-35-28+120- 2" — 140 - 25 + 56 - 2°
die zugehorige Einschrénkung nach C wie in Definition 12.

Es ist

W; = {(z:w) € PH(C): (=35 28412027 -w — 140 - 25 - w? + 56 - 2° - w® : w®) = (0: 1)}

= {(z:w) €PYC): =35-28 +120- 27 -w — 140 - 2% - w? + 56 - 2° - w® = 0}.

Wir betrachten die Gleichung —35- 2% +120- 27 - w — 140 - 2% - w? + 56 - 2° - w3 = 0.
Fall w = 0.
Dann ist —35 - 2% = 0. Es folgt z = 0. Also haben wir keine Losung (z,w) in M.
Fall w # 0. O.E. ist w = 1.
Dann ist —35- 2% +120- 27 —140- 2 4+56-2° =0 & 2°- (=35 23+ 120 - 22 — 140 - 2 + 56) = 0.
Wir erhalten die Losungen
(0:1), (1.2816 : 1), (—1.0735+10.3099 : 1) und (—1.0735 —10.3099 : 1).
Also ist
W; = {0,1.2816, —1.0735 +10.3099, —1.0735 — 10.3099}.
Es ist
Si= {(z:w) ePY(C): (=35-25+120- 2" - w—140- 25 - w? + 56 - 2° - w® : w®) = (1: 1)}
= {(z:w)€PYC): =35-28+120- 2" -w — 140 - 25 - w? + 56 - 2° - w® = wb}.
Wir betrachten die Gleichung —35- 28 + 120 - 27 - w — 140 - 28 - w? + 56 - 2° - w3 = w®.
Fall w = 0.
Dann ist —35 - 28 = 0. Es folgt z = 0. Also haben wir keine Losung (z,w) in M.
Fall w # 0. O.E. ist w = 1.
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Dann ist
—35-2°4+120- 2" —140-2°+56-2° =1 —(z —1)*- (35-2* +20-2° + 10- 2 +4- 2+ 1) = 0.
Wir erhalten die Losungen (1 : 1), (—0.3279 +10.2007 : 1), (—0.3279 —10.2007 : 1),

(0.0422 +10.4376 : 1) und (0.0422 —i10.4376 : 1).
Also ist

Sf ={1,-0.3279 +10.2007, —0.3279 — 10.2007, 0.0422 + 1 0.4376,0.0422 — 10.4376}.

Es ist
P; = {(z:w) € PH(C): (=35 28412027 -w — 140 - 25 - w? + 56 - 2° - w® : w®) = (1:0)}
= {(z:w) € P(C) : w® =0}
= {(z:w) € PC) : w =0}
— {00}
= {oo}.

Wir bestimmen Kf. Zunéchst betrachten wir die Stellen auflerhalb von D, also den Punkt
(1:0). Dann betrachten wir die Stellen in D = C = P*(C) \ {(1:0)}.

Fir (2o : wp) = (1: 0) = oo erhalten wir

Val(( :0), f)

w) (U (2, w) - 0(z, w) u(z, w) - vy (2, w)) +1
= w)( 12027 — 2802%w + 1682°w?) - w® — (—352% 4+ 1202"w — 1402%w? + 562%w?) - 8w’) + 1
= 7 +1

8.

Also ist oo eine kritische Stelle.

Fall (20 : wo) € P'(C)\ {oo} = D. Es ist wy # 0. O.E. ist wp = 1.

Es gilt val((z : 1), f) =" val(zo, f) = Vie—zo) (f'(2)) + 1

Es ist
fl(z) = =280 2% (2 — 1),
Somit ist
val(0, f) =4+ 1 =5,
val(1, f) =3+1=4.

Alle anderen Punkte in D haben Valenz 1.
Also folgt
Ky = {0,1}.

Insgesamt ist
Kf = {OO, 0, 1}

Wegen Ky C Wy US;UP; ist f eine valide Abbildung.

Die Abbildung 18 zeigt die Zeichnung von f(z). Man sieht, dass der weifle Punkt 0 die Valenz 5
und der schwarze Punkt 1 die Valenz 4 hat.
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Abbildung 18: Zeichnung von f(z) = —35-2% +120- 27 — 140 - 2% + 56 - 2°.

Beispiel 62 Wir betrachten die rationale Abbildung
f:PYC) = PHQ): (z:w) — f((z:w)) = (—(z* =2 -wH)?: 16 - 2* - w? - (2> —w
vgl. Def. 10. Mit D = C\ {0, 1, —1} wird

22— 2)*
f:D—)C:Z»—)f(z):_116,ZZL(.(Z22_)1)

die zugehorige Einschrénkung nach C wie in Definition 12.
Es ist
Wi = {(z:w) ePl(C) (—(z2=2-w):16- 21 - w? - (22 —w?)) =(0:1)}

(z:w) € (C) ( 2 - w2)4 =0}
(= w) € PAC) : 22 — 2. w? = 0},
Wir betrachten die Gleichung 2% — 2 - w? = 0.
Fall w = 0.
Dann ist 22 = 0. Es folgt z = 0. Also haben wir keine Losung (z,w) in M.
Fall w # 0. O.E. ist w = 1.
Dann ist 2% = 2.
Wir erhalten die Lésungen (—v/2: 1) und (v/2: 1).
Also ist

={-v2,v2}.

Es ist

S;= {(z:w) € PHC): (—(22 =2 -w?)?:16- 24 - w? - (22 —w?)) = (1:1)}
= {(z:w) €PHC): = (22 =2 -wH)* =16 2* - w? - (2% — w?)}.

Wir betrachten die Gleichung — (2% — 2 - w?)* =16 - 2% - w? - (22 — w?).
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Fall w = 0.

Dann ist —2% = 0. Es folgt z = 0. Also haben wir keine Losung (z,w) in M.

Fall w # 0. O.E. ist w = 1.

Dann ist —(22 —=2)1=16-2*- (22— 1) & (2" +4-22 - 4)? = 0.

Wir erhalten die Losungen

(— 2422 1), ( 2422 1), (—1 24272 1) und (i 242y 1).

Also ist

_ {—\/—2+2\/§,\/—2+2\/§,—1\/2+2\/§,M2+2\/§}.

Es ist

Pr= {(z:w) cPHC): (—(22 =2 -w?)*:16-2* - w? - (22 —w?)) = (1:0)}

= {(z:w) € PHC):16-2* - w? - (22 — w?) = 0}.
Wir erhalten somit die Lésungen (0: 1), (1:1), (—=1:1) und (1:0).
Also ist
P; = {0,1, 1, 00}.

Wir bestimmen Kj. Zunachst betrachten wir die Stellen auflerhalb von D, also die Punkte
(0:1),(1:1),(=1:1) und (1:0).
Dann betrachten wir die Stellen in D = C\{0,1, =1} = P*(C)\{(0: 1), (1:1),(=1:1),(1:0)}.
Fir (29 : wp) = (0: 1) = 0 erhalten wir
val((0: 1), f)
= V(o (ux(z, ) ( w) —u(z,w) - vs(z,w)) +1
(2 (2 2P 8wt (422wt —4wt) + 1

3+1
= 4.

Also ist 0 eine kritische Stelle.
Fiir (29 : wp) = (1:1) =1 erhalten wir

val((1:1), f)
= V( w)(uz (2, w v(z,w)—u(z,w)-vz(z,w))—I—l
= (22 w? =223 B w4 2w =4 wt) + 1
= 0—|—1
= 1.

Also ist 1 keine kritische Stelle.
Fir (29 : wp) = (—1:1) = —1 erhalten wir

val((—1: 1), f)
= Vit (U(2,w) - v(z,w) —u(z,w) - v.(z,w)) + 1
= Vw22 w? =222 22 w? - (42wt -4 wt) + 1
= 0+1
= 1.
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Also ist —1 keine kritische Stelle.
Fir (2o : wp) = (1:0) = oo erhalten wir

Val(( :0), f)

)(U( w) - v(z,w) —u(z,w) - vy(z,w)) +1

w)( (2 w? =222t w2+ 422wt -4 wt) + 1
+1

1
= 2.
Also ist oo eine kritische Stelle.
Fall (20 : wo) € PY(C)\ {0,1, 1,00} = D. Es ist wg # 0. O.E. ist wy = 1.

Es gilt val((zo : 1), f) DeL1® val(z20, f) = V(z—20)(f'(2)) + 1.

Es ist (22 (a4
z° — A ol
f,(z>:_ 5 2 2
8-20-(z—=1)2-(z2+1)
Somit ist
val(—v/2, f) =3+ 1 =4,
val(v2, f) =3+ 1 =4,
und  val(zo, f) =1+1=2 fiir alle 29 € S;.
Also folgt

K; = {—\/5,\/5,—%—2+2x/§, \/—2+2\/§,—i\/2+2\/§,i\/2—|—2\/§}.
Insgesamt ist

K; = {O,oo,—\/§,\/_,—\/—2+2\/§,\/—2+2\/§,—i\/2+2\/§,i\/2+2\/§}.

Wegen K; C W;US;UP; ist f valide. Wegen val((zg : wo), f) = 2 fiir (20 : wo) € S; ist f rein.

Die Abbildung 19 zeigt die Zeichnung von f(z). Man sieht, dass die weien Punkte Valenz 4
und alle schwarzen Punkte Valenz 2 haben.
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Beispiel 63 Wir betrachten die rationale Abbildung
f:PYC) = PYQ): (z: w) — f((z:w)) := (=3125 - (z* — w")® : 46656 - 2* - w?);
vgl. Def. 10. Mit D = C\ {0} wird

3125 (2% —1)°
46656 24

f:D—=C:zm f(z) =

die zugehorige Einschrankung nach C wie in Definition 12.
Maple liefert |W;| =4, [S;| =20, | P;| =2 und K; € W;US; UP;. Also ist f valide.

Die Abbildung 20 zeigt die Zeichnung von f(z). Man sieht, dass alle weiflen Punkte Valenz 6
haben.
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Abbildung 20: Zeichnung von f(z) = —736162556 :

Beispiel 64 Wir betrachten die rationale Abbildung
f:PYC) = PYC): (z:w) = f((z:w)) = (4- (2% —wb)®: 27 25 '),
vgl. Def. 10. Mit D = C\ {0} wird

4 (8 —-1)3
die zugehorige Einschrankung nach C wie in Definition 12.
Maple liefert |W;| =8, |S;| =16, [P;| =2 und K; € W;US;UP;. Also ist f valide.

Die Abbildung 21 zeigt die Zeichnung von f(z). Man sieht, dass alle weiflen Punkte Valenz 3
haben.
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Abbildung 21: Zeichnung von f(2) = 5 - 5.

Beispiel 65 Wir betrachten die rationale Abbildung
f:PYC) = PHC): (z:w) = f((z:w)) == ((z—w)®: 64- 22w (22 =6 z-w+w?) - (z+w)?);

vgl. Def. 10. Mit D = C\ {0,3 — 2v/2,3 + 2v/2, —1} wird

—— _L (1)
f.D%C-ZHf(Z)_64 Z2.(22_6.z—|—1)-(2+1)2

die zugehorige Einschrénkung nach C wie in Definition 12.
Maple liefert K; € W;US;UP; und val((2o : wo), f) =2 fiir (2 : wo) € S;. Somit ist f rein.

Die Abbildung 22 zeigt die Zeichnung von f(z). Man erkennt, dass der weifle Punkt 1 Valenz 8
hat und dass alle schwarzen Punkte Valenz 2 haben.

4 2 0 2 4 6 8
. . . 1 (z—1)8
Abbildung 22: Zeichnung von f(z) = g1 Py e ey e




9.2 Einsetzen von 2"

Durch Einsetzen von 2™ entstehen oft Serien von validen rationalen Abbildungen. Wir geben einige
Beispiele.

Beispiel 66 Sei n > 1. Wir betrachten die rationale Abbildung
f:PYC) = PHC): (z:w) = f((z:w)) == ((z" —w™)?: —4- 2" - w™);
vgl. Def. 10. Mit D = C\ {0} wird

f:D—)C:ZHf(z):_i.(Zn_l)Q

Zn

die zugehorige Einschrénkung nach C wie in Definition 12.

Es ist
fz2)=0 ©(:>"-12=0
S2"—1=0
< 2" =1.
Somit ist -
Wf:{eT|0<k<n—1}.
Es ist
fz)=1 & ("—1)2= —42"
S 2 9m 4 ] = —4"
S22 4241 =0
<:>(z”+1)2:()
& 2= —1.
Somit ist

mTi4+2wik

S;={e » [0<k<n-—1}

Also wechseln sich weifle und schwarze Punkte auf dem Einheitskreis ab.

Es ist
Pf = {O, OO}

Es ist

f'(z):—f-n-W:() o M= ] & g=e firem0< k<2n—-1.

Somit ist K; € W;US;UP;. Also ist f valide.

Die Ableitung f’ hat 2n verschiedene Nullstellen, deswegen sind alle Nullstellen des Zéhlers von
f" einfach. Daher haben alle Valenz 2; vgl. Def. 18. Insbesondere ist f rein.

Abbildung 23 zeigt die Zeichnungen von f(z) fir n € {1,2,3,4,5,6}. Man erkennt, dass f
genau 2n kritische Stellen auf dem Einheitskreis hat.
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Abbildung 23: Zeichnungen von f(z) = —1 - (z"Z;an

rechts.

fir n € {1,2,3,4,5,6} von oben links bis unten
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Beispiel 67 Sei n > 1. Wir betrachten die rationale Abbildung
f: PYC) = PY(C): (2: w) f((z cw)) = (" w16 2w (27— w?)P);

ik

vgl. Def. 10. Mit D =C\ ({0} U{e=» : 0 < k <4n—1}) wird

( 4n+1)4
16 - 247 - (247 — 1)

f:D—=C:zm f(z) =

die zugehorige Einschréankung nach C wie in Definition 12.

Es ist
fz)=0 < (24"+1)4:O
& = 1.
Somit ist .
W; = {efi ™0 |0 <k <dn—1}.
Es ist

fz)=1 & E"+1)*=16- z - (2
(4"+1) — 16 - 24 - (2
& (=624 1)2=0.

\—/\_/
I
=)

Wir erhalten

s=e%n . {3+ V8 fiirein 0 < k < 4n— 1.

Somit ist
= {e - §/3£VB|0<k<4n—1}.
Es ist .
={0}u{e™ |0<k<4n—1}U{oo}.
Es ist

n-(z"+ 13 (28" —6- 24" 4 1)
4 . <z4n _ 1)3 . pintl

f'(z) =

Wegen val((zg : 1), f) &' val(z, f) = V(z—20)(f'(2)) + 1 erhalten wir

A

Val(e4n+ﬁ2lnk f)=3+1=4fir0<k<4n—1

Vale2n 3+ 8 f—1—|—1—2fur() kE<4n — 1.

Wegen K » C WA U Sf U Pf ist f valide.

und

Wegen val((zg : wp), f) = 2 fiir (2 : wy) € S; ist f rein.

Die Abbildung 24 beschreibt die Zeichnungen von f(z) fir n € {1,2,3,4,5,6}. Man erkennt,
dass alle weiflen Punkte Valenz 4 und alle schwarzen Punkte Valenz 2 haben.
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(d) n=4,|W;|=16,[S;|=32 () n=5|W;|=20,[S;|=40  (f) n="6,|W;|=24,|S;| =48

Abbildung 24: Zeichnungen von f(z) fur n € {1,2,3,4,5,6}.

Beispiel 68 Sei n > 1. Wir betrachten die rationale Abbildung
f:PYC) = PYQ): (z:w) — f((z:w)) = (22" 14+ (2" —w") - w");

2rik

n 0<k<n—1} wird

vgl. Def. 10. Mit D = C\ {e

f:D—=C:z~ f(z2) L
: D2 z)=—-
4 zn—1
die zugehorige Einschrénkung nach C wie in Definition 12.
Es ist
f2)=0& 2" =0 2=0.
Somit ist
W; = {0}.
Es ist

fR)=1e22"=4-2"—-4 22" —4.2"+4=0
S (2"=2)2=0
&2t = 2.
Wir erhalten

2mik

z=e¢€ n ~C/§ﬁirein0<k<n—1.
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Somit ist

Es ist '
Pr={en |[0<k<n—1}U{oo}.

Es ist
Z2n71 . (Zn _ 2)

fz) = 4 (e —1)

Wegen Val((Zo : 1)’ f) Def. 18 Val(ZO7 f) = V(zfzo)(f,(z)) + 1 erhalten wir
val(0, f) =2n—14+1=2n

und
27r ik

valle ™™ /2, f)=1+1=2fir0<k<n—1.

Wegen Ky C W;US;UP; ist f valide. Wegen val((zo : wp), f) = 2 fiir (20 : wp) € S; ist f rein.

Abbildung 25 beschreibt die Zeichnungen von f(z) fir n € {1,2,3,4,5,6}. Man erkennt, dass
die weiflen Punkte Valenz 2n haben.

15
. ]
08
06 05 1
0.4
w KO
¢ [ ] 0s ‘ ‘ ‘
0.2 0.5 1
0.4
0.6 or o ] 1 i
0.8

1 05
0 1 2 -1 -1 1 1 -1.5

(a) n=1,val(0,f)=2-1=2 (b) n=2,val(0,f)=2-2=4 (c) n=3,val(0,f)=2-3=6

15 T T T T T 15

1 1 ir

oo S E

05 ] 05 ]
a 1 al ] 0.5
15 15 1

-1.5 -1 -0.5 0 05 1 15 -1 -05 0 05 1 15 15 15

(d) n=4,val(0,f)=2-4=8 (e) n=>5,val(0,f)=2-5=10 (f) n=26,val(0,f) =2-6=12

Abbildung 25: Zeichnungen von f(z) fur n € {1,2,3,4,5,6}.

65



9.3 Komposita von validen Abbildungen

Wir stellen einige Experimente vor, was Komposita valider rationaler Abbildungen angeht. Ein
allgemeines Kriterium, wann solche Komposita wieder valide sind, kennen wir nicht.

Beispiel 69
(1) Wir betrachten die rationale Abbildung
FiPHC) = PHC): (2 w) = J((z:w) = (—(2% —w?)? : 4- 2% 0?).

Mit D = C\ {0} wird
f:D—=C:zm f(z2)=—

A~ =
N
N

die dazugehorige Einschrankung nach C.

Es ist K; C€ W;US;UP; und val((z0 : wo), f) =2 fiir (20 : wo) € Ss; vel. §B. Also ist f rein.
(2) Sei §:= fof. Sei D=C\P, Seig:D — C die Einschréankung nach C.

Maple liefert K; € W, US; UF; und val((zo : wp), §) = 2 fiir (2 : wp) € Sy. Also ist § rein.

Abbildung 26 zeigt die Zeichnung von f(z) (links) und die Zeichnung von ¢(z) (rechts). Man
erkennt, dass alle schwarzen Punkte Valenz 2 haben.

1

0.8

0.6

0.4

0.2

s . e
0

1
0.5 1

R 1
-1 -0.5

Abbildung 26: Zeichnung von f(z) (links) und Zeichnung von g(z) (rechts).

Beispiel 70

(1) Wir betrachten die rationale Abbildung
FiPHC) = PHC): (2 w) = J((z:w) = (—(2° —w’)? : 4- 2% ).
Mit D = C\ {0} wird , ,
f:D—)C:sz(z)——jl-(zzg)l)
die dazugehorige Einschrankung nach C.

Mithilfe von Maple erhalten wir K; € W;US;UP; und val((zo : wo), f) =2 fir (z:w) €8

Also ist f rein.

f .
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(2)Sei@::fof.SeiD:(C\P@:{zG(C:Z#Oundz37é1}.8eig:D—>Cdie
Einschréankung nach C.

Maple liefert K; € W, US; UF; und val((zo : wo), §) = 2 fiir (2o : wp) € Sy . Also ist § rein.
(3)Sei h:=fofof SeiD=C)\ P, . Sei h : D — C die Einschréankung nach C.
Maple liefert K; € W; US; UP, und val((zo : wo), h) = 2 fir (2o : wy) € S;, . Also ist A rein.

Abbildung 27 zeigt die Zeichnungen von f(z), von g(z) und von h(z). Man erkennt, dass alle
schwarzen Punkte Valenz 2 haben.

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

151

051

-0.5r

-15¢

45 -1 05 0 05 1 15 2
Abbildung 27: Zeichnungen von f(z) (oben links), von g(z) (oben rechts) und von h(z) (unten).
Beispiel 71

(1) Wir betrachten die rationale Abbildung
f:PYC) = PHO): (z:w) = f((z:w)) = (—(z" —wh)?: 4. 21 wh).
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Mit D = C\ {0} wird

f:D—>C:zr—>f(z):_i.(Z4Z_41)2

die dazugehorige Einschrankung nach C.
Mithilfe von Maple erhalten K; € W;US;UP; und val((zo : wo), F) =2 fiir (z: wy) € S
Also ist f rein.

(2) Sei §:=fof.Sei D=C\ P;. Sei g : D — C die Einschrénkung nach C.

Maple liefert K; € W, US; UF; und val((zo : wo), §) = 2 fiir (2o : wp) € Sy. Also ist § rein.

Abbildung 28 zeigt die Zeichnung von f(z) (links) und die Zeichnung von g(z) (rechts).

2

o~y N

[ ) (] O —e-cecece— O
06t ] 05t
0.4
O .
0.2
L0) D s}

|

-0.2

0.4+ i 1
-0.6 1
® o e
> \ / 7
1 : & : -2

-1 0.5 0 0.5 1 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Abbildung 28: Zeichnung von f(z) (links) und Zeichnung von g(z) (rechts).

Beispiel 72
(1) Wir betrachten die rationale Abbildung

f:PYC) = PHQ): (z:w) — f((z:w)) = (4- (22 —w?)?®: 27 - 2% - w?).
Mit D = C\ {0} wird

f:D=C:zm— f(z2)= = ————

die dazugehorige Einschrankung nach C.
Mithilfe von Maple erhalten wir K; € W;US;UP;. Also ist f valide.
(2) Sei g := fof.SeiD=C \ P;. Sei g : D — C die Einschréankung nach C.
Maple liefert K; € W, US; UF; . Also ist ¢ valide.
Abbildung 29 zeigt die Zeichnung von f(z) (links) und die Zeichnung von g¢(z) (rechts).
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Abbildung 29: Zeichnung von f(z) (links) und Zeichnung von g(z) (rechts).

Beispiel 73
Wir betrachten das Kompositum h = f o g der validen rationalen Abbildungen
F:PHC) = PHC): (z:w) = f((z:w) = (" 14+ (22— w?) - w?)

und
G:PHC) = PHC): (z:w) = §((z:w)) == (—=(z* —w")?: 42" wh);

vgl. Beispiele 57 und 71. Die Abbildung h ist valide; vgl. §B.
Abbildung 30 beschreibt die Zeichnungen von f(2), g(z) und h(z).

08 \
[ )
0.6
04
0.2
°° ‘ ‘ ‘ D
o! ] 04
/ \ ]
-1 —0‘.5 0‘ 015 1
2 T T T T T T T

15l O |
NeoNE
of Oo:./ \éoo
°’i Q(%Z) |

2 . . . . . . .
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Abbildung 30: Zeichnung von f(z) (oben links), g(z) (oben rechts) und h(z) (unten).
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Beispiel 74
Wir betrachten das Kompositum h = f o g der validen rationalen Abbildungen
f:PYC) = PHQ): (z:w) — f((z:w)) := (—(22 —w?)? : 4- 2% w?)
und
G:PYC) = PHC): (z:w) = §((z: w)) := (22 : 22 —w?);
vgl. Bsp. 69.

Mithilfe von Maple erhalten K; € W; US; UP, und val((zo : w), h) = 2 fiir (2 : wg) € S; .
Also ist A rein.

Abbildung 31 zeigt die Zeichnungen von g(z) und von h(z).

Die Zeichnung von § hat noch den schwarzen Punkt oo, der in der Zeichnung von g¢(z) nicht
auftaucht. Fiir diesen Punkt oo gilt

val(oo, §) = val((1:0),9) = 2.

Die Zeichnung von h hat noch den weiBen Punkt co, der in der Zeichnung von h(z) nicht
auftaucht. Fiir diesen Punkt oo gilt

val(co, h) = val((1: 0), ) = 4.

15
10 1 8
6+
5t m
4 F

0t
5k ¢ -
2
4t
10F
6
-1 1 -8 I I I I I I I
101 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

Abbildung 31: Zeichnung von g(z) (links) und Zeichnung von h(z) (rechts).
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9.4 Bekannte Anwendungen

Wir betrachten noch Zeichnungen von in der Literatur vorkommenden rationalen Abbildungen.

Beispiel 75 Wir betrachten die rationale Abbildung

FiPYC) - PYHC): (z:w) — f((z:w)) = (4 (w? —wz+22): 2T - w? - 22 - (w — 2)?)
aus Wolfart [1, S. 3].
Mit D = C\ {0,1} wird

_ 213
f:D—>C:z'—>f(z):247~(zlz_(iti))2

die dazugehorige Einschriankung nach C.

Es ist
{ \/_1 .\/3}
= - —1—1".
Wy ) 2
Es ist
Sf:{—1,7,2}
Es ist
=10, 1,00}
Es ist \/_ \/_
1 V3 1
f—{ +1 2 2 177—1,572,071700}.

Wegen Kf C Wf U Sf U Pf ist f valide.
Wegen val((zg : wp), f) = 2 fiir (2 : wo) € S; ist f rein.

Abbildung 32 beschreibt die Zeichnung von f(z). In ihr erkennt man, dass die weilen Punkte
Valenz 3 und die schwarzen Punkte Valenz 2 haben.

1 ‘ ‘ ‘ ‘
—
©)

0.5

-0.5

‘/' SN~ I
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2

-1

Abbildung 32: Zeichnung von f(z) = 2% . (1—Z+22)3‘

22:(1—2)2
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Beispiel 76 Wir betrachten die rationale Abbildung
f:PYC) = PYQ): (z:w) — f((z:w)) = ((w® + 1424w +25)%: 108 - 24 - w? - (24 —w')?)

aus He [4, Tabelle, S. 012301-12].
Mit D =C\ {0,—1,1} wird

. ‘ 1 (141420428
f.DeC.sz(z)_@. P

die dazugehorige Einschrankung nach C.

Maple liefert | W;| =8 und [ S; | = 12.

Zudem liefert es K; € W;US;UP; und val((2o : wo), f) =2 fiir (20 : wo) € S;.
Somit ist f rein.

Abbildung 33 beschreibt die Zeichnung von f(z). Man sieht, dass die weilen Punkte Valenz 3
und die schwarzen Punkte Valenz 2 haben.

ol .0, O.

051

05

Abbildung 33: Zeichnung von f(z) = 155 - %.
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Beispiel 77 Wir betrachten die rationale Abbildung

FiPHC) = PYC): (z:w) = f((z:w) i= (4 (22 +2-w?) - (2% + 2 w?)? + wd)? -
27 (22 +2-w?)? - (22 + z-w?)t - wd)

aus He [4, Tabelle, S. 012301-12].
Mit D = C\ {-iv/2,iv2, —1,i,0} wird

. . _ 4 (242 (P24 1)
fiD=Cizm f(z) = o5 (22 +2)2- (3 + 2)

die dazugehorige Einschrankung nach C.
Maple liefert K i C Wf Us iU Pf. Also ist f valide.
Auflerdem liefert Maple, dass val((zo : wp), f ) =2 fiir (z0: wy) €S 7 gilt. Somit ist f rein.

Abbildung 34 beschreibt die Zeichnung von f(z). In ihr erkennt man, dass die weiflen Punkte
Valenz 3 und die schwarzen Punkte Valenz 2 haben.

151

05} O—@—Q)

05

151

-0.5 0 0.5

Abbildung 34: Zeichnung von f(z) = 5 - ((z(i;i)gggg(jffgi)g
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A Anhang: Matlab-Programm

Folgendes Matlab-Programm liefert die Zeichnung von f((z : w)) = (z* : w?), also von
flz) = 2°.
Hierbei ist die Schrittanzahl auf 100 gesetzt, was dazu fithrt, dass in der Ndhe von z = 0 die

Linien nicht ganz durchgezogen erscheinen. Dies kann durch die Erhéhung der Schrittanzahl
verbessert werden.

Aus Griinden der Berechnungsdauer wurde in unseren Anwendungen in §9 teilweise in Kauf
genommen, dass Einzelschritte noch zu sehen sind.

hold off;
syms z;
f =2z73; % hier wird die Gleichung eingegeben

steps = 100; % hier wird die Zahl der Intervallunterteilungsschritte festgelegt

single_step = 1/steps;
list = [1;
for k = 1:steps-1
eqn = f - k * single_step;
s = double(solve(eqn));
s list = [J;
for j = 1:length(s)
s_list = [s_list,complex(s(j))];

end

list = [list, s_list];
end
plot(list,’.k’);
hold on

eqn = £ - O;

s = double(solve(eqn));
s _list = [1;

for j = 1:length(s)
s_list = [s_list,complex(s(j))];

end

plot(s_list,’ok’,’MarkerSize’,12); 7 weisse Punkte
hold on

eqn = £ - 1;

s = double(solve(eqn));

s list = [J;

for j = 1:length(s)

s_list = [s_list,complex(s(j))];

end

plot(s_list,’ok’,’LineWidth’,6,’MarkerSize’,6); J schwarze Punkte
daspect([1 1 11)

Fir die Anwendung auf eine andere vorgegebene Funktion muss diese direkt in die dritte Zeile
eingefiigt werden.
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B Anhang: Maple-Anwendung

e Hiermit konnen die weiflen Punkte von f bestimmt werden: factor (f(z) ,complex) ;
Die Linearfaktoren von f liefern die Nullstellen von f(z), und diese sind unsere weiflen
Punkte.

e Hiermit konnen die schwarzen Punkte von f bestimmt werden: factor (f (z) -1, complex) ;
Die Linearfaktoren von f liefern die Nullstellen von f(z) — 1, und diese sind unsere
schwarzen Punkte.

e Hiermit kénnen die kritischen Stellen von f bestimmt werden: factor(diff (£(z),z));
Die Linearfaktoren von f’ liefern die Nullstellen von f’(z), und diese sind die kritischen

Stellen von f.

e Falls f (00) = oo ist, falls also in f der Grad des Zéhlers grofler ist als der Grad des
Nenners, dann kann folgendermaflen iiberpriift werden, ob f valide ist:

norma := u -> normal(u,expanded);
1 := [solve(diff(f(z),z)=0,z)]1;
m := map(norma,simplify(map(f,1)));

Wenn in der entstehenden Liste m nur Nullen und Einsen entstehen, dann ist f valide. Es

ist zu beachten, dass die Stellen mit dem Wert oo bei der Uberpriifung, ob f valide ist,
keine Rolle spielen, da sie ohnehin in P; liegen.
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