Liealgebren

Matthias Kiinzer

Universitat Stuttgart

27. September 2024



Inhalt

Grundlagen
1.1 Algebren und Liealgebren . . . . . . . . ...
1.2 Ideale, Zentrum, Zentralisator, Normalisator . . . . . . . . . . ... .. ... .. ... ...
1.2.1 Ideale . . . . . . . e e
1.2.2 Zentrum . . . . . . .. e e
1.2.3 Zentralisator, Normalisator . . . . . . . . . . . . . .. ...
1.3 Jordan-Zerlegung (gewdhnlich) . . . . . .. .. L oo
Auflésbar, halbeinfach und nilpotent
2.1 Begriffe fiir Liealgebren . . . . . . . . . . . ..
2.1.1 Auflésbar . . . .o e
2.1.2 Halbeinfach . . . . . . . . L
2.1.3 Nilpotent . . . . . . . e
2.2 Satzvon Engel . . . . . . ... e
2.3 Satzvon Lie. . . . . .
2.4 Killingform . . . . . . . . . e
2.5 Cartan-Kriterium . . . . . . . ...
2.6 Zerlegung halbeinfacher Liealgebren . . . . . . . . . . . . ... ... ... .........
2.7 Eine Ubersicht . . . . . . . . . . . ..
Moduln
3.1 Definition . . . . . . . oL e
3.2 Das Casimir-Element . . . . . . .. . ...
3.3 Satzvon Weyl. . . . . . . e
3.4 Jordan-Zerlegung (abstrakt) . . . . . .. ...
3.5 Moduln von sla(K) . . . . oo o
Wurzelsystem einer halbeinfachen Liealgebra
4.1 Tori . .. e
4.2 Wurzelraumzerlegung . . . . . . . . ..o
4.3 Maximaler Torus ist selbstzentralisierend . . . . . . . ... .. .. ... ... ... ..
4.4 Wurzeln und ganze Zahlen . . . . . . . ..o oL o
4.5 FEin reeller euklidischer Raum . . . . . . . .. ... . o
4.6 Zusammenfassung . . . ... L. Lo

Wurzelsysteme allgemein

5.1 AXiome . ... e
5.2 Weylgruppe . . . . . o e e
5.3 Wurzelpaare . . . . . . . . ..
5.4 Zwei euklidische Bemerkungen . . . . . . . ... L L L
5.0 Basen . ...
5.6 Weylgruppe und Basen . . . . . . .. Lo
5.7 Cartanmatrix und Dynkingraph . . . . . . . . ... oL Lo
5.8 Komponentenzerlegung . . . . . . ..o
5.9 Klassifikation einfacher Wurzelsysteme . . . . . . . . ... oo oL oL
5.10 Ubersicht bis hier . . . . . . . . . . . ..



A Aufgaben und Lésungen

A.1 Aufgaben
A.2 Losungen

Verzeichnis der Sitze

Satz 40
Satz 43
Satz 50
Satz 68
Satz 70
Satz 91
Satz 107
Satz 145
Satz 164

§2.2
§2.3
§2.5
§3.3
§3.4
§4.3
§4.6
§5.6
§5.9

R R R R

21
24
28
38
41
o1
59
73
89

Engel

Lie

Cartan

Weyl

Jordan, abstrakt

Wurzelraumzerlegung

Whurzelsystem einer halbeinfachen Liealgebra
Basensymmetrie

Klassifikation



Vorwort

Eine Liealgebra ist der “Keim” einer Liegruppe. Liealgebren verhalten sich in mancher
Hinsicht wie Gruppen, sind aber “lineare Objekte” und als solche den Methoden der
Linearen Algebra zugéinglich.

Hier sollen Liealgebren unabhéngig von ihrem Zusammenhang mit Liegruppen behandelt
werden. Insbesondere wird nur Lineare Algebra vorausgesetzt; davon e.g. die Hauptraum-
zerlegung fiir Endomorphismen.

Auf Ubungen und Lésungen wird im Skript manchmal Bezug genommen, sie sind daher
als Bestandteil des Skripts anzusehen.

Dieses Skript ist im Ergebnis eine etwas ausfiihrlichere Version eines Teils des Buchs
von J.E. HUMPHREYS [4], erstellt unter Verwendung der Skripte von G. Hiss [3] und
W. SOERGEL [8]. Dank geht an S. THOMAS fiir das Erstellen von [3]. Konjugiertheit
maximaler Tori wird nach G.A.A. MICHAEL [7] behandelt, unter Verwendung der Aus-
arbeitung von M.C. THOMPSON [9]. Die Verantwortung fiir Fehler und Mifiverstandnisse
im vorliegenden Skript trage ich natiirlich selbst.

Fiir die Entstehungsgeschichte der Klassifikation der einfachen Liealgebren iiber C ver-
weisen wir auf [2].

Dank geht an ANDREAS BACHLE fiir zahlreiche Korrekturen und Verbesserungen. Dank
geht an DANIELA-MARIA COCOCEANU, FABIAN DYGA, VANDA EGGERT, DOMENICA
GUsso, FABIAN HARTKOPF, Liviu-LUCIAN IONESI, TILLMANN KLEINER, SIMON PA-
RIDON und TOBIAS WALTER fiir Korrekturen und Verbesserungen.

Fiir weitere Hinweise auf Fehler und Unklarheiten bin ich dankbar.

Stuttgart, Sommer 2010, ergdnzt im Sommer 2014

Matthias Kiinzer



Konventionen.
e Werden in einer Aussage mehrere Teilaussagen kommentarlos aufgelistet, so wird die Giiltigkeit
jeder Teilaussage behauptet.
e Ist X eine Menge, so stehe “fiir x € X” kurz fiir “fiir alle z € X”.
e Ist X eine Menge, so bedeute Y C X, daB Y C X und YV # X.
e Ist X eine endliche Menge, so bezeichne |X| die Anzahl ihrer Elemente.

e Sei (X, <) ein Poset, i.e. eine teilgeordnete Menge. Es heifit € X minimal, falls es kein y € X
mit y < x gibt. Es heifit € X initial, falls z < z fiir alle z € X gilt. Es heifit z € X mazimal,
falls es kein y € X mit x < y gibt. Es heifit € X terminal, falls z < « fiir alle z € X gilt.

e Sind f : X— X' und g := Y —Y’ Abbildungen, so sei f x g : X XY — X' x Y/,
(z,y) — (f(2),9(y))-

e Wir schreiben Abbildungen links. I.e. ist X I Y eine Abbildung und = € X, so bezeichnet f(z)
oder fx das Bild von x unter f.

e Sei f : X —Y eine Abbildung. Sei X’ C X, Y/ C Y und f(X’) C Y’. Wir schrei-
ben f|% : X' —Y', 2/ f(2') fiir die Einschrinkung. Ist Y’ = Y, so schreiben wir auch
flxr == fl% . Ist X’ = X, so schreiben wir auch f|¥ := f|¥ .

e Die identische Abbildung auf einer Menge X wird idx, 1x, oder, falls keine Verwechslungsgefahr
besteht, id oder 1 geschrieben.

e Sind X und Y Teilmengen einer Menge, so bezeichnet X 'Y ihre Vereinigung, falls X NY = (.
e Sind z, y Elemente einer Menge, so sei 0, , =1 falls x = y und 0, := 0 falls = # y.

o Ist a € Z, so schreiben wir Z>, :={z € Z : z > a}, etc.

e Sind a, b € Z, so schreiben wir [a,b] := {z € Z : a < z < b} fiir das ganzzahlige Intervall.

e Sein € Zzg . Der Binomialkoeffizient () sei gleich 0 fiir k € Z \ [0,7].

e Ist R ein kommutativer Ring und sind a, b, ¢ € R, so bedeute b =, ¢, dafl es ein z € R mit
ax = b — c gibt.

e Wird nichts Gegenteiliges spezifiziert, so liegt allen verwendeten Begriffen der Linearen Algebra
etc. der eingangs eines Abschnittes oder einer Aufgabe erwihnte Korper zugrunde.

e Figenschaften wie die Linearitiit einer Abbildung oder die Teilraumeigenschaft einer Teilmenge
werden oft dem Leser zur Verifikation {iberlassen.

e Sei K ein Korper. Seien m, n > 0. Es bezeichnet K™*" den Vektorraum der Matrizen der Form
m x n mit Eintrigen in K. Wir identifizieren End(K"™*1) mit K"*".

e In Matrizen steht * fiir einen nicht niher bestimmten Eintrag, oder fiir mehrere solche. Ein leerer
Eintrag steht hingegen fiir einen Eintrag 0.

e Sei K ein Korper. Sei n > 0. Seien a; € K fiir i € [1,n].
Schreibe diag(a1 , ..., a,) := ( 1 ) € K™, Sei E, := diag(1,..., 1) € K™*™,

Fir ¢, j € [1,n] bezeichne e; ; € K™*™ die Matrix, die an Position (¢, ) den Eintrag 1 hat, und
ansonsten 0.

e Die Spur einer Matrix g wird tr(g) geschrieben (engl. trace). Genauso die Spur eines Endomor-
phismus eines endlichdimensionalen Vektorraums.

e Die Transponierte einer Matrix g wird ¢° geschrieben.



e Der Nullvektorraum wird 0 = {0} geschrieben.
e Ist V ein Vektorraum und M C V eine Teilmenge, so sei (M) C V das Teilraumerzeugnis von M.

e Ist V ein Vektorraum iiber einem Korper K und ist p € K, so schreiben wir auch p := pidy €
EndV.

e Ist V ein Vektorraum iiber einem Korper K, so bezeichnet V* den Dualraum, bestehend aus den
linearen Abbildungen von V' nach K.

e Ist G eine Gruppe und U C G, so bedeute U < G, dafl U eine Untergruppe von G ist, und U < G,
daB U ein Normalteiler von G ist.

e Ist G eine Gruppe und M C G eine Teilmenge, so sei (M) das Untergruppenerzeugnis von M, i.e.
(M) :={mP*m3*---mi* : k>0, m; € M und g; € {—1,+1} fiir i € [1,k] } (*).

e Die imaginére Einheit in C wird mit i bezeichnet.

e Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper K. Sei
x € EndV und X ein Eigenwert von x von algebraischer Vielfachheit «. Sei § > a. Es bezeichnet
E,(\) := Kern(z — \) den Eigenraum und H,()\) := Kern((z — A\)*) = Kern((z — A)?) den
Hauptraum von x beziiglich \. Ist A kein Eigenwert von z, so setzen wir E,(\) = H, () := 0. Wir

schreiben
H,(#£0) = &y H,(\) = @ H(N.
AEK~{0} AeK~{0}
A Eigenwert von «
e Sei g eine Liealgebra; cf. Definition 1.(3). Sei h C g. Es besagt h < g, daBl b eine Teilalgebra in g
ist, und h < g, daB b eine solche ungleich g ist; cf. Definition 4. Es besagt h < g, dafl h ein Ideal
in g ist, und h < g, daf h ein solches ungleich g ist; cf. Definition 11.

e Sei E ein Vektorraum iiber R. Sei |—,=] : E x F— R eine positiv definite symmetrische
Bilinearform. Fiir Teilmengen X, Y C FE schreiben wir X 1 Y, und sagen, X sei orthogonal zu
Y, falls |z,y] =0 fiir z € X und y € Y. Wir schreiben auch z L Y fiir {z} LY, etc.

!Diese ansonsten ungebriuchliche Notation wird nur wegen der Verwechslungsgefahr mit dem Teil-
raumerzeugnis verwendet.



Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Algebren und Liealgebren

Sei K ein Korper.

Definition 1

(1) Eine Algebra (iiber K) besteht aus einem Vektorraum A (iiber K) und einer bilinea-

ren Abbildung A x A 0, A, (a,b)—a - b = ab, ihrer Multiplikation. Geschrieben
wird sie haufig nur A = (A4, -).

(2) Eine Algebra A heifit assoziativ, falls (ab)c = a(be) ist fiir a, b, ¢ € A.
(3) Eine Algebra A heifit Liealgebra, falls aa = 0 und a(bc) + b(ca) + c(ab) = 0 ist fiir
a, b, c € A.

In der Regel werden Liealgebren mit kleinen Frakturbuchstaben (%) geschrieben.
Sei also g eine Liealgebra. Thre Multiplikation wird in der Regel [g,h] := gh fur
g, h € g geschrieben, genannt Lieklammer. Mithin ist

l9,9] = 0 und [g,[h,k]] + [, [k, g]] + [k, [g,h]] = O fir g, h, k€ g.

Zweitere Bedingung heiflt Jacobi-Identitdt. Erstere hat

l9,h] = [9,h] +[9,9] + [h,g] + [h,h] = [h,g] = [9+h,g+h]—[h,g] = —[h,g]

fiir g, h € g zur Folge.
Es heifit g abelsch, falls [g, h] = 0 ist fur g, h € g.

2resp. Siitterlin- oder Schreibschriftbuchstaben



Bemerkung 2 Ist (A, -) eine assoziative Algebra, so ist (A, [—, =]) mit dem Kommutator
la,b] == ab—ba fir a, b € A eine Liealgebra.

Beweis. Fiir a, b, ¢ € Aist [a,a] = aa — aa = 0 und

[a, [b, c]] + (b, [¢, al] + [c, [a, 1]
= (a(bc — cb) — (bec — c¢b)a) + (b(ca — ac) — (ca — ac)b) + (¢(ab — ba) — (ab — ba)c)
= abc — acb — bca + cba + bea — bac — cab + acb + cab — cba — abe + bac
= 0.

Beispiel 3

(1) Sei V ein Vektorraum. Sei gl(V') die der assoziativen Algebra EndV gemif Be-
merkung 2 zugeordnete Liealgebra (engl. general linear). Fiir lineare Abbildungen
g, h € gl(V)=EndV ist also [g,h] =goh—hog.

Es ist e.g. gl(K) eindimensional und abelsch.

(2) Sei n > 0. Sei gl,(K) die der assoziativen Algebra K™*" gemiafl Bemerkung 2
zugeordnete Liealgebra. Fiir Matrizen g, h € gl,(K) = K™ ist also [g,h] =
gh — hg.

Definition 4 Sei A eine Algebra.

Ein Teilraum B C A heifit Teilalgebra, falls bb' € B liegt fiir b, b’ € B; symbolisch B < A
geschrieben.

Diesenfalls ist B = (B, (+)|2, z) wieder eine Algebra.

Ist A assoziativ, dann auch B. Ist A eine Liealgebra, dann auch B.

Beispiel 5
(1) Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Sei
sl(V) = {gegl(V) : tr(g9) =0}

(engl. special linear). Sind g, h € s[(V') (oder auch nur in gl(V')), so ist tr([g, h]) =
tr(g o h) — tr(h o g) = 0 und also auch [g, h] € sl(V'). Somit ist s[(V') < gl(V).

(2) Sei n > 0. Wie in (1) ist sl,(K) :={g € gl,(K) : tr(g) =0} < gl,,(K).

(3) Sei g eine Liealgebra. Sei g € g. Es ist (9) = {Ag : A € K} < g eine abelsche
Teilalgebra.



Definition 6 Seien g und b Liealgebren. Sei g —~ b eine lineare Abbildung. Es heiBt ¢
ein Morphismus (von Liealgebren), falls ¢([g, ¢']) = [¢(9), ¢(¢')] ist fir g, ¢ € g.

Ist g —"» b ein Morphismus, dann ist ¢(g) < b.
Esist e.g. g 0, b ein Morphismus.

Ein bijektiver Morphismus heifit Isomorphismus (von Liealgebren); symbolisch g -+ b
geschrieben; cf. Aufgabe 1.(3). Gibt es einen Isomorphismus g-—~»b, so heilen g und b
isomorph. Isomorphe Liealgebren haben dieselben Eigenschaften.

Die Relation der Isomorphie von Liealgebren ist reflexiv (via Identitét), symmetrisch (via
Inverser) und transitiv (via Kompositums) auf der Menge der Liealgebren. Die diesbeziigli-
chen Aquivalenzklassen heiflen Isoklassen. Die Isoklasse von g werde [g] geschrieben.

Ein Isomorphismus (von Liealgebren) g = g heilt Automorphismus (der Liealgebra g).

Beispiel 7 Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum. Sei n := dim V.

(1) Es ist tr : gl(V) —gl,(K) = gl(K) ein Morphismus. Denn fiir g, h € gl(V) ist
tr(g, h] =0 = [trg, trh].

(2) Wahle in V eine Basis. Die Abbildung, die einem linearen Endomorphismus von V'
seine beschreibende Matrix beziiglich unserer Basis zuordnet, ist ein Isomorphismus
gl(V) = gl,,(K) von Liealgebren, der zu einem Isomorphismus s[(V') = sl,,(K’) von
Liealgebren einschrankt.

Dazu habe der lineare Isomorphismus [ : K™ =V die gewéhlten Basiselemente als
Bilder der Standardbasisvektoren.

Wir haben die bijektiven linearen Abbildungen

gL (K) 2 gi(K™) 2 (V)

A — (z— A -2
o — Boaof!

Esgilt p(A-A)=(x—A-A-z)=(@x— A-z)o(x— A 2)=p(A)opA4)
und folglich auch ¢([A,A]) = (A A — A - A) = pA- - A) — p(A - A)
= p(A)op(A)—p(A)op(A) = [p(A), p(A)] fiir A, A" € gl,(K)= K™". Folglich
ist ¢ ein Isomorphismus von Liealgebren.

Es gilt ¢(aoa’) = Boaoca’ o' = Boaofofoa’ o™ = 1h(a)orh(a’) und folglich
auch ¢ ([a, o']) = ¢(aod/ —a’oa) = P(aca’)=h(a'oa) = P(a)orp(af) —ih(c/)orh(a) =
[Y(a), ()] fiir a, o € gl(K™). Folglich ist ¢ ein Isomorphismus von Liealgebren.

Sei nun A die beschreibende Matrix zu einem linearen Endomorphismus v : V' — V.
Man beachte, dafl 37!(v) € K" der Koordinatenvektor von v € V beziiglich unserer
Basis ist. Also ist A - 57 *(v) = 87 (y(v)) fiir v € V nach Definition von A, i.e.
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B(A- 71 (v)) = y(v) fiir v € V. Mit anderen Worten, es ist fo(zx — A-x)o 37! =
Mit anderen Worten, es ist ¢(¢(A)) = . Mit anderen Worten, es ordnet

o= ¢ oy gl(V) = gl,(K)

unserem linearen Endomorphismus v seine beschreibende Matrix A zu.

Nun ist auch 0 = o=t 09! ein Isomorphismus von Liealgebren, wie behauptet; cf.

Aufgabe 1.(3).

Fiir die Einschrénkung nach 0\2{’(}, : sl(V) —»sl,(K) beachten wir, daf tr(y) =

tr(o(y)) gilt fir v € gl(V) nach Definition der Spur. Folglich ist genau dann
v € sl(V), wenn o(v) € sl,(K) liegt.

Definition 8 (adjungierter Morphismus) Sei g eine Liealgebra.
Setze

Kurz, adg g = [g, —].

Bemerkung 9 Sei g eine Liealgebra. Es ist ady : g— gl(g) ein Morphismus.

) adg|2da(e)
Insgesamt ist also g

ady(g) < gl(g) -

Cf. auch Aufgabe 6.

Beweis. Seien g, h € g. Es wird

(ady[g, h))(x) = [lg,h], ]
= —lz,]g,hl]
= [g. [h,al] + B [, g]
= (adgg)((adg h)(x)) — (adg h)((adg )(2))
= J[ad, g, ad, h](x)
fir x € g. Folglich ist ady[g, h] = [ady g, ady . -

Bemerkung 10 Sei V' ein Vektorraum.

Ist v € EndV = gl(V') nilpotent, so auch adgyz € Endgl(V).

Beweis. Mit Induktion erkennt man, da8 fiir y € gl(V') und m > 0

(adgi) 2)"(y) = Z (—1)’ (T) " " oyoua
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ist. In der Tat steht fiir m = 0 hier auf beiden Seiten y; fiir m > 1 erhalten wir

(adgivy 2)™ (y)
(adgv) )(Zze[Om g(=D (") e oy o)
= (Xicom- 11 (") am oy oat) = (Eigomoy (=1 (M) @ T oy ot
= (Z i€[0,m— 1] DF (") am oy oat) — (Zie[l,m}(_l)i_l (7o) am oy oat)
- (216[0 m]\" (mz 1) “oyo xl) + (Zie[o,m}(_l)i (T—_11> ™ oyo xz)
Yo (D () 2oy o

Ist also 2™ = 0 fiir ein m > 0, so ist (adg) z)*™ = 0. o

1.2 Ideale, Zentrum, Zentralisator, Normalisator

Sei K ein Korper. Sei g eine Liealgebra.

1.2.1 Ideale

Fiir Teilmengen X, Y C gsei [X,Y]:=([z,y] : v € X,y € Y). Ist X = {z} einelemen-
tig, so schreiben wir auch [z,Y] := [{z}, Y]; analog in zweiter Stelle.

Definition 11 Ein Teilraum a C g heiit Ideal (oder normale Teilalgebra), falls [a, g] C a
ist; symbolisch a < g geschrieben.

Beachte, daB fiir einen Teilraum a C g die Aussage [g,a] C a zur Aussage [a,g] C a
dquivalent ist; cf. Definition 1.(3).

Ist a < g, dann ist auch a < g.

Beispiel 12

(1) Ist g2~ b ein Morphismus von Liealgebren, so ist Kern ¢ := ¢~1(0) < g. Denn ist
a € Kernpund g € g, soist pla, g] = [¢a, pg] = [0, ¢g] = 0, und also [a, g] € Kern .
Cf. auch Aufgabe 4.(2.1).

Es ist e.g. s[(V) = Kern(gl(V) =~ gl(K)) < gl(V) fiir einen endlichdimensionalen
Vektorraum V.

(2) Esist h:= (§ &) < gly(K) kein Ideal, da e.g. [(0) . (60)] = (10) € b-

Definition 13 Es heifit g einfach, wenn g nichtabelsch ist und nur die Ideale 0 und g
besitzt.
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Cf. e.g. Aufgabe 3.

Bemerkung 14

(1) Ist a < g, so ist der Faktorraum g/a vermdge [g + a,g + a] = [g,9] + a fiir
g, g € g eine Liealgebra, genannt Faktoralgebra von g nach (oder modulo) a.
Die Restklassenabbildung

1st ewn Morphismus.

(2) Sei g—2~b ein Morphismus von Licalgebren. Dann haben wir den Isomorphismus

g/Kernp 2= o(g)
g+Kemp +— ¢(g).

Beweis. Siehe Aufgabe 4. 5

Kernp < g ‘ b

&

g/ Kernp ——= (g)

Bemerkung 15

(1) Seig=a;®---Pa, fireinn > 0 und a;, < g fiir alle 7 € [1,n]. Dann ist [a;, a;] =0
fliri, j € [l,n] mit ¢ # 7 und a; € a;, a5 € aj,da [Cli, aj] - aiﬂajzo. Somit wird
lai+-+a,,d +---+a]=[ar, d]+ - +[an, ] fir a;, a; € q; fiir i € [1,n].

(2) Sind umgekehrt Liealgebren by, ..., b, fiir ein m > 0 gegeben, so wird die direkte
Summe h = by & --- @ b, zu einer Liealgebra vermoge

[(hla'-'>hm)>(h/17""h;n)] = ([h1, hll]?"'a[hmv h;n])

fir h; € b; fiir ¢ € [1,m]. Darin ist dann bh; < b fiir ¢ € [1,m] und [b;, h;] = 0 fiir
i, j € [1,n] mit i # j.

1.2.2 Zentrum

Bemerkung 16 Es hat g das Zentrum 3(g) := Kernadg ={z € g : [2,9] =0} <g.
Es ist 3(g) abelsch.
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Insgesamt ist

adg

3(9) < g — g/3(a) =+ ady(g) < gl(g);
cf. Bemerkung 14. Cf. auch Aufgabe 6.

Beispiel 17 Sein > 0. Es ist 3(gl,(K)) = (E,).

1.2.3 Zentralisator, Normalisator

Sei V' C g ein Teilraum. Sei h < g.

Definition 18
(1) Seing(V):={geg: [g,V] CV} der Normalisator von V in g.
(2) Seicg(V):={geg: [g,V] =0} der Zentralisator von V in g.

Bemerkung 19
(1) Esist ng(V) < g. Esist h < ny(h) < g.
(2) Esist [V,¢g(V)] =0 und ¢;(V) < g. Es ist 3(g) = ¢4(g).

Beweis. Siehe Aufgabe 5. 0

1.3 Jordan-Zerlegung (gewdhnlich)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. l.e. zerfalle jedes normierte Polynom
f(T) € K[T] in ein Produkt von Linearfaktoren.

Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum. Sei n :=dim V. Sei € End V.

Beispiel 20 Es ist der Korper C der komplexen Zahlen algebraisch abgeschlossen. Siehe
e.g. [6, §4.5.2.1].
Definition 21

(1) Es heifit = halbeinfach, falls x diagonalisierbar ist, i.e. falls sein Minimalpolynom
t(7T") nur einfache Nullstellen hat.

(2) Es heifit weiterhin x nilpotent, falls es ein & > 0 mit ¥ = 0 gibt, i.e. falls sein
Minimalpolynom . (7") eine Potenz von T ist.
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Lemma 22 (Jordan, gewohnlich)

(1) Es gibt genau ein Paar (xgs, Tgn) € (End V) x (End V') so, daff x4 halbeinfach, xqy,
nilpotent, ¥ = Tgs + Tgn UNA Tgs © Tgn = Tgn © Tys 15t (3).

(2) Es gibt Polynome f(T), g(T) € K[T| mit f(0) =0, g(0) =0, f(T)+g(T)=T
und xgs = f(2), Ten = g(z).

(3) Sei\ € K ein Eigenwert von x. Es ist A\ auch ein Eigenwert von x4 . Der Hauptraum

von x zum Eigenwert X ist gleich dem Eigenraum von x. zum Eigenwert \; i.e
H,(A) = E; (V).

Das Paar (xg, Tgn) heifit gewdshnliche Jordanzerlegung von x. Cf. Satz 70 unten.

Es ist # = x4 genau dann, wenn x halbeinfach ist. Es ist * = 2, genau dann, wenn z
nilpotent ist. Beides ergibt sich aus (1).

300

Ad hoc kann man mit (1) e.g. sehen, da8 fir K = C, V = C3 und z = (8(7)%) sich
300 000 .

Tgs = (889) und g, = (886) ergeben miissen.

Beweis zu Lemma 22. Das charakteristische Polynom werde zerlegt in x.(7)
[Ticipm (T — )% mit m > 0, mit A; # A; fiir ¢ # j und mit ; > 1, wobei 4, j € |

1
Wir haben die Hauptraumzerlegung V' = @,y ) Ha(Ai) = @ic1 Kern((m — X)) ;
[6, §4.3.1].
Sei f(T) =@-r)e A; fiir alle ¢ € [1,m] und, falls alle \; # 0, dazuhin f(T°
Dies ist moglich mit dem Chinesischen Restsatz; cf. Aufgabe 8. Setze g =
g(T):=T — f(T). Setze xgy, = g(x) = — Xy .
Es ist z4(H,(N;)) € Hy(\;) fiir @ € [1,m], da x4 ein Polynom in z ist und daher mit
(x — \)* vertauscht. Fiir i € [1,m] gibt es ein hy(T) € K[T| mit f(T) — N\ =
hi(T)(T — \;)™, woraus

Hx )\1 (77

(e = M) = (F(@) = My = () o (= X))

folgt. Also ist H,(\;) € E,, (\i). Da dies fiir alle 7 € [1,m] gilt, hat V' eine Basis aus
Eigenvektoren von z, , i.e. 74 ist diagonalisierbar.

Da ferner V' = @,cpy y He(Ni) = @icppm Eae (Vi) ist, folgt aus Dimensionsgriinden
H,(N\i) = E; . (N) fir i € [1,m)].

1,
Fiir i € [1,m] ist zg,(H,(\;)) € Hy(N;) und

.
ct.

)
fx ) Sel

H:C()‘z) —
(Ni) T 0

6% Ha (A _ g |Ha A . a; Hz(A; .
E&; = (:E - IgS> |HIE>\Z; = (:L’ - )\i) () — 0.

(Tgn) Ha(\)

Daher ist (2, )™*icitm * = ( und also xg, nilpotent.

3engl. semisimple, nilpotent
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Ferner ist & = g5 + Ty und Zgs © Ty = f(2) 0 g(x) = g(z) 0 f(x) = Tgn 0 Tys.

Bleibt die in (1) behauptete Eindeutigkeit zu zeigen. Sei & = g5 + Tgn Und Tgs © Tgy =
T gnOTgs Mit Tgs halbeinfach und Z4, nilpotent. Es vertauschen Zys und Ty, mit Tgs+Tn = 2
und also auch mit f(z) = x4 und g(z) = xg, . Somit ist xg — T4 halbeinfach und g, — Tgn
nilpotent; cf. Aufgabe 10.(2). Da sich aber zgs — Tgs = Tgn — Zgn ergibt, folgt z4s = Ty
und Zgn = Ty - o

Bemerkung 23 Sei (vq,..., v,) eine Basis von V mit x450; = pv; fir i € [1,n], wobei
w € K. Firi, j € [1,n] seie; ; € EndV durch e; jur, = 0;,v; fir k € [1,n] definiert.

(1) Es ist (adgv)(@gs))(€i,5) = (i — py)es; fird, j € [1,n].

(2) Es ist adgv)(2gs) = (adgv) @)gs und adgvy(@gn) = (adgvy @)gn in End gl(V).

Beweis. Wir schreiben kurz g := gl(V').
Zu (1). Es ist

((adg(zgs))(ei ) (k) = [gs, €is](vr)

(gs © €15 — €35 © Tgs) (Vi)
Tgs (0 kvi) — i, 5 (11rVx)
aj,k#ivz‘ - #kaj,kvi
14:0; 1V — 150; Vs

= ((i — pj)eqj)vn

fir k € [1,n] und also (adgy(wgs))(€i ;) = (i — p15)€s, ;-

Zu (2). Wir haben zu zeigen, dafi ady(z,s) halbeinfach, adg(ze,) nilpotent, ady(zgs) +
adg(zen) = adgz und adg(zys) 0 ady(zen) = ady(zen) 0 adg(wys) ist; cf. Lemma 22.(1).

Nach Bemerkung 10 ist adg(z4,) nilpotent. Es ist adg(7gs) + adg(zgn) = ady . Ferner ist
adg(2gs) 0 adg(rgn) — adg(rgn) 0 adg(2es) = [adg(2gs), adg(2gn)] = adg[gs , 2gn] = adg0 = 0;
cf. Bemerkung 9. Schlielich ist adg(xgs) halbeinfach, da die Basis (e; ; : 4, 7 € [1,n])
von g dank (1) aus Eigenvektoren von ady(zg) besteht. -



Kapitel 2

Auflésbar, halbeinfach und nilpotent

2.1 Begriffe fiir Liealgebren

Sei K ein Korper. Sei g eine Liealgebra. Sei a < g. Sei h < g.

2.1.1 Auflosbar

Bemerkung 24

(1) Sei g—~ g ein Morphismus von Liealgebren.

Es ist @([X, Y]) = [p(X), o(¥)] fiir X, ¥ C g.

(2) Esist [g,g] < g; cf. Aufgabe 11.
Es ist g/[g, g] abelsch.
Ist g/a abelsch, dann ist [z, y]+a = [xr+a,y+a] =0 fiir z, y € gund also [g,g] C a.

Definition 25 Schreibe g® := g und g"*") = [g™, g™] C g™ fiir n > 0.
Es ist g™ < g fiir n > 0; cf. Aufgabe 11.
Es heifit g auflosbar, falls ein n > 0 mit g™ = 0 existiert.

Sprechen kann man g™ als “Skript g rund n”.

Beispiel 26 Ist g = (§ &) < gly(K), dann wird g = (§§) und g® = (§9) ; was zeigt,
daBl g auflosbar ist. Cf. Aufgabe 13.

Bemerkung 27
(1) Ist g auflosbar, so auch g/a.

16
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(2) Ist g auflosbar, so auch .
(3) Sind a und g/a auflésbar, so auch g.
(4) Sind b und a auflosbar, so auch b+ a; cf. Aufgabe 4.(2.v).

Beweis.
Zu (1). Es ist pga(g™) = (g/a)™ fiir n > 0; cf. Bemerkung 24.(1).
Zu (2). Es ist h™ < g™ fiir n > 0.

Zu (3). Seien m, n > 0 mit a™ = 0 und (g/a)"™) = 0. Aus pgq(g™) = (g/a)"™ = 0 folgt
g™ C a und also g"*™ C a(™ =0,

Zu (4). Esist (h + a)/a ~ h/(h N a) auflosbar nach (1); cf. Aufgabe 4.(2.v). Da auch a
auflosbar ist, folgt mit (3), dafl auch b + a auflosbar ist. o

2.1.2 Halbeinfach

Sei g endlichdimensional.

Bemerkung 28 (und Definition) Fs gibt ein auflosbares Ideal vad(g) in g, das
Radikal von g, welches jedes auflosbare Ideal von g enthdlt. I.e. tad(g) ist das termi-
nale auflosbare Ideal in g.

Beweis. Sei t ein auflosbares Ideal maximaler Dimension in g ; existent, da 0 auflésbar und
g endlichdimensional ist. Sei ¢ < g auflésbar. Wire ¢ € ¢, so wire dim(t+¢) > dimt, aber
t + ¢ nach Bemerkung 27.(4) auflosbar, was der Wahl von v widerspricht; cf. Aufgabe 11.
Setze tad(g) :=t. o

Beispiel 29 Ist char K = 0, dann ist tad(gly(K)) = (Es) ; cf. Aufgabe 13.(5).
Definition 30 Ist tad(g) = 0, so heifit g halbeinfach.

Bemerkung 31
(1) Es ist g/tad(g) halbeinfach.

(2) Ist g einfach, so ist g halbeinfach.

Beweis.

Zu (1). Ist 0 < g/vad(g) auflosbar, so auch p~1(d) < g, da p~1(0)/vad(g) =
p(p~1(d)) = 0; cf. Aufgabe 4.(2.i), Bemerkung 27.(3). Also ist p~'(d) C vad(g), und
somit 0 = p(p~1(d)) = 0. Insbesondere ist tad(g/tad(g)) = 0.
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Zu (2) Da g einfach ist, enthilt es nur die Ideale 0 und g. Daher ist auch g* € {0, g}. Es
ist g # 0, da g nicht abelsch ist. Also ist gt") = g. Daher ist g nicht auflésbar, folglich
tad(g) < g, und also muf} tad(g) = 0 sein. 5

Bemerkung 32 FEs st g genau dann halbeinfach, wenn g kein abelsches Ideal ungleich O
enthdlt.

Beweis. Enthilt zum einen g ein abelsches Ideal a ungleich 0, so ist 0 # a C vad(g) und
somit g nicht halbeinfach.

Ist zum anderen g nicht halbeinfach, so ist rad(g) # 0. Also gibt es ein n > 0 mit
tad(g)™ # 0, aber vad(g)™+Y = 0. Damit ist tad(g)™ ein abelsches Ideal in g ungleich 0;
cf. Aufgabe 11. 0

Bemerkung 33 Ist g halbeinfach, so ist ady : g— gl(g) injektiv und ady(g) halbein-
fach.

Beweis. Da Kernady = 3(g) = 0 ist, als abelsches Ideal in der halbeinfachen Liealgebra g,
ist ady injektiv; cf. Bemerkungen 16 und 32. Insbesondere ist ady(g) ~ g halbeinfach. o

2.1.3 Nilpotent

Definition 34 Schreibe gl := g und gi**!l = [g, g] C gl fiir n > 0. Bs ist gl < g fiir
n = 0; cf. Aufgabe 11.

Es heiBt g nilpotent, falls ein n > 0 mit gl = 0 existiert.
Ist g nilpotent, dann auch auflésbar, da g™ C gl fiir n > 0; ¢f. Definition 25.

Sprechen kann man gl als “Skript g eckig n”.

Beispiel 35

coco
coco
coX
coco
coco
coco

0KK ‘
) Ist g = (8 8%) al;(K), dann ist gl = (
Nilpotenz von g zeigt. Cf. Aufgabe 13.

) und gl? = ( ) , was die

(2) Ist g = (§ &) < gly(K), dann wird g = (§§) fiir n > 1. Also ist g nicht nilpotent.
Cf. Beispiel 26, Aufgabe 13.

Bemerkung 36
(1) Ist g milpotent, so auch g/a.

(2) Ist g nilpotent, so auch b.
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(3) Ist a C 3(g) und ist g/a nilpotent, so ist g nilpotent.

Beweis.

Zu (1). BEs ist pgq(g™) = (g/a)l fiir n > 0; cf. Bemerkung 24.(1).

Zu (2). BEs ist "l < gl

Zu (3). Sei n > 0 mit (g/a)" =0, woraus gi"! C a C 3(g). Es folgt g"*! C [g,3(g)] = 0.0

Cf. auch Aufgabe 14.

2.2 Satz von Engel

Sei K ein Koérper. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum.

Lemma 37 Sei dimV > 1. Sei g < gl(V). Sei jedes g € g ein nilpotenter Endomorphis-
mus von V. Dann gibt es ein v € V . {0} mit g(v) = 0 fir alle g € g.

Wir haben also einen gemeinsamen Eigenvektor v mit Eigenwert 0 fiir alle Elemente von g.

Beweis. Induktion nach dim g. Die Aussage ist richtig, falls dim g = 0. Sei nun dim g > 1.
Sei h eine beziiglich Inklusion maximale echte Teilalgebra von g. Wir betrachten den
Faktorraum g/h und erhalten einen Morphismus

ad : b — gl(g/h), h— (g+b—T[h,g] +h).

Das Bild (g + b+ [h, g] + b) ist wohldefiniert, da fiir g + h = ¢’ + b auch ([h,g] + b) —
([h, g1 +b) =[h,g—g¢]+b =0+ ist, wobei g, ¢ € g. Es ist ad ein Morphismus, da
(b, 1]) (g + ) = ([0, W), 6] + b = (B [}, 6]) + ) — (1 [, ] + ) = [eed e W)(g + )
ist, wobei h, i’ € hund g € g.

Es ist dimad(h) < dimbh < dimg. Es ist adg(h) = adgv)(h)[§ ein nilpotenter Endomor-
phismus fiir 4 € b; cf. Bemerkung 10. Da (ad(h))"(g+b) = (ady(h)™)(g) + b ist fiir h € b,
n > 0 und g € g, folgt, daf auch ad(h) ein nilpotenter Endomorphismus ist fir h € b.
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es also ein g € g~ h mit 0 = ad(h)(g+b) = [h, 9] +b
fir alle h € h. Le. es ist [h, g] C b, mithin g € ny(h) . h. Insbesondere ist h < ngy(h). Die
Maximalitét von b liefert nun ny(h) =g, i.e. h < g.

Wire dim(g/h) > 1, so kénnte man in g/bh eine eindimensionale abelsche echte Teilalgebra
wéhlen; ihr Urbild in g wiirde der Maximalitat von b widersprechen; cf. Aufgabe 4.(2.1).
Also ist g = b + (go), wenn wir gy € g \ b wiihlen.

Abermals nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein v € V ~ {0} mit h(0) = 0 fiir alle
h € b. Also ist W:={weV : h(w)=0fir alle h € h} # 0. Es schrinkt gy nach W
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ein, da hgo(w) = goh(w) + [h, go](w) = 0 fir w € W und h € b wegen [h, go] € b.
Da go nilpotent ist, ist auch go|}}; nilpotent. Sei n > 0 so, dafl zwar (go|};)™ # 0, aber
(gohy)™™ = 0 ist; moglich, da W #£ 0. Sei # € W mit v := (go|l})"(x) # 0. Dann ist
go(v) = 0 und, da v € W liegt, auch h(v) = 0 fiir alle h € . Folglich ist g(v) = 0 fiir alle
gEbh+{9) =g :

Definition 38 Fiir n > 0 sei

g (K) = {(ai;)ij€gl,(K): a;;=0fallsi>j} (obere Dreiecksmatrizen)
ol (K) = {(j)i;€9l,(K):a;=0falsi>j} (strikte obere Dreiecksmatrizen) .

Wir erhalten gl (K) < g2 (K) < gl (K). Cf. auch Aufgabe 13.(2).

n

Lemma 39 Sei h < gl(V) eine Teilalgebra. Sein := dim V.
Die folgenden Aussagen (1,2,3) sind dquivalent.

(1) Es besteht b aus nilpotenten Endomorphismen von V.
(2) Es gibt eine Basis (v; : i € [1,n]) von V derart, daff
h{vi i€ [l,j]) C (v :ie[l,j—1])
ist fiur j € [1,n] und h € b.

(3) Es gibt eine Basis (v; : i € [1,n]) von V derart, daf fir den gemdfS Beispiel 7.(2)
zugehdorigen Isomorphismus gl(V) 2= gl (K) gilt, daf ©(bh) < gl (K) ist.

Cf. Aufgabe 16.

Beweis. Ad (2) < (3). Dies folgt unter Beibehaltung der Basis (v; : @ € [1,n]) aus der
Konstruktion der beschreibenden Matrix zu einem Endomorphismus.

Ad (3) = (1). Sei also ¢(h) < gl (K) fiir den zu einer Basiswahl gehérigen Isomorphismus

al(V) =gl (K). Es besteht gl”(K) aus nilpotenten Endomorphismen, also auch ¢(h)
und somit auch b.

Ad (1) = (2). Bestehe also h aus nilpotenten Endomorphismen.

Wir fithren eine Induktion nach dim V. Die Aussage ist richtig, falls dimV = 0. Sei
dimV > 1.

Es gibt ein v; € V mit h(vy) = 0 fiir alle b € b; cf. Lemma 37. Also haben wir den
Morphismus von Liealgebren

h - gl(V/(01), b (v+ (o) —~h(v) + (v1)) .
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In der Tat ist 1) wohldefiniert, und es schicken sowohl ¢ ([h,h']) = p(h o h' — W' o h) als
auch [¢(h), ()] = ¥(h) o (R') — (k') o (h) das Element v + (v;) auf das Element
hh'(v) — h'h(v) + (v1), wobei h, K’ € hund v € V.

Da jedes Element von b nilpotent ist, gilt dies auch fiir jedes Element von (h). Nach
Induktionsvoraussetzung, angewandt auf die Teilalgebra ¥ (h) < gl(V/(v1)), gibt es eine
Basis (vy + (v1), ..., v, + (v1)) von V/(vy) so, dafl

h(vj) + (v1) = () (v; + (v1)) € (vi+(v1) 1 i€ [2,5—1])
ist, i.e. h(v;) € (v; i€ [l,j—1]), fuir h € hund j € [2,n].

Es ist (v1, va, ..., v,) eine Basis von V. Insgesamt ist h(v;) € (v; = i € [1,5 — 1]) fiir
h € hund j € [1,n]. Ist ¢ die Abbildung, die beziiglich dieser Basis einem Endomorphis-
mus seine beschreibende Matrix zuordnet, so ist mithin ¢(h) < gl (K). o

Satz 40 (Engel) Weiterhin ist K ein Korper.
Sei g eine endlichdimensionale Liealgebra. Schreibe n := dim g.

Die folgenden Aussagen (1,2,3,4) sind dquivalent.

(1) Es ist g nilpotent.
(2) Es ist adgg nilpotent.

(3) Es besteht ady g aus nilpotenten Endomorphismen von g.

(4) Es gibt eine Basis von g so, dap fiir den zugehorigen Isomorphismus gl(g) — gl,, (K)
gilt, daf p(ady g) < gl (K) ist.

Was (2,3) angeht, cf. auch Aufgabe 16.

Es ist also eine nilpotente endlichdimensionale Liealgebra “eine Teilalgebra der strik-
ten oberen Dreiecksmatrizen, mit ggf. noch einem untergeschobenen zentralen Stiick”, da

9/3(9) = p(ady ) < gl (K).

Beweis. Die Aquivalenz von (1) und (2) folgt aus g/3(g) ~ ad, g und Bemerkung 36.(1, 3);
cf. Bemerkung 16.

Die Aquivalenz von (3) und (4) ergibt sich aus Lemma 39.

Ad (1) = (3). Sei g nilpotent. Sei g € g. Es ist adgg € gl(g) ein nilpotenter Endomor-
phismus, da (ad, g)*(z) € g* fiir z € g und k > 0.

Ad (3) = (1). Bestehe ad, g aus nilpotenten Endomorphismen. Induktion nach dim g. Die
Aussage ist richtig, falls dimg = 0. Sei nun dimg > 1. Da ady ¢ nilpotent ist fiir g € g,
gibt es ein z € g~ {0} mit (ady g)(z) = 0 fiir alle g € g gem&B Lemma 37, angewandt auf
adg(g) < gl(g). Also ist 0 # z € 3(g). Mit ady g ist auch adg/;) (g + 3(g)) nilpotent fiir
alle g € g. Da dim(g/3(g)) < dimg, ist nach Induktionsvoraussetzung g/3(g) nilpotent.
Folglich ist auch g nilpotent; cf. Bemerkung 36.(3). o
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2.3 Satz von Lie

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper mit char ' = 0. Sei V' ein endlichdimensio-
naler Vektorraum.

Lemma 41 Sei dimV > 1. Sei g < gl(V') eine aufiosbare Teilalgebra. Dann gibt es ein
v €V {0} und eine lineare Abbildung X : g— K mit g(v) = X(g) - v fir g € g.

Wir haben also einen gemeinsamen Eigenvektor v fiir alle Elemente von g, mit via A vari-
ierendem Eigenwert.

Es hat die abelsche Teilalgebra (9 75)) < gly(R) kein solches v € R**1. Aber R ist auch
nicht algebraisch abgeschlossen.

010 000

Sei L ein Korper mit char L = 3. Es hat die auflésbare Teilalgebra ((O 0 1) , (0 1 0)) < gly(L)
; 100 002

kein solches v € L3*1,

Beweis. Induktion nach dim g. Die Aussage ist richtig, falls dimg = 0. Sei nun dimg > 1.
Da g auflosbar ist, ist g(*) <1g. Da g/g") abelsch ist, da also darin jeder Teilraum ein Ideal
ist, gibt es darin ein Ideal von Codimension 1. Fiir sein Urbild a in g gilt mithin a < g
und dima = dim g — 1; cf. Aufgabe 4.(2.1). Es ist a auflosbar; cf. Bemerkung 27.(2). Nach
Induktionsvoraussetzung gibt es ein © € V'~ {0} und eine lineare Abbildung u: a — K
mit a(v) = p(a) - 0 fir a € a.

Sei W :={weV :aw)=upla) wiliraca}. Esist W #0,dav e W.

Sei g € g. Wir behaupten u([a, g]) =0 fiir a € a. Wihle ein w € W ~ {0}. Sei £ > 1
minimal mit (¢°(w), ..., ¢"(w)) linear abhingig. Schreibe

Up = (g'(w) : i €[0,k—1])

fir k > 0. Es ist dim U, = . Es ist U, = Upyy, da g*(w) € (¢°(w),...,¢" H(w)) = U,. Es
ist gUk Q Uk+1 fur k 2 0. Es ist gUg Q Ug_H = Ug.

!
Mit Induktion wollen wir zeigen, daf (a — u(a))g*(w) € U}, ist fiir @ € a und k > 0. Dies
trifft zu fiir £ = 0, da w € W. Fiir k > 1 wird, unter Beachtung von [g,a] € a

(@ —p(a)g*(w)+Ux = (aog—pu(a)g)g" " (w)+ Uk

(goa—g,a] — p(a)g)g" ' (w) + Uy

(g0 (a—p(a)) —[g,a))g" " (w) + Uy
—[g,alg" "(w) + Uy

—u(lg, a]) - ¢* " (w) + Uy
04+ Uy,

—
=]
o,
<
]
=

._.
=]
o
< I|:
S
e

was wir zeigen wollten.

Sei a € a. Wir haben eben ag®(w) € u(a) - g*(w) + (¢°(w), . .., g* 1 (w)) fiir k > 0 gezeigt.
Insbesondere ist alU; C Uy . Ferner hat beziiglich der Basis (¢°(w), ..., ¢" ' (w)) von U, die
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beschreibende Matrix von algﬁ obere Dreiecksform, und alle ihre Diagonaleintréige sind
gleich p(a). Also ist tr(a|gﬁ) = Llu(a).

Sei a € a. Da auch [a, g] € a ist, folgt
tfa, g) = te(la, glli) = te(alyt o glyt — glt o alyt) = 0.
Wegen char K = 0 liefert dies u([a, g]) = 0. Dies zeigt die Behauptung.
Sei g € g. Wir behaupten gW C W. Sei w € W. Sei a € a. Mit voriger Behauptung wird
ag(w) = ga(w) —[g,al(w) = g(u(a) - w) —p(lg, a]) - w = pla)- g(w) .
Dies zeigt die Behauptung.

Waihle ein gy € g\ a. Es wird g = a @ (go). Sei v € W ~ {0} mit gov = &v fiir ein
¢ € K, existent, da goWW C W liegt und da K algebraisch abgeschlossen ist. Sei nun
Aig=ad (g) — K, a+7y-go—p(a) +~&, wobei a € a und v € K. Damit erhalten
wir

(a+v-go)v = pla) - v+~v§-v = Ma+7-60) v .

Lemma 42 Sei h < gl(V) eine Teilalgebra. Sein := dim V.
Die folgenden Aussagen (1,2,3) sind dquivalent.

(1) Es ist b auflisbar.
(2) Es gibt eine Basis (v; : i € [1,n]) von V derart, daff
h<v’i SRS [17.7]> C <Ui S [L.]])
ist fir j € [1,n] und h € b.
(3) Es gibt eine Basis (v; : i € [1,n]) von V derart, daf$ fir den gemdifs Beispiel 7.(2)
zugehorigen Isomorphismus gl(V) —2» gl (K) gilt, daf o(b) < glZ (K) ist.
Beweis. Beweis. Ad (2) < (3). Dies folgt unter Beibehaltung der Basis (v; : i € [1,n])
aus der Konstruktion der beschreibenden Matrix zu einem Endomorphismus.

Ad (3) = (1). Sei also ¢(h) < gIZ (K) fiir den zu einer Basiswahl gehérigen Isomorphismus

al(V) =gl (K). Es ist gI” (K) auflosbar, also auch ¢(h) und somit wegen b ~ o(h) auch
h; cf. Aufgabe 13.(2); Bemerkung 27.(2).

Ad (1) = (2). Sei also b auflosbar.

Wir fithren eine Induktion nach dim V. Die Aussage ist richtig, falls dimV = 0. Sei
dimV > 1. Es gibt ein v; € V und eine lineare Abbildung A\; : h — K mit h(v1) = A\ (h)v;
fiir alle h € b; cf. Lemma 41. Also haben wir den Morphismus von Liealgebren

b - gl(V/(v1), b (v + (vr) ~h(v) + (01)) .
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Es ist ¢(h) auflosbar; cf. Bemerkungen 14.(2) und 27.(1).

Nach Induktionsvoraussetzung, angewandt auf ¢(h) und V/(vq), gibt es eine Basis
(vg + (v1)y ..., vu + (v1)) von V/{vy) so, daBl

h(vg) + (o) = P(h)(v; + (1)) € (vt (o) =i €[2,7])

ist, i.e. h(v;) € (v; : 1 € [1,7]), fiir h € hund j € [2,n].

Es ist (v1, v2, ..., v,) eine Basis von V. Insgesamt ist h(v;) € (v; : i € [1,7]) fir h € b
und j € [1,n]. Ist ¢ die Abbildung, die beziiglich dieser Basis einem Endomorphismus
seine beschreibende Matrix zuordnet, so ist mithin ¢(h) < gl (K). o

Satz 43 (Lie) Weiterhin ist K ein algebraisch abgeschlossener Korper mit char K = 0.
Sei g eine endlichdimensionale Liealgebra. Schreibe n := dim g.

Die folgenden Aussagen (1,2,3) sind dquivalent.

(1) FEsist g auflosbar.
(2) Esist adyg auflosbar.

(3) Es gibt eine Basis von g so, dafi fir den zugehdrigen Isomorphismus
gl(g) == o, (K) gilt, daB p(adyg) < gl (K) ist.

Damit folgt fiir K algebraisch abgeschlossen mit char X' = 0 nochmals die Implikation
(1,3) = (4) in Engel, Satz 40. Denn wegen g nilpotent ist g auflosbar und mithin
¢(adgg) < glZ(K); da nun adg g aus nilpotenten Elementen besteht, so auch ¢(adg g),
woraus ¢(adg g) < gl;, (K) folgt.

Es ist also eine auflésbare endlichdimensionale Liealgebra (iiber einem algebraisch abge-
schlossenen Kérper von Charakteristik 0) “eine Teilalgebra der oberen Dreiecksmatrizen,
mit ggf. noch einem untergeschobenen zentralen Stiick”, da g/3(g) =~ ¢(ad, g) < gIZ (K).

Beweis. Die Aquivalenz von (1) und (2) folgt aus g/3(g) ~ ad, g und Bemerkung 27.(1, 3) ;
cf. Bemerkung 16.

Die Aquivalenz von (2) und (3) folgt aus Lemma 42, angewandt auf ad, g < gl(g). -

Korollar 44 Sei g eine endlichdimensionale Liealgebra.

Genau dann ist g auflosbar, wenn g nilpotent ist.

Bewezs.

Sei zum einen g nilpotent. Dann ist gt auflosbar; cf. Definition 34. Also gibt es ein
k > 0 derart, daB (gV)®) = gk+1) yerschwindet. Also ist g auflésbar.
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Sei zum anderen g auflosbar. Da Kern(ady) N gV C  3(gV)) liegt, geniigt es,
gW/(Kern(ady) N gV) ~ ady(gV) = ady(g)!) als nilpotent nachzuweisen; cf. Bemer-
kungen 36.(3) und 24.(1), Aufgabe 4.(3).

Nach Lie, Satz 43, ist ad,(g) isomorph zu einer Teilalgebra von gIZ (K), wobei n := dim g.
Also ist ady(g)!) isomorph zu einer Teilalgebra von gIZ (K)® = g>(K); cf. Losung
zu Aufgabe 13.(2). Mit gl (K) ist daher auch ady(g)¥) nilpotent; cf. Aufgabe 13.(1),
Bemerkung 36.(2). o

2.4 Killingform

Sei K ein Korper. Sei g eine endlichdimensionale Liealgebra.

Bemerkung 45 Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum.
FEs ist tr([g,h| o k) = tr(g o [h, k]) fir g, h, k € gl(V).

Beweis. Es ist tr([g,h] o k) =tr(gohok) —tr(hogok)=tr(gohok) —tr(gokoh) =
tr(g o [h, k]). -

Definition 46 Die symmetrische Bilinearform

g x g — K
(9 . h) = rylg.h) = tr((adgg) o (ady h))
heifit Killingform auf g.

Bemerkung 47
(1) Es ist k4(lg, h], k) = ry(g, [, k) fir g, h, k € g.
(2) Ist a<g, soist a-:={g€g: ry(g,a)=0firaca} dg

Insbesondere ist rad ky := g+ < g.

Bewezs.

Zu (1). Dank Bemerkung 45 ist

rg(lg,h], k) = tr((adglg,h]) o (adgk))
= tr([ady g, ad h (ad k))
= tr((adgg) o ad h, adg k])
= tr((adg g) o (adq[h k}))
(

Kg(g, [P, ])

0
)

Zu (2). Fiir b € a* und g € g ist r4([b, g], a) = £4(b, [g,a]) = 0 fiir a € a, also [b, g] € at.o
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2.5 Cartan-Kriterium

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper von Charakteristik 0.

Esist Q C K; cf. e.g. [5, §2.1].

Lemma 48 Se: V' ein endlichdimensionaler Vektorraum.

Seien A C B C gl(V') Teilrdume.

Sei N:={gegl(V):[g,B]C A} Cgl(V).

Seix € N. Ist tr(xow) =0 fiir alle w € N, so ist x ein nilpotenter Endomorphismus.

Ist char K = 2, dimV =2, A = 0 und B = gl(V), so ist N = (id). Es ist tr(id ow) = 0 fiir
alle w € N, obwohl id nicht nilpotent ist.

Beweis. Schreibe g := gl(V).

Beachte N = {g € g : (adyg)(B) C A}. Betrachte die gewohnliche Jordanzerlegung
T = Zgs + Zgn; cf. Lemma 22. Da adg(xg) = (adgx)gs ein Polynom ohne konstanten
Term in adgy x ist, folgt aus (adyz)(B) € A C B, daf (ady(wgs))(B) C A ist, i.e. xg € N;
cf. Bemerkung 23.(2), Lemma 22.(2). Ferner ist ady(z4)|5 = (ady 2)g|5 halbeinfach; cf.
Aufgabe 9.(2).

Sein:=dimV und (vy, ..., v,) eine Basis von V' aus Eigenvektoren von . Sei 4v; =

A;v; mit einem \; € K fiir i € [1,n]. Sei L = q(\; : i € [1,n]) C K. Wir haben L =0
zu zeigen, denn dann ist z,s = 0 und also x = x4, nilpotent gezeigt.

Zwar ist 0 = tr(z o gs) = D i1
doch hilft das in K nichts. Wir miissen zu 0 = 3,y ,; Ai - f(Ai) modifizieren mit einem
geeigneten f.

})\? nach Voraussetzung und dank x4, o x4 nilpotent,

Annahme, L # 0. Dann gibt es eine Q-lineare Abbildung f : L — Q mit f(\;) # 0 fiir
ein t € [1,n]. Sei z der halbeinfache Endomorphismus von V', der durch zv; = f(\;)v; fiir
i € [1,n] definiert ist.

Fir i, j € [1,n] sei e; ; € g durch e; jup = 0;,v; fiir k € [1,n| definiert.
So ist also xgs = Zie[l,n] Aie;;und z = Zie[l,n] f(\ieis.
Geméfl Bemerkung 23.(1) ist

(adg 2)es,; = (f(N) = f(A))ei; = Fhi—Aj)ei ;-
Fir p € K ist

B.

I

(1) o
(e;j 1,7 €[Lnl, i=X\j=pn

A
(eij iy, 5 € [Lin], f(Ni—A;)=f(w)
Eadgz(f(p’)) .

Eadg (zgs) (/"L)
(%)

N

0
°
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Wir behaupten, dal z € N liegt. Da ady(z,s)|3 halbeinfach ist, geniigt es zu zeigen, da8
ady 2z jeden Eigenvektor b von ady(z4)|5 nach A abbildet. Schreibe (ady(wgs))(b) = b fiir
einy € K.

Fallb e A. Bs ist (ad, 2)(0) 2 f(7)b € A.

Fallb € B~ A. Aus (ady(zg))(B) € A folgt vb = (adg(wgs))(b) € A und also v = 0.

~

)
Mithin ist b € Eaq,(2,,)(0) € Eaq, -(0). Also ist auch (ady z)(b) =0 € A.
Dies zeigt die Behauptung in beiden Féllen.
Sei A:={\; : i€ [l,n]}. Dank Lemma 22.(3) ist H,(u) = E, (p) fiir 4 € A. Es folgt

insbesondere zv = f(u)v fir v € H,(p). Die Voraussetzung an = gibt nun

0 = tr(zoz)

= Z,uGA tr((l’gs + Q7gn)’H,c(Z) © Z|Hz(ﬁ))

= Cpen tr((idu, g + el () © £ (1) idet, )
= 2uen tr(pid, g of (1) id, () )

= D entt f(p) - dimHy(p)

= Diepaic f(N)

und somit 0 = f(tr(zoz)) =>_ }f()\i)Q > f(M\)? >0, was ein Widerspruch ist. -

i€[l,n
Lemma 49 Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum. Sei h < gl(V').

Es ist b genau dann auflosbar, wenn tr(ho hM) =0 ist.

Bewezs.

Sei zum einen b auflosbar. Schreibe n := dim V. Nach Lemma 42 gibt es eine Basis von
V so, daB fiir den zugehérigen Isomorphismus gl(V') -2~ gl,,(K) auch ¢(h) < glZ (K) gilt.
Folglich ist o(h™M) = p(h)M < gl (K); cf. Losung zu Aufgabe 13.(2). Fiir h € b und
k € b wird also

tr(hok) = tr(p(h) - ¢(k)) = 0,
da @(h) - (k) € gl (K).

Sei zum anderen tr(h o hM) = 0. Es geniigt zu zeigen, daB h™) nilpotent ist. Nach
Aufgabe 16.(2) geniigt es, jedes h € hV) als nilpotent nachzuweisen.

Sei N := {z € gl(V) : [z,h] € b }. Wollen wir Lemma 48 verwenden, so haben wir
!
h € N und tr(h o w) =0 fiir w € N zu zeigen.

Fiir ersteres merken wir an, daf in der Tat [k, h] C bV ist.
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Fiir zweiteres diirfen wir wegen i € h™) annehmen, dal h = [k, £] ist fiir gewisse k, £ € b.

Es ist [(,w] = —[w,£] € b, da w € N. Somit wird
tr(how) = tr([k, ] ow) B tr( kol w)) Yor
€h eh®)

Satz 50 (E. Cartan)
Weiterhin ist K ein algebraisch abgeschlossener Korper mit char K = 0.

Sei g eine endlichdimensionale Liealgebra. Wir erinnern an die Killingform kg aus §2.4.

(1) Es ist g auflosbar genau dann, wenn rgy(g, gM) = 0 ist.
(2) Esist rad kg C vad(g).
(3) Ist a ein abelsches Ideal von g, dann ist a C rad k.
(4)

4) Esist g halbeinfach genau dann, wenn kg nichtausgeartet ist.

In (2) gilt im allgemeinen keine Gleichheit; cf. Aufgabe 19.(3).

Bewezs.

Zu (1). Es ist g auflosbar nach Lie, Satz 43, dquivalent zu ady g auflésbar, was nach
Lemma 49 Aquivalent ist zu 0 = tr((ad, g) o (ad, g)™) e tr(ady(g) o ady(g®)) P=°
K“g(g7g(1))'

Zu (2). Schreibe v :=rad k; < g; cf. Bemerkung 47.(2). Es ist k4(t, g) = 0. Insbesondere
ist #g(t,tM) = 0. Also ist auch k. (t,t®) = 0; cf. Aufgabe 17.(1). GemiB (1) ist v also
auflosbar. Also ist rad k; = v C vad(g) ; cf. Bemerkung 28.

Zu (3). Wir haben k4(a, g) =0 zu zeigen. Sei a € a. Sei g € g. Wir haben 0 = Kg(a,g) =
tr((adgy a) o (ady g)) zu zeigen. Es geniigt, ((adya)o (ady g))? = 0 zu zeigen. Fiir « € g wird
(adga) o (ady g) o (adga) o (ady g)(z)
———

€9

da a ein abelsches Ideal ist.

(2)
Zu (4). Sei g halbeinfach. Wir haben rad k; C vad(g) = 0. Mithin ist x4 nichtausgeartet.

Sei umgekehrt kg nichtausgeartet, i.e. rad kg = 0. Wegen (3) enthélt daher g kein abelsches
Ideal ungleich 0. Somit ist g halbeinfach; cf. Bemerkung 32. 0
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Bemerkung 51 Sei g eine endlichdimensionale Liealgebra. Schreibe n := dim g.

Ist g nilpotent, so gibt es nach Engel Satz 40, eine Basis von g, derbeziiglich der Isomor-
phismus ¢ : gl(g) = gl,,(K) auch ¢(ad, g) < gl (K) erfiills.

Es folgt r4(g, g) = tr((ady g)o (adg g)) = tr(p(adg g)op(ady g)) € tr(gly (K)ogly (K)) = 0.
Die Umkehrung gilt nicht; cf. Aufgabe 19.(1).

Beispiel 52 Es ist g = sly(K) eine einfache, also auch halbeinfache Liealgebra; cf. Auf-
gabe 3, Bemerkung 31.(2).
00-2

. . . . 1 00 1 0 v 1e . .
Wir verwenden die Basis (e, f, h) = ( 0) , (1 0) , (0,1)). Ihrbeziiglich ist adg e = (8 0 8),
000 2
adg f = (_(1) 0 3) und adgh = (8—

also zu

). Die Grammatrix der Killingform x4 ergibt sich

tr(adg f oadge) tr(adgfoadgf) tr(adgfoadgh) 400

tr(adgeoadge) tr(adgeoadgf) tr(adgeoadgh) (0 4 0)
tr(adghoadge) tr(adghoadgf) tr(adghoadgh) ~ \oos/ ~

Da diese regulér ist, ist x4 nichtausgeartet; wie auch aus Cartan, Satz 50.(4), folgt.

2.6 Zerlegung halbeinfacher Liealgebren

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper mit char K = 0. Sei g eine endlichdimen-
sionale Liealgebra. Ein einfaches Ideal in g ist ein Ideal, welches zudem eine einfache
Liealgebra ist.

Lemma 53 Sei g halbeinfach.

(1) Es gibt (bis auf Summandenpermutation) genau eine Zerlegung g = by @ -+ @ by,
in einfache Ideale b; < g, wobei m = 0.

(2) Sei a <Qg. Es gibt eine Teilmenge A C [1,m] mit a =@, , bi. Es sind a und g/a
halbeinfach.

Cf. Bemerkung 15.(1).
Beweis.

Zeigen wir die Existenz einer Zerlegung wie in (1). Induktion iiber dim g. Ist g einfach,
so sind wir fertig. Ist g abelsch, so ist g = vad(g) = 0, und wir sind fertig. Ansonsten
gibt es 0 # b <1 g. Nach Aufgabe 23.(2) ist g = b @ bl. Es ist b halbeinfach, da ein
nichtverschwindendes abelsches Ideal darin nach Aufgabe 23.(3) auch eines in g wére; cf.
Bemerkung 32. Genauso ist b' halbeinfach.

Mit Induktion, angewandt auf b und auf bt, gibt es Zerlegungen b = b} @ --- @ b}, und
bt =b/®---®H) mit k, £ > 0, b, < b einfach fiir i € [1,k] und bl < bt einfach fiir
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J € [1,/]. Dank Aufgabe 23.(3) ist g=b @ ---® b, & h] & --- B b eine Zerlegung von g
in einfache Ideale.

Zeigen wir (2) fir eine Zerlegung g = b1 @ --- ® by, in einfache Ideale. Sei a < g. Sei
A={ie[l,m] :anbh; #A0}.

Firi e Aist 0 £ anb; < b, wegen b; einfach also anNbh; = bh;, i.e. h; C a. Es folgt
a 2 @ieA bz .

Sei a € a. Schreibe a = hy + - -+ + hy, mit h; € b; fiir ¢ € [1,m]. Fir j € [1,m] ~ A wird
0=anh; 2 [a,b;] = [h;,b;], und also h; € 3(h;) = 0. Es folgt a € P, 4 b .

Insgesamt ist a = @, , bi .

Die Projektion g = @je[l,m] h; — @je[l,m}\A h; ist ein surjektiver Morphismus von Lie-
algebren; cf. Bemerkung 15.(1). Da ihr Kern gleich a ist, folgt g/a ~ @je[l,m]\A h;; cf.
Aufgabe 4.(3).

Daher sind a = @,_, h; und g/a ~ @
kung 31.(2).

4 b, halbeinfach; cf. Aufgabe 15.(1), Bemer-

JE[1,m]~

Zeigen wir die Eindeutigkeit der Zerlegung in (1). Sei g = by @ --- @ b, eine Zerlegung
in einfache Ideale. Es geniigt zu zeigen, daf§ ein einfaches Ideal b < g gleich b; ist fiir ein
j € [1,m]. Denn dann stimmt jeder Summand einer alternativen Zerlegung mit einem der
h; liberein, was zeigt, dafl die Menge der Summanden einer alternativen Zerlegung eine
Teilmenge von { h; : j € [1,m] } ist, und diese Teilmenge kann nicht echt sein.

Mit vorigem Schritt ist aber b = @,. 5 b; mit B := {i € [1,m] : bNbh; # 0}. Da b einfach
ist, enthélt B genau ein Element. o
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2.7 Eine Ubersicht

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper mit char K = 0. Wir geben eine Ubersicht
iiber die aufgetretenen Arten von endlichdimensionalen Liealgebren, zusammen mit ein
paar Beispielen.

endlichdimensionale Liealgebren

auflosbar (D.25) g7 (K) halbeinfach (D.30) sl3(K)®sly(K)

nilpotent (D.34) gl5 (K)

abelsch (D.1.(3)) K

0>) | ( einfach (D.13)  sly(K)

(vad(g) =g, gV Cradry,) (vad(g) =0, radk, = 0)

gl (K) ~ K @ sly(K)

Beachte, dafl wegen des einfachen Ideals gl,(K)") = sly(K) <1gl,(K) die Liealgebra gl,(K)
weder auflésbar noch halbeinfach ist; cf. Losung zu Aufgabe 11, Aufgabe 21. Gegen die
Halbeinfachheit spricht auch das abelsche Ideal ((7)) = 3(gly(K)) < gly(K). Cf. Aufga-
be 13.(5). Die Isomorphie zu K @ sly(K) folgt aus Aufgabe 23.(1) oder aus der direkten
Zerlegung gly(K) = 3(gly(K)) @ sly(K) in Ideale; cf. Bemerkung 15.(1).

Die Einfachheit von sl3(K) und sly(K) folgt aus Aufgabe 3, die Halbeinfachheit von
sl3(K) @ sly(K) dann aus Bemerkung 31 und Aufgabe 15.(1).

Die Einordnung von gl (K) und von gl (K) folgt mit Aufgabe 13.
Ferner ist fiir eine endlichdimensionale Liealgebra g, die zugleich auflésbar und halbeinfach

ist, bereits g = rad(g) = 0. Cf. auch Aufgabe 21.

Die angefiihrten Charakterisierungen von auflosbaren und halbeinfachen Liealgebren
tiber die Killingform kg4 finden sich in Cartan, Satz 50.(1,4), wenn wir beachten, daf
g C rad kg Aquivalent ist zu ky(g, gM) = 0 sowie rad kg = 0 dquivalent ist zu xy nicht-
ausgeartet.




Kapitel 3

Moduln

3.1 Definition

Sei K ein Koérper. Sei g eine Liealgebra.

Definition 54 Ein g-Modul (M, ) besteht aus einem Vektorraum M und einem Mor-

phismus g 2~ gl(M) von Liealgebren, genannt Operationsmorphismus. Haufig schreibt
man kurz M = (M, p).

Wir schreiben auch [g,m] := (¢(g))(m) fir ¢ € g und m € M. In anderen Worten, es
wird ¢(g) =: [g, —] geschrieben.

Fiir Teilmengen X C gund Y C M sei [X,Y] = ([z,y] : € X, y e Y) C M. Ist
X = {z} einelementig, so schreiben wir auch [z,Y] := [{z},Y]; analog in zweiter Stelle.

Ist M als Vektorraum endlichdimensional, so sagt man kurz, M sei ein endlichdimensio-
naler g-Modul.

Bemerkung 55 Sei M ein g-Modul. Seien g, g € g, m, m' € M, \, N, u, i/ € K.

(1) Esist [A\g+Ng', m] = Ag,m|] + XNg',m] und [g, pm + p'm/] = plg,m]| + p'[g, m'].

(2) Esist [[g,9'],m] =1[g,[9',m]] — g, [g9,m]].

Bewezs.

Zu (1). Es wird

und
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was wegen ¢ linear dasselbe ist.
Es wird
lg, pm+ p'm’] = ((g))(pm + p'm’)
und
plg,m] + plg,m'] = pe(g)(m) + p'elg)(m')
was wegen (g) linear dasselbe ist.

Zu (2). Es wird

lg:9'l,m] = «(lg,97)(m)
und
9. [, ml] =g, [g,ml] = @(9)(e(g)(m)) = »(g")(p(g)(m))
= (p(g) op(g) —wlg) o p(g))(m)
= le(g), e(g)l(m) ,
was wegen ¢ Morphismus von Liealgebren dasselbe ist. o

Bemerkung 56 Auf einem Vektorraum M definiert umgekehrt eine bilineare Abbil-
dung g x M — M, (g, m) = [g,m], welche [[g,g'],m] = [g,[g",m]] = |g',[g,m]] erfiillt
fir g, ¢ € g und m € M, via

¢ g — gl(M)
g +— (p(g):m—[g,m])

einen g-Modul (M, ¢). Dies kann man durch Uminterpretation der Gleichungen im Beweis
von Bemerkung 55 erkennen.

Beispiel 57
(1) Esist K zusammen mit der Nullabbildung g N gl(K) der triviale g-Modul.

Allgemeiner wird jeder Vektorraum V' zusammen mit der Nullabbildung g N gl(V)
auf triviale Weise zu einem g-Modul.

(2) Es ist g zusammen mit g o, gl(g) der regulire g-Modul; cf. Bemerkung 9. Fiir
diesen haben wir fiir g, # € g in Definition 54 festgelegt, daf [g, z| := (ad4(9))(z) =
lg, 2] sein soll, wobei das zweite Auftreten von [g,z] aus der Lieklammer von g
resultiert.

(3) Ist M = (M, p) ein g-Modul und ist h -2~ g ein Morphismus von Liealgebren, dann
ist M|y := (M, @ o)) ein h-Modul, genannt die Einschrinkung von M auf b via 1.

E.g. gibt es fiir h < g den h-Modul gy, eingeschriankt via der Inklusionsabbildung
h—g, h—h.

(4) Sei V ein Vektorraum. Es ist V' ein gl(V')-Modul via idgvy) : gl(V') — gl(V'). Dann
wird [g,v] = (idgvy(9))(v) = g(v) fiir g € gund v € V.
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Definition 58 Gegeben seien g-Moduln M = (M, ) und N = (N, ).
(1) Es wird M & N via [g, (m,n)] := ([g,m], [g,n]) zu einem g-Modul, wobei m € M,
neN,geg.

(2) Ein Teilraum M'" C M heiBe (g-)Teilmodul, falls [g, M'] C M ist. Diesenfalls ist M’
mit der von M eingeschréankten Operation ein g-Modul.

(3) Ist M’ C M ein Teilmodul, so ist M /M’ ein g-Modul via [g,m + M'] = [g,m] + M’
fir g € g und m € M. Siehe Aufgabe 25.(1).

(4) Es heile M einfach, falls M # 0 ist und M nur die Teilmoduln 0 und M hat.

(5) Es heifle M halbeinfach, falls es k > 0 und einfache Teilmoduln Ny, ..., Ny von M
mit M = Ny & --- P Ny gibt.

(6) Eine lineare Abbildung M L+ N heiBe g-linear, falls f(lg,m]) = [g, f(m)] ist fiir
gegundm e M.

(7) Eine bijektive g-lineare Abbildung M Lo N heiSe Isomorphismus (von g-Moduln);
geschrieben M % N; cf. Aufgabe 25.(2). Existiert M —» N, so heiflen M und N

1somorph, geschrieben M ~ N.
Beispiel 59

(1) Im Beweis zu Lemma 39 ist V ein h-Modul, (v;) C V ein Teilmodul und
h -2 gl(V/{(v1)) der Operationsmorphismus des Faktormoduls V/(v;).

(2) Wie in (1) auch im Beweis zu Lemma 42.

(3) Im Beweis zu Lemma 37 wird g als regulérer g-Modul angesehen, cf. Beispiel 57.(2),
eingeschrinkt auf die Teilalgebra b, cf. Beispiel 57.(3). Im h-Modul g findet sich
nun als Teilmodul der regulére h-Modul b, sodafl wir den h-Faktormodul g/ bilden
konnen, dessen Operationsmorphismus gerade ad ist.

Bemerkung 60 Sei M ein endlichdimensionaler g-Modul. Es ist M genau dann halb-
einfach, wenn zu jedem Teilmodul M' C M ein Teilmodul M" C M mit M = M' & M"
existiert.

Beweis. Sieche Aufgabe 25.(5). -

Bemerkung 61 (Schur) Sei K algebraisch abgeschlossen.
Seir M ein endlichdimensionaler einfacher g-Modul.

Sei M v M cine g-lineare Abbildung.

Dann ist f = Xidy, fir ein XA € K.

Beweis. Siehe Aufgabe 25.(6). 5
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Bemerkung 62 Seien g-Moduln M und N gegeben. Definiere auf dem Vektorraum
Hom (M, N) der linearen Abbildungen von M nach N wie folgt eine g-Modulstruktur.
Gegeben g € g und f € Hom(M, N), so bilde |g, f] € Hom(M, N) ein Element m € M ab
nach

lg, f](m) =g, f(m)] = f(lg.m]) .
Fir f € Hom(M, N) bedeutet |g, f]| = 0 gerade, daf$ f eine g-lineare Abbildung ist.
Insbesondere wird fir g € g und f € M* := Hom(M, K)
g, f1(m) = —f(lg,m])

fiirm e M.

Beweis. Siche Aufgabe 25.(7). 5

3.2 Das Casimir-Element

Sei K ein Korper. Sei g eine endlichdimensionale Liealgebra. Schreibe n := dimg.
Sei M = (M, p) ein endlichdimensionaler g-Modul.

Lemma 63 Seib: g x g— K eine nichtausgeartete Bilinearform, fiir welche

b([g, h], k) = b(g,[h, k])
ist fir g, h, k € g. Sei (z1,...,x,) eine Basis von g. Sei (y1,...,yn) die dazu beziglich
b duale Basis von g, i.e. b(z;,y;) = 0; ; furi, j € [1,n].
Die lineare Abbildung

Cob = Zie[l,n] p(xi)op(y) - M — M,

genannt Casimir-Element beziiglich b, ist g-linear.

In Aufgabe 28 wird gezeigt, da8 ¢, ; nicht von der Wahl der Basis (21, ..., z,) abhéngt.

Beweis zu Lemma 63. Wir schreiben kurz ¢ := ¢, .

|

Sei g € g. Es ist zu zeigen, da8 ¢([g, m]) < [g,c(m)] ist fiir m € M, i.e. cop(g) = p(g)oc,
: !
ie. [p(g), ] L 0.

Im folgenden erstrecken sich die Summen alle iiber [1,n]. Fiir ¢ € [1, n] schreiben wir

g, ;] =: iji,jxj
l9, 03] =t Zjni,jyj
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mit 61’,]'7 i, 4 € K. Fur i, k € [1,n] wird

Sk = D &0k

= >, &, 0(x;,yr)
b(>_; &.i s, k)

= b([g,zi] , yr)

= —b([zi, 9], yx)

= —0(vi,[9,yx])

= —=b(xi, > Mk, 5 Ys)

= =2k b(zi,y))

— 2 My Oij
= Nk -
Beachte, daB fir a, u, v € gl(M) sich
la, u]ovtuofa,v] = (acuov—uoaov)+(ucaocv—uovoa) = acuov—uovoa = |a,uov]

ergibt. Also wird

(i) © ()]

()] o (yi) + 32 (i) o [0(9), p(yi)]
) e(yi) + 22 (@) o p(lg, vil)

o (i) + Zi,j Mi,j (i) © o(y;)

;) 0 p(yi) — D2, ;& p(wi) 0 0(y;)

[p(g),c] =

Definition 64 Die symmetrische Bilinearform

g x g —% K

(9, h) = kgyulg.h) = tr(p(g) op(h))
heiit Killingform beziiglich ¢ : g — gl(M) auf g.
Es ist kg, ,([g, h], k) = Kg,,(9, [h, k]) fir g, h, k € g; cf. Bemerkung 45.

So ist e.g. Ky = Ky aq, ; cf. Definition 46.

Bemerkung 65 Sei K algebraisch abgeschlossen mit char K = 0. Sei g halbeinfach.

Sei ¢ injektiv. Dann ist Ky , nichtausgeartet.

Im Falle ¢ = ady folgt dies auch aus Cartan, Satz 50.(4); cf. auch Bemerkung 33.
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Beweis. Sei a :=radry , ={a €g : kg ,(a,g) =0} Wir haben a = 0 zu zeigen.
Esist a 9 g, damit a € aund g € g fiir h € g folgt, daB kg ,([a, 9], h) = kg ,(a, [g,h]) =0
ist; cf. auch Bemerkung 47.(2). Es ist

tr(p(a) o p(@)) = tr(p(a) o p(aV)) = kg o(a.a®) C hgp(a9) = 0,

und also a ~ ¢(a) auflosbar; cf. Bemerkung 24.(1), Lemma 49. Da g halbeinfach ist, folgt
a Crad(g) =0. o

Definition 66 Sei K algebraisch abgeschlossen mit char K = 0. Sei g halbeinfach.

Wir haben eine eindeutige Zerlegung g = h @ Kernyp mit h < g; cf. Lemma 53.(2).
Es ist ¢y injektiv, da Kernply = h N Kerngp = 0. Also ist sy, ), nichtausgeartet; cf.
Lemma 53.(2), Bemerkung 65.

Setze

c M — M,

Y = C@'hv“ﬂ],(p“, ‘

Casimir-Element genannt.
Bemerkung 67 Sei K algebraisch abgeschlossen mit char K = 0. Sei g halbeinfach.

(1) Es ist c, eine g-lineare Abbildung.
(2) Esist trc, = dimb = dim g — dim Kern ¢.
(3) Ist M ein einfacher g-Modul, so wird c, = (dim g — dim Kern ¢)/(dim M).

Beweis.

Zu (1). Es ist ¢, eine h-lineare Abbildung; cf. Lemma 63. Sei g € g. Schreibe g = h+k mit
h € h und k € Kern ¢. Beachte, dafl [g,m] = (¢(g))(m) = (¢(h + k))(m) = (p(h))(m) =
[h,m] ist fiir m € M. Es wird

co(lg,m]) = co[h,m]) = [h,co(m)] = [g,co(m)]
fiir m € M.

Zu (2). Schreibe ¢ := dimb. Sei (z1,...,x,) eine Basis von bh. Sei (y;,...,y,) die dazu
beziiglich ry |, duale Basis von §. Es wird
tre, = tr(Xiepg e(@i) o 9(w))
= Zie[l,ﬁ] tr(%"(xi) © @(?Jz))
= Zieu,e] Ko, el (@i, i)

- Zie[u] Oii
= /.

Zu (3). Dank (1) und Bemerkung 61 gibt es wegen M einfach ein A € K mit ¢, = A
Mit (2) ergibt sich daraus (dim M)A = trc, = dimg — dim Kern ¢, und daraus, dank
char K = 0, die Aussage. o
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3.3 Satz von Weyl

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper mit char K = 0.

Satz 68 (Weyl) Sei g eine halbeinfache endlichdimensionale Liealgebra.
Sei M = (M, ¢) ein endlichdimensionaler g-Modul.
Dann ist M halbeinfach; cf. Definition 58.(5).

Beweis. Sei M’ C M ein Teilmodul. Wir haben zu zeigen, daf§ es einen Teilmodul M”
gibt mit M’ @& M" = M ; cf. Bemerkung 60.

Wir behaupten die Existenz eines M"” wie benétigt, falls dim M = 1 + dim M.

Wir fiithren eine Induktion nach dim M’. Ist dim M’ = 0, so setze M"” := M. Sei nun
dim M’ > 1.

Fall M" nicht einfach. Sei 0 C N C M’ ein Teilmodul. Es ist M’/N C M /N ein Teilmodul
mit dim(M/N) = 14+dim(M’/N). Mit Induktion gibt es einen Teilmodul N C X C M mit
(M'/N)®(X/N) = M/N,ie mit M'+X = M und M'NX = N. Esist dim(X/N) =1,
und also dim X = 1 4+ dim N. Abermals mit Induktion gibt es einen Teilmodul M"” C X
mit X = N M". Es folgt M = M'"+X = M + N+ M'" = M + M". Ist ferner
m e M N M" sofolgtme M'NM"C M NX =N,und alsom € NN M" =0. Also
ist M =M @ M".

Fall M’ einfach.

Subfall ¢ = 0. Ein Teilmodul ist dasselbe wie ein Teilraum, und das Resultat folgt aus
der Linearen Algebra.

Subfall p # 0. Setze M" := Kernc,, . Dies ist ein Teilmodul von M ; cf. Bemerkung 67.(1),
Aufgabe 25.(3).

Es operiert g trivial auf dem eindimensionalen g-Modul M/M’; cf. Aufgabe 24. Also ist
(p(9))(M) C M’ fir alle g € g. Somit ist auch ¢, (M) C M’; cf. Lemma 63, Definition 66.
Beziiglich einer Basis von M, die aus einer Basis von M’ erweitert wurde, hat c, wegen
M’ einfach somit die Blockmatrixform (2 A9E) fiir ein \' € K, wobei E eine Einheitsmatrix
bezeichnet; cf. Bemerkung 61.

Also ist dim g — dim Kern ¢ = trc, = (dim M’)\’; cf. Bemerkung 67.(2). Da ¢ # 0, folgt
Kerng C gund also A" # 0. Somit ist dim M"” = dim Kernc,, = 1. Ist ferner m € M'NM",
s0 ist A'm = c,(m) = 0. Somit ist M’ N M" = 0. Insgesamt ist M = M' & M".

Dies zeigt die Behauptunyg.
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Allgemein ist uns ein Teilmodul M’ C M beliebiger Dimension vorgegeben.
Ist dim M’ = 0, so setzen wir M" := M.
Sei nun dim M’ > 1.

Es ist Hom(M, M) ein g-Modul; cf. Bemerkung 62. Wir haben darin die Teilmoduln

H = {feHom(M, M) : fly = pidyy fir ein p € K}
H = {feHom(M,M'") : flyo=0}.

In der Tat gibt es fir f € H ein p € K mit f|y = pidyy , sodal fiir g € g sich

lg, fI(m") = [g, f(m")] = f(lg,m']) = [g,pm'] — plg,m] = 0

ergibt fiir m’ € M’, und somit sogar [g, f| € H'. Dies trifft auch fiir f € H' C H zu.

Es ist dimH = 1 + dimH’, da H’' der Kern der surjektiven linearen Abbildung
H — (idp), f+— f|ar ist; hierbei folgt die Surjektivitét aus der Existenz einer linearen
Abbildung M — M’, die mit der Inklusionsabbildung M’ — M zur Identitit kompo-
niert. Geméf vorstehender Behauptung gibt es also ein h” € H \ H' so, da8 (") C H ein
Teilmodul ist und sich H = H' @ (h") ergibt. Durch Reskalieren diirfen wir h”|yp = idpp
annehmen, da h” & H'.

Da (h") eindimensional ist, ist [g,h”] = 0 fir g € g; cf. Aufgabe 24. Also ist h” eine
g-lineare Abbildung. Somit ist Kern h” C M ein Teilmodul; cf. Aufgabe 25.(3).

Sei m € M. Wir kénnen m = h”(m) + (m — h”(m)) schreiben, und es liegt m — h”(m) €
Kern A”. Somit ist M = Im h” + Kern h".

Sei m € Imh” N Kernh”. Dann ist m = h”(n) fiir ein n € M. Es wird 0 = h"(m) =
R"(R"(n)) = idpr (h"(n)) = m. Also ist 0 = Im A” N Kern h”.

Insgesamt folgt M = Imh” & Kern h” = M’ & Kern h”. 0

Ist g eine halbeinfache endlichdimensionale Liealgebra, so liefert Weyl, Satz 68, angewandt
auf den reguldren g-Modul g, eine direkte Zerlegung g = h1 @ - -+ ® b,, in einfache Teil-
moduln, d.h. in Ideale, die als g-Moduln einfach sind. Keiner der Summanden ist eine
abelsche Liealgebra, cf. Bemerkung 32. Die Lieklammerbildung erfolgt summandenweise;
cf. Bemerkung 15. Fiir ¢ € [1,m] ist also ein h;-Teilmodul von b; auch ein g-Teilmodul von
b;, und somit in {0, h;}. Also sind die b; einfache Ideale von g.

Eine solche Zerlegung wurde auch schon in Lemma 53 hergeleitet. Nur brauchen wir Lem-
ma 53 fiir das Casimir-Element in Definition 66, welches wiederum fiir Weyl, Satz 68 ge-
braucht wird (Beweis der Behauptung, Fall M’ einfach).

3.4 Jordan-Zerlegung (abstrakt)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper mit char K = 0.
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Lemma 69 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Sei g < gl(V') mit g halbein-
fach. Sei g € g. Dann sind ges , Gen € 9.

Cf. auch Aufgabe 16.(6).

Beweis. Es ist V' ein g-Modul vermoge der Einbettung g — gl(V). Fir g e gund v € V
ist also [g,v] = g(v).

Definiere den Teilraum

n = nguy(g) N{z € gl(V) : fiir alle g-Teilmoduln W C V ist z(W) C W und tr(z]}j;) =0}
c gl(V);

of. §1.2.3.

Mit der Spurbedingung wird unter anderem idy aus n entfernt.

Wir behaupten, dal mit € n auch x4, 75, € nliegen. Es geniigt, dies fiir z,, zu zeigen,
da Tegs = T — Ty .

Es ist adgiv)(7gn) = (adgiv))en ein Polynom in adgyyz ohne konstanten Term; cf.
Lemma 22.(2), Bemerkung 23.(2). Da (adgvy)(g) = [z, 9] C g, ist also auch [z, g] =
(adgiv) (gn))(9) C @, 1.€. Tgn € ngyv)(9)-

Sei W C V ein g-Teilmodul. Da x4, ein Polynom in x ohne konstanten Term ist, folgt aus
(W) C W, daB x4, (W) C W liegt. Da @gy|{}, Wie 4, nilpotent ist, verschwindet seine
Spur.

Dies zeigt die Behauptunyg.

Es bleibt also g = nzu zeigen.

Es ist n < gl(V): Seien dazu =,y € n gegeben. Sei W C V ein g-Teilmodul. Es ist
[z, y)(W) = (zoy —yox)(W) CW. BEsist tr([z,y][i}) = tr[zii7, yliw] = 0.

Es ist g < n, da wegen g halbeinfach fiir jeden g-Teilmodul W C V das Bild von g in
gl(W) unter g g}, in sl(WW) liegt; cf. Aufgabe 24.

Es ist g < n, da n < ngv)(g).

Es ist n = g @ g+, da g halbeinfach ist, wobei g' beziiglich %, zu bilden ist und dann
gt <n wird; cf. Aufgabe 23.(1) und Bemerkung 47.

Sei h € gt. Wir haben h = 0 zu zeigen. Da [g, gt] C gngt = 0, ist hog—goh = [h, g] = 0
fir g € g.

Mit Weyl, Satz 68, konnen wir ein s > 0 und einfache g-Teilmoduln V; C V fiir 7 € [1, 5]
so finden, daB V' = @,c; 4 Vi ist.

Sei ¢ € [1,s]. Esist h(V;) CV;, da h € n. Es ist h“; eine g-lineare Abbildung, denn fiir
v eV ist [g,h(v)] = g(h(v)) = h(g(v)) = h([g, v]). Also gibt es ein \; € K mit h “f =\;
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cf. Bemerkung 61. Wegen h € n ist aber auch 0 = tr(h\“ﬁj) = (dim V;)\; , also A; = 0 dank
char K = 0, und somit h “f = 0.

Insgesamt zeigt dies h = 0. o

Satz 70 (Jordan, abstrakt)

Weiterhin ist K ein algebraisch abgeschlossener Kdérper mit char K = 0.
Sei g eine halbeinfache endlichdimensionale Liealgebra.

Sei g € g. Es gibt genau ein (Gas, gan) € § X g S0, dafi ady(gas) halbeinfach, adg(gan)
nilpotent, g = Gas + gan UNd [Gas , Gan] = 0 ist.

Ferner ist
ady (gas) = (adg g)gs
ady (Gan) = (adg g)gn ;

cf. Lemma 22.(1). Auch diese beiden Gleichungen legen (Gas , gan) fest.

Das Paar (gas, gan) heiBBt abstrakte Jordan-Zerlegung von g. Cf. Lemma 22.

Beweis. Vorbemerkung. Sei (u,v) € g x g. Wegen der Injektivitdt von ad, aus Bemer-
kung 33 ist (¢ = u+wv und [u,v] = 0) dquivalent zu (ady ¢ = ady(u+v) und adgy[u, v] = 0),
was dquivalent ist zu (ady g = adgu + adgv und [adgu,adgv] = 0). Somit gentigt es zu
zeigen, dafl es genau ein (gas, gan) € 9 X g so gibt, dafi ady(gas) halbeinfach, adg(gan)
nilpotent, ady g = ady(gas) + adg(gan) und [adg(gas), adg(gan)] = 0 ist.

Eindeutigkeit. Sei (u,v) € g x g so, daff ady v halbeinfach, ady v nilpotent, ady g = ady v+
adgv und [adgu,adgv] = 0 ist. Also ist adgu = (adgg)es und adgv = (adg g)en; cf.
Lemma 22.(1). Da ady injektiv ist, zeigt dies die Eindeutigkeit.

Ezistenz. Dank Lemma 69 liegen mit ady g auch (adg g)gs und (ady g)gn in adg(g) ; cf. Be-

merkung 33 Wahle (gasa gan) E g X g SO? daﬁ (adg(gas)7 adg(gaS)) = ((adg g)gsa (adg g)gn)
ist. Die behaupteten Eigenschaften folgen; cf. Lemma 22.(1). 0

Bemerkung 71 Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum. Sei g < gl(V') mit g halb-
einfach. Sei g € g. Dann ist ggs = Gas UNA Ggn = Gan -

Diesenfalls kann man auch kurz von der Jordanzerlegung von g reden.

Beweis. Gemdfl Lemma 69 ist g, € g. Mit Jordan, Satz 70, ist ady(gan) = (adg g)gn - Mit
Bemerkung 23.(2) ist adgv)(gen) = (adgi(v) §)an - Schreibe g — gl(V') fiir die Inklusions-
abbildung. Wir haben das kommutative Viereck linearer Abbildungen

adgi(v) g
_

gl(V) gl(V)

T adg g T
g————8
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mit vertikalen Inklusionen. Aufgabe 9.(3) gibt uns daraus das kommutative Viereck

(adg(vy 9)gn

gl(V) gl(V)

T (adg g)gn T
g g

Desweiteren haben wir das kommutative Viereck

Wir erhalten

voady(ggn) = adgi(v) (ggn) 0t = (adgl(V) ggnot =10 (adgg)gn = t0ady(gan) -

Da ¢ injektiv ist, folgt adg(gen) = ady(gan). Da ady nach Bemerkung 33 injektiv ist, folgt
9gn = Jan -
SchlieBlich wird gegs = g — Gen = 9 — Jan = Gas - o

Bemerkung 72 Sei g—b ein Morphismus von halbeinfachen endlichdimensionalen
Liealgebren. Sei g € g. Es ist ©(gas) = ©(9)as und ©(gan) = ©(9)an -

Beweis. Siehe Aufgabe 30. o

Korollar 73
Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum. Sei g < gl(V') eine halbeinfache Teilalgebra.

Sei W = (W, @) ein endlichdimensionaler g-Modul. Sei g € g.

Ist g ein halbeinfacher Endomorphismus von V', so ist ¢(g) ein halbeinfacher Endomor-
phismus von W.

Ist g ein nilpotenter Endomorphismus von V', so ist p(g) ein nilpotenter Endomorphismus

von W.

Beweis. Sei g ein halbeinfacher Endomorphismus von V. Dann ist g = ges = Gas, letz-
teres genommen in g; cf. Bemerkung 71. Verwenden wir die halbeinfache Liealgebra
g/Kerny ~ p(g) < gl(W), cf. Lemma 53.(2), und den Morphismus

o= ol?V g — 9(g)

halbeinfacher endlichdimensionaler Liealgebren, so folgt

©(9) = ©(Gas) = P(gas) = D(gas = P(Pas = P(9)sgs 5
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i.e. ¢(g) ist ein halbeinfacher Endomorphismus von W.

Analog im nilpotenten Fall.

gl(V)  al(W)
]
g——5> ()

3.5 Moduln von sly(K)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper mit char K = 0.

Wir verwenden die Basis
(e, f.h) = ((00),(Y0). (0-1))
von sl (K) wie in der Losung zu Aufgabe 2. Es ist
le, fl = h, [h,e] = 2e, h, f] = —2f.

Nach Aufgabe 3 ist sly(K) einfach, also auch halbeinfach; cf. Bemerkung 31.(2).
Sei M = (M, ¢) ein endlichdimensionaler sly( K )-Modul. Hierbei ist ¢ : sly(K) — gl(M).

Definition 74 Fiir A € K schreiben wir My := E p)(A) = {m € M : [h,m] = dm }.
Ist M) # 0, so heifit A\ ein Gewicht und M, ein Gewichtsraum von M. Die Menge der

Gewichte von M schreiben wir v(M) C K ; dies ist gerade die Menge der Eigenwerte von
©(h). Da M endlichdimensional ist, ist (M) endlich. Ist M # 0, so ist v(M) # 0.

Bemerkung 75
(1) Es ist p(h) halbeinfach. Es sind p(e) und o(f) nilpotent.
(2) Esist M = Dyeyary M-
Beweis. Es folgt (1) aus Korollar 73. Die direkte Zerlegung von M in die Eigenrdume

von @(h), die in (2) behauptet wird, folgt dank Korollar 73 aus der Halbeinfachheit des
Endomorphismus ¢(h) von M. -

Bemerkung 76 Sei A € K. Seim € M, .
Dann ist [e,m| € Mo und [f,m] € My_s .
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Beweis. Es ist
[h,[e,m]] = [[h,e],m]+[e,[h,m]] = 2[e,m] + Ae,m] = (A+2)[e,m]
[h, [fom]] = [[h flm] + [f.[h.om]] = =2[f.m]+A[f,m] = (A=2)[f,m].

Die Bemerkungen 75.(2) und 76 zeigen wegen (M) endlich abermals, dafl ¢(e) und ¢(f)
nilpotent sind.

Definition 77 Ein Gewicht p € v(M) mit pu+2 & (M) heifit mazimal. Da v(M) endlich
ist, gibt es darin ein maximales Gewicht, falls M # 0.

Bemerkung 78 Sei p1 € v(M) ein maximales Gewicht. Sei mg € M,, . Setze

my, = (k)7 (e(f)*(mo) € My
fir £ > 1. Setze m_; := 0.
=

Fiir £ > 0 wird

[hymy] = (= 2k)my,

le;mi] = (p—k+1)mgpy

Lfymi] = (k+ D)myesr
Beweis. Siehe Aufgabe 33.(1). o
Bemerkung 79 Sei ¢ > 0. Sei V.1 ein Vektorraum mit einer Basis (vo, ..., vg), ausge-

stattet mit 1pyq @ slo(K) — gl(Vii1), gegeben beziiglich dieser Basis durch

¢ 0 ¢ 0
0—2 ] Oti—l ) 10 '
Yoy1(h) = - . , Ye(e) = o ;Y (f) = 2 .
Dann ist Vi1 = (Vig1, Yes1) ein einfacher sly(K)-Modul, mit
[hyvg] = (€ —2k)vg le,or) = (0 —k+ 1D)vg—y , [fyoe] = (K4 1)vgs

fir k € [0,4], wobei v_y := 0 und veyq := 0.

Beweis. Es ist 1,1 eine lineare Abbildung. Da

[Vegi(e), Yea(f)] = Ve (h) = Yepa(le, 1)
[WVep1(h), Yega(e)] = 2¢e1(e) = Yea([h,e])
[Deri(h), Ve ()] = —20ea(f) = Yea(h, f])

ist 1y, ein Morphismus von Liealgebren, wie man durch bilineare Fortsetzung erkennt.

Um die Einfachheit zu zeigen, sei ein Teilmodul 0 # X C V., gegeben. Wir haben
X = Vip1 zu zeigen. Sei x € X N\ {0}. Anwenden einer Potenz von v, 1(f) gibt ein
nichtverschwindendes Vielfaches von v, in X. Iteriertes Anwenden von 1,1 (e) zeigt nun,
daB alle Vektoren der Basis (vg, ..., v¢) von Vpiq in X liegen. Also ist X = Vpyq . 5
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Lemma 80 Sei der endlichdimensionale sly(K')-Modul M einfach.
Schreibe ¢ := (dim M) —1 > 0.

(1) Esist M ~ V.
(2) Esisty(M)={{—2i :i€]0,0]}.
(3) Es ist dim My =1 fiir alle A € y(M).

Beweis. Sei p € (M) ein maximales Gewicht. Sei my € M, ~ {0}. Wir verwenden
die Bezeichnungen von Bemerkung 78. Wire my # 0 fiir alle £ > 0, dann wire das
Tupel (my, : k > 0) linear unabhéngig, da aus Eigenvektoren von ¢(h) zu verschiedenen
Eigenwerten bestehend, im Widerspruch zu M endlichdimensional. Wir konnen also ein
minimales ¢/ > 0 wihlen mit my # 0, aber my 1 = 0. Also ist m; # 0 fiir i € [0, ], sowie
m_1 = 0 und mpy; = 0. Dank loc. cit. ist (m; : ¢ € [0,¢]) ein nichtverschwindender
Teilmodul von M, und somit gleich M, da M einfach ist. Da m; € M, _; fiir i € [0, ]
und da M = @, (g ¢ (M), folgt Mo = (my) fiir i € [0,0], v(M) = {p—2i : i € [0,0]}
sowie ¢/ = (dim M) — 1 = ¢.

Es ist 0 = [e, mys1] = (u — €)my nach loc. cit. Folglich ist u = ¢.

Nun zeigt loc. cit., daBl Vpyy — M, v;+—m; fir i € [0,¢], ein Isomorphismus von
sl (K)-Moduln ist. g
Bemerkung 81

(1) Es isty(M) C Z.

(2) Sei A € K. Es ist dim My = dim M_, . Insbesondere liegt X € v(M) genau dann,
wenn —\ € y(M) liegt. Le. es ist y(M) = —y(M).

(3) FEs zerfallt M in eine direkte Summe von dim My + dim M einfachen Moduln.

(4) Ist My =0, so ist y(M) C 2Z + 1.
Beweis. Nach Weyl, Satz 68, ist M direkte Summe einfacher Moduln. Da fiir endlichdi-
mensionale sly(K)-Moduln M" und M” und A € K gilt, daB8 (M’ & M"), = M} & M/

und y(M' & M") = (M) U~y(M") ist, folgen die Aussagen daraus, daf sie fiir einfache
endlichdimensionale sly(K)-Moduln gelten; was wiederum Lemma 80 zu entnehmen ist. s



Kapitel 4

Wurzelsystem einer halbeinfachen
Liealgebra

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper mit char K = 0. Wir identifizieren Z C K.

4.1 Tori

Sei g eine endlichdimensionale Liealgebra.

Definition 82 Eine Teilalgebra t < g heifit ein Torus in g, falls der Endomorphismus
adgt € gl(g) halbeinfach ist fiir alle ¢ € t; cf. Definition 21.(1).

Ein Torus t < g heift mazimal, falls aus t <t < g und t' < g Torus folgt, dal t = ¢ ist.

Es ist 0 < g ein Torus. Also existiert in g aus Dimensionsgriinden ein maximaler Torus.

Die Sonderrolle als Zerleger, die in §3.5 vom Element h = ((1) ,(1)) wahrgenommen wurde,
soll hier von einem maximalen Torus {ibernommen werden.

Bemerkung 83 Ist g halbeinfach, dann ist t < g ein Torus genau dann, wenn ¢t = ¢, ist
fiir alle t € t; cf. Jordan, Satz 70. Ist zudem g < gl(V') fiir einen endlichdimensionalen
Vektorraum V', dann ist t < g ein Torus genau dann, wenn t = 4 ist fiir alle ¢ € t; cf.
Bemerkung 71. Diesenfalls ist t < g also genau dann ein Torus, wenn alle seine Elemente
halbeinfache Endomorphismen von V' sind.
100 100 00 0

So sind e.g. t := <<8—é 8>> und t' = <<8—(1) (OJ) , (8 (1)_(1J>> Tori in sl3(K) ; cf. Aufgabe 3,
Bemerkung 31.(2). Aber es ist auch fiir jede invertierbare Matrix S € GL3(K) die Teilal-

gebra STH'S < sl3(K) ein Torus.

46
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Bemerkung 84 Sei t < g ein Torus. Es ist t abelsch.

Beweis. Fiir t € tist ad¢t = ad, t[; halbeinfach, da ad, ¢ halbeinfach ist; cf. Aufgabe 9.(2).

Sei t € t gegeben. Wir haben adt = 0 zu zeigen. Wegen Halbeinfachheit geniigt es zu
zeigen, dafl ad¢t keinen Eigenwert ungleich 0 hat. Angenommen, es gibt ein ¢’ € t \ {0}
und ein A € K ~\ {0} mit (ad¢)(¢') = A\’. Nun ist auch ad;t’ halbeinfach. Somit gibt es
ein £ > 0 und eine Basis (¢1,...,t,) von t mit (ad¢t')(t;) = p;t; fiir gewisse p; € K fiir
i € [1,€]. Schreibe ¢ =: 3, ., o viti, wobei v; € K. Es wird

(+) 0 AN = [tt] = —[t ] = = ylt't] = =) vt

1€[1,4] 1€[1,4]

Also gibt es ein j € [1,¢] mit v; # 0 und p; # 0. Mit (%) wird aber

0 = [t/,/\t,] = — Z Vzﬂl[t,,tz] = — Z VZ,LL?tZ,

i€[1,0] i€[1,4]

was wegen v, ,u? # 0 nicht geht, Widerspruch. o

In Matrizen: es ist nicht moglich, daf§ die Diagonalmatrix zu ad¢t’ den Vektor zu ¢ nicht
annulliert, ihr Quadrat aber schon.

Bemerkung 85 Sei t < g ein Torus.

Es ist t < ¢g(t). Ist t = cg(t), dann ist t < g ein maximaler Torus.

Cf. auch Lemma 90.(1) unten. Cf. auch Aufgabe 37.(1).

Beweis. Da t abelsch ist, ist t < ¢4(t); cf. Definition 18.

Sei sogar t = ¢4(t). Sei angenommen, es gibt einen Torus ¢ < g mit t < ¢ < g. Es ist ¢
abelsch; cf. Bemerkung 84. Also ist t < t' < ¢4(t), und wir haben einen Widerspruch. o

4.2 Wurzelraumzerlegung

Sei g eine endlichdimensionale Liealgebra. Schreibe n := dim g.

Sei t < g ein Torus. Schreibe ¢ := dim t.

Definition 86 Sei x € t* = Hom(t, K). Setze

0, = Oy = {g€9:[t,gl=x(t)-gfirtet}.

Insbesondere ist gy = ¢4(t).
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Falls x # 0 und g, # 0, so heifit x eine Wurzel von g, und g, der Wurzelraum von g zu x.

Die Menge der Wurzeln von g werde

d(g) = P(g) == {xet'~{0} : g, #0}

geschrieben. Es sind sowohl ®,(g) als auch g, von der Wahl des Torus t abhéngig definiert.
Bei fixiertem Torus t werden wir dennoch in der Regel die Kurzschreibweise verwenden,
in der t nicht erwéahnt wird.

=1 =: 12

1 00\ 700 0
Beispiel 87 Sei g = sl3(K). Sei t = <<8*(1) 8), (8 (1)_(1)>>; cf. Bemerkung 83.

Ist x : t— K durch x(¢1) := 2 und x(t3) := —1 definiert, dann wird = := <§é§) € gy -

Denn in der Tat wird [¢;, ] = 22 = x(t1) - ¢ und [ty, ] = —z = x(t2) - x, und also
[Oéltl +042t2 s 33] = Ofl[tl y l’] +062[t2 s 1‘] = X(tl) '.1’4‘012 X(tg) cr = X(altl +062t2)l’ .

fiir g, ap € K.

Lemma 88 Wir haben die Wurzelraumzerlegung

g:cg(t)@@gxz EB Ox -

x€®(g) x€®(g)L{0}

FEs ist ®(g) endlich.

Cf. auch die bessere Darstellung der Wurzelraumzerlegung im halbeinfachen Fall im unten-
stehenden Satz 91.

Beweis. Sei (ty,...,t;) eine Basis von t. Es ist [(adgt;), (adgt;)] = adg[t;, ;] = 0 fiir
i, j € [1,¢]; cf. Bemerkung 9, Bemerkung 84. In anderen Worten, es ist (adgt;)o(adyt;) =
(adgt;)o(adgt;) fird, j € [1,¢]. GeméB Aufgabe 10.(1) gibt also es eine Basis (g1, ..., gn)
von g so, da8 g, Eigenvektor von adyt; ist fiir alle & € [1,n] und alle ¢ € [1,¢]. Sei
[ti, gr] = (adgt;)(gr) = Aig gi fiir gewisse \;, € K fir k € [1,n] und i € [1, /].

Sei k € [1,n]. Definiere die lineare Abbildung x;, : t— K, t;+— A\, ;. Es ist g € gy, ,
da fiir t = ), a;t; € t, fiir gegebene a; € K, sich [t,gx] = D>, culti, gu] = D, i Mip g =
k(Do iti) - g = xu(t) - gr ergibt. Also ist x; € ®(g) L {0}.

Da (¢1,..., gn) eine Basis von g ist, folgt, dal g die Summe der Teilrdume g, mit
X € ®(g) L {0} ist. Die Direktheit dieser Summe bleibt zu zeigen.

Angenommen, die Summe ist nicht direkt. Seien x, € g, mit {x € ®(g) : z, # 0} endlich
so gewahlt, dafl
> a0

x € ®(g)L{0}
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gilt und daBl die Anzahl der nichtverschwindenden Summanden minimal, aber > 0, also
> 2 ist. Wahle 0, p € ®(g) U {0} mit 0 # p und z, # 0 und z, # 0. Wéhle t € t mit

o(t) # plt).
Es folgt 0= > [t,z,] = > x(t)zy. Alsoist 3 (x(t) — o(t))z, = 0. Diese Summe hat
nun den nichtverschwindenden Summanden (p(t) — o(t))x,, aber den verschwindenden

Summanden (o(t) — o(t))z, . Somit haben wir eine kiirzere solche Summe gefunden und
also einen Widerspruch.

Da g endlichdimensional ist und dimg, > 1 fiir x € ®(g), folgt auch die Endlichkeit von
@(g) o

Bemerkung 89

(1) Es st [g5,8,] € Go+p fiir o, p € P(g) U{0}.
(2) Es ist kg(9s,9,) =0 fiir o, p € ®(g) U{0} mit o # —p.

(3) Es ist rad(kgle,xcy(t)) € rad g .

Bewezs.

Zu (1). Sei ¢’ € g, . Sei g" € g,. Seit € t. Es ist
.1, 9" =[It,d).d"] + 9", [t 9" = [o(t)g', g"| + [d', p(t)g"] = (0 + p)(t) - [¢', 9"] ,

mithin [¢', ¢"] € go1p -
u (2). Sei ¢’ € g,. Sei g” € g,. Wihle t € t so, daB o(t) + p(t) # 0. Es wird
(o) + p)rg(d's 9") = relo(t)g',g") + kgld' p(t)g")
= [t 97, 9") +re(d', [t 9"])

= —rqlg's 1], g") + Kglg', [t, g")
SINE

und also r4(g’, ") = 0.

Zu (3). Sei x € rad(kg|ey(tyxcy())- Also ist @ € ¢g(t) = go und K4(x, go) = 0. Nach (2) ist
auch rg(z, B, cpq) 9x) = 0. Mit Lemma 88 folgt ry(z,9) = ry(z, D, caguio 9) = 0,
mithin z € rad K . o

4.3 Maximaler Torus ist selbstzentralisierend

Lemma 90 Sei g eine halbeinfache endlichdimensionale Liealgebra mit g # 0.

Ser t < g ein Torus.
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(1) Es ist ¢g(t) =t genau dann, wenn t < g ein mazimaler Torus ist.
Insbesondere ist ein maximaler Torus ungleich 0.

(2) Ist t < g ein mazimaler Torus, dann ist K4l nichtausgeartet.

Beweis. Ist t = ¢4(t), dann ist t < g ein maximaler Torus; cf. Bemerkung 85.
Sei nun umgekehrt t < g als maximaler Torus vorausgesetzt.

Schreibe ¢ := ¢4(t). Es ist also t < ¢ < g.

Fiir ¢ € ¢ bilden wir c,s und c,, in g; cf. Jordan, Satz 70.

Schritt 1. Ist ¢ € ¢, so sind cys € t und c,n € c.

Aus (adgc)(t) = [c,t] = 0 folgt [cas, t] = (adg(cas))(t) = (adgc)es(t) = 0, da (adgc)gs €in
Polynom in (adyc) ohne konstanten Term ist; cf. Jordan, Satz 70, und Lemma 22.(2).
Also ist ¢, € ¢. Also ist auch ¢y, = ¢ — ¢, € €.

Da ¢, € ¢ und da t nach Bemerkung 84 abelsch ist, ist (c,s,t) eine abelsche Teilalge-
bra von g. Folglich ist auch ady(cas,t) eine abelsche Teilalgebra von gl(g). In anderen
Worten, je zwei ihrer Elemente kommutieren beziiglich Komposition. Da das Element
adg(cas) = (adg c)gs und jedes Element von adgt halbeinfach sind, gilt dies wegen dieser
Kommutativitiat auch fiir jede ihrer Linearkombinationen; cf. Aufgabe 10.(2). Somit ist
jedes Element von adg(c,s,t) halbeinfach und also (c,s,t) < g ein Torus. Da t < g ein
maximaler Torus ist, folgt daraus c,s € t.

Schritt 2. Es ist kglcx. nichtausgeartet.

Es ist k4 nichtausgeartet nach Cartan, Satz 50.(4), da g halbeinfach ist.

B.89.(3)
Da rad(kglcxe) < radkg =0, ist auch kg« nichtausgeartet.

Schritt 3. Es ist ¢ nilpotent.
Sei ¢ € ¢. Nach Engel, Satz 40, geniigt es zu zeigen, dal ad.(c) nilpotent ist.
Nun ist ad.(cas) = 0, da cas € t nach Schritt 1 und da [t, ¢/ = 0. Also ist

ade(c) = adc(can) = adglcan)|t "= (adg ¢)gal
nilpotent.

Schritt 4. Fiir ¢ € ¢ ist ¢y = 0.

. . . . e . B.33 .
Da ¢ nach Schritt 3 nilpotent ist, ist ¢ auflosbar. Es ist ¢ =~ ady ¢ < gl(g). Somit ist auch

adg ¢ auflosbar. Schreibe n := dim g. Nach Lemma 42 gibt es eine Basis von g so, dafl mit
dem zugehérigen Isomorphismus ¢ : gl(g) = gl,, (K) gilt, da p(ad, ¢) < glZ (K) ist. Nun

ist ady(Can) S0 (adg ¢)gn nilpotent, und daher ¢(ady(can)) € gl (K).

Fiir ¢ € ¢ ist also ¢(ady ) - p(ady(can)) € gl (K), und daher

kg(c,can) = tr(p(ady ) - p(adg(can))) = 0.
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Da fglcxe dank Schritt 2 nichtausgeartet ist, folgt cu, = 0.
Schritt 5. Es ist t = ¢. Es ist kglix¢ nichtausgeartet. Es ist t # 0.

. . S.70 Schr. 4 Schr. 1
Seic € c. Eswird ¢ "= Cas + Can = Cas

Also ist t = ¢.
Nach Schritt 2 ist nun gl = Kglexc nichtausgeartet.

Wire t =0, so wire 0 =t = ¢ = ¢4(0) = g # 0, was nicht geht. o

Satz 91 (Wurzelraumzerlegung)

Sei weiterhin K ein algebraisch abgeschlossener Korper mit char K = 0.

Sei g eine halbeinfache endlichdimensionale Liealgebra mit g # 0.

Sei t < g ein maximaler Torus.

Wie in Definition 86 bezeichnet ®(g) C t* die Menge der Wurzeln von g beziglich t.

Wir haben t = go und die Wurzelraumzerlegung

s=tePaou= P o

XE2(g) x€®(g)u{0}

Beweis. Nach Lemma 88 ist g = ¢4(t) @D, ca (g 9x - Nach Lemma 90.(1) ist go = ¢4(t) = to

Beispiel 92 Fiir g = sly(K) verwenden wir die Bezeichnungen von §3.5. Darin ist t = (h)

ein maximaler Torus, da t = ¢4(t). Denn fiir a, b, ¢ € K ist [(“ b) , ((1)_(1])] = (QOC’O%)

c—a
genau dann null, wenn b = ¢ = 0 ist.

2 00
Es ist adg(h) = (8—(2) 8), geschrieben in der Basis (e, f, h); cf. §3.5. Die Eigenraumzerle-
gung davon gibt
g = (h) @ {e) & (f),
~—

t Ixo Ix_2

und also ®(g) = { x2, x_2 } mit xa(h) := 2 und x_s(h) := —2. Cf. auch Aufgabe 36.

4.4 Wurzeln und ganze Zahlen

Sei g eine halbeinfache endlichdimensionale Liealgebra mit g # 0.

Sei t < g ein maximaler Torus.
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Definition 93
Da fg|ix¢ nach Lemma 90.(2) nichtausgeartet ist, haben wir die bijektive lineare Abbildung
t — t

t +— lig(t7 _>|t .

Sei x € t*. Schreibe ¢, := (). In anderen Worten, es ist

Kolty,t) = x(f) fiir t € t.

Beispiel 94 Wir setzen Beispiel 92 fort.

. ) ) L (2 00\ /2 00
Es ist t,, = 1h, da ke(3h, h) = tr(3 <8*(2) 8) <8*3 8) ) =2=xa2(h).
Entsprechend ist ¢, , = —1h.

Bemerkung 95 Sei x € ®(g).

(1) Esist t* = (®(g)) und also t=¢c"1((D(g))) = (t, : 0 € D(g)).
(2) Es ist auch —x € ®(g). Genauer, fir ¢ € g, ~ {0} ist ky(¢',9-,) = K.

(3) Sind g' € gy und g" € g_, soist [¢,9"] = re(d', 9" )ty .
Es ist [g', 9] = (ty) fir g' € g ~ {0}
Es folgt [gx ) g,X] = <tx>'

(4) Sind g € g, und g" € g, soist {¢',q", 1) < g.

(5) Es ist x(ty) = ry(ty ,ty) ungleich 0.

Beweis.

Zu (1). Angenommen, (®(g)) C t*. Dann gibt es ein ¢ € t \ {0} mit o(¢) = 0 fiir alle
o € ®(g), wie man erkennt, wenn man die duale Basis zu einer von (®(g)) nach t*
]

fortgesetzten Basis betrachtet. Fiir o € ®(g)L/{0} und g € g, wird also [t, g] = o(t)g = 0.

o
Dank Wurzelraumzerlegung, Satz 91, ist also [t, g] = 0. Daher ist ¢ € 3(g) P22 0, und wir

haben einen Widerspruch.
Zu (2). Sei ¢’ € g, ~ {0}.

Angenommen, es ist k4(g’, g_,) = 0. Es folgt k4(g’, g) = 0 aus der Wurzelraumzerlegung,
ol 9—x g

Satz 91, da fiir o € (®(g) U {0}) ~ {—x} ohnehin r4(¢, 9,) B2 ) ist. Da wegen g

halbeinfach k4 nichtausgeartet ist nach Cartan, Satz 50.(4), zieht dies ¢’ = 0 nach sich,
und wir haben einen Widerspruch.

Also ist k4(g',9-,) = K. Insbesondere ist g_, # 0, i.e. —y € ®(g).
g X X
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7, Fii / d q" . /] B.89.(1) _ _ L.90.(1) E ird
u(3). Firg €egyund ¢" € g ist [¢,9"] €  Oyp(—) =00 =¢(t) = "t Es wir

©

B.47.(1)
ro(t. 19, 9") =" RKe([t. 9], 9") = x(t)rg(g’,9") = kgt ty)rg(g',g") = Kelt, rg(d’, g")ty)

fir t € t, wegen rgix¢ nichtausgeartet also [¢, ¢"] = r4(g’, ¢”)ty ; cf. Lemma 90.(2).
Ist ¢’ # 0, so folgt daraus mit (2), da88 [¢/, g_,] = (t,) ist.

3
Zu (4). Sei ¢’ € g, und ¢” € g_, . Es ist [¢/,¢"] € (t,). Esist [t,,q] = x(ty)g'. Es ist

[y, 9"l = —x(ty)g".
Zu (5). Angenommen, es ist x(t,) = 0. Wéhle ¢’ € g, und ¢” € g_, mit [¢,¢"] = ty;
cf. (3). Schreibe b := (¢, ¢",t,) < g; cf. (4). Wegen [t ,¢'] = x(ty)g = 0 und [t,,¢"] =

—x(t)g = 0ist b = (¢, ), h® = 0 und mithin h ~ ad,(h) auflésbar; cf. Definition 25,
Bemerkung 33.

D.93

—
=

Schreibe n := dimg. Nach Lemma 42 gibt es eine Basis von g, deren Isomorphismus
gl(g )Hg[ ( ) die auflosbare Teilalgebra ady(h) nach gl (K) abbildet. Folglich wird
24.(

ady(h)W adg(l‘)(l)) nach gI”(K)) = gI*(K) abgebildet; cf. Losung zu Aufga-
be 13.(2). Insbesondere ist adyt, ein nilpotenter Endomorphismus. Da t ein Torus ist,
ist aber adg t, halbeinfach. Also ist ¢, = 0, damit auch x = r4(t, , —) = 0, und wir haben
einen Widerspruch. o

Definition 96 Sei xy € ®(g). Setze
t = 2x(ty) 'ty
cf. Definition 93, Bemerkung 95.(5). Beachte x(t,) = 2.

Beispiel 97 Wir setzen Beispiel 94 fort. Da t,, = ih ist, wird t;@ = 2X2(ih -1
2-2-1h="h.Dat,,=—thist, wird t{,_, =2x_s(—1h)™ - (—3h) =22

Lemma 98 Sei x € ®(g). Wir verwenden die Basis (e, f,h) von sly(K) aus §3.5.

(1) Esist dimg, = 1.

(2) Wihle g’ € g, ~{0}. Wihle g" € g_, mit [¢',g"] =1, ; cf. Bemerkung 95.(3).
Schreibe s, = (¢', ty, g").
Es ist 5, = gy ® (ty) D 9—y < 9 ; cf (1), Bemerkung 95.(4), Satz 91.

Wir haben den Isomorphismus von Liealgebren

sl (K) wg%gl Sy
e +— ¢
f [ g//
h +—— t
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(3) Es ist (x) N ®(g) = {—x,+x}. Le. fira e K ist ax genau dann eine Wurzel von
g, wenn o € {—1,+1} liegt.

Aussage (2) gibt zusammen mit der Wurzelraumzerlegung, Satz 91, Anlafl zur Sichtweise,
g sei aus “ein paar Exemplaren von slp(K) zusammengebaut”.

Beweis. Wir wihlen ¢’ und ¢” wie in (2) angegeben und schreiben s, := (¢', t,, ¢").

Schritt 1. Konstruktion eines Isomorphismus sly(K) %/Tg/i Sy .

Yyl g

Betrachte die lineare Bijektion sly(K) = s, , er—g¢', fr—g¢", h—1, .

Es ist 5, < g; cf. Bemerkung 95.(4). Es ist weiter [t| ,¢'] = x(t,)g' = 2¢' und [t} , ¢"] =
—x(t})g" = —2g". Durch bilineare Fortsetzung erkennt man, daf 1y ,» ein Morphismus
von Liealgebren ist.

Schritt 2. Konstruktion der sly(K)-Teilmodulzerlegung

M = (goy @€ K) =5, ®Kernx ® M'.

Es ist g via ady|s, © 94,4 ein endlichdimensionaler sly(K)-Modul; cf. Schritt 1.
Fir o € K und z € g, ist

L B.89.(1) c M
le;a] = lg'2] € g C

B " B.89.(1) c oy
[f’ ZE] - [g ,ZE] < Ja-1)x =
5 o B.89.(1) I
[ 71'] - [tXwT] € gax = )

wobei natiirlich genauer gesagt [t/
sly(K)-Teilmodul.

Bilde Kerny C t. Es ist Kerny C M ein sly(K)-Teilmodul, denn fiir ¢ € Kern y wird
sogar [h,t] = [t} 1] =0, [e,t] = [¢',1] = —[t,g] = —x(t)¢' = 0 und [f,1] = [¢",1] =
—[t, 9"l =x(t)g" = 0.

Es ist 5, € M ein sly(K)-Teilmodul, da s, < g; cf. Schritt 1.

Es ist t = (t,) ® Kern y, da x(t,) # 0; cf. Bemerkung 95.(5).

Es ist 5, N Kern x = s, Nt N Kern x = (t,,) N Kern xy = 0.

Nach Weyl, Satz 68, und nach Bemerkung 60 gibt es einen sly(K)-Teilmodul M’ C M
mit

r] = ax(t,)r = 2ax ist. Jedenfalls ist M C g ein

M = s, ®Kemnyd M .

Schritt 3. Esist {a € K : ax € ®(g)U{0}} = 27(M). Le. fira € K ist ay € (g)L{0}
genau dann, wenn a € 3y(M) liegt. Fiir a € K ist goy = Maq -
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Es ist

M = @ oy -

a€K, axed(g)L{0}
Beachte, dafl auch gy = t # 0 ist; cf. Lemma 90.(1).

Fir a € K und x € goy ist [h,2] = [t} ,2] = ax(t})r = 2ax. Daher liegt in dieser
Zerlegung von M seine Zerlegung in Gewichtsrdume vor. Fir a € K folgt go, = Mo,
sowie dafl ax € ®(g) LI {0} genau dann gilt, wenn 2« € y(M) ist.

Schritt 4. Es ist {a € K : ax € ®(g)U{0}}NZ ={-1,0,+1}. Es ist M} = 0.
Es ist y(Kernx) C {0}, da [h,t] = [t} ,t] = 0 fiir t € Kern x C t; cf. Schritt 1.

Es ist y(s,) = {—2,0,+2}, da [h,¢'] = [t} ,d'] = x(t})g = +2¢', da [h,¢"] = [t} ,¢"] =
—X(t;)g” = —2¢" und da [h,t,] = | ;(,tx] =0.

Es ist My = go =t = (t,) ® Kern x C s, @ Kern x . Also ist Mj = MyNM' = 0. Somit ist
v(M'") C 2Z + 1; cf. Bemerkung 81.(4).

Insgesamt folgt

Y(M)N2Z = (y(sy) Uy(Kernx) Uy(M")) N2Z = {-2,0,+2}
und also 37(M)NZ = {-1,0,+1}. Die erste Behauptung von Schritt 4 ergibt sich nun
mit Schritt 3.
Schritt 5. Es ist M' =0. Es ist {a € K : axy € ®(g) U{0}} ={-1,0,+1}.
Es zerféllt M’ nach Bemerkung 81.(3) in eine direkte Summe von dim M + dim M| Sepr-4
dim M] einfachen Moduln. Fiir M’ =0 geniigt es somit, M, =0 zu zeigen, i.e. 1 §'Z v(M).
Nach Schritt 3 ist dafiir %X é ®(g) zu zeigen.
Aus Schritt 4 folgt, dafl allgemein fiir o € ®(g) gilt, dal 20 & P(g) liegt.

Annahme, es ist 2x € ®(g). Dann aber ist 2- 2x = x € ®(g), und wir haben einen
Widerspruch.

Es folgt M = s, & Kern x, und also v(M) = 7(s,) Uy(Kern x) = {—2,0,+2}. Schritt 3
zeigt nun die zweite Behauptung von Schritt 5.

Schritt 6. Es ist dimg, = 1. Es ist s, = g, B (ty) B g— -
Nach Schritt 5 ist

GgoDgDg = @ oy = M = 5, ®Kerny = t® (¢") ® (¢") .

a€K, axed(g)L{0}
Da (¢') C gy, (¢") € g, und t = go, folgt g, = (¢'), g = (¢") und

sy = 0, D(t) Doy .
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Bemerkung 99 Es ist ry(t,t") = 3 co X(1) - x(t') firt, t" € t.

Beweis. Fir x € ®(g) U {0} und = € g, wird

((adgt) o (adg ) (z) = [t, [t 2] = [t,x(¥) - =] = x(t) - x(t) - =
Insbesondere ist dies gleich 0 fiir x € gg = t.

Wir wéhlen eine Basis von g aus Elementen aus den Summanden der Wurzelraumzerle-
gung g = t @ ®x€¢(g) g, ; cf. Satz 91. Beachte, dal Wurzelrdume eindimensional sind;

cf. Lemma 98.(1). Beziiglich einer solchen Basis berechnen wir also

ro(t ) = tr((adg t) o (ad, t/)) = ercb(g) x(t) - x(®) .

Beispiel 100 Wir setzen Beispiel 97 fort. Es ist x4(h, h) = 8, wie aus Beispiel 94 folgt.
Zum anderen ist aber auch - .y x(h)-x(h) = 2-2+4(=2)-(=2) = 8; cf. Beispiel 92.

Lemma 101 Seien o, p € ®(g). Sei an t), = 2p(t,)~"t, erinnert; cf. Definition 96.

) = o falle fo)

1) Es liegt o(t) = kq(t,
( ) S ueg U( p) ﬁg( P K/g(tpy tp)

in Z; cf. Bemerkung 95.(5).
(2) Esisto—oa(t,)p € ®(g).

Beweis.
Fall o € {—p,+p}. Schreibe o = +p.

Es ist o(t,) = £2, und also ist 0 — o(t),)p = 0 — (£2)(£p) = —0 € ®(g); cf. Bemer-
kung 95.(2).

Fall o & {—p,+p}.

Es ist 0 € Zp, da ip = 0 € ®(g) fiir ein ¢ € Z auch ¢ € {—1,+1} nach sich zoge; cf.
Lemma 98.(3).

Yyl g

Waihle einen Isomorphismus sly(K) = s, = g, @ (t,) ® g—, < g wie in Lemma 98.(2),
wobei g’ € g, \ {0} beliebig und ¢” € g_, \ {0} zu ¢’ passend gewéhlt sind. Fasse g via
adg |s, © Yy g als sly(K)-Modul auf.

Setze M = @,cz 9o+ip € ¢. GeméB Bemerkung 89.(1) ist M ein sly(K)-Teilmodul
von g. Es ist M # 0, da go40, # 0. Es ist

) V= @ s

i€Z, otip € P(g)
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Fiir ein solches i und = € g, ist [h, 2] = [t, 2] = (0 +ip)(t,) - @ P20 (o(t),) + 2i) - 2.

Folglich liegt in (x) eine Zerlegung in Gewichtsraume vor, mit

Ma(t;,)+2z‘ = Yo+ip

fiir jedes darin auftretende ¢. Jeder dieser Wurzelrdume ist eindimensional; cf. Lem-
ma 98.(1). Ferner kann nicht My # 0 und M; # 0 sein, da die Differenz zweier Elemente
von (M) in 2Z liegt. Also zerfallt M in dim My + dim M; < 1 einfache Moduln; cf.
Bemerkung 81.(3). Da M # 0, ist M einfach.

Ferner ist v(M) = {o(t,) +2i : i € Z, 0 +ip € ®(g) }. Speziell ist fiir i € Z

o+ip € P(g) — o(t) +2i € y(M).
B.81.(1)
Da o +0p € ®(g), ist o(t,) € y(M) C Z, was (1) zeigt.
B.81.(2)
Da weiter mit o(t,) € (M) auch o(t,) +2(—0o(t,)) = —o(t,) € ~(M) liegt, folgt
o—o(t,)p € P(g), was (2) zeigt. -

Lemma 102 Seien g, p € O(g).

(1) Esist kg(ty,to) €{2 : 2€Zsg }.

(2) Esist kg(ts,t,) € Q.

Beweis. Es ist

B.99 D.93
Kg (ta' ) tO’) = er(b(g) X(t0'>2 = eré(g) Kg (tX ) tO’)2 .

Also wird

- g L.10L(1)
dkg(ty )" = > eals) (2Rg(ty s to)Rg(to 1)) €  Zwo;

cf. Bemerkung 95.(5). Esist 4 k4 (¢, , t,) ! ungleich 0 und also in Z~ . Somit ist x4 (¢, , t,) €
{2:2€Z.y}. Es folgt

. . L.101.(1)
’ig(tcr 7tp) = 3 Kg(to s to) K;E(tcr vtp) €

Beispiel 103 Wir setzen Beispiel 100 fort. Da t,, = }lh geméfl Beispiel 94, ist

Koty s ty) = Kaltys, 2h) = x2(3h) = 1 -2 =1 cf. loc. cit.
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4.5 Ein reeller euklidischer Raum

Sei nun K = C zugrundegelegt. Es wird der Teilkérper R C C eine Rolle spielen. In
diesem Abschnitt §4.5 miissen daher wir bei Begriffen aus der Linearen Algebra den
zugrundeliegenden Korper erwéahnen.

In §4.5 konnte man R auch durch einen beliebigen Zwischenkérper Q € FF C R und C
durch einen beliebigen algebraisch abgeschlossenen Kérper K mit char K = 0 und Teilkorper
F C K ersetzen.

Sei g eine halbeinfache endlichdimensionale Liealgebra iiber C mit g # 0.

Sei t < g ein maximaler Torus.
Definition 104 Sei tg := r(fy, : x € ®(g)) C t; cf. Definitionen 86 und 93.

Bemerkung 105 Jede aus dem C-linearen Erzeugendensystem (t, : x € ®(g)) aus-
gewdhlte C-lineare Basis von t ist auch eine R-lineare Basis von tgr; cf. Bemer-
kung 95.(1).

Insbesondere ist dimg tg = dimc t.

Beweis. Schreibe ¢ := dimgt. Sei (ty, ,...,t,) eine aus (¢, : x € ®(g)) ausgewéshlte
C-lineare Basis von t. Es ist ¢ auch R-linear unabhéingig und in tg enthalten. Es bleibt
zu zeigen, dafl t auch tr erzeugt.
!
Sei o € ®(g). Wir haben ¢, € r(ty,,...,ty,) 2zu zeigen. Schreibe t, = > ;.\, 4 @ity, mit
!
a; € C. Es geniigt, oy, € Q fiir k € [1,/] zu zeigen.

Es ist #glexe nichtausgeartet; cf. Lemma 90.(2). Also ist (k4(ty, ,ty,))s,; eine invertierbare

Matrix in Q¢ cf. Lemma 102.(2). Sei (8,x);x € Q" ihr Inverses. Es liegt in der Tat

L.102.(2)

=] Zj /{g(to 7th)/6j,k' = Zi,j Q; /{g(txl- 7th)/6j,k' = Zz o az‘,k = Qg .

Lemma 106

FEs st Kg|&xtR eine symmetrische und positiv definite R-Bilinearform auf tg .

In anderen Worten, es ist (tr , ”g@xtR) ein euklidischer Raum.

Beweis. Da rg4(ts,t,) € Q fiir o, p € ®(g), bildet k; die Menge tg x tg nach R ab; cf.
Lemma 102.(2).

Mit kg ist auch kgl . symmetrisch; cf. Definition 46.
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Zur positiven Definitheit. Sei t € tg \{0}. Sei o € ®(g) so, daBl r4(t, ,t) # 0 ist, was wegen
Kglixe nichtausgeartet und wegen t = ¢(t, : 0 € ®(g)) moglich ist; cf. Lemma 90.(2),
Bemerkung 95.(1). Es wird

B.99 D.93
Kyt 1) = Zx@(g)X(t)Q = Zx@(g)“g(t)mt)Q >0,

da alle Summanden > 0 sind und speziell k4(t, ,t)* > 0 ist. 5

4.6 Zusammenfassung

Wir fassen zu folgendem Satz zusammen.

Satz 107 (Wurzelsystem einer halbeinfachen Liealgebra)
Sei K = C. Sei g eine halbeinfache endlichdimensionale Liealgebra mit g # 0.

Ser t < g ein mazimaler Torus.

Es bezeichnet ®(g) die Menge der Wurzeln; cf. Definition 86. Schreibe
ta = {tx 1 x € 2(9)}

Es bezeichnet tr = rta(g)) ; c¢f. Definitionen 104 und 93.
Es ist /-@g]f;xtR eine positiv definite symmetrische R-Bilinearform auf tr ; c¢f. Lemma 106.
Es ist also tr = (tr , Kglie wie) €0 euklidischer Raum.

Es ist to(g) eine endliche Teilmenge von tg ~ {0} ; ¢f. Lemma 88, Definition 93.

(1) Esist r(ta)) = tr; cf. Definition 104.

(2) Firr etog st {a e R ar €tog } ={-1,+1};
cf. Lemma 98.(3), Definition 93.

(3) Firr, s € togg ist ZM €Z; c¢f. Lemma 101.(1).
Kg(s,s)
(4) Firr, s € togg ist
rg(T, s)
Kg(s, s)
cf. Lemma 101.(2), Definition 93.

s € lfq>(g);

Den euklidischen Raum tg zusammen mit der Teilmenge tq(g) heifit das Wurzelsystem
von g ; cf. Definition 110 und Beispiel 112 unten.

Das Wurzelsystem von g soll die Rolle eines Fingerabdrucks, den g hinterléaft, spielen. Darin
ist es e.g. dem Charakter einer Gruppendarstellung vergleichbar, oder der Signatur einer
symmetrischen reellen Bilinearform.



Kapitel 5

Wurzelsysteme allgemein

Sei R unser Grundkorper.

Ein euklidischer Raum F = (E, |—,=]) ist ein endlichdimensionaler Vektorraum, ausge-
stattet mit einer positiv definiten symmetrischen Bilinearform |—, =] : E x E— R. Wir
schreiben auch ||z|| := |z, z|"/? fir v € E.

5.1 Axiome

Definition 108 In einem euklidischen Raum E = (F,|—,=]) sei die normierte Form
definiert durch o.y]
LY
z,y|| = 2
vl 1Yy
fir xr, y € Emit y #0. Esist e.g. |y,y]| = 2.
Wir schreiben bisweilen auch | —, =]|” fir die normierte Form zu einem euklidischen Raum

(E', |—,=]), etc.

Bemerkung 109 Seien z, y € E.Daauch [—,=]|(;4)x(zy) Positiv definit ist, ist die De-
terminante der Grammatrix dieser eingeschriankten Bilinearform positiv. Daraus folgt das
Lemma von Cauchy-Schwarz; i.e. es ist |z, y|? < |z, ]|y, y], falls (z, y) linear unabhéngig
ist, und natiirlich |x,y]? = |z, 2] |y, y], falls (z,y) linear abhingig ist.

Definition 110 Ein Wurzelsystem (E, ®) besteht aus einem euklidischen Raum E und
einer endlichen Teilmenge ® C E ~\ {0}, welche die folgenden Eigenschaften (R1,2,3,4)
erfiillt.

(R1) Esist E = ().

(R2) Fir re ®ist {a e R: are®} ={-1,+1}.

60
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(R3) Fir r, s € ®ist |r,s|] € Z.

(R4) Fir r, s € ®ist r— |r,s]]s € .
Die Elemente von ® heiflen dann Wurzeln.

Die Bezeichnung der Axiome stammt von engl. root system.

Bemerkung 111

(1) Es besagt (R2), daB (r) N ® = {—r,+r} ist fir r € . Fiir r, s € & ist also (r, s)
linear unabhéngig genau dann, wenn r ¢ {—s, +s} liegt.

(2) Es besagt (R4), daB ® unter Spiegelung an (s)* stabil ist fiir s € ®; cf. Definiti-
on 114 unten.

(3) Sei € R~ {0}. Ist (E,®) ein Wurzelsystem, so auch (F, 3P).

Beispiel 112 Sei g eine halbeinfache endlichdimensionale Liealgebra iiber C. Sei t < g
ein maximaler Torus; cf. Definition 82.

Es ist der euklidische Raum tg = (tr , Kglx () Zusammen mit der endlichen Teilmenge
to) < tr \ {0} ein Wurzelsystem; cf. Satz 107, Definition 110.

In den obigen Bezeichnungen haben wir also ' = tg, sowie |r,s] = rg4(r,s) und also
|, s] = 2—9ﬁ gesetzt fiir 7, s € to) ().

Es ist die endliche Teilmenge tog) C tr \ {0} ein Wurzelsystem in tg ; cf. den Satz 107
iiber das Wurzelsystem einer halbeinfachen Liealgebra.

Vorsicht, in §4 wurden die Elemente von ®(g) Wurzeln genannt, wihrend hier in §5 die
Elemente von g Wurzeln genannt werden. Wir verwenden also die Bijektion € aus
Definition 93 zur begrlfﬂlchen Identifikation.

Beispiel 113

(1) Das zu sly(C) gehorige Wurzelsystem hat geméaf Beispiel 94 bildlich die Gestalt

T2 1

(2) Das zu sl3(C) gehorige Wurzelsystem hat geméafl Aufgabe 39.(1) bildlich die Gestalt

4Es ist die Bilinearform |r,s| € K hier nicht zu verwechseln mit der Lieklammer [r,s] (= 0); cf.
Bemerkung 84.
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A
T T
3 ° ° 2
T4 T1
— 00—
[ ] [
T5 T6

(3) Das zu o(C,b) mit b wie in Aufgabe 25 gehorige Wurzelsystem hat geméfl Aufga-
be 39.(2) bildlich die Gestalt

Wir werden uns im folgenden kommentarlos dieser Bilder mit diesen Bezeichnungen be-
dienen. Die Skalierung der Achsen spielt geméfi Bemerkung 111 eine untergeordnete Rolle
— wir lassen sie weg.

5.2 Weylgruppe
Sei (E, ®) ein Wurzelsystem.

Definition 114 Fiir z € E ~ {0} sei die lineare Abbildung

w, : B — F
y — y—|yzlx

die Spiegelung an (x)* (oder entlang x).
Bemerkung 115 Seix € E ~\ {0}. Seien y, z € E.

1) Esist E = (x) ® (x)*. Es ist Wx|§$§ = —id,) und Wﬂgii = idye.

(1) .
(2) Es st |wa(y), wa(2)] = Ly, 2].

(3) Es ist w,ow, =idg. Insbesondere ist w, bijektiv.
(4)

4) Es ist wg(P) = P fiir s € ®.
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Beweis.

Zu (1). Es ist E = {(x) @ (x)*, da (z) N (z)* = 0 wegen positiver Definitheit und da
u=3|u,z]|z+ (u—3|u,z]z) firue E.

Esist w,(z) =2 — |z, 2|z = —x.

Ist y € Emit |y,z] =0,s0ist wo(y) =y — |y, z]]x =y.

Zu (2). Schreibe y = 3 + az und z = 2/ + Bz mit ¢/, 2’ € (z)t und a, § € R; cf. (1).
Es ergibt sich

(we(y), wal2)| = Y/ —aw, Z'=pz] = [y, |+]ax,bz] = |y'+ax, Z+Pz] = |y,z].

Alternativ kann man auch die Abbildungsvorschrift von w, direkt verwenden.

Zu (3). Sei y € E gegeben. Wir haben (w, o w,)(y) = y zu zeigen. Schreibe y = ¢ + ax
mit ¢y’ € (x)* und o € R; cf. (1). Es wird

(We owo)(y) = wo(wa(y + ax)) 9 wo(y —az) 2 ¢ +az = y.
Zu (4). Nach (R4) ist w,(®) C ®. Es folgt & 2 w,(w,(®)) C w,(®).
Insgesamt ist w(P) = P. -

Beispiel 116 In

A
r ro
‘e °
T4 T1
— @
[ ] [ ]
5 T6

schickt w,, die Elemente r; + 1g, 76 > 71, o F> 75, I'5 —> T'o, T3 > Tq, T4 —> T3

Definition 117 Definiere die Weylgruppe von (E, ®) als Untergruppe
Wgo = (w, :7€®) = {w 00w, : k=>0,r,edfirie(lk}.
von GL(E); cf. Bemerkung 115.(3). Sie hat also die Verkettung (o) als Multiplikation.

Cf. Aufgabe 42.
Bemerkung 118 Seiw € Wg g .

(1) Es st |w(y),w(2)| = |y, z] firy, z € E.
(2) Esist w(®) = .

Beweis. Es folgt (1) aus Bemerkung 115.(2). Es folgt (2) aus Bemerkung 115.(4).
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Bemerkung 119 Schreibe S¢ fiir die symmetrische Gruppe auf der Menge ®, bestehend
aus den Bijektionen von ® nach ®, mit der Komposition (o) als Multiplikation.

Wir haben einen Gruppenmorphismus
Weo 2 Se
w o P(w) = wd,
i.e. es ist P(wow') = Y(w)op(w') firw, w € Wge .
FEs ist ¢ injektiv. Insbesondere ist Wg o endlich. Genauer, es ist |Wgo| < |D|!.
Beweis. Die Abbildung v ist wohldefiniert; cf. Bemerkung 118.(2). Es ist ¢(w) o ¢(w') =
w|2ow'|2 = (wow)|s =(wow) firw, w € Wgg.

Es ist v injektiv, da die Elemente von W lineare Abbildungen von F nach E sind und
da E = (®); cf. Definitionen 114 und 117, (R1). Da mit ® auch S¢ endlich ist, folgt
schlieBlich Wg ¢ endlich, genauer |Wg o| < [Se| = |D|!. -

Definition 120

Sei @' ein Wurzelsystem in einem euklidischen Raum E' = (E', |—,=]).

Sei ®” ein Wurzelsystem in einem euklidischen Raum E” = (E” | |—,=]").

Eine bijektive lineare Abbildung E' —=~ E" heifit Isomorphismus von Wurzelsystemen von
(E',®") nach (E”, ®"), falls o(®") = &” ist und falls

L s = Le(r), ()1l
ist fiir alle v/, s’ € @'
Ist (E',®") = (E",®"), so heifit ein solches ¢ auch Automorphismus des Wurzelsystems
(E',d).
Es heiflen (E', ®") und (E”, ®") isomorph, geschrieben (E', ') ~ (E” ®"), falls es einen
Isomorphismus von Wurzelsystemen E' —~ E” gibt.

Die Relation der Isomorphie von Wurzelsystemen ist reflexiv (via Identitét), symmetrisch
(via Inverser) und transitiv (via Kompositums) auf der Menge der Wurzelsysteme. Die

diesbeziiglichen Aquivalenzklassen heifien Isoklassen. Schreibe [E, @] fiir die Isoklasse von
(E, D).

Beispiel 121

(1) Fir g € R~ {0} ist die Multiplikation mit 8 auf E ein Isomorphismus von (E, ®)
nach (E, ®); cf. Bemerkung 111.(3).

(2) Sei s € ®. Es ist wy : E— E ein Automorphismus des Wurzelsystems (E, ®),
wie aus Bemerkung 115.(2,3,4) folgt. Somit ist auch jedes Element von Wg ¢ ein
Automorphismus des Wurzelsystems (£, ®).
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5.3 Wurzelpaare

Sei (E, ®) ein Wurzelsystem.
Seien r, s € ® mit r € {—s, +s} gegeben.

Lemma 122 Sei ||r|| < ||s||. Es ist

(Lrv SJ_|> |_S,T‘J_|) € {(070)7 (Ll)’ (172)7 (173)7 (_17_1)7 (_1’_2)’ (_17_3)} .

(R3)
Beweis. Es sind |r,s|], |s,7]|] € Z.
Da (r, s) linear unabhéngig ist, cf. Bemerkung 111.(1), ist 7, s|||s,r]| = 4% < 4;
cf. §5.1. ’

Esist [r,s]] =0« |s,r]| =0. Esist |r,s]] >0 < [s,7]] >0. Esist ||r,s]]| <||s,7]]| o

Bemerkung 123 Sei oo der Winkel, der von den Vektoren r und s eingeschlossen wird.

Da

7,s]? L.122
4cos(a)® = 4% = |rs]ls,r]] € {0,1,2,3},

st

Bemerkung 124

(1) Ist |r,s] >0, dann istr — s € ®.

(2) Ist |r,s] <0, dann ist r+ s € .

Beweis. Es folgt (2) aus (1) durch Ersetzung von s durch —s; cf. (R 2).

Zu (1). Es ist o.E. ||7|| < ||s]|; cf. (R2). Also ist |r,s]] € {—1,0,+1}; cf. Lemma 122.

(R4)
Da |r,s] > 0, ergibt sich hieraus |r,s|| = 1. Esfolgt r —s =7 — [r,s]|]s € . o

Bemerkung 125
FEsist [ :={i€Z : r+ise ®} ein endliches Intervall in Z.

FEsist 0 € I und |I] < 4.

Beweis. Sei angenommen, es ist {i € Z : r+is € ® } kein Intervall in Z. Seien m, n € Z
gewdhlt mit m < nund r+ms € dund r+ (m+1)s € ® und r + (n — 1)s € ® und
r+mnsec ®.
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Es ist [r 4+ ms, s| > 0; cf. Bemerkung 124.(2).

Z
< 0; cf. Bemerkung 124.(1).

Es ist [r 4+ ns, s|
Die Differenz liefert 0 < (n —m)|s,s] < 0, und das ist ein Widerspruch.

Schreibe I = [a,b] mit a, b € Z, wobei a < 0 < b; beachte hierzu, daf§ 0 € I liegt und /
endlich ist.

(R4)
Da® > (r+bs)—|r+bs,sl]jls=r+(b—|rs] —2b)s,ist —=b— |r,s] > a.
(R4)
Da® > (r+as)—|r+as,s||s=r+(a—|rs] —2a)s,ist —a— [r,s]] <b.
Zusammen ist a + b = —|r, s]|. Also wird

L.122
b—a = —|r,s]] —2a = —|r+as,s]] < 3.

Beispiel 126 Fiir

haben wir zunéchst (|rs,rs]|,|r2,73]]) = (1,2). Ferner ist {1 € Z : ro +ir3 € &} =
[—2,0]. Bezugnehmend auf den Beweis von Bemerkung 125 wird in der Tat —2 + 0 =
-2 = —LTg,’l”gJ_I.

5.4 Zwei euklidische Bemerkungen
Definition 127 Fiir eine Teilmenge M C E und ein x € E ~\ {0} schreiben wir
M, ={yeM: |z,y] >0}.

Bemerkung 128 Sei (z1, ..., x;) eine R-lineare Basis von E. Es ist ﬂie[u] E. -~ #0.

Y

Beweis. Sei Y; == (w1 ,..., Ti 1, Tiy1, ..., xg) und Z; ;=Y fiiri € [1,{]. DaE =Y;® Z;,
konnen wir x; = y; + z; mit y; € Y; und z; € Z; schreiben fiir ¢ € [1,/]. Es ist z; # 0, da
(1, ..., x7) linear unabhéngig ist.
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Sei 2 1=} iy g% Fir i € [1,/] wird
[zi,2] = Zje[l,e] lzi 2] = |z, 2] = i+, 2] = lzi,z] > 0.
Also ist z € (Ve g B> - o

Bemerkung 129 Seix € EX{0}. Sei M C E, - so gegeben, dafs [m,n] < 0 ist fir alle
m, n € M mit m # n. Dann ist M linear unabhdngig.

Beweis. Sei ZmeM a, m = 0 fir gewisse a,, € R, mit «,, # 0 fiir nur endlich viele
me M. Sei Ms. :={m e M : ap, >0}. Sei M. :={n € M : o, <0}. Wir haben
M- =0 und M- = 0 zu zeigen.

Seiy =3 . @mm =, r (—ay)n. Esist

LyvyJ = Z Oém<—04n) LmanJ < 0,
m€M>, n€M< >0 go

und also y = 0. Daher ist

0 = nyyJ = Z \aﬁ/tx,mj = Z (_an) LZE,TLJ,

meM> S0 meM< g >0

woraus wir M = () und M. = () folgern. o

5.5 Basen

Sei (E, ®) ein Wurzelsystem.

Definition 130

(1) Ist = eine Teilmenge von @, so schreiben wir

CIﬁE_ = {erECxx5Cx€Z>0}ﬂ(I)
bz = {erzgmx5Cx€Z<0}ﬂ(I).

Beachte, daff wegen 0 ¢ @ fiir ein Element )
(r in Zo zu liegen hat.

ez Cow € ®2 wenigstens ein Koeffizient
(2) Eine R-lineare Basis A C ® von FE heifit Basis von (E,®), wenn & = &£ L ®} ist.

Disjunktheit ist hierbei eine Konsequenz aus ® C E \ {0} und aus A linear un-
abhéngig.



68

(3) Es heifit x € E reguldr (fir @), falls |z, 7] # 0 fiir alle » € ®, i.e. falls x in keiner
Hyperebene orthogonal zu einer Wurzel liegt.

(4) Sei x € E~ {0}. Wir erinnern an ®, - = {r € ® : |z,r| > 0}; cf. Definition 127.

Es heifit r € ®, - zerlegbar, falls s, t € ®, - mit r = s + ¢ existieren. Andernfalls
heifit r unzerlegbar. Schreibe

O = {r € ®, - : rist unzerlegbar } .
Beispiel 131 Fiir
A

3 ° .7‘2
T4 r1
————| o

[ J [ J
5 6

ist A := {ry,r3} eine Basis, da ®L = {ry, r3, r1 +r3} und & = { —ry, —r3, =11 — 13}
dann ® = &} L, ergeben.

Dahingegen ist = := {ry, ry} keine Basis, da e.g. ro — 11 =13 € & \ (& LU D) liegt.
Bemerkung 132 Sei A eine Basis von (E,®). Fir d,e € A mitd # e ist |d,e] <0.

Beweis. Es ist (d, e) linear unabhéngig.

B.124.(1)
€

1
Wire nun |d,e] > 0, dann wire auch d — e O\ (DL U D), im Widerspruch zu

=0 LUD,.
Bemerkung 133 FEs gibt ein fiir ® regulires v € E.

Beweis. Es ist zu zeigen, dal E N (U,ce(r)") # 0. Da @ endlich ist, folgt dies aus
Aufgabe 44. o

Lemma 134 Sei x € E regulir fir ®. Schreibe I' := &M% .
FEs ist I' = ®U% eine Basis von (E, ).

x, >

Zudem ist D, . = Pf .

Beweis.
Schritt 1. Es ist ®, ~ C & .

Angenommen, es ist ®, ~ ~\ @} # (. Wihle ein r € @, ~ \ &} mit [z, 7] minimal.



69

Wegen I' C @ ist r € T', i.e. r € ®, - ist zerlegbar. Schreibe r = s+t mit s, ¢t € @, .
Esist |z,r] = |z,s] + |x,t]|, wobei auch |z,s] > 0 und |x,t| > 0.

Da |z,s] < |z,r| und |z,t] < |z,r], gibt die Minimalitéit von |z,r|, dal s, t € & .
Dann ist aber auch r = s +t € ®/, und wir haben einen Widerspruch.

Schritt 2. Firr, s € T mit r # s ist |r,s| < 0. Insbesondere ist T linear unabhdingig; cf.
Bemerkung 129.

Esist r # —s,dar, s € &, - und also [z,r] >0 und |z,s] > 0.

Angenommen, es ist |r,s] > 0. Dann sind r — s und s — r in ®; cf. Bemerkung 124.(1).
Da z regulér ist, ist r —soder s —rin @, ~. Sei 0. E.r—se€ @, .. Dar=s+(r —s)
und s, (r—s) € O, -, ist r zerlegbar. Wir haben einen Widerspruch.

Es ist —®, -~ = ®_, - dank (R 2). Daraus folgt die Disjunktheit und, wegen x regulér,
die Inklusion C.

Schritt 4. Es ist T eine Basis von (E,®). Es ist ®, » = & .
Mit Schritt 2 ist T’ linear unabhéngig. Insbesondere ist &t N & = ). Beachte noch, dafl
—®f = & ist dank (R2). Es folgt

Schr. 3 Schr. 1 4 + + _
(%) o =" 0, . U(=D,n) C OLU(—DL) = PfUD, C D

Insbesondere ist ® = & U &5 und B "= (®) = (&F U d5) C (T) C E.

Insgesamt ist somit I' linear unabhéngig, (I') = F und ® = & L & gezeigt. Damit ist
" eine Basis von (F, ®).

Ferner ist ®, » = @, da sonst die erste Inklusion in (x) echt wire. g
Korollar 135 Es gibt eine Basis des Wurzelsystems (E, D).

Beweis. Es gibt ein fiir ¢ reguléres z € F; cf. Bemerkung 133.

Es ist @2 eine Basis von (£, ®); cf. Lemma 134. g

Bemerkung 136 Sei A eine Basis von (E,®). Sei x € E reguldr fir ®.

unz

Esist A C @, » genau dann, wenn A = QI ist.

!

Beweis. Sei A C &, - . Zu zeigen ist A = oy
Esist L C @, ~ und &, C ®_, . . Es folgt

d=o,UP, C P, LUDP,. C P,

und also ®f =@, - .
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|
Wir wollen A C Q"2 zeigen. Annahme, nicht. Dann gibt ese € A C @, 5 mit e = s+
mit s, ¢t € P, = PX. Esist s = Y, 0 &ad mit & € Zyo und >, 0 & > 1. Es ist
t = geaNad mit ng € Zzg und Y, A 1mq > 1. Zusammen ist also e = >, A (&a + 14)d
mit Y, A (§a+1a) = 2, was aber wegen A linear unabhéngig und e € A ein Widerspruch
ist.

Da |A] = ¢ "2 |@m2 | folgt A = o2 .

x,> x,>

Lemma 137 Sei A eine Basis von (E, ®).
Es gibt ein fiir ® requlires v € E mit A = O3 .

Beweis. Sei x € (V,ea Fa,> ; cf. Bemerkung 128. Es ist & regular fiir @, da wir r € & =

PLUD, als r = + > jea Cad schreiben konnen mit {4y € Zx, wobei fiir wenigstens ein
d € A auch (g > 0 ist, und somit |x,7| = £> 1 (1 |2, d] # 0 folgt.
——

>0
Nun ist A C @, -, dank Bemerkung 136 also auch A = 7" . o

5.6 Weylgruppe und Basen

Sei (E,®) ein Wurzelsystem; cf. Definition 110.

Es bezeichnet Wg ¢ die Weylgruppe von (£, @) ; cf. Definition 117.

Sei A C @ eine Basis von (E, ®); cf. Definition 130.(1), Korollar 135.

Wir erinnern an ®X = {Y ;A Cad : (4 € Zzo} NP und an & = &L U P .

Wir setzen
1
do.A = 52%@27” € E.

Beispiel 138

Fiir A ={ry, ry} wird ®§ = {ry, ro, r3, r4 }. Wir erhalten vorstehendes Bild.
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Bemerkung 139 Seie € A. Es ist w.(PL \ {e}) = &L ~ {e}.

!
Beweis. Sei r € ® \ {e} gegeben. Wir haben w.(r) € ®{ \ {e} zu zeigen; cf. Bemer-
kung 115.(3).

Wiire w,(r) = e, so wire r = w.(e) = —e € ®% , was nicht der Fall ist.

B. 115.(4) !
Esist we(r) € ~®.Da®=®L UL, bleibt w.(r) & &, zu zeigen.

Schreibe r = )", A (ad mit {5 € Z>. Es gibt ein f € A~ {e} mit (; > 1, daausr = (e
dank (R2) und r € ®} bereits r = e folgte. Es ist

We(T) = Tr—= LT, eJ_|e = (Ce - LT, eJJ)e + Zdeg\{e} Cad .

Also ist der Koeffizient bei f von w,(r) ebenfalls gleich (y > 1, was in der Tat w.(r) €
nach sich zieht. o

Lemma 140 Es ist wq(dea) = dpa — d fird € A.

In Beispiel 138 sahen wir, daf} dies schon fiir d € A, i.a. aber nicht fiir d € ® ~ A gilt.

+
Pand) Also wird

Beweis. Nach Bemerkung 139 haben wir die Bijektion wy| o}
A\

Wi(dea) = 5Wa(d) + 3 ot @y Walr) = =34+ 352 cot 7 = doa—d-

Bemerkung 141 Seiw € Wgo. Sei & € E N {0}. Es ist Wy = wow,ow L.

Beweis. Sei y € E. Es ist

y— |y, w(x)Jw(z)
y— [w ' (y), zJw(x)
= w(w Hy) — [w(y), z]|z)

(wow,ow ) (y) .

B.118.(1)

Bemerkung 142 Ist w € Wg o, so ist w(A) eine Basis von (E, D).

Beweis. Es ist w(A) eine R-lineare Basis von E'; cf. Bemerkung 115.(3).
Wir erinnern an w(®) = @ ; cf. Bemerkung 118.(2).
Daraus folgt erstens w(A) C ©.



72

Daraus folgt zweitens

<1>$(A) = {XuerCaw(d) : GEZx}NT
= w({ D genad : G € Zzo }) Nw(P)

= W{ D yenCad : 4 € Zso} N D)
= w(P})

und, analog, ® \) = w(®y). Somit ist

® = w(®) = w(@))Uw(@y) = P UP, 4, -

Wir schreiben provisorisch
Wa = (wg:deA) C Wgo;

cf. Definition 117; cf. auch Basensymmetrie, Satz 145.(3) unten.
Mit Wg ¢ ist auch W, endlich; cf. Bemerkung 119.

Lemma 143 Seiw € Wa ~\ {idg}.

Seim > 1 minimal so, daf$ es d; € A gibt fiir i € [1,m] mit w = wg, oWy, 0---0 Wy

m

Seien solche Elemente d; fir i € [1,m] gegeben. Dann ist w(d,,) € ©4 .

!
Beweis. Es ist (wg, 0o wg, 0+ 0w, _,)(dy) € PL zu zeigen.

B.118.(2)
Esist (wg, owg,0---0owy, )(dn) € & = dLUD,.

Annahme, es ist (wq, owg, 0+ owg, ., )(dyn) € 5. Esist d,, € A C D}
Fall m = 1. Es ist d; zugleich in @, und in ®} , was einen Widerspruch darstellt.

Fall m > 2. Sei j € [2,m] minimal mit = := (wg, 0 --- 0wy, _,)(dy) € ®X . Folglich ist
wq,_,(z) € @, . Daher mufl 2 = d;_; sein; cf. Bemerkung 139.

Schreibe v := wgq, 0 -~ owg,,_, € Wa . Esist d;_; = v = v(d,,) und also

B.141 1
Wd].71 = Woy(dm) = UVOWg, OV .

Damit wird
w = Wdlo"'Ode72Ode710deO---Ode

— WdlO“'Ode,QO’UOdeOvilovowdm
B.115.(3)
= WdlO."Owd]'_QOWd]'O."Ode71'

Dies ist ein Widerspruch zur Minimalitéat von m. o
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|
Beweis. Es geniigt zu zeigen, daf es ein w € Wa so gibt, dal w(A) C &, - ist; cf.

Bemerkungen 142 und 136.

Wihle w € Wa mit |7,w(qe )| maximal. Sei d € A gegeben. Es ist w(d) € @; cf.

Bemerkung 118.(2).

! !
Wir wollen w(d) € ®, ~ zeigen, i.e. |z, w(d)] > 0; cf. Definition 127. Da w o wy € Wa ,

ist
L. 140
[z, w(den)] 2= |2, (wowa)(dea)] =" [z, w(dgn —d)],
ie. |z, w(d)] > 0.
Wegen z reguldr und wegen w(d) € ® ist |z, w(d)] #0.

Insgesamt ist somit in der Tat |z, w(d)| > 0.

Satz 145 (Basensymmetrie) Weiterhin sei A unsere Basis von (E, ®).

Wir erinnern an Wa = (wq : d € A) C Wgo ; cf. Definition 117.

(1) Sei A" eine Basis von (E,®). Es gibt ein w € Wg o mit w(A) = A'.

(2) Seir € ®. Es gibt eine Basis A" von (E,®) mitr € A’.
Es gibt ein w € Wg o mit w(r) € A.

(3) Es st WE@ = WA .

(4) Sei w € Wg o . Genau dann ist w(A) = A, wenn w = idg ist.

Beweis. Wir wollen die folgenden Aussagen (1',2') zeigen.

(1) Sei A’ eine Basis von (E,®). Es gibt ein w € W mit w(A) = A’

(2') Seir € ®. Es gibt eine Basis A’ von (E, ®) mit r € A"
Es gibt ein w € W mit w(r) € A.

Es gilt (1) = (1). Es gilt (2) = (2).

Zu (1"). Es gibt ein fiir ® regulires 2/ € F mit A’ = & : cf. Lemma 137. Nun gibt es

x>0

ein w € Wa mit w(A) = &% = A’; cf. Bemerkung 144.

Zu (2). Fiir s € ® ~ {—r,+r} ist (s) # (r), also {s)* # (r)*, also (s)X N {r)* von

Codimension 1 in (r)*; cf. Bemerkung 111.(1). Also gibt es ein

ve s U arnimh);

s€®~{—r,+r}
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cf. Aufgabe 44. Es ist also |x,r| =0, aber |z,s] # 0 fiir alle s € & ~ {—r, +r}.

Sei y € E mit |y,r| > 0. Wihle A\ € R mit A(|ly,r| + ||y, s]|) < ||z, s]| fir alle
s € &~ {—r,+r}, was wegen ® endlich moglich ist. Setze z := z + Ay und € := |z,r]| =
Ay, 7] € Rsg. Fiir s € &~ {—r,+r} folgt

[z, s]] Lz, 5] + Aly, s
L2 s)1 = ALy, 5]
Ay, 7]
€.

[IAVARVAR

Insbesondere ist z regulér fiir ®.

Es ist r € ®, . Wire r darin zerlegbar, so gidbe es t, v € ®, - mit r = ¢ + u, also
t,u & {—r,+r} nach (R2), daher |z,t|, |z,u] > ¢, und somit

e = |z,r] = |zt] + |zu] > 2,
was nicht der Fall ist. Somit ist r € @2 =: A’, und A’ ist eine Basis von (£, ®); cf.

Lemma 134.

Insbesondere gibt es ein v € Wa mit v(A) = A/, und also auch v=(r) € v71(A") = A;
cf. (1'). Nehme w := v~L.

Zu (3). Es ist Wa € Wg ¢ ; cf. Definition 117.

!
Sei r € ®. Wir haben w, € Wa zu zeigen.

Wihle w € Wa mit w(r) € A; cf. (2/). Also ist wow, ow™ B W) € Wa , und somit

W, =w owyp ow € Wa.
Zu (4). Sei w € Wg e mit w(A) = A gegeben. Wir haben w = idp zu zeigen.
Es ist w € Wa ; cf. (3).

Angenommen, es ist w # idg. Sei m > 1 minimal so, daf§ es d; € A gibt fiir i € [1,m]
mit w = wg, ©Wg, © -+ 0wy, ; wihle solche d; . Es ist w(d,,) € @ ; cf. Lemma 143. Aber
w(dy,) € w(A) = A C &L . Wir haben einen Widerspruch. -

Korollar 146 Wir haben die Bijektion
Wgo - {A'C®: Aist Basis von (E, )}

w — w(A).

Beweis. Wohldefiniertheit folgt aus Bemerkung 142. Surjektivitét folgt aus Satz 145.(1).
Injektivitat folgt mit Satz 145.(4), denn fiir w, w' € Wgoe mit w(A) = w'(A) ist A =
w™lw'(A) und also w™w' = idg . o
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Beispiel 147 In

A
T T
3 ° ° 2
T4 T1
— 0
[ ] [
5 6

haben wir die Basen Ay = {ry, 3}, Ay = {11, r5}, Az = {ro, s}, Ay = {re, 16},
As ={rs, rs}, A¢ = {rs, r¢ }, jedes Element von & liegt also in 2 Basen. Es wird e.g.
WT3(A3) = AQ .

Von Aufgabe 42.(1) wissen wir |Wg ¢| = 6. Mit Korollar 146 bestétigt dies, dafl es 6 Basen
gibt.

5.7 Cartanmatrix und Dynkingraph

Seien (F,®) und (£', ") Wurzelsysteme; cf. Definition 110. Schreibe ¢ := dim E und
¢ :=dim E".

Es bezeichnet Wg ¢ die Weylgruppe von (E, ®); cf. Definition 117.
Sei A ={dy, ..., ds} CP eine Basis von (E,®); cf. Definition 130.(1), Korollar 135.
Sei A" ={d}, ..., d,} C @ eine Basis von (E’, ®’)

(R3)
Definition 148 Die Matrix (|d;,d;]])i jepg € Z°* heift Cartanmatriz von (E, @)

beziiglich A in der angegebenen Numerierung.

Wir werden haufig direkt von den Eintrégen der Cartanmatrix reden statt von dieser Matrix
als ganzer.

Bemerkung 149

(1) Seien (E,®) und (E',®") isomorph; cf. Definition 120. Insbesondere ist £ = {'.
Es gibt ein o € Sp mit |d; ,d;|| = |d, ), d, 1l fird, j € [1,€].

(2) Esist |d;,d;]| € [—3,+3] firi, j € [1,4].
(3) Es ist (LdzudJU )i,j S GL((Q)

Beachte, daf$ sich (1) auch im Falle (E,®) = (E', ®") anwenden laft.
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Bewezs.

Zu (1). Wihle einen Isomorphismus E —~ E' von Wurzelsystemen von (E,®) nach
(E',®'); cf. Definition 120.

Es ist ¢(A) eine Basis von (E', ®'). Denn ¢(A) ist eine R-lineare Basis von E’. Ferner
haben wir & = @ LIQ, . Es ist (1) C ) und p(P4) € @ 4. Also kénnen wir auf

¥ = p(P) = p(PLUP,) = p(PL)Up(Pa) C OFy U\, C ¥

(A)

schliefen, mithin auf ® = CIDZE A)
Wiihle v’ € Wgr ¢ mit w'(A’) = p(A); cf. Basensymmetrie, Satz 145.(1). Somit gibt es

ein o € Sy mit w'(d;,;)) = ¢(d;) fiir i € [1,{]. Es wird

/—
U Py

B.118.(1) D. 120
PET W () W (d ) ) = Le(di) e(dy) ]l =T Lds, dy ]

I_dfj'(z)7 ;(])J_‘
fur i, j € [1,4].
Zu (2). Dies folgt bereits aus d;, d; € ®; cf. Lemma 122.

Zu (3). Es ist |—, =] positiv definit. Als Produkt zweier in R** invertierbarer Matrizen
ist also

(Ldi d;ll)i; = 2(di d;))s; - diag(|dy,dy],.. ., [de.de])™" € GLA(R)NZ™" C GL/(Q) .

[m]

Lemma 150 Sei ¢ =/{'. Sei o € S, mit
Ldiudjﬂ = Ld;(z) ) ;(j)J_I/ fUT Z, ] S [176]
gegeben.

Sei E -~ E' die durch o(d;) = dyy ) fiir i € [1,4] definierte bijektive lineare Abbildung.

Es ist ¢ ein Isomorphismus von Wurzelsystemen; cf. Definition 120.

Die Cartanmatrix bestimmt ein Wurzelsystem also bis auf Isomorphie.

Beweis. Nach Umnumerieren der Basis von (£, ®’) kénnen wir o = idp  annehmen. Es
ist also
\di,d;|] = |d;,d.] fur i, j € [1,/]

10 %]

und
o(d;) = d; fur ¢ € [1,7] .

Bemerken wir zunichst, daf die entsprechenden Voraussetzungen fiir ¢! genauso gelten.
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Schritt 1. Das Viereck

kommutiert firi € [1,¢].

Fir z € E wird |z,d;|| = |¢(z),d]|’, da die Gleichheit fiir x € A richtig ist, da A eine
R-lineare Basis von E ist und da |—,d;|| und |—,d}|]’ linear sind. Fiir z € E wird damit

(powy)(z) = o(x— |z, d;]|d)
= () — [z, di]|d;
= ¢(z) — o), &|l'd;
= (wa 0p)().
Schritt 2. Es ist o Wpgp o™t = W g .

! !
Es geniigt, C zu zeigen, da dasselbe Argument fiir ¢! dann D zeigt.

Es ist p o wy, 0 p~! = wg € Wy g fiir i € [1,€]; cf. Schritt 1. Dies geniigt dank Basen-
symmetrie, Satz 145.(3).

Schritt 3. Es ist p(P) = P,

! !
Es geniigt, C zu zeigen, da dasselbe Argument fiir ¢! dann D zeigt.

Sei r € ®. Wahle w € Wg ¢ mit w(r) € A; cf. Basensymmetrie, Satz 145.(2). Es ist also
w(r) = d; fiir ein i € [1,4].

Es ist powo o' = w' € Wgig; cf. Schritt 2. Somit wird p o w = w' o ¢, also
=1 1 mithin

w oY =@pow
p(r) = (pow™)(d) = (W™ op)(dy) = w™(d) € w™(P)

Schritt 4. Es ist |r,s]| = |o(r), p(s)]|" firr, s € ®.

Wegen Linearitét in erster Variablen ist die Gleichung richtig, falls s € A liegt.

B.118.(2) o

Sei v € Wgo so gewdhlt, dafl v(s) = d; ist fiir ein j € [1,/]; cf. Basensymmetrie,
Satz 145.(2). Es ist g ovo ™! =1 v € Wgr g ; cf. Schritt 2. Es folgt

Ln SU = LT, U_l(dj)ﬂ
P o), ;)
= Lpov)(r),eldy)])
— W op)(r), )]
20 o), (o 9)(dy)])
= Le(n), (pov (@)
= Lo, o))l
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Nun wollen wir die Cartanmatrix graphisch umsetzen.

Definition 151

(1)

Ein (ungerichteter, gewichteter) Graph ist eine endliche Menge von Knoten D,
zusammen mit einer Abbildung p : D X D—Z>,, genannt Gewichtung, mit
pld,d) = p(d',d) und p(d,d) = 0 fiir d, d € D. Wir sagen, zwischen d und d’
verlaufen p(d,d") Kanten.

Ein Graph (D, p) zusammen mit einer Teilmenge T C D x D so, daB fir d, d € D
zum einen genau dann p(d,d’) > 2 ist, wenn ((d,d') € T oder (d',d) € T') ist und
zum anderen nicht ((d,d’) € T und (d',d) € T) ist, heifit teilgerichteter Graph. Ist
(d,d") € T, so sagen wir auch, d ist kirzer als d'.

Seien (D, p) und (D', p’) Graphen. Ein Isomorphismus von (D, p) nach (D', p) ist
eine bijektive Abbildung f : D — D’ mit p’ o (f X f) = p. Es heilen (D, p) und
(D', p') isomorph, falls es einen Isomorphismus von (D, p) nach (D', p') gibt. Isomor-
phie ist eine Aquivalenzrelation. Schreibe [D, p] fiir die Aquivalenzklasse von (D, p),
genannt Isoklasse.

Seien (D, p,T) und (D', p',T") teilgerichtete Graphen. Ein Isomorphismus von
(D, p, T) nach (D', p/,T") ist ein Isomorphismus f von (D,p) nach (D’,p') mit
(fx fIT) =T Esheien (D, p,T) und (D', p', T") isomorph, falls es einen Isomor-
phismus von (D, p, T') nach (D', p/, T") gibt. Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation.
Schreibe [D, p, T] fiir die fiir die Aquivalenzklasse von (D, p,T), genannt Isoklasse.

Sei (D, p) ein Graph mit D # (). Es heifit (D, p) unzusammenhdingend, falls es nicht-
leere Teilmengen D', D” C D mit D = D' U D" derart gibt, daf§ fiir d' € D’ und
d" € D" stets p(d',d") = 0 ist. Ansonsten heifit (D, p) zusammenhdingend. Ein teil-
gerichteter Graph (D, p, T') heifit zusammenhingend, falls (D, p) zusammenhéngend
ist. Diese Eigenschaft ist stabil unter Isomorphie, sodafl wir ferner festlegen konnen,
es heifle die Isoklasse [D,p,T| zusammenhdingend, falls (D, p) zusammenhéngend
ist.

Beispiel 152 In Definition 151.(3,4) lduft ein Isomorphismus auf eine Umbezeichnung
der Knoten hinaus.

Ist etwa D = {1,2,3}, p(1,2) = 2, p(2,3) = 1, p(1,3) = 0 sowie T" = {(2,1)}, so
konnen wir den zusammenhéngenden teilgerichteten Graphen (D, p, T') wie folgt graphisch
darstellen.

>
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Er ist isomorph e.g. zu folgendem teilgerichteten Graphen.

Man kann die Isomorphieklasse eines teilgerichteten Graphen als “teilgerichteten Gra-
phen mit vergessener Knotenbezeichnung” verstehen. Die Isoklasse der ebengenannten
teilgerichteten Graphen kann graphisch wie folgt dargestellt werden.

Definition 153 Wir erinnern an das Wurzelsystem (E, ®).

(1) Sei

A x A £, Z>0
ld,e]?

(d , e r— Ld7eﬂte7dl|:4m falls d # e
0 falls d = e

Der Graph (A, p) heifit der Cozetergraph von (E, ®) beziiglich A.
Die Zahl der Kanten, die zwischen je zwei Knoten verlaufen, ist in [0, 3]; cf. Lem-

ma 122. Dementsprechend reden wir auch von Einfach-, Doppel- und Dreifachkan-
ten.

(2) Sei T:={(d,e) € Ax A : p(d,e) =1 und ||d|| < |le] }
Falls p(d, e) = 1 ist, so beachte man, dafl hieraus ||d|| = ||e|| folgt. Cf. Lemma 122.
Der teilgerichtete Graph (A, p, T') heifit Dynkingraph von (E, ®) beziiglich A.

Seine Isoklasse [A, p, T'| wird Dynkinklasse von (E,®) beziiglich A genannt.
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Beispiel 154 Folgende Wurzelsysteme entstammen Beispiel 113.
(1) Zu

T2 T1

gehort beztiglich A = {r;} die Cartanmatrix (lr1,ml) = (2) und also folgende

Dynkinklasse.
[ ]
(2) Zu
A
e | o
r4 r1

[ J [ J

5 6

lra,r1ll L7, sl
sondere |ry, 3]s, r1]] = 1 und somit folgende Dynkinklasse.

gehort beziiglich A = {ry, r3} die Cartanmatrix (m il L ’T3“> = (_i73), insbe-

o ——0

2-1

lr1,rill Lm,MJJ) _ (_2 2), insbe-

Lra,ril] [ra,rall
sondere |ry, 74|74, 1] = 2 und somit folgende Dynkinklasse.

gehort beziiglich A = {r;, r4} die Cartanmatrix (

<
e """ »
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(4) Die Cartanmatrix zum Dynkingraphen

ds
<
[ e
dl d2 d5 dﬁ
dy
ist
2-1.0 0 0 0
-1 2-1-1 0 0
0-1 2 0 0 0
0-1 02 0 0
0000 2-1
000 0-3 2
Das Vorzeichen der Eintrége nicht auf der Hauptdiagonalen ergibt sich aus Bemer-
kung 132.
Lemma 155

Wir erinnern an das Wurzelsystem (E, ®). Sei A eine Basis von (E,®). Sei [A, p, T die
Dynkinklasse von (E,®) beziiglich A.

Wir erinnern an das Wurzelsystem (E', ®'). Sei A’ eine Basis von (E', ®"). Sei [A', p/, T
die Dynkinklasse von (E', ®") beziiglich A'.

Genau dann ist [N, p,T| = [A',p/,T'], wenn [E,®] = [E', &'] ist.

Sei IKWS die Menge der Isoklassen von Wurzelsystemen. Sei IKTG die Menge der Iso-

klassen von teilgerichteten Graphen. Wir erhalten so eine wohldefinierte injektive Abbil-
dung

IKWS —~ IKTG

[E,®] —— [A,p,T], wobei [A, p, T eine Dynkinklasse von (E,®) ist.

Cf. Definition 153.(2).

Bewezs.

Sei [A,p,T] = [A,p/,T']. Vermoge Isomorphismus kénnen wir so durchnumerieren,
A={d;:ie[l,0]}und A"={d, : i €[1,{]}, daB (i) und (ii) gelten.

(1) Es ist Ld, s djﬂ Ldj ,dzﬂ = Ld; s d;ﬂltd; ,d;ﬂ, fiir Z, ] S []_,E]

(i) Es ist %ndé]n < |l wnd [d;,d;] # 0) <= (| < ;] wnd |d; i)’ # 0) fiix
i, 7 € [1,4].

Geméfl Lemma 150 geniigt es fiir [E, @] = [E', @] zu zeigen, dafl |d;,d;|| = |d; , d5 )" ist
fir i, j € [1,4].
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Ist i =j,soist |d;,d;]] =2=|d;,d]|

Sei nun i # j.

Es ist |d;,d;|| = 0 genau dann, wenn [d;,d,|||d;,d;|| = 0 ist, also mit (i) genau dann,
wenn |d;,d;||'|d; ,d;]]" = 0 ist, also genau dann, wenn |d;, d;]|" = 0 ist.

10 %y i (R

Sei nun [d;,d;]] # 0, i.e. [d;i,d;] # 0. Dann ist auch |d},d;]|" # 0, i.e. [d},d;]" # 0.
Sei ||di]| < [|d;]] angenommen. Mit (i) ist dann auch ||dj]|" < [|d]|". Zu zeigen sind nun
i d; 1| = d, dj )" wnd [d;, di)) = |, &))"

B.132
Esist [d;,d;|] < 0. Folglich ist

L.122

(Ldirdylls [dy dill) € {(~1,-1), (~1,-2), (~1,-3)} .
Dito folgt

(Ld d ) |y di))) € {(=1,-1), (~1,-2), (~1,-3)} .
Dank (i) ist also |d;,d;]| = [d},d;||" und |d;,d;]| = |d},d;]|".

Ry %
Sei [E,P] = [E',9']. Gemal Bemerkung 149.(1) kénnen wir so durchnumerieren,
A={d i€ [lf}ud A" = {d; : i€ [1,{}, daB [d;,d;]] = |d},d}]|" ist fiir
i,j € [1,4].

Setze f: A — A d;+—d, fiir i € [1,4].
Da p via |—,=]] und p' via |—,=|]’ definiert sind, ist p' o (f x f) = p.

Fir d, e € A mit p(d,e) > 1 gilt genau dann ||d|| < |le||, wenn ||d,e]|| < ||e,d]|| ist.
Folglich ist auch " C A x A via | —, =]| festgelegt, sowie 7" C A’ x A’ via |—,=]|". Also
wird auch (f x f)(T)=1T".

Also ist f ein Isomorphismus von teilgerichteten Graphen von (A, p, T) nach (A', p/,T").

5.8 Komponentenzerlegung

Sei (K, ®) ein Wurzelsystem; cf. Definition 110.
Es bezeichnet Wg ¢ die Weylgruppe von (£, @) ; cf. Definition 117.
Sei A C & eine Basis von (F, ®); cf. Definition 130.(1), Korollar 135.

Definition 156  Es heifit [E, ®] einfach, falls die zugehorige Dynkinklasse [A, p, T
zusammenhéngend ist; cf. Lemma 155, Definition 151.

Wir nennen auch das Wurzelsystem (£, ®) einfach, falls seine Isoklasse [F, ®] einfach ist.

Explizit ist (£, ®) also einfach, falls ¢ > 1 ist und falls aus A = A’UA” mit A" L A"
bereits A’ = () oder A” = () folgt; cf. Definition 153.(1).
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Beispiel 157 In Beispiel 154 sind die Coxetergraphen in (1), (2) und (3) nichtleer und
zusammenhingend, die Wurzelsysteme also einfach.

In loc. cit. (4) ist der Coxetergraph hingegen nicht zusammenhéngend, das Wurzelsystem
also nicht einfach.

Lemma 158
Sei A=A U...UA, fireinm >0, mit A; LA firi, j € [1,m] miti#j.
Setze ®; = ew, , W(A) firi € [1,m].

2) Esist =&, 1...UD,,.

(1)
(2)
(3) Es ist O, L ®; fiiri, j € [1,m] miti # j.
(4) Bsist &, = & (A, firi € [1,m).
(5)

5) Es ist A; = AN(A;) firie[1,m].

Beweis. Es ist A; C @, .
Da A eine R-lineare Basis von E ist, ist A; = AN (A;) fiir ¢ € [1,m].

Fiir ¢ € [1,m] schreiben wir

Wi = ((we, s e € Ay) = {we,0...0We,, : 320,e4€Afirac(lpf}.

Schritt 1. Esist p=d,U---UD,,.

Denn es ist @~ =) UweWEﬂ) wA) TP, U---UD,, CO.

Schritt 2. Sei i € [1,m]. Es ist w;(x;) € (A;) fir z; € (A;) und w; € W;.

Ist e; € A, so0ist we, () = x; — |2, €] e; € (A;).

Schritt 3. Seien i, j € [1,m| mit i # j. Es ist w;(z;) = x; fir x; € (A;) und w; € W;.
Ist e; € A;, soist we,(z;) =x; — |2, e ]]e; = ;.

Schritt 4. Sind i, j € [1,m] mit i # j, so ist w; ow; = wj o w; fir w,; € W; und
w; € W . Jedes Element w € Wg ¢ kann als w = wy o ... 0w, mitw, € Wy, firk € [1,m]
geschrieben werden.

. . _1 B.141 Schr. 3 .
Sind e; € A; und e; € Aj, 50 ist we, o we, oW, = Wy, (¢;) = We;, und somit

We, OWe, = W, OW, . Also kommutiert allgemein jedes Element von W; mit jedem Element
von W .

Die behauptete Faktorisierung eines Elements w € Wg ¢ folgt nun mit Basensymmetrie,
Satz 145.(3).
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Schritt 5. Sei i € [1,m]. Es ist &; C (A;).

!
Sei w € Wg ¢ . Wir haben w(x;) € (A;) zu zeigen.
Schreibe w = wy o ... 0 w,, mit wy € W, fiir k € [1,m]; cf. Schritt 4. Es wird

Schr. 2,3 Schr. 2

w(r;)) = (wyo...0wy)(x;) wi(z;) € (A;).

Schritt 6. Es ist & =&, U...UD,,. Esist ®; L ®; firi, j € [1,m] miti# j.

Sind 4, j € [1,m] mit i # j, so ist (A;) L (A;), also (A;) N (A;) =0, und somit ®; L ®;
und ®; N ®; = (; cf. Schritt 5. Dies geniigt dank Schritt 1.

Schritt 7. Es ist &; = ® N (A;) firi € [1,m)].
Es ist ®; C &N (A;); cf. Schritt 5.
Sei umgekehrt € ® N (A;). Annahme, r € ®; fiir ein j € [1,m] \ {i}. Dann ist

Schr. 5
r e <Az> N q)j - <Al> N <AJ> =0,
im Widerspruch zu 0 € ®. Es folgt r € ®;; cf. Schritt 6.

Es folgt (1) mit Schritt 5. Es folgen (2,3) mit Schritt 6. Es folgt (4) mit Schritt 7. Es
wurde (5) eingangs angemerkt. 0

Bemerkung 159 Sei ¢ > 1. Es ist (E,®) genau dann einfach, wenn aus ® = &' L @”
mit ® L ®" bereits ® = () oder ®" =0 folgt.

Beweis.
Sei zum einen (E, ®) einfach.
Sei & = &' LU ®” mit &’ L &” gegeben.

Sei A":=ANP. Sei A" :=ANP" Esist A =A"UA” und A" L A”. Da der Coxeter-
graph (A, p) zusammenhéngend ist, folgt A’ = A oder A” = A; cf. Definition 153.(1). Sei
oE. A=A Aus ¢ L " folgt A = A’ L &” und somit £ = (A) L &". Da 0 ¢ 9",
liefert dies ®” = ().

Folge zum anderen aus ® = ®" L1 ®" mit &' L & bereits ' = () oder " = (.
Wir haben zu zeigen, dafl der Coxetergraph (A, p) zusammenhéngend ist.

Annahme, nicht. Dann gibt es eine Zerlegung A = A’ UA” mit A’ 1L A” und A’ # () und
A" £ (; cf. Definition 153.(1).

Setze ¢’ := UweWE@ w(A’) und ¢ = UweWE,q) w(A”).
Esist ® = &' LU ®” und ¢ L ¢”; cf. Lemma 158.(2, 3).

Nach Voraussetzung ist also ® = () oder ®” = (). Da A’ C & und A” C ®”, ist auch
A = () oder A" = (). Wir haben einen Widerspruch. 0



85

Lemma 160 FEs gibt bis auf Permutation genau eine disjunkte Zerlequng
O =0, D ...LUD,,

wobei m > 0 ist, wobei ®; L ®; ist firi, j € [1,m] mit i # j und wobei ((P;), P;) ein
einfaches Wurzelsystem ist fiir i € [1,m].

Eine solche Zerleqgung heif$t Komponentenzerlegung.

Schreibe E; = (®;) fir i € [1,m]. Es ist also (E;, ®;) ein einfaches Wurzelsystem fiir
€ [1,m]. Ferner ist

Desweiteren ist A; := AN, eine Basis des Wurzelsystems (E;, ®;) firi € [1,m], und
folglich auch

mit A; L A; firi, j € [1,m] miti# j.

Bewezs.

Ezxistenz einer Zerlegung und Aussage tiber Basen. Die von der Relation “es gibt eine
Kante von d; nach d; im Coxetergraphen (A, p)”, i.e. von “es ist [d;,d;] # 07, erzeugte
Aqulvalenzrelatlon auf A habe als Aquwalenzklassen die Zusammenhangskomponenten
Ay, ..., A, , wobei m > 0. Nach Konstruktion ist A = A UA,U...UA,, und A; L A

fir i, j € [1,m] mit i # j.

Setze @i := Uyew,., w(A;) fiir i € [1,m).

Gemif Lemma 158 wird nun (A;) = (®;) = E; und ®; = ® N E; und A; = AN E; fiir
€[l,m];eswird @ =&, U...UD,,; es wird &; L &, fiiré, j € [1,m] mit ¢ # ;.

Insbesondere folgt aus A = AlUAU...UA, auch E=E, ®E,®...®E,,

Fiir i € [1,m] folgt A; CAN®; CANE; =A;und also A; = AN, = A,.

Sei i € [1,m)].

Es ist mit der endlichen Teilmenge ®; von E; \ {0} dann (E;,®;) ein Wurzelsystem.
In der Tat gilt (R 1) nach obiger Anmerkung. Ferner vererben sich (R 2) und (R 3) vom
Wurzelsystem (E, ®) dank ®; = ®NE; . SchlieBlich gilt (R 4), denn fiir r; , s; € ®; konnen
wir wegen ®; = UweWE@ w(A;) zunéchst r; = v(d;) schreiben mit v € Wg ¢ und d; € A;,
was sodann w, (1) = (w5, 0 v)(di) € Uyew, , w(Ai) = ®; liefert.

Es ist A; eine Basis von (E;, ®;), da A; C ®; eine R-lineare Basis von E; ist und da
o, = d,N

;N (PL LIDL)

(®; N®L) L (P, N D)

= (D)5, U (D)5,



86

ist, letzteres, da ®; C E; = (A;); cf. Definition 130.(1).

Wir behaupten, dal A; nicht als disjunkte Vereinigung zweier nichtleerer und zueinander
orthogonaler Teilmengen geschrieben werden kann. Annahme, doch. Sei A; = AL U AY
mit A, L AY und mit A} # () und A? # (. Wihle d; € Al und df € Al. Da A; eine
Aquivalenzklasse ist, gibt es ein £ > 1 und Elemente z; € A; fir j € [1,4) mit d} = 24,
mit |z, ;41| # 0 fiir j € [1,/ — 1] und mit zp = d . Da d; # d , ist £ > 2.

Sei k € [1,/] maximal mit zx € A}. Dann ist k < { — 1, z, € A} und x4 € AY. Aus
AL 1L AY folgt xp L xpyq . Aber |xg, 2x41] # 0. Wir haben einen Widerspruch. Somit ist
das Wurzelsystem (E;, ®;) einfach.

Eindeutigkeit der Zerlegung bis auf Permutation. Wir fiihren eine Induktion nach dim F£.
Im Fall dim F = 0 ist nichts zu zeigen. Sei dim £ > 1. Insbesondere ist ® # (0.

Seien Komponentenzerlegungen

O = QU U...UD,,

d = o UPU...UD,
gegeben, mit m, i > 1, mit ®; L &, fir i, j € [1,m] mit i # j, mit &; L &, fiir
i,j € [1,m] mit ¢ # j, mit ((®;), P;) einfaches Wurzelsystem fiir ¢ € [1,m] und mit

((®;), ®;) einfaches Wurzelsystem fiir ¢ € [1,m)].

Durch Umnumerieren kénnen wir @} := ®; N P, # () erreichen. Sei @ := &1 ®, . Es ist
®y = LD . Esist @) L &, dad) C & und &7 C dyll...LUds und &y L (Oyll. . .LUDy).
Da ((®), ®;) einfach ist, folgt ®/ = @) und also ®; C &, ; cf. Bemerkung 159. Genauso
folgt auch ®; D P . Insgesamt ist & = P, .

Nun ist @ := ®,U... U D, = Py LI... U D; ein Wurzelsystem in E := (). In der
Tat vererben sich dank ®; L ®; fir 4, j € [2,m] mit ¢ # j die Eigenschaften (R 3,4)
auf (E,®). Ad (R2). Seien i € [2,m] und r; € ®; gegeben. Dann ist auch —r; € ®;.
Sei umgekehrt o € R mit ar; € ® gegeben. Insbesondere ist ar; # 0. Da ar; L o, fiir
J € [2,m]~{i}, kann ar; nicht in ®; liegen. Folglich liegt ar; € ;. Alsoist o € {—1,+1}.

Es ist dim E < dim E. Nach Induktionsvoraussetzung stimmen die beiden Komponenten-
zerlegungen ® = ¢y ... U D, = Oy U ... LI Dy von (£, D) daher bis auf Permutation
iiberein.

Daher stimmen auch die gegebenen beiden Komponentenzerlegungen von (F,®) bis auf

Permutation iiberein. o

Bemerkung 161 (und Definition)
Seim > 0. Seien (E1,®q), ..., (En,®,) Wurzelsysteme.

Wir definieren das Wurzelsystem
(Ey, 1)@ ...8 (En,Pn) ,

genannt die direkte Summe der (E;, ®;) diber i € [1,m], wie folgt.
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Der euklidische Vektorraum sei E® := E1®...® E,, , ausgestattet mit der symmetrischen
positiv definiten Bilinearform

[(Z1, ooy ), (2, oy 2l)] o= o, 2+ o+ o, 2,
fir x; , xi € E; firie€ [1,m].
Die endliche Teilmenge von E® ~ {(0,...,0)} der Wurzeln sei
% = (9,,0,0,...,0)(0,®5,0,...,0)U...1(0,0,...,0,®,,) .
Wir setzen also
(B1,9)®...® (E,,®,) = (B, ®%).

Dies ist ein Wurzelsystem.

Beweis.

Zu (R1). Esist (&%) = (E;,0,0,...,0)+ (0, E5,0,...,0)+...+(0,0,...,0, E,) = E®.
Pos. i

Zu (R2). Seii € [1,m]. Sei r; € ®;. Sei a € R. Es ist a(0,...,0,”7:,0,...,0) € &°

genau dann, wenn ar; € ®; liegt, was wiederum nach (R 2) fiir (E;, ®;) genau dann gilt,

wenn « € {—1,+1} liegt.

Zu (R3) und (R4). Seien i, j € [1,m]. Sei r; € ®;. Sei s; € ®,. Schreibe

s = (0,...,0,75;,0,...,0).
Es wird |7ri,s:]] fallsi=j
LnsJJZ{Q fallsi#j}ez'
Ferner ist nach (R4) fiir (E;, ®;)

Pos. i

—~~
(0,...,0,r; — |ri,si]]$:,0,...,0) fallsi=j

r—lrs]s = — c oo

r falls i # j

Bemerkung 162 Se: & = &, U...U D, die Komponentenzerlegung; cf. Lemma 160.

Sei E; = (®;) furi € [1,m]. Es ist (E;, ;) ein einfaches Wurzelsystem fiir i € [1,m] ; cf.
Lemma 160.

Wir verwenden die Notation von Bemerkung 161, was E® := E1 & ... & E,, und
o = ($,,0,0,...,0)U(0,P5,0,...,0)U...1(0,0,...,0,D,,)

angeht; gemdf loc. cit. ist (E®, ®%) = (B, ®1) @ ... B (E,,,®,,) ein Wurzelsystem.
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Es ist die bijektive lineare Abbildung

E® %,
(X1, ) = X1+ ...+ Ty

ein Isomorphismus von Wurzelsystemen von (E®, %)@ ... ® (B, , Pm) nach (E, ) ; cf.
Definition 120, Bemerkung 161.

Beweis. Seien i, j € [1,m], r; € ®; und s; € ®;. Wir kiirzen wie folgt ab.

Pos. i

r = (0,...,0,77;,0,...,0)
Pos. j
s = (0,...,0,7s;,0,...,0) .

Es ist also ¢(r) = r; und ¢(s) = s; .

Somit ist p(P?) = P.

Falli=j. Es wird |r,s]| = [ri,s:]] = |o(r), o(s)]]-

Fall i # j. Es wird |r,s|| = 0. Es wird aber auch [r;,s;|] =0, da ®; L ®;. Folglich ist
[, sl = Le(r), e(s)]). o

Um alle Wurzelsysteme zu kennen, geniigt es nach Lemma 160 und Bemerkung 162 also,
alle einfachen zu kennen; beliebige setzen sich aus den einfachen als direkte Summen im
Sinne von Bemerkung 161 zusammen.

Beispiel 163 Sei (F, ®) das Wurzelsystem aus Beispiel 113, bildlich wie folgt dargestellt.

T2 1

Dann wird (E, ®) @ (E, ®) das Wurzelsystem, das wir bildlich wie folgt darstellen kénnen.

Dieses Wurzelsystem ist nicht einfach.
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5.9 Klassifikation einfacher Wurzelsysteme

Satz 164 (Klassifikation)

Jede Dynkinklasse eines einfachen Wurzelsystems tritt genau einmal in der folgenden
Liste auf.

Jede in der folgenden Liste vorkommende Isoklasse teilgerichteter Graphen ist die Dyn-
kinklasse eines einfachen Wurzelsystems.

Name Knotenzahl Isoklasse teilgerichter Graphen

A, (>1 o .- —o—0o o
By (=2 o e e
Cy (>3 - o e e

D, (>4 O—HH—<
E¢ {=6 Q—O—I—O—O

F, /=4 o—éo—o
>
Go (=2 —

Cf. Definitionen 110, 156 und 153.

Die Dynkinklasse aus Beispiel 154.(1) ist A;, die aus (2) ist Ay, die aus (3) ist By. Die
aus (4) hat die Zusammenhangskomponenten Dy und Gg; cf. Beweis zu Lemma 160. Die
Dynkinklasse des Wurzelsystems aus Aufgabe 40.(2) ist Az, da, in der Bezeichnung der
Losung, A = {r1,ro, 73}, dary L rg, da [r1,r2]] = |re,7m1]] = —1 und da |re,r3]] =
|rs,re|] = —1; cf. Aufgabe 46.(2).

Bewezs.

Zum einen ist jeder aufgelistete Isoklasse teilgerichteter Graphen die Dynkinklasse eines
einfachen Wurzelsystems; cf. Aufgabe 49.



90

Sei zum anderen (FE,®) ein einfaches Wurzelsystem. Sei A eine Basis von (E,®); cf.
Definition 130.(1).

Es geniigt zu zeigen, dafl der Coxetergraph von (E, ®) beziiglich A in der Liste auftaucht,
i.e. unterliegender Graph eines teilgerichteten Graphen ist, dessen Isoklasse in der Liste
auftritt. Denn fiir die Orientierung des Symbols > bei Doppel- und Dreifachkanten sind
dann alle Moglichkeiten abgedeckt.

Eine linear unabhéngige Teilmenge Z C FE heifle zuldssig, falls ||z|| = 1 fiir z € Z und
12,2/ <0und 4|z,2'|? €{0,1,2,3} fiir z, 2/ € Z mit 2z # 2.

Beachte |z,y|| |y, z]| = 4|||z] =, ||y||"y]? fir z, y € E~ {0}.
Esist e.g. Ay :={||d||7'd : d € A} zulissig; cf. Lemma 122, Bemerkung 132.

Ist Z7 C F zuléssig, so habe der Graph I'; die Knotenmenge 7, und zwischen Knoten
z, 2/ € Z mit z # 2/ genau 4|z, 2’ |? Kanten.

Es ist e.g. Ta, isomorph zum Coxetergraphen von (E,®) via d+— ||d||~'d; cf. Definiti-
on 153.(1).

Sei Z C E zuléssig.

Es gentigt zu zeigen, dafl der Graph I'; in der Liste auftaucht, falls er zusammenhéngend
ist; cf. Definition 156.

Schritt 1. Sei Z C Z. Es ist Z zulissig. Es entsteht I'; aus Tz durch Weglassen aller
Knoten in Z ~. Z und aller Kanten mit wenigstens einem Knoten in Z ~ Z.

Schritt 1 wird kommentarlos verwandst.
Schritt 2. Esist |{(z,2/) € Z X Z : z# 2, 4|2,2|* > 1} < 2|Z| -2, falls Z # 0.
Da Z linear unabhéngig und nichtleer ist, ist x := > _, 2 # 0. Also ist

0 < LZI’J,:CJ = |Z’+Z(z,z’)€Z><Z,Z7$z’ LZVZIJ :

Fiir (z,2') € Zx Z mit |z,2'] # 0ist 4z, 2']> > 1 und also |z, 2] < —3. Die Anzahl der
nichtverschwindenden Summanden in 2(272,)6 ZxZ, 2t |z, 2| ist also kleiner als 2|Z|.

Schritt 3. Es gibt keine Teilmenge Z C Z so, dafi m := |Z| > 3 ist und wir
{Z1, ..., Zm}

7 =
schreiben kinnen mit 4Z;,Z;1|* > 1 firi € [L,m — 1] und 4|2, ,%1|* > 1 (Schleife).

Schritt 3 wird oft kommentarlos verwandt.

Schritt 3 besagt, dafl es in I'a keine Schleife gibt, die > 3 Knoten enthilt.

Annahme, es gibt doch so eine Teilmenge Z. Es wird

Schr. 2
om—2 > |[{(3F)eZxZ::4+7, 4137)2>1} > 2m,
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und wir haben einen Widerspruch.
Schritt 4. In 'y gehen von jedem Knoten héchstens drei Kanten aus.
Ein Knoten, von dem genau drei Einfachkanten ausgehen, heifle auch Dreifachknoten.

Sei Z C Z so, daf es ein Z € Z gibt mit |2, 2] <0 fiir 2 € Z ~ {#}. Wir miissen zeigen,
daf es in I'; hochstens drei von z ausgehende Kanten gibt.

Es ist |2,/ = 0 fiir alle 2, 2 € Z ~ {#} mit Z # % dank Schritt 3, angewandt auf
(3,27}

Wiihle y € (Z) mit |ly|| = 1 und y L (Z ~ {2}). Esist [2,y] #0,day L Z.

Schreibe B := (Z ~ {2}) U {y}. Es ist B eine Orthonormalbasis von (Z).

Esist 2 =33, 4,0]b. Alsoist 1= [£,2] = 32,5 [2,0)° = [£,9)° + Dscr o [5 2)%

Es folgt 1> 3.7 ([£,2]% also4 > 37, 5 1y 4]£,2]?, und letzteres ist die Anzahl der
von Z ausgehenden Kanten.

Schritt 5. Ist 'y zusammenhdngend und existiert eine Dreifachkante in 1'y , i.e. existieren
2,2 € Z mit 4|z,2'|* =3, so gehort Tz zu Gs.

Andernfalls gingen von einem der beiden Knoten an der Dreifachkante mehr als 3 Kanten
aus, im Widerspruch zu Schritt 4.

Schritt 6. Sei m > 1 und Z C Z mit |Z| = m, durchnumeriert als {1, ..., Zn}, wobei
51 52 2m—2 im—l 2m
Iy = o — — e e o

Esist Z := (Z ~ Z) U {z} zulissig.

Fiir z, 2 € Z~{2} mit z # 2’ ist die Anzahl der Kanten zwischen z und 2’ in T dieselbe
wie die in I'y .

Sei z € Z ~{Z}. Dank Schritt 3 gibt es hichstens ein i € [1,m] so, daf zwischen z und Z;
in I'y eine Kante verliuft. Es verlduft zwischen z und z in 'y keine Kante, falls zwischen
z und keinem der Z; in Ty eine Kante verlduft. Gibt es hingegen ein i € [1,m] so, dafs
zwischen z und Z; eine Kante verlduft, so ist die Anzahl der Kanten zwischen z und Z in
I, gleich der Anzahl der Kanten zwischen z und zZ; in Iy .

Schritt 6 besagt, dal man einen Kantenzug aus Einfachkanten in I'; zu einem Knoten
fusionieren kann und dabei wieder einen Graphen I'; zu einer zuléssigen Teilmenge Z erhilt.

Es ist Z linear unabhéngig.
Es ist

IZF = 2, 2t Zn] = mA2 e g 5 2] = m=2(m—1)-5 = 1.



92

Fiir z € Z ~ {Z} gibt es dank Schritt 3 hochstens ein i € [1,m] so, daB |z, %] # 0 ist.
Ist |z, Z;] = 0 fiir alle 4 € [1,m], so ist |z, Z| = 0 < 0. Daher ist auch 4|z, 2|? = 0.

Gibt es ein 7 € [1,m] mit |z,%]| # 0, so ist |z, 2| = |2, %] < 0. Daher ist auch 4|z, 2|? =
Az, %)2 € {1,2,3}.

Insgesamt haben wir die Zuléssigkeit von Z und die weiteren Aussagen gesehen.

Schritt 7. Sei Z C Z. Es tritt I'; nicht in folgender Liste auf.

Denn wiirde I'; in dieser Liste auftauchen, so gébe es nach Schritt 6 auch eine zuldssige
Teilmenge von E, deren Graphen in folgender Liste auftritt.

—
<

Das ist aber wegen mehr als drei Kanten am jeweils mittleren Knoten nicht maoglich; cf.
Schritt 4.

Schritt 8. Sei 'y zusammenhdngend. Dann tritt 'z in folgender Liste auf.

(1) o—e— —o—o
T ) Ta—1 Tq Yo Yvo—1 Y2 Y1
(2) . -~ .. o e——» o .. o o — wobeta>b>1
(3) —
Ze—1 Zc—2 z2 21
—eo—o
1 o La—1 e
(4) o -~ ... Vot hs w — wobei a =>b>c>2
—eo—o

Wir haben fiir spétere Verwendung Bezeichnungen fiir die den Knoten entsprechenden Ele-
mente von E hinzugefiigt.

Gibt es eine Dreifachkante in Iz, so ist I'; ein Graph wie in (3); cf. Schritt 5.
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Es gibt hochstens eine Doppelkante in I'; . Denn gdbe es zwei Doppelkanten in I'y , dann
gibe es auch zwei Doppelkanten, die durch einen Kantenzug aus Einfachkanten verbunden
sind, was aber nach Schritt 7 nicht zutrifft.

Fall : es gibt genau eine Doppelkante in I'; . Es gibt keinen Dreifachknoten in Z, da dieser
sonst durch einen Kantenzug aus Einfachkanten mit unserer Doppelkante verbunden wére,
was aber nach Schritt 7 nicht geht. Also ist I'; ein Graph wie in (2), da an den beiden
von den Knoten der Doppelkante nach auflen verlaufenden Pfaden keine Dreifachknoten
auftreten diirfen.

Fall : es gibt keine Doppelkante in I'; . Es gibt keine zwei verschiedenen Dreifachknoten,
da diese sonst durch einen Kantenzug aus Einfachkanten miteinander verbunden wéren,
was aber nach Schritt 7 nicht geht. Falls kein Dreifachknoten existiert, ist I'; von der
Form (1). Falls ein Dreifachknoten existiert, ist I'; von der Form (4), da an den drei vom
Dreifachknoten nach auflen verlaufenden Pfaden keine weiteren Dreifachknoten auftreten
diirfen.

Schritt 9. Sei T'y wie in (2) von Schritt 8. Dann gehort T'y zu By fir ein £ > 2 (oder zu
Cy fir ein £ > 3) oder zu Fy.

Setze x := )
Es wird

iefl,a b @i und y = Zie[l,b] i -7;, in der Bezeichnung von Schritt 8.
Ll',xj = (Zze[l a]l ) +22161a 1] (Z+ 1)L$Z7$Z+1J
= (Zze[l 0 7) = Cicpay i(i +1))

a? (Zze[l a—1] i)
= ala+1)/2.

Genauso wird |y, y| = b(b+ 1)/2. Ferner ist |z,y|% = a®0? - |z, )% = a®V?/2.
Da (z,y) linear unabhéngig ist, ist

a®b?/2 = |x,y]? < |z, z]||y,y] = ala+1)b(b+1)/4;

cf. §5.1. Umgeformt ergibt dies 2ab < (a+1)(b+1) = ab+a+0b+1, mithin (a—1)(b—1) =
ab—a—-b+1<2.

Also ist (a,b) = (2,2), was Fy liefert, oder aber a > 1 beliebig und b = 1, was B, liefert.

Schritt 10. Sei Ty wie in (4) von Schritt 8. Dann gehort Ty zu Dy fir ein ¢ > 4 oder zu
EG 5 E7 oder ES .

Seiw:=3 iy, gizundy =3, yiyyundz:i=3 0, i 2,inder Bezeichnung
von Schritt 8.

Es ist (z,y, z) linear unabhéngig. Es ist |z,y] = |z, 2] = |y,2] = 0. Es ist e & (x,y, 2).
Wihle f € (z,9,2,e) mit f L {z,y,2} und ||f|| = 1. Also ist (f, = Tl ’Hylly’ B ”z) eine
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Orthonormalbasis von (z,y, z, ). Somit wird

e = lefIf + e el e + Lo prvlnry + Lo mrzl e

B lew) e
= le ﬂfﬂm TR AP

Esist |e, f| #0,da f L {z,y,z e}
Also wird

le,z)?

L=lee > lee)—lef]® = mezjj * Lff;JQ‘L B
Nun ist |z,2] = a(a —1)/2 und |y,y| = b(b—1)/2 und |z, z] = ¢(c — 1)/2; cf. Beweis
zu Schritt 9.
Ferner ist |e,z|? = {&=1° 1 und e, y|? = &= 1) und |e, 2|2 = 2
Wir erhalten

1.e.

Mit a > b > ¢ > 2 folgt ¢ = 2. Also

Mit a > b > 2 folgt b € {2, 3}.
Ist b = 2, so ist a > 2 beliebig, was D, liefert.
Ist b =3, s0ist a € {3,4,5}, was E, 3 liefert. n

5.10 Ubersicht bis hier

Sei HELT die Menge der Paare (g, t) aus einer halbeinfachen endlichdimensionalen Lieal-
gebra g iiber C, zusammen mit einem maximalen Torus t < g; cf. §4.1 (°).

Sei ELT := { (g,t) € HELT : g ist einfach } C HELT.

Dank Lemma 53.(1) kennen wir mit den einfachen auch die halbeinfachen endlichdimen-
sionalen Liealgebren iiber C.

Es ist IKWS die Menge der Isoklassen von Wurzelsystemen. Es ist IKTG die Menge der

Isoklassen teilgerichteter Graphen. Wir haben die injektive Abbildung IKWS L IKTG
aus Lemma 155.

®Die Frage, ob die Gesamtheit dieser Paare eine Menge bildet, ignorieren wir. Wer dabei Skrupel hat,
fixiere ein Universum 4 und bilde die Menge solcher Paare aus 4 in einem Universum U 3 4 ; cf. SGA 4,
exp. 1, §0.
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Sei IKWS®™ die Menge der Isoklassen von einfachen Wurzelsystemen. Sei IKTG™ die
Menge der Isoklassen von zusammenhéngenden teilgeordneten Graphen. Nach Definiti-
on 156 schriinkt ¢ ein zu einer Abbildung von IKWS®™ nach IKTG™.

Sei IKTGY** die Menge der Isoklassen von teilgeordneten Graphen, die in der Klassifika-
tion, Satz 164, aufgelistet sind. Geméf loc. cit. schrankt § im Zielbereich weiter zu einer
bijektiven Abbildung von IKWS®™ nach IKTGY** ein - dort wurde ja gerade ausgerech-
net, dal §(IKWS™) = IKTGMs* it

Dank Komponentenzerlegung aus §5.8, genauer, dank Lemma 160 und Bemerkung 162,
kennen wir damit auch das Bild §(IKWS): dazu gehort, nach Bilden der Isoklasse, jede
disjunkte Vereinigung von teilgerichteten Graphen, die zur Liste aus Satz 164 gehoren.

Wir haben aus Satz 107 folgende Abbildung; cf. Definition 110.

HELT -2 IKWS

(gv t) > (tR ) t@(g) )

GemiB Aufgabe 48.(3) schrinkt Q zu einer Abbildung von ELT nach IKWS®™ ein.

Sei IKEL die Menge der Isoklassen einfacher endlichdimensionaler Liealgebren iiber C.
Wir haben folgende surjektive Abbildung.

ELT -2 IKEL
(g, ) — [g]

Betrachte folgendes kommutative Diagramm von Mengen.

IKEL [KTGListe
, w / \
ELT TKWSeinf o IKTG™"
HELT L IKWS injeitiv IKTG

Die Existenz und die Bijektivitat der gestrichelt dargestellten Abbildung w darin fehlen
uns noch.



Anhang A

Aufgaben und Losungen

A.1 Aufgaben

Aufgabe 1 (§1.1) Sei K ein Korper.

L ge3x1 . - p "‘f) .: (@5:&%) . ("‘) (O‘:) 3x1
(1) Sei g = K3*!, ausgestattet mit | ({3/) : (5, ]: Ao A fiir o) g ) € K>,
Zeige, daBl g eine Liealgebra ist.

(2) Sein > 0. Sei a € K™ Sei o(K,a) :={g€gl,(K): ¢g"a=—ag}.
Zeige o( K, a) < gl (K).

(3) Sei b Lo tein Isomorphismus von Liealgebren.
-1
Zeige, dal auch el b ein Isomorphismus ist.

(4) Sei g wie in (1). Sei char(K) # 2. Zeige g ~ o(K, E3).
Aufgabe 2 (§1.1) Sei K ein Korper.

(1) Sei A eine Algebra. Sei
oer(A) == {degl(A) : da-b) =d(a)-b+a-d(b) fira, b € A} C gl(A)
der Teilraum der Derivationen. Zeige der(A) < gl(A).

(2) Sei K**? mit der Matrixmultiplikation ausgestattet. Bestimme eine Basis von
det(K?%%). Falls char K # 2, fiir welches n > 0 ist dev(K?*?) ~ s[,,(K)?

Aufgabe 3 (§1.2.1) Sei K ein Korper. Sei n > 0.
Wann ist sl,,(K) einfach ?

96
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Aufgabe 4 (§1.2.1,81.2.2) Sei K ein Korper. Sei g eine Liealgebra.

(1) Zeige.
Ist a < g, so ist der Faktorraum g/a vermége [g+a, h+a] := [g, h]+a eine Liealgebra.

Die Restklassenabbildung g PP, g/a, g— g + a ist ein Morphismus.

(2) Zeige oder widerlege.

Sei g —2» b ein Morphismus von Liealgebren. Sei g < g. Sei a < a < g. Sei h < b.

(i) Esist o 1(h) < g. Ist b < b, dann ist ¢~ '(h) < g.
(ii) Esist ¢(g) < b und p(a) < b.
(iii) Esist a < g.
(iv) Esist a C Kern¢ genau dann, wenn es einen Morphismus ¢ mit @ o pgq = ¢
gibt.
g/(@Na).

(v) Esistag(g+a)<g,esist (gNa)Lgundesist (g+a)/a ~
(vi) Esist 3(a) < g.

(3) Sei g2~ b ein Morphismus von Liealgebren.

Zeige den Isomorphismus g/Kern ¢ 2. ©(9), g+ Kernpr—¢(g).

(4) Sei a < g. Sei Tyo == {bh : a < h < g} Sei Ty :={t: &< g/a}. Zeige die

Bijektion
Tga —+ g/a
b — p(h)
pl(e) ~— ¢

Zeige, daf3 diese Bijektion auf die Teilmenge der jeweiligen Ideale einschrankt.

Aufgabe 5 (§1.2.3) Sei K ein Korper. Sei g eine Liealgebra.
Sei V' C g ein Teilraum. Sei h < g. Zeige.

(1) Esist ng(V) < g. Esist h <ny(h) < g.

(2) Esist ¢g(V) < g.

Aufgabe 6 (§1.2.1, Aufgabe 2.(1)) Sei K ein Korper. Sei g eine Liealgebra.
Sei d € der(g). Sei g € g. Zeige [d, ady g| = ady d(g). Folgere ady(g) < der(g).
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Aufgabe 7 (§1.2.1) Sei K ein Korper. Sei h eine Liealgebra. Sei n eine Liealgebra.
Was der(n) anbelangt, cf. Aufgabe 2.(1).

(1) Sei ¢ : h —der(n) ein Morphismus von Liealgebren.
Schreibe [h,n] := (¢(h))(n) € n fir h € h und n € n.
Setze fir (n,h), (n',h') € nd b
[(n’ h)v (nla h/)] = ( [nv nl] + [hv TL/] - [h/’ n] ) [hv h/] ) :

Zeige, dafl dies auf n @ b eine Liealgebra definiert, genannt n x, b, oder kurz n x b,

das semidirekte Produkt von n mit h vermoge .

Zeige h <n X, bh. Zeige n <n X, b

(2) Sei n—'- g — b eine kurz ezakte Sequenz von Liealgebren, i.e. sei auch g eine Lie-
algebra, sei ¢ ein injektiver Morphismus von Liealgebren, sei r ein surjektiver Mor-

phismus von Liealgebren und sei i(n) = Kern(r). Sei ferner ein Morphismus h —~ g
von Liealgebren mit r o s = id, gegeben. Definiere ¢, : h — der(n) wie folgt. Fiir

h € b sei pg(h) : n—n festgelegt durch
i((s(h))(n)) = [s(h),i(n)] .

Zeige n X, b~ g.

(3) Seipwiein (1). Seii:n—nx,b, n—(n,0). Seir:nx,h—b, (n,h)—h. Sei
s:h—=nx,h, h—(0,h). Dank (1) sind 4, 7 und s Morphismen von Liealgebren.

Esist ros =1idy.
Wir betrachten die kurz exakte Sequenz n—"en X, h—+h;cf. (1,2).
Zeige ¢ = s .
Aufgabe 8 (§1.3) Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper.
Seien f1(T), ..., fo(T) € KIT] paarweise ohne gemeinsame Nullstelle, wobei n > 0.
Seien r1(T), ..., r,(T) € KI[T].
Zeige, daB ein 7(T') € KT existiert mit 7(T") =y, r:(T) fiir alle ¢ € [1,n)].

Aufgabe 9 (§1.3) Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper.
Sei V L+ W eine lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen.
Seien x € EndV und y € End W mit foxz =yo f. Zeige.

(1) Sei f surjektiv. Ist = halbeinfach, so auch y.
(2) Sei f injektiv. Ist y halbeinfach, so auch z.

(3) Esist foxg =yes0 fund foxg =yeo f.
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Aufgabe 10 (8§1.3) Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper.

Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum. Schreibe n := dim V.

Sei m > 0. Seien 1, ..., x, € EndV halbeinfach mit z;0x; = z;0x; fir ¢, j € [1,m].
Zeige.
(1) Es gibt eine Basis (vy, ..., v,) von V so, daf vy Eigenvektor von x; ist fir alle

k € [1,n] und alle i € [1,m)].
(2) Jedes Element von (xy, ..., x,,) ist halbeinfach.

(3) Es gibt K, V wie oben und halbeinfache Elemente y, 2 € End V so, dafl y + z nicht
halbeinfach ist.

Aufgabe 11 (8§1.2.1) Sei K ein Korper. Sei g eine Liealgebra.
Seien a, b < g. Zeige anNb, a+ b, [a,b] < g. Ist stets anNb = [a,b]?

Aufgabe 12 (§1.2.1) Sei K ein unendlicher Kérper von Charakteristik 0. Sei n > 1.
Schreibe g := gl,,(K). Zeige.

(1) Seien g, h € g. Es gibt §, h € g mit det § # 0 und det b # 0 und [g, h] = [§, h).

(2) Sei z € g von der Form z = (7 %) mit einem Kommutator z € K®=1>xn=1),

Dann ist auch z ein Kommutator.

(3) Sei z € g\ (E,). Dann gibt es ein s € GL,(K) so, dafl s™'zs an Position (1, 1) den
Eintrag 0 hat.

(4) Esist [g,9] ={[g,h] : g, h € g}.

Aufgabe 13 (§2.1) Sei K ein Korper.
Untersuche die Liealgebra g auf Auflosbarkeit und Nilpotenz.
(1) Sein > 2. Sei g := gl (K); cf. Definition 38.
(2) Sein > 2. Sei g:= gl”(K); cf. Definition 38.
(3) Sei char K = 2. Sei g := sly(K).
(4) Sei char K = 3. Sei g := sl3(K). Ist g halbeinfach? (Hinweis: Losung zu Aufgabe 3.)

(5) Sei char K = 0. Sei g := gl,(K). Bestimme auch alle Ideale von g, sowie tad(g).
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Aufgabe 14 (§2.2)

Sei K ein Korper. Sei g eine endlichdimensionale nilpotente Liealgebra. Sei 0 # a

Zeige a N 3(g) # 0. (Hinweis: Lemma 37 auf Bild von g — gl(a).)

Aufgabe 15 (§2.1.2) Sei K ein Korper.
Seien g und h endlichdimensionale Liealgebren.

Sei g ® h mit der Lieklammer wie in Bemerkung 15 ausgestattet. Zeige.
(1) Sind g und b halbeinfach, so auch g @ b.

(2) Esist 3(g @ b) = 3(g) © 3(h).

Aufgabe 16 (8§2.2,82.1.2) Zeige oder widerlege.

Sei K ein Korper. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum. Sei g < gl(V).

1) Ist g nilpotent, so besteht g aus nilpotenten Endomorphismen.

2) Besteht g aus nilpotenten Endomorphismen, so ist g nilpotent.
3) Sei h < g. Ist g halbeinfach, so ist  halbeinfach.
4) Sei g halbeinfach. Sei g € g. Dann ist g halbeinfach.

5) Sei jedes Element von g halbeinfach. Dann ist g halbeinfach.

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)

6) Ist g € g, so ist auch gy € g.

Aufgabe 17 (§2.4) Zeige oder widerlege.

Sei K ein Korper. Sei g eine endlichdimensionale Liealgebra.

(1) Sei a < g. Es ist kg = Kglaxa -

(2) Sei h < g. Es ist ky = Kglpxp -
Aufgabe 18 (§2.4) Sei K ein Korper. Sei g := gl (K).

(1) Bestimme eine Grammatrix von x4 beziiglich einer Basis von g.
(2) Bestimme r4(g, g).

(3) Bestimme rad g und tad(g).

dg
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Aufgabe 19 (8§2.4, §2.5) Zeige oder widerlege.

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper mit char K = 0. Sei g eine endlichdimen-
sionale Liealgebra. Es werde (—)* beziiglich 4 gebildet.

1) Ist k4(g,8) =0, so ist g nilpotent. (Hinweis: [g, h| = h, [g, k| = ik, [h, k] = 0.)
2) Ist a ein nilpotentes Ideal in g, dann ist a < rad &, .

(1)

(2)

(3) Es ist rad k; = vad(g). (Hinweis: [g, h] = h.)

(4) Sei h < g. Es ist b auflésbar genau dann, wenn #4(h, hM) = 0 ist.
(5)

5) Sei h < g. Esist b < g.

Aufgabe 20 (§2.5) Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper mit char K = 0.

Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum. Sei x € gl(V).

Ist tr(xow) = 0 fiir alle w € gl(V'), so zeige mit Lemma 48, dafl = nilpotent ist, und zeige
ohne Lemma 48, dal = 0 ist.

Aufgabe 21 (§2.6) Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper mit char K = 0.
Sei g eine halbeinfache endlichdimensionale Liealgebra.

Zeige gV = g. (Hinweis: Lemma 53.(1).)

Aufgabe 22 (Aufgabe 23) Sei K ein Korper. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektor-

raum. Sei W C V ein Teilraum. Sei b: V x V — K eine symmetrische Bilinearform. Sei
blwxw nichtausgeartet.

Zeige V=W @ W+.

Aufgabe 23 (§2.5, §2.6) Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper mit char K = 0.
Sei g eine endlichdimensionale Liealgebra. Sei b < g.

Zeige ohne Verwendung von Lemma 53.

(1) Sei b halbeinfach. Es ist g = b @ bt. (Hinweis: Satz 50, Aufgabe 22.)
(2) Sei g halbeinfach. Es ist g = b @ bt.
(3) Sei g halbeinfach. Sei a < b < g. Es ist a < g. (Hinweis: (2).)

Aufgabe 24 (§2.1.2,§2.6)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper mit char K = 0.

Sei g eine halbeinfache Liealgebra. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum.

Sei g~ gl(V) ein Morphismus von Liealgebren. Zeige o(g) C sl(V).
(Hinweis: tr Morphismus.)
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Aufgabe 25 (8§3.1) Sei K ein Korper. Sei g eine Liealgebra.

(1)

(2)

(3)

(8)

Gegeben sei ein g-Modul M sowie ein Teilmodul M’ C M. Zeige, dal M /M’ zu
einem g-Modul wird via [g,m + M’] := [g,m] + M’ fir g € g und m € M.

Sei M L+ N ein Isomorphismus von g-Moduln. Zeige, daf§ auch M I~ N ein Iso-
morphismus von g-Moduln ist.

Sei M —+ N eine g-lineare Abbildung zwischen g-Moduln. Zeige.
Es sind Kern f € M und Im f € N Teilmoduln. Es gibt den Isomorphismus
M/ Kern f = Im f, m + Kern f +— f(m) von g-Moduln.

Sei g nichtabelsch. Zeige.
Genau dann ist der reguldare g-Modul g einfach, wenn g einfach als Liealgebra ist.

Sei M ein endlichdimensionaler g-Modul. Zeige, dal M genau dann halbeinfach ist,
wenn zu jedem Teilmodul M’ C M ein Teilmodul M” C M mit M = M’ & M"
existiert.

Sei K algebraisch abgeschlossen. Sei M ein endlichdimensionaler einfacher g-Modul.
Sei M~ M eine g-lineare Abbildung. Zeige, dafl f = Aid,, ist fiir ein A € K.
(Hinweis: f hat Eigenwert.)

Seien g-Moduln M und N gegeben. Definiere auf dem Raum der K-linearen
Abbildungen Hom (M, N) wie folgt eine g-Modulstruktur. Gegeben g € g und
f € Hom(M,N), so bilde [g,f] € Hom(M,N) ein Element m € M ab
nach [g, fl(m) = g, f(m)] — f([g,m]). Zeige, dal Hom(M, N), zusammen mit
g — gl(Hom(M, N)), g—[g, —], ein g-Modul ist.

Sei M ein endlichdimensionaler g-Modul. Zeige, dafl M isomorph ist zu M™** vermdoge
e: M — M*, m— (f— f(m)).

Aufgabe 26 (§3.1) Sei K ein algebraisch abgeschlossener Koérper mit char K = 0. Sei g
eine endlichdimensionale Liealgebra. Sei M = (M, ¢) ein endlichdimensionaler g-Modul.
Zeige.

(1)
(2)
(3)

Sei a < g. Es ist [a, M] ein g-Teilmodul von M.
Sei g auflosbar. Sei M # 0. Es ist [giV), M] C M.
Sei g auflosbar. Sei M einfach. Es ist dim M = 1.

Aufgabe 27 (§2.4,83.1) Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper.

Sei g eine endlichdimensionale Liealgebra.

Sei k : g X g— K bilinear mit x(g, [h, k]) = k(|g, h], k) fir g, h, k € g.

Zeige.
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(1) Esist f,:g— g%, gr— (z+> k(g,x)) eine g-lineare Abbildung.

(2) Sei g < gl(V) fiir einen endlichdimensionalen Vektorraum V. Sei g einfach. Sei
tr(g?) # 0 fiir ein g € g.
Dann gibt es ein A € K mit k(g,h) = Atr(goh) fir g, h € g.

Aufgabe 28 (8§3.2) Zeige, daf die Definition des Casimirelementes in Lemma 63 nicht
von der Wahl einer Basis der Liealgebra abhéngt.

Aufgabe 29 (§3.2) Berechne das Casimir-Element ¢, des sl3(C)-Moduls C**!, ausge-
stattet mit dem Morphismus ¢ : sl3(C) C gly(C) = gl(C3*!), einmal direkt und einmal
mittels Bemerkung 67.(3).

Aufgabe 30 (8§3.4) Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper mit char K = 0. Seien

g und b endlichdimensionale halbeinfache Liealgebren. Sei g — b ein Morphismus von
Liealgebren. Sei g € g.

Zeige @(g)as = (P(gaS) und @(g)an = 90<gan>'

—HOoOOoOOO

Aufgabe 31 (§1.2.1) Sei K ein Korper mit char K # 2. Sei b := (
Zeige, da o( K, b) einfach ist; cf. Aufgabe 1.(2).

QOO+
OO OO
OOoOO+—O

0
§> c KSXS.
0

Aufgabe 32 (83.1, §3.5) Zeige oder widerlege.

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper mit char K = 0. Sei V' ein endlichdimen-
sionaler Vektorraum. Sei 0 # g < sl(V). Zusammen mit dem Inklusionsmorphismus
g C gl(V) wird V' zu einem g-Modul. Sei dieser g-Modul V' einfach.

(1) Esist g halbeinfach.
(2) Esist g einfach.

Was folgt daraus fiir die Liealgebra o(b, K') aus Aufgabe 317

Aufgabe 33 (§3.5) Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper mit char K = 0. Sei
M ein sly(K)-Modul.

(1) Sei p € v(M) C K ein maximales Gewicht.

Sei mg € M, . Setze my, := k!=1(¢(f))*(mo) fiir k > 1 und m_; := 0. Wir verwenden
die Bezeichnungen von §3.5, insbesondere von Bemerkung 78.

Zeige, daB [h,my] = (u — 2k)my, ist, daB [e,my] = (u — k + 1)my_ ist und daB
[f,mi] = (k4 1)myyq ist fiir k£ > 0.

(2) Sei M einfach. Sei A € K. Sind A und A + 2 in y(M), so zeige e, My] = My;2.
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Aufgabe 34 (§3.5) Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper mit char K = 0.
Schreibe g := sly(K).

Zerlege folgende g-Moduln jeweils in eine direkte Summe von Teilmoduln isomorph zu
den in Bemerkung 79 konstruierten. Bestimme die Gewichtsrdume.

(1) Betrachte den via g C~ gl,(K) gegebenen g-Modul K2*1.

(2) Betrachte den regulidren g-Modul g.

ab
(3) Esist g C sl3(K), (47) — (58%)' Betrachte den Modul M := sl3(K)|, .

Aufgabe 35 (8§4.1) Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper mit char K = 0.
Sei g eine endlichdimensionale Liealgebra. Sei t < g ein maximaler Torus.

Sei g’ eine endlichdimensionale Liealgebra.

Sei ¢ : g =g’ ein Isomorphismus von Liealgebren. Sei p(t) =: t'.

Zeige, dafl ¥ < ¢ ein maximaler Torus ist.

Aufgabe 36 (8§4.1,84.2) Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper mit char K = 0.

(1) Bestimme zwei verschiedene maximale Tori in sly(K).

Die folgenden Aufgabenteile 16se man beziiglich eines fest gewéhlten maximalen Torus.

(2) Bestimme ®(sly(K)). Bestimme eine Wurzelraumzerlegung von sly(K).

(3) Bestitige Bemerkung 89 in diesem Falle.

Aufgabe 37 (§4.2) Zeige oder widerlege.

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper mit char K = 0. Sei g eine endlichdimen-
sionale Liealgebra. Sei t < g ein maximaler Torus.

(1) Esist t = c4(t).
(2) Esist cg(t) = ng(t).
Aufgabe 38 (§4.4) Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper mit char K = 0.

Sei g eine halbeinfache endlichdimensionale Liealgebra. Sei t < g ein maximaler Torus.

Zeige.

(1) Eine Teilalgebra von g, die g, enthilt fiir alle o € ®(g), ist bereits gleich g.

(2) Seien o, p € ®(g). Ist auch o + p € (g), s0 ist [go, 9)] = Gotp -
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Aufgabe 39 (8§4.3, §4.4,84.5, Aufgabe 31.(2))

Sei K = C. Sei g eine halbeinfache endlichdimensionale Liealgebra.

(i) Bestimme einen maximalen Torus t in g.
(ii) Bestimme die Menge der Wurzeln ®(g) C t*.
(iii) Sei F =tr = r(t, : x € P(g)), ausgestattet mit der Bilinearform ,|%, 5.
Bestimme eine Orthonormalbasis von £ und schreibe ¢, in dieser Basis fiir alle

X € ®(g). Skizze!
Bestitige Lemma 102.(1) in 2 Féllen. Bestétige Lemma 101.(1,2) in 2 Fillen.

(1) Sei g =sl3(C).

(2) Sei g =0(C,b); b wie in Aufgabe 31.

Aufgabe 40 (§4.5)

(1) Bestimme das zu sl,(C) gehorige Wurzelsystem (E, W). Skizze! Cf. Aufgabe 39.(1).

(2) Bestimme eine Basis des Wurzelsystems (E, V) aus (1).

Aufgabe 41 (85.1) Sei E = (E, |—,=]) ein euklidischer Raum.
Fir x € E ~\ {0} sei

Vo._ _2
r = _L:E,mJ xT .

Sei (E, ®) ein Wurzelsystem.
(1) Zeige, daBl mit ¥ := {t¥ : t € &} auch (F,d") ein Wurzelsystem ist, genannt das
zu (E, ®) duale Wurzelsystem.
(2) Zeige @YV = ®.

(3) Sei (E,®) das gemif Aufgabe 39.(1) zu sl3(C) gehorige Wurzelsystem.
Ist ® ~ ®V7?

(4) Sei (E,®) das gemaB Aufgabe 39.(2) zu o(C,b) gehorige Wurzelsystem.
Ist ® ~ @Y7

Aufgabe 42 (§5.1)

(1) Sei (E,®) das gemé Aufgabe 39.(1) zu sl3(C) gehorige Wurzelsystem. Zeige, daf
Wg ¢ isomorph zur symmetrischen Gruppe Sg ist.
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(2) Sei (E,®) das gemidB Aufgabe 39.(2) zu o(C,b) gehorige Wurzelsystem, b wie in
Aufgabe 31. Zeige, dal Wg ¢ isomorph zur Untergruppe Dg := ((1,3), (1,2)(3,4))
von Ordnung 8 in der S, ist.

Aufgabe 43 (§5.3)
(1) Bestétige Bemerkung 125 in einem Beispiel im Wurzelsystem von Beispiel 113.(2).
(2) Bestitige Bemerkung 125 in einem Beispiel im Wurzelsystem von Beispiel 113.(3).
Aufgabe 44 (85.5) Sei m > 0. Sei K ein Korper mit | K| > m.

Sei V' ein Vektorraum. Sei U; C V ein Teilraum fiir ¢ € [1,m].
Zeige Uicpm Ui C V.

Aufgabe 45 (85.6) Sei (F, ®) ein Wurzelsystem. Sei A eine Basis von (E, ®). Zeige.

(1) Seir € ®L \ A. Dann gibt es ein d € A mit r — d € D} .

(2) Sei r € ®f. Es gibt ein k > 0 und €1, ..., e, € A mit r = > ieqn € und
D iep,j) € € L fiir alle j € [1, k].

Aufgabe 46 (8§5.6, §5.7)
Aufgabe 40 entnehmen wir das Wurzelsystem (£, ®) von sl,(C) und davon eine Basis A.

(1) Bestimme ein Element w € Wg ¢ von Ordnung 3.

Bestimme {w'(A) : i € Z }.

(2) Berechne eine Cartanmatrix von (E, ®).

Aufgabe 47 (85.6)
Sei (E, ®) das Wurzelsystem aus Beispiel 113.(3); cf. Aufgabe 39.(2).

Sei A eine Basis von (E, ®).

Bestiétige in diesem Fall die Bijektivitdt der in Korollar 146 betrachteten Abbildung von
W ¢ in die Menge aller Basen von (E, ®), die w nach w(A) schickt. Cf. Aufgabe 42.(2).
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Aufgabe 48 (8§5.8, §4.6, §5.1) Sei K = C.

(1) Seien g’ und g” halbeinfache endlichdimensionale Liealgebren.
Seien t' < ¢’ und ¢/ < g” maximale Tori.

(i) Zeige, daB t := ¥ & t’ ein maximaler Torus in g := ¢’ @ g” ist; cf. Bemer-
kung 15.(2).
(H) Zeige t@(g) = (tib(g’) ) O) L (07 t%(g”)) und (tib(g’) ’ O) 1 (07 t%(g”))

(Bezeichnungen jeweils analog).

(2) Sei g eine halbeinfache endlichdimensionale Liealgebra. Sei tog) = W' U ¥” so, dal
U’ L 0" ist. Setze

g = (V) ® @x’eé(g),txfe@’ gy’
g = C<\I’”> b @x”e@(g),txue\p" Oy -

Zeige g/, ¢" < gund g=g¢ @ ¢”; cf. Bemerkung 15.(1).

(3) Sei g eine halbeinfache endlichdimensionale Liealgebra. Zeige, dal g genau dann
eine einfache Liealgebra ist, wenn (tg , to(g)) ein einfaches Wurzelsystem ist fiir jeden
maximalen Torus t < g; cf. Beispiel 112. (Hinweis: (1,2).)

Aufgabe 49 (85.9) Zeige, daB jede der in der Liste der Klassifikation, Satz 164, auftre-
tenden Isoklassen dynkingerichteter Graphen die Dynkinklasse eines einfachen Wurzelsy-
stems ist.

Hinweis.

{ Zie[l,lzﬂ] aze; - a; €R, Zie[l,zﬂ} ; = 0}

O {ei—ej i, jge,0+1],i#j}
R/

O {ae;+pPej i, 5 €[4, i#j, ae{-1,+1}, B {-1,0,+1}} (sodann dual dazu)
R’

O {ae;+Pej 4,5 €[4, i#j, ac{-1,+1}, Be{-1,+1}}
{are1 +ages +azes : oy e Rfiiri € [1,3], a1 +as+az3 =0}

O {d, f,d+ f,2d+ f,3d+ f,3d+2f, —d, —f, —d— f, —=2d — f, =3d — f, =3d — 2f} ,
wobei d=e; —ey, f=—2e +ey+e3
RA

O {ae;+pPej i, 5 € 1,4, i#j ae{-1,0,+1}, ge{-1,+1}}

U {5(m1e1 + 72e2 + y3e3 + yaes) 1 v € {1, +1} fiir i € [1,4] }
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RS
2 {O{ei+66j : Za] € [1a8]7 Z#]a OAS {_1a+1}a /6e {_1a+1}}
U {5 iepg mie) = v € {=1,+1} fiir i € [1,8], [Lepg i =11}
sodann e; herausnehmen, resp. e; und e, herausnehmen

Aufgabe 50 (85.7,85.9)

(1) Sei (E,®) ein Wurzelsystem mit Basis A. Zeige, daB AV := {d¥ : d € A} eine Basis
des Wurzelsystems (E, ®Y) ist; cf. Aufgabe 41. Welcher Zusammenhang besteht zwi-
schen den Cartanmatrizen von (E, ®) beziiglich A und von (E, ®") beziiglich AY?

(2) Wihle ein Wurzelsystem (E, ®) mit Dynkingraph G, . Bestimme &Y und den Dyn-
kingraphen von (E, ®Y). Skizze! (Hinweis: Aufgabe 49.)
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A.2 Losungen

Aufgabe 1

(1) Wir unterschlagen die Verifikation, daf es sich bei [—,=] um eine bilineare Abbildung handelt.
Nichtsdestoweniger sollte man sich dessen vergewissern.

. a a/ a// .
Seien (2), (Bf), (6;5) € K3*!. Es wird

[(5)-()1 = () = ()
Ferner wird
[(3)-1(3)- ()1 +1(%). (

(0]
B
Y
B =B al Bliy—1B all BY,—1B,
(5), (TR + 1(5) . (i + L) (338

B(a ﬁ// Bla// 'Y('Y/a// Oé/’Y”)> (ﬁ/( 1" *6”04)*'\//(’)’ a—ao ’Y)) (ﬂ//(aﬂlﬁa/)’Y//(’Ya/a’Y/)>
ol

(7(/3’7” - ") —a(a’' "=’ v (BY =yB" )~ (aB’~Ba’)
‘o' —a'y")=B(B'Y =~ B") &' (v a—alv)—- ﬁ/(ﬁ”’y 7" B) "(va' —an") =" (By —B")
ol —ppa 1o f—p' B at B’ af' —B" o —yy'a" tyaly 'y aty aly—y " ya 4 oy

(vﬁ'v” ’Y’YB +“/B b 77 ,8+7 Bv —"vB —ad' B +apf'a” —a’a" B+a’ 8" a—a' aB' +a Ba)
ay'a —ad'y" +a/y" a—a’a" yta va' =" an' = BB/ N+ By B =B B v+B'y" B—B" By +B" 7B’

Man kann auch vorbringen, daf8 es geniigt, die Gleichung fiir Standardbasisvektoren von K3*1 zu
verifizieren. Das wird aber wegen Fallunterscheidungen nicht kiirzer.

(2) Wir unterschlagen die Verifikation, dafl o(K,a) ein Teilraum von gl, (K) ist. Nichtsdestoweniger
sollte man sich dessen vergewissern.

!
Seien g, h € o(K,a). Wir haben zu zeigen, daB [g, h] € o(K,a). In der Tat wird

g, h]*a (gh — hg)'a
— htgta _ gthta

—htag + gtah

ahg — agh

= —alg,h].

-1

(3) Mit b L+ eist auch £ L~ b linear.
Seien k, k' € t. Es wird

FURKT = U R AR = U TR TR = [T R TR

) (188)-(

[=lel
—OoOo
ooo
[=le)og
ooo
OO

0 0
(4) Es ist o(K,Es) = {g € g3(K) : g¢' = —g}. Es ist ((7(1) 7(1))) eine Basis

davon, da char(K) # 2. Also ist die lineare Abbildung

K3 Lo oK Ey)
« 0a B
@) — )
el -B v 0

die die Standardbasis von K3*! auf diese Basis von o(K, E3) schickt, bijektiv. Wir wollen zeigen,
daf sie ein Isomorphismus ist, i.e. daf} sie mit der Lieklammer vertréglich ist.
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’
f) € K3%! Es wird zum einen

N s 0 it ey
71(3) (B)) = r(aemar ) = (aems 07 ar—ai )
K K af’ —fa oy’ —ya’ af'—pao’ 0

Seien (%), (

2R

zum anderen

£(3). 7 ()]

—ad'—gp By —ay —aa=p's By —a'y
= 8" —ad =y —ap - Y8  —da—'y  —a'p
—ya’ —Ba’ —BB =y —'a —B'a  —B'B-7'y

was dasselbe ist.

Es ist f nicht der einzige Isomorphismus zwischen diesen beiden Liealgebren.

Aufgabe 2

(1)

Seien d, e € der(A). Seien a, b € A. Wir erhalten

Also ist [d, €] € der(A).

Es ist (e1, ez, €3, €4) := (((1)8) , (8(1)) , ((1)8) , (8(1))) eine Basis von K?*2. In dieser wollen wir

eine Derivation als d = (6;,;)ie1,4], jep,4) € K*** schreiben, wir identifizieren also det(K?*?) C
gl(K?7?) = K***. Ferner schreiben wir 35, (; y Aiei = (Mi)iepna) € K**', wir identifizieren also

K?*2 mit K**! vermoge unserer Basis.

Die Multiplikationstafel von K?2*? ist wie folgt.

() | exfes|es]ea]
e1 lleirlea]| 010
€9 0 0 €1 | €2
€3 €3 | €4 0 0
€4 0 0 €3 | €4

Es ist d € gl(K?*?) genau dann eine Derivation, wenn d(e; -e;) = d(e;)-e;+e;-d(e;) fiir alle i, j €
[1,4]. Denn gilt diese Gleichung, dann durch bilineare Fortsetzung auch d(a -b) = d(a) - b+ a - d(b)
fir a, b € K2*2.



Folglich ist d = (d;, ;

ausi=1,7=1

aust=1,7=2

aust=1,7=3

aust=1,75=4

aust =2, 5 =1

aus i =2, 5 =2

aust =2, 75 =

aus i =2,j=4

aus 1 =3,7 =1

aust =3, =

aus 1 =3, 7 =3

aust =3, =

ausi=4,j5=1

aus i =4, j =2

aust =4, j =

aust=4,7=4

10 00 00
01 01 00
00J)>\00-10
-10 00 0O

)i,; genau dann in der(K?*?), wenn folgende Gleichungen erfiillt sind.

)
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Es wird [¢/, f'] = 2K/, [W/, /] = —€’ und [V, '] = f.
Auf der anderen Seite ist

(e, f,h) = ((80),(10).(6-1))
eine Basis von sly(K). Es wird [e, f] = h, [h, €] = 2¢, [h, f] = —2f.
Sei nun char K # 2. Es ist e.g. die bijektive lineare Abbildung

slh(K) —  der(K2x?)

h +— 2K

e > —f

f ¢

wegen

[ple),o(f)] = [=f.€e] = 20" = o) = e f])
[p(h),p(e)] = [20,—f] = =2f" = ¢(2¢) = ¢([he])
[p(h),o(f)] = [2h,e] = =2¢' = o(=2f) = ¢(hf])

ein Isomorphismus.

Aufgabe 3
Fir 4, j € [1,n] bezeichne ¢; ; € gl,,(K) = K™*" die Matrix, die an Position (¢, j) den Eintrag 1 hat,
und ansonsten Eintrag 0. Fiir 4, j, k, £ € [1,n] ist ;, jex e = 0j 1 €;¢ . Es folgt
[ei,js eke] = Ojkeie— Ovier,

Es ist

(el‘+1’i+1 —€;:1€ [1,7’L - 1]) U (ei,j 11, € [1,n], ) 75])
eine Basis von s, (K).
(1) Ist n € {0,1}, so ist s, (K) abelsch, und somit insbesondere nicht einfach.
(2) Sei n 2 2. Da [6172 , 6271] = 6172 62,1 — 6271 6172 =e€1,1 — 6272 ?é 0, ist ﬁ[n(K) nichtabelsch.

(3) Sei m > 3. Sei a < sl,(K). Gibt es k, £ € [1,n] mit k # ¢ und e,y € a, so behaupten wir, daf§
a=sl,(K) ist.

Isti € [1,n]~{k, ¢}, soista > [e; k, €ke] = €i . Alsoist e; ¢ € afiiri € [1,n]\{¢}. Ist nun j € [1,n|~{i, ¢},
soist a3 [ejr, er ;] =e€; ;. Alsoist e; ; € afiir i € [1,n] \ {£} und j € [1, n|, sofern i # j.

Mit dem hierzu transponierten Argument erhalten wir e; ; € a fir j € [1,n] \ {k} und i € [1,n], sofern
i # 7.
Somit ist also e; ; € a fiir 4, j € [1,n] mit ¢ # j und (4, 7) # (¢, k).

Wihle m € [1,n] \ {k, ¢} ; moglich wegen n > 3. Es ist e,, ¢ € a wegen (m, ) # (¢, k), und also, abermals
mit dem eben gesehenen Argument, auch ey € a, da (¢, k) # (¢, m).

Insgesamt ist nun e; ; € a fiir 4, j € [1,n] mit ¢ # j bekannt.

SchlieBlich ist a 3 [e; ;, €j;] = €;; —ej,; fir ¢, j € [1,n] mit ¢ # j.

Dies zeigt die Behauptung.

(4) Sei n > 3 und n kein Vielfaches von char K. Wir behaupten, dafl sl,,(K) einfach ist.
Nach (2) geniigt es zu zeigen, daf} ein Ideal 0 # a < sl,,(K) bereits gleich sl, (K) ist.

Sei a € a \ {0}. Schreibe a = (v, )i, j = D2, j @, j€i, ;-
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Fall 1. Es gibt k, ¢ € [1,n] mit k # £ und oy ¢ # 0.
Sei m € [1,n] \ {k, ¢} ; moglich wegen n > 3. Es ist

a > [egm, [eak, [eme a]]]
= [e&m s [eﬂ,k ; €m,k A — aem,k“
= [eom, =€k @emk — €m i Qe k]
= —Cra€rk
= —Qgeey -

Da —ay ¢ # 0, ist auch egy, € a. Dank (3) folgt nun a = 5[, (K).
Fall 2. Es ist a; j = 0 fir alle i, j € [1,n] miti # j.

Es gibt k, m € [1,n] mit agr # Qmm und, natirlich, & # m. Denn wdire dem nicht so, so wire
tr(a) = nan1 # 0, da a # 0 und da nach Voraussetzung char K kein Teiler von n ist, was a € sl,(K)
widerspricht.

Nun ist a 3 [egm, a] = >, Qiilerm, €ii] = (Vmm — Mk k)ekm . Da amm — agr # 0, folgt e € a.
Dank (3) folgt nun a = s[,,(K).

In beiden Féllen zeigt dies die Behauptung.

(5) Sei n = 2. Sei char K # 2. Wir behaupten, dafi sly(K) einfach ist.

Nach (2) geniigt es zu zeigen, daf ein Ideal 0 # a < sly(K) bereits gleich sl (K) ist.
Es hat sly(K) die Basis (e1,2, €21, €11 — €2,2).

Sei a € a~ {0}. Schreibe a = (431 032) = >, Q€

2,1 2,2

—Q21

Wir haben a3 [(§3) . (831 632)] = (5" 220 ).

Genauso haben wir dann auch a 3 [(§4), (a}‘}‘l 0‘2;2;;11‘1)] = (07%>").

—Q21

Ferner haben wir a 3 [((1) 7(1)) , (o%,l "‘22—0‘111)] — (8 2(a2,2aa1,1) )

Fall a1 # 0. Da (§ 724>") € a und da char K # 2, folgt ({4) € a.
60)]=("01)-
), ( (1))] = (_8 8) woraus mit char K # 2 auch ((1)8) € a folgt.

Zusammen zeigt dies a = sly(K).

Ferner ist a 5 [(99),

SchlieBlich ist a 3 [(9 9

Fall o1 2 # 0. Transponiert zum vorigen Fall.
Fall Q21 = Q12 = 0.

Es ist aq,1 # g2 . Denn wdre dem nicht so, so wére tr(a) = 2a;1,1 # 0, da a # 0 und da nach Vorausset-
zung char K # 2, was a € sl, (K) widerspricht.

Da (3§ 2(0‘2*20_‘“'1)) € a und da char K # 2, folgt (8(1)) € a. Wie im vorvorigen Fall folgt daraus
a=sl(K).
In allen drei Fillen zeigt dies die Behauptung.

(6) Sei n > 2. Sei char K ein Teiler von n. Dann ist 0 # E,, € 3(sl,,(K)) < sl,(K), und also sl,,(K) nicht
einfach.

(7) Ergebnis. Es ist sl, (K) genau dann einfach, wenn n > 2 und n kein Vielfaches von char K ist.

Dies faft (1,4,5,6) zusammen.
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Aufgabe 4

(1)

(2)

Wir verifizieren die Wohldefiniertheit der Abbildung

[_7:]
g/a x g/a — g/a
(g+a , h+a) +—> J[g+ah+al:=[g,h]+a

Zu zeigen ist die Reprisentantenunabhiingigkeit des Bildes. Sind also g, ¢/, h, A’ € g mit g+ a =

¢ +aund h+a=h'+ a gegeben, so wird
l9.h] = g",/] = [g—g h]+[g ., h—1h] € a

und also [g,h] +a=[¢',h'] + a.
Die Bilinearitit dieser Abbildung vererbt sich von g.
Fir g, h, k € g wird

lg+a,h+ak+a]+[h+alk+ag+a]+[k+alg+ah+a]
= ([)g, [h, k]| + [h [k, g]] + [k, [9,h]] + @

und

also ebenfalls von g vererbt.

Somit ist g/a eine Liealgebra.

Ferner ist g 2, g/a, g— g + a ein Morphismus, da

p(lg,h]) = [g;h]+a = [g+a,h+a] = [p(g),p(h)]
fir g, h € g.
(i) Die Aussage ist richtig.

Sind g, ¢ € ¢~'(h), dann sind (g), ¢(¢') € b, also w([g.9') = [#(9)¢(¢')] € b und
folglich [g,¢'] € ¢~ 1(p). Also ist ¢ ~1(h) < g

Ist zudem b < b, und sind g € ¢ ~1(p) und g € g, dann ist ©(g) € b, also ¢([g,¢]) =
[(9). ¢(9")] € b und folglich [g, g') € =" (). Also ist ' (h) < g.

(ii) Die Aussage ist insgesamt falsch.
Die erste Aussage ist richtig.

Sind g1, g2 € g, dann ist [p(g1),(92)] = ¢([91, §2]) € ¥(a).
Die zweite Aussage ist falsch.

Sei K ein Korper, z.B. K = C. Sei a := (810(), sei g 1= (Ig K) beides als Teilalgebren von
b := gly,(K) zu verstehen, und sei ¢ die Inklusionsabbildung von g nach h. Es ist a < g, aber

es ist ¢(a) = a kein Ideal von b, da z.B. [(90),(86)] = (70 %) & .
(iii) Die Aussage ist falsch.
Gegenbeispiel. Sei K ein Korper, z.B. K = C. Sei

g::{(

oo

]
8%) ra, By, 6,6, € K} < gly(K),

sei

08~y
a = {<888) :B,7,e € K} <y
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und sei 05
- v
a = {(ggg) B,y e K} <a

Beachte hierzu, dafl

03"~/ a By 0 (6—a)B" eB'+((—a)y'—pe’
[(00€>7<056)] = (o 0 (C—8)e’ € a,
000 00¢ 0 0 0

fiir 5/, 4, €', a, B, 7, 6, €, ¢ € K ; insbesondere

08"y afy 0 (6—)B’ ef'+(C—a)y BB
[{oo0s ,(055)]: 9 0 (98" ,

000 00¢ 0

was e.g. fiir § = a =0, 8/ = ¢ = 1 nicht in a liegt; ferner insbesondere

08"+ 0 00 '—BB’ -
[(o%}),(ogg)] = (oo N ) € qa,
000 000 00 0

Alternatives Gegenbeispiel, nur in Charakteristik 2, aber etwas kleiner (%). Sei K ein Korper
mit char K =2, z.B. K = F,. Sei

g = ghh(K),
sei
a z{(%‘g):mﬂeK}
und sei
a:={(35):8eK}=(0%)
Es wird

[(58), (28)1= (ureotaf®) = (1 2ftia) = B(2) = B(;Y) € a

fir o, 8, v, 6, ¢, ( € K. Also ist a < g. Setzt man € = 0 und { = 7, so erkennt man, dafl a
abelsch ist. Insbesondere ist a < a.

Aber a € g, da z.B. [((1)8) , (8(1))] = (7(1) (1)) = ((1)(1)) & a; cf. (ii).
(iv) Die Aussage ist richtig.
Gebe es zum einen einen Morphismus ¢ mit @ o pgq = ¢. Dann ist p(a) = @(pg,q(a)) =
?(0) =0, i.e. a C Kern .
Sei zum anderen a C Kern . Aus der Linearen Algebra wissen wir um die Existenz der linea-

ren Abbildung @ : g/a — b, g+a— (g). Diese ist auch ein Morphismus von Liealgebren,
da

o(lg+a.g +a) = &(lg.91+0a) = «(g.91) = [e9), 2(9")] = [plg+a), (g + a)]
fiir g, ' € g. Ferner ist (¢ 0 pg.a)(9) = ¢(g+a) = ¢(g) fiir g € g und also po pgq = .
Da pg,a surjektiv ist, ist diesenfalls ¢ durch ¢ o pg,« = ¢ auch eindeutig bestimmt.

(v) Die Aussage ist richtig.
Zunéchst halten wir fest, dafl g Na << g ist. In der Tat ist fiir « € gNa und g € g auch
[a,g] €a,daa€adg, und [a,g9] € §,daa, g € g.
Ferner halten wir fest, da8 § + a < g ist. Denn sind g, ¢’ € g und a, a’ € a, so erhalten wir

g+a,¢ +d] = lg.9]+]a,g]+g,d]+[a,d] € g+a.
——

€g €a

5Dieses Gegenbeispiel kenne ich von DOMENICA GUSSO und TOBIAS WALTER.
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Dazuhin folgt a < g+ a aus a < g.

Aus der Linearen Algebra (oder aus (3), angewandt auf ¢ = pgq|z) wissen wir um die
Existenz der bijektiven linearen Abbildung g/(gNa) — (§+a)/a, g+ (gNa) — g+ a. Diese
ist auch ein Morphismus von Liealgebren, da

g+ (@Na),d+(@Na) = [g.¢]+(@Na) == [g,¢9]+a = [g+a,g +d

fir g, g’ € §.

(vi) Die Aussage ist richtig.
Sei g € g. Sei z € 3(a). Wir haben g, 2] é 3(a) zu zeigen. Zunichst ist [g,z] € a wegen
a < g. Sei nun a € a gegeben. Wir haben [a, [g, #]] L0z zeigen. In der Tat wird [a, [g, 2]] =
lla,g],2] +[g,[a,2]] =04+ 0=0.
ey jnry

(3) Aus (2.iv) folgt die Existenz des surjektiven Morphismus

2
g/Kernyp —  ¢(g)
g+Kemnyp = ¢(g)

Dieser ist auch injektiv, wie aus der Linearen Algebra bekannt. Denn ist das Bild ¢(g) von
g + Kern ¢ gleich 0, so ist g € Kern ¢ und also bereits g + Kern¢ = 0.

(4) Wohldefiniertheit — . Wir haben p(h) < g/a zu zeigen. Es ist p(h) das Bild des Kompositums der

Morphismen h C— g L g/a, also das Bild eines Morphismus, und als solches eine Teilalgebra
im Zielbereich; cf. (2.ii).

Wohldefiniertheit <~ . Aus (2.i) folgt p~1(€) < g. Da 0 C &, ist auch a = p~1(0) C p~1(¥).
Kompositum wird idr, , . Sei h € Ty o gegeben.
Es ist h < p~(p(h)).

Sei umgekehrt g € p~!(p(h)). Dann ist p(g) € p(h), i.e. g+ a = h + a fiir ein h € h. Es folgt
g =h+a fiir ein a € a C h, mithin g € §.

Kompositum wird idr,,, . Dies folgt aus der Surjektivitét von p.
Einschrdinken auf Ideale.
Ist € < g/a, dann ist dank (2.i) auch p~1(€) < g.

Sei a < h < g. Wie haben p(h) gl g/a zu zeigen. Sei h € . Sei g € g. Es wird
lg+a,p(h)] = [g+ah+a] = [g,h]+a = p(lg,h]) € p(b),

da wegen h < g eben [g, h] € b liegt.

Aufgabe 5

! !
(1) Wir zeigen ng(V') < g. Selen g, ¢’ € ng(V). Wir miissen zeigen, daf [g, '] € ng(V) liegt. Seiv € V.
In der Tat wird

[lg,9'l,v] = [g,[g"sv]] +[¢'s[v,9]] € V.
ev v

Esist h < ng(h), da [h, h] C b. Esist h < ng(h), wie man wie folgt erkennt. Sei h € . Sei g € ng(h).
Es wird [h.g] = [g.—H] € [5.b]  b.
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! !
(2) Wir zeigen ¢g(V) < g. Seien g, ¢’ € ¢g(V). Wir miissen zeigen, daf [g, ¢'] € ¢g(V) liegt. Sei v € V.
In der Tat wird

g,9',v] = lg,]d",v]] + g, [v,9]] = 0.

Eine dem Zentralisator dhnliche Konstruktion kennen wir schon aus Aufgabe 1.(2).

Aufgabe 6
Sei g € g.

Halten wir zunéchst fest, daf fiir x, y € ¢

adg(9)[z,y] = g, [z,y]] = [lg,z],y] + [z, [9,y]] = [adg(9)(®),y] + [x,ad4(g)(y)]
ist, und folglich ady(g) < der(g).

Nun wird
[d, adg g]() (doadgg—adggod)(z)
d(lg, z]) — [g,d(z)]
([d(g), ] + [g,d(z)]) — [g, d(x)]
[d(g), ]
(adg d(g))(x)

fir « € g, und somit [d,adgy g] = ady d(g). Also ist [der(g),ady(g)] € adg(g) und somit adg(g) < der(g).

Aufgabe 7

(1) Da @(h) eine Derivation ist, gilt [h, [n,n']] = [[h,n],n'] + [n, [k, n]] fix h € h und n, n’ € n.
Da ¢ ein Morphismus von Liealgebren ist, gilt [[h, '],n] = [k, [A/,n]] — [#/, [k, n]].
Damit wird
[(n7h)a (nvh’)] = ( [n,n] + [h7n] - [h7n] s [ha h] ) =0
und
[(n, h), [(n", B), (n”", "")]]
[(n, h), ([0, n"]+ [0, n"] — [0, n'], [A',h"] )]
E [n7 [n/’ n”} + [hlr TLN] - [h//7an + [hr [nlr TLN] + [hlvn”] - [hﬂv n/” - [[h/’ h”}vn} ’ [hr [hlr h”” )
(

[, [0/, n"]] + [, [0, n"]] = [n, [/, /]| + [k, [0/, n"]] + [h, [B/, n"]] — [h, [, 0/]] = [W', [, n]] + [R, [B',n]] s [h, (R, R7]] )
[n7 [nlv n//” + [n7 [hlvn"H - [nr [hnv TL/” - [nﬁv [hvn/” + [nlr [hvn"H + [hr [hlr n”” - [h7 [hﬂv n/” - [hlv [h”,nﬂ + [hnr [hlr nH ) [h7 [hlv h”” ) ’

woraus
[(TL, h)7 [(TLI, h,)v (nllv h”)]] + [(nlv h‘/)v [(nﬁv h”)v (n7 h)]] + [(n”7 h”)7 [(7’1, h‘)v (nlv h/)“
([, [/, )]+ [, [0, 0] — [, (07, 0)) = [, (/] + [, )]+ [, (B )] = [, (17 /] — (B (07, ml) =+ (17 ()] [y [, B7]))
([, [0 )] + [/, [0 )] — [, (B )] — [, [, "))+ [0 (1)) (B B )] = [, Ty "] — (B, [y /)] + [ [0, )] (W, [0, B]] )
([0, fnon/)] + [0, [y n/]] — [0 [0 ]] = [/, (7 n]) + [, [0, )]+ (07, ('] — (B, [ nl) = [ [0 ]] =+ (1 [Ron] (B Ty W)
E O[nd)[nz W)+ [ [ nl] o+ [0 o)) T (B RO 4 (R (B B 4 (7 T, 1))

fir (n,h), (n',), (0", 1) € nx,bh.
Ferner ist
[(Oah)v (Ovhl)} - ( 070} + [h,O} - [hl,O] ) [hv h/} ) - (07 [hvh/]) €bh

fiur h, A’ € h. Somit ist h < n X, b.
Schliefllich ist

[(n’h)v (nlvo)] = ( [n’n/] + [hvn/] - [0,’11] ) [h7 0] ) = ( [n7 TL/} + [hvn/] ) 0) en

fir (n,h) € n x, b und n' € n. Somit ist n < n X, bh.
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(2) Fiir h € b ist die Abbildung ¢4(h) : n — n durch

i((ps(h))(n)) := [s(h),i(n)] .
fiir n € n wohldefiniert, da r([s(h),i(n)]) = [rs(h),ri(n)] = 0, mithin [s(h),i(n)] € i(n), und da ¢
injektiv ist.
Sie ist linear (wie wir ausnahmsweise einmal nachrechnen wollen), da fiir A, M’ € K undn, n’ € n

sich

i((ps(h))(An + A'n")) [s(h),i(An + A'n/)]
Als(h),i(n)] + X'[s(h),i(n)]
Ai((s(h))(n)) + Ni((@s(h))(n'))
i(A(ps(h)(n) + N (ps(h))(n))

€ ver(n), da firn,n’ €n
1

i((s(h))([n, "))

1 | I T |
NS

ist und da ¢ injektiv ist.

Die Abbildung ¢ : h — der(n), h — @s(h) ist linear, da sich fiir A, N € K und h, b’ € n bei
e i((ps(Ah+ X'R))(n)) [s(Ah + X'R),i(n)]

Als(h),i(n)] + N's(h'),i(n)]

Ai((ps(h))(n)) + Ni((es('))(n))

i(Alps(h))(n) + X(es (') (n))

i((Aps(h) + Nes(h))(n))

ergibt und da 7 injektiv ist. Ferner ist ¢4 ein Morphismus von Liealgebren, da sich fiir h, b’ € b
beinen

i((ps([h, WD) () = [s([h, h]),i(n)]
= [[s(h), s(h)],i(n)]
= [s(h), [s(r"),i(n)]] = [s(h"),[s(h),i(n)]
= [s(h),i(ps()(n))] = [s(h'),i(0s(h)(n))]
= i(ps(P)(ps(h)(n))) —i(ps (W) (ps()(n)))
= i(ps(R)(ps (W) (n)) — @5 (h)(ps(R)(n))
= i(lps(h), s (R)](n))

ergibt und da ¢ injektiv ist.
Betrachte die lineare Abbildung
/
nxy, b — g
(n,h) = i(n)+s(h)

Es ist f injektiv, da i(n) + s(h) = 0 auch 0 = r(i(n) + s(h))
somit n = 0 nach sich zieht.

r(s(h)) = h und also i(n) = 0 und

Es ist f surjektiv. Denn sei g € g gegeben. Es ist (g — s(r(g))) = 0. Folglich gibt es ein n € n mit
i(n) =g —s(r(g)). Es wird f(n,r(g)) = i(n) + s(r(g9)) = g.
Es ist f ein Morphismus von Liealgebren. Denn fiir (n,h), (n’,h') € n x,_b erhalten wir

f([(n, h), (' 1)) fCln, )+ [hyn'] = [0 n], [B, 2]

| [ | |
-
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(3) Fiir h € h wird bei n € n
i((p(h)(n)) =

I

—~ .
—~—
o

S

(=]

I
S
»
—~

was dank 7 injektiv dann ¢ = @, zeigt.

Aufgabe 8

Ist f;(T) = 0 fiir ein ¢ € [1,n], so ist f;(T) # 0 und deg f;(T) = 0 fir alle j € [1,n] \ {¢}. Wir kénnen
diesenfalls also r(T) := r;(T) wihlen.

Sei im folgenden f;(T") # 0 fiir alle ¢ € [1,n] vorausgesetzt.
Wir fithren eine Induktion iiber n > 0.
Fall n € {0,1}. Ersichtlich.

Falln = 2. O.E. deg f1(T) < deg f2(T). Wir fiihren eine Induktion iiber deg f1(T). Seien w(T'), v(T) €
K[T] so, daB fo(T) = fi(T)u(T) 4+ v(T) mit v(T) = 0 oder (v(T) # 0 und degv(T) < deg f1(T)), wie
man durch Polynomdivision erhélt. Eine gemeinsame Nullstelle von f1(7") und von v(T") wére auch eine
von f1(T) und fo(T'), kann es also nicht geben.

Subfall v(T) = 0. Es ist deg f1(T) = 0, da sonst v(T') und f;(T) eine gemeinsame Nullstelle hiitten. Die
Bedingung (1) =¢, () 71(T) ist also leer, so dal wir r(T’) := ro(T) setzen kénnen.

Subfall v(T') # 0. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein 7#(T') € K[T] mit #(T) =y (r) 0 und
7(T) =1 1. Schreibe

—

HT) = a(T)A(T) 2 b(T)o(T) +1 = b(T)(fo(T) — f(T)u(T)) + 1

fiir gewisse a(T), b(T) € K|[T], mithin
1 = (a(T) +uw(T)(T)) f1(T) = b(T) f2(T) -
Setze (T) i= —b(T) fo(T)r1(T) + (a(T) + w(T)B(T)) fr(T)r(T). Dann ist
r(T) =gy —WT)f(T)r(T) =pnm m(T)
r(T) =pm (@) +u(TT) [1(T)r2(T) =gy r2(T).

Fall n > 3. Sei nach Induktionsvoraussetzung ein 7(1") € K[T'] so gefunden, da8 #(1") =, (py r;(T') ist fiir
alle i € [1,n —1]. Sei f(T) := fi(T)--- fu_1(T). Es haben f(T) und f,(T) keine gemeinsame Nullstelle.
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein r(T') € K[T] mit r(T") =gy #(T) und r(T) =y, (1) (7).
Ersteres zieht r(T') =) #(T') =y,(r) ri(T) und somit r(T') =y,(r) ri(T) fiir i € [1,n — 1] nach sich.

Aufgabe 9
Seien p,(T), wy(T) € KI[T] die Minimalpolynome von z resp. y.
Beachte, daf8 f oz = y* o f fiir k > 0 und also f o u(x) = u(y) o f fiir alle u(T") € K|[T].
(1) Ist « halbeinfach, so hat p,(7) nur einfache Nullstellen. Es ist 0 = f o p,(x) = pg(y) o f, wegen

f surjektiv also p,(y) = 0. Es folgt, dal w,(T") ein Teiler von w,(7) ist und somit seinerseits nur
einfache Nullstellen hat. Also ist y halbeinfach.
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(2)

(3)

Ist y halbeinfach, so hat 1, (7") nur einfache Nullstellen. Es ist 0 = p,(y) o f = f o py(x), wegen
f injektiv also p,(z) = 0. Es folgt, da8 p,(T) ein Teiler von p,(7T") ist und somit seinerseits nur
einfache Nullstellen hat. Also ist « halbeinfach.

Lésung.

Wir schreiben U := f(V).

Sei f:U — W der Inklusionsmorphismus. Sei f := f V. Es ist

f=1Fef,

mit f injektiv und f surjektiv.

Es ist y(U) = y(f(V)) = f(z(V)) C f(V) = U. Also existiert z := y| . Es ist f oz = yo f nach
Konstruktion.

FerneristZOf:fox,dafOZOf:yOfOf:yszfoxszfoxunddafinjektivist.

Konnen wir die Behauptung fiir den Fall einer injektiven linearen Abbildung und fiir den Fall einer
surjektiven linearen Abbildung zeigen, so folgt

fomgs = fofOxgs = fozgsofT = ygsofofT = ygsof‘

Diese beiden Fille miissen wir also noch abhandeln. Wir verwenden Lemma 22.

Fall: f injektiv.

Schreibe ygs = a(y) und yg, = b(y) mit a(T), b(T) € KI[T], wobei a(T) + b(T) = T und a(0) =0
und b(0) = 0.

Es ist dann yes 0 f = a(y) o f = f o a(x), also a(x) halbeinfach nach (1).

Sei k > 0 gewiihlt mit (yg,)* = 0. Es ist dann 0 = (ygn)* o f = b(y)* o f = fob(x)*, also b(x)* =0
wegen [ injektiv, also b(x) nilpotent.

Ferner ist a(z) + b(x) = x wegen a(T) + b(T) = T'. Schlieflich ist a(z) o b(z) = b(z) o a(z).
Folglich ist (a(z),b(x)) = (Tgs, Tgn). Wir erhalten

Yes o f = foa(x) = fouxg

und
ygnof = yoffygsof = foxffoxgs = fozgn~

Fall: f surjektiv.

Schreibe zgs = a(x) und zgn = b(z) mit a(T), b(T') € K[T], wobei a(T) + b(T) =T und a(0) =0
und b(0) = 0.

Es ist dann foxzg = foa(x) = a(y) o f, also a(y) halbeinfach nach (2).

Sei k > 0 gewiihlt mit (z4,)" = 0. Es ist dann 0 = f o (24,)* = fob(z)* = b(y)* o £, also b(y)* =0
wegen [ surjektiv, also b(y) nilpotent.

Ferner ist a(y) + b(y) = y wegen a(T) 4+ b(T) = T. Schliellich ist a(y) o b(y) = b(y) o a(y).
Folglich ist (a(y),b(y)) = (Ygs » Yen). Wir erhalten

fol‘gs = a(y)of = ygsof
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und

foxgn = fox—fowg = yof—ygof = ymolf.
Alternative Ldsung.
Sei A C K die Menge der Eigenwerte von z.
Fiir p € K schreiben wir Hy(n) == Ugs, Kern((y — p)?). Falls p ein Eigenwert von y mit alge-
braischer Vielfachheit v ist, ist Hy (1) = Kern((y — u)”), wie aus der Linearen Algebra bekannt.
Falls p kein Eigenwert von y ist, ist H,(u) = 0.

!
Sei A € A. Wir behaupten f(Hz (X)) € Hy(X). Sei a die algebraische Vielfachheit von A als Eigenwert
von . Sei v € Hy(A) = Kern ((z — \)®). Es wird

(y =N (f(v) = f((z=X)v)) = f(0) = 0.

Somit wird f(v) € Kern((y —\)*) € H,(\) — dies auch, falls X kein Eigenwert von y ist. Dies zeigt
die Behauptung.

Wir behaupten f o xzgs = ygs o f. Da V. = @) He()N), geniigt es, fir A € A und v € Hy()) zu
zeigen, daB f (2ys(v)) = ygs(f(0)) st
Es ist zg5(v) = Av; cf. Lemma 22.(3).

Da f(v) € Hy(A) dank vorstehender Behauptung, folgt yes(f(v)) = Af(v) mit Lemma 22.(3), falls
A ein Eigenwert von y ist, und y,s(f(v)) = 0 = Af(v), falls nicht.

Jedenfalls wird

f(@es(v)) = Af(v) = wes(f(0)) -
Dies zeigt die Behauptung.
Nun folgt auch fozg = fox — foxg =yo f —Ygs0 f =Yeno f.

Mit der alternativen Losung folgt nun erneut (1), da aus ygs o f = f 0 xgs
surjektiv sich ygs = y ergibt.

fox=yo fund f

Mit der alternativen Losung folgt nun erneut (2), da aus fowgs = ygso f = yo f = fox und f
injektiv sich zgs = x ergibt.

Aufgabe 10

(1) Induktion iiber m > 0. Fiir m = 0 ist die Bedingung leer.

Sei nun m > 1. Die Induktionsvoraussetzung gibt uns eine Basis (v1, ..., v,) von V mit
TiVk = Ak,iUk
mit geeigneten A, ; € K fir k € [1,n] und ¢ € [1,m — 1]. Schreibe Ay := (Ap1,..., Agm—1) fir

ke [1,n]. Sei Ay m—1):=={Ax : k€[l,n]}.
Fir g = (g1, tm—1) € Aj1,m—1) schreiben wir

E(p) = {veV :izgw=pofirie[l,m-1}.
Es ist v, € E(\g) fiir k € [1,n], und also
(o s ke [Lal, d=p) C E().

Sind umgekehrt ay € K gegeben fiir k € [1,n] mit ayv1 + - -+ + v, € E(p) fiir ein p € Ap 1y,
so ist

0 = (zi —piidv)(vr + -+ anvn) = (Mg — pi)oavs + -+ (Ani — i) nvn
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fiir ¢ € [1,m — 1], und folglich « = 0 fiir alle k € [1,n] mit Ay # p. Somit ist auch
(op + ke[lin], Ay =p) 2 E(n).
Insgesamt ist
(o ke [Ln), A= p) = Blu) .
fiir p € Apym—1) - Es folgt
Ve @ (wikellal v=p) = @ B,

HEA[L m—1] HEAL, m—1)
Fiir g1 € Ay 1) und v € E(p) ist nach Voraussetzung ;2,0 = TV = piTyv fiir i € [1,m —1],
und also auch x,,,v € E(u) .

Nach Aufgabe 9.(2) ist auch xm|ggzg halbeinfach. Somit finden wir eine Basis (vy,1,...,vun,) von
E(p) mit
TmUpe = VeUup

mit geeigneten v, € K fiir £ € [1,n,]. Ohnehin ist auch
TiVpe = HiUp,e
fiir ¢ € [1,m — 1]. Die zusammengesetzte Basis

|_| (’Uﬂvl’ e 7’Ul“7nﬂ)

HEA[ m—1)

von V liefert also das Gewiinschte.

Sei (v1, ..., v,) eine Basis wie in (1), i.e. sel ;v = Agvp fiir ¢ € [1,m] und k € [1,n], wobei
Aii € K. Seien o; € K fiir i € [1,m] gegeben. Es wird

(11 4+ &)k = (@1 Ag1 + -+ O AUk

und somit ist (v1, ..., v,) eine Basis aus Eigenvektoren fiir ayz1 + - -+ + @&y Somit ist dieses
Element von End V' halbeinfach.

Sei V= K2*1, Seiy = ((1] 8) und sei z = (8 %), geschrieben beziiglich der Standardbasis. Es sind y
und z halbeinfach, da beide die zwei verschiedenen Eigenwerte 0 und 1 haben. Jedoch ist y + z =
((1) %) nicht halbeinfach, da nur der Eigenwert 1 auftritt und ((1)(1)) die einzige diagonalisierbare

Matrix mit ausschliellich dem Eigenwert 1 ist.

Aufgabe 11

Wir zeigen anb < g.Ist g€ gund = € anNb, so ist [z,g] € a wegen a < g und [x,g] € b wegen b < g,
also [x,g] € anb.

Wir zeigen a+b < g. Seig € g. Seia € a. Sei b€ b. Esist [a+b,g] = [a,g]+[b,g] € a+ b.

T
€a €b

Wir zeigen [a,b] < g. Sei g € g. Sei @ € a. Sei b € b. Es ist [[a,b],g] = [a, [b, 9]] + [[a, g],b] € [a,b]. Also

~—~— —~—
cb €a

gilt dies auch fiir alle Linearkombinationen von solchen Elementen.

Es ist [a,b] C anb im allgemeinen eine echte Teilmenge. Sei hierzu e.g. n > 3 und a = b = g = gl,,(K).
Esist anb = gl,(K).
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Wir behaupten [gl,,(K), gl,,(K)] L sl (K). Esist [gl,,(K), gl,,(K)] C sl,,(K) (was fiir die gestellte Aufgabe
auch schon geniigen wiirde); cf. Beispiel 5.(1). Umgekehrt ist, in der Notation der Losung zu Aufgabe 3,

[61,2 y 62,2] = €12 .

Da [gl,,(K), gl,,(K)] < gl,,(K), ist insbesondere [gl,, (K), gl,,(K)] < s1,,(K). Dan > 3, zeigt nun Schritt (3)
aus der Losung zu Aufgabe 3, dafl [gl,,(K), gl,,(K)] = sl,,(K) ist. Dies zeigt die Behauptung.

Folglich ist [a, b] = s, (K) C gl,(K) =anb.

Aufgabe 12

(1)

Wihle A € K mit x,4(A\) # 0, moglich, da K unendlich ist. Dann ist § := g — AE,, invertierbar.
Wiéhle p € K mit xp(p) # 0, moglich, da K unendlich ist. Dann ist h:=h-— uE,, invertierbar.

Ferner ist [g,h] = (g - h — A — pg + MuBy) — (h- g — M — pg + MuEy,) = [g, h].

O.E.ist n > 2.
Schreibe Z = [a,b] mit @, b € K™ D*(=1 Nach (1) diirfen wir @, b € GL,_;(K) annehmen.

Schreibe a := (82) und b := (a*olu *“gfl). Dann wird

wd) = (58) (25,78 ) - (2% ) (88) =

Esist n > 2.

Annahme, die Aussage von (3) ist falsch. Dann ist z = (‘8‘2) mit 2 € K*~Ux=1) ynd o € K.
Denn hétte z an Position (1, 1) den Eintrag a € K und an Position (1, k) den Eintrag 8 € K~ {0},
dann hitte mit s := —aﬂ_lek,l + E,, die Matrix s~'zs an Position (1,1) den Eintrag 0. Analog
fiir die erste Spalte.

Falls 2 ¢ (E,,—1), dann hat mit Induktion iiber n 0.E. Z an Position (1, 1) den Eintrag 0. Mit s’ :=
01
(1 0 ) hat dann die Matrix s'~!2zs’ an Position (1, 1) den Eintrag 0. Diesenfalls Widerspruch.

n—2

(var) = (b3a) = (09 = =

Falls 2 € (E,,_1), dann schreiben wir z = uE,,_; fiir ein 4 € K. Nach Voraussetzung ist u # «.
Mit s” := ey 2 +E,, hat s"'2s” an Position (1, 2) den Eintrag o — p # 0. Eine weitere Konjugation
wie oben gesehen liefert dann an Position (1,1) den Eintrag 0. Diesenfalls Widerspruch.

Wir fiithren eine Induktion iiber n > 1. Im Falle n = 1 ergibt sich 0 = 0.

Sei n > 2. Zu zeigen ist nur [g,g] ~ {0} € {[g,h] : g, h € g}.

Es ist [g, g] = s1,,(K). Denn es ist 0 # [g, g] < sl,,(K), da die Spur eines Kommutator verschwindet
und da [e12, e21] = e11 — e22 # 0; cf. Aufgabe 11. Die behauptete Gleichheit folgt mit der
Einfachheit von sl,, (K) ; cf. Aufgabe 3 — hierfiir geht char K = 0 ein.

Sei z € [g,9] = s0,(K) mit z # 0 gegeben. Dann ist z ¢ (E,), da char K = 0. Dank (3) hat z
o.E. Eintrag 0 an Position (1,1) ; beachte hierzu, dal s~1[g, h]s = [s~'gs, s~ 1hs] fiir g, h € g und
s € GL,(K), so daB die rechte Seite unter Konjugation abgeschlossen ist. Also ist z = (8 %) mit
z e K(n=1)x(=1) Fgist 0 = trz = tr 2. Mit Induktion iiber n ist Z ein Kommutator. Dank (2) ist

also z ein Kommutator.

Diese Argumentation stammt von WILLIAM KAHAN, Only Commutators Have Trace Zero, manuscript,
www.cs.berkeley.edu/ wkahan/MathH110/trace0.pdf, 1999.

Ein Beispiel fiir eine Liealgebra g und Ideale a, b < g mit [a,6] D {[a,b] : a € a, b € b} ist mir nicht
bekannt.
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Aufgabe 13
Sein > 0.
Schreibe fiir k € [0, n]

g[ik(K> = {(ai,j)i,j € g[n(K) C QG =0 fallsj—i< k} ’

Somit sind nichtverschwindende Eintriige einer Matrix in giZ¥ (K) nur an den Positionen (i, j) mit j—i > k
zuliissig. Etwa ist gl” (K) = g2} (K) und g2 (K) = g[fo(K) Ferner ist gIZ"(K) = 0.

Fiir k, £ > 0 und z € glZF(K) und y € glZ%(K) sind zy, yz € gIZ

(1)

2k (), und folglich auch

[e,y] € o7 (K.

Wir behaupten g2 (K)F-1 C gIZ*(K) fir k& > 1. Induktion iiber k. Fiir & = 1 haben wir
Gleichheit. Sei nun k& > 2. Wir erhalten

ol (BT = (o (B) 2L g (K)) C (el (), 017 (K)] C el (K)

— n

Dies zeigt die Behauptung. Insbesondere ist giZ*(K)["~1 = 0, und somit gIZ!(K) nilpotent.
Daher ist glZ!(K) auch auflosbar.
Es ist glZ%(K)™) C glZ!(K), da die Diagonale eines Produktes oberer Dreiecksmatrizen nicht

von der Reihenfolge der Faktoren abhingt. Nach (1) ist glZ'(K) auflosbar. Also ist glZ%(K)™)
auflssbar. Damit ist auch glZ°(K) auflésbar.

!
Wir behaupten 9[21( ) L (g2 (K), g[fo(K)]. Hierzu ist nur C zu zeigen. Es geniigt zu zeigen, dafl
e € [g[>1( ),02%(K)] ist fiir 4, j € [1,n] mit j —i > 1; cf. Lésung zu Aufgabe 3. In der Tat
ist e; j = —[es,j, € Z] € [ K 20( )]. Dies zeigt die Behauptung.

)0
Wir behaupten glZ* (K ) (gi2°(K))¥! fiir k > 1. Induktion iiber k > 1. Die Aussage gilt fiir k = 1,
da giZ'(K) = [gl! (K), g >0( )] € gZ%(K)M und glZt(K) D glZ°(K)M. Sei k > 2. Wir erhalten

g K) = (g2 (K), gl2%(K)] = [gi2°(K)F 1, g20(K)] = gi20(K)1 .

Dies zeigt die Behauptung.
Da n > 2, ist nun g2 (K) # 0 und mithin giZ°(K) nicht nilpotent.

Es ist

(e, f;h) = ((86),(16). (6-2)) = ((66).(10).(6%))
eine Basis von slp(K). Es wird [e, f] = h, [h,e] = 2¢ = 0, [h, f] = —2f = 0. Cf. Lésung zu
Aufgabe 2.

Es wird slo (K)M = ([e, f], [, €], [h, f]) = (h).

Es wird sly(K)2 = ([h, ¢}, [h, f]) =

Also ist slp(K) nilpotent, und damit insbesondere auflosbar.

Esist e13 = [e1,2, e23] € sl3(K)M. Da sl3(K)M g sl3(K), folgt mit Schritt (3) aus der Losung
zu Aufgabe 3, daB sl3(K)1) = sl3(K) ist. Mithin ist sl3(K) nicht auflésbar und also auch nicht

nilpotent.

100
Da 0 # (§10) € 5(s15(K)), ist sl3(J) nicht halbeinfach.

Es ist die einfache Liealgebra sly(K) eine Teilalgebra von gl, (K) ; cf. Aufgabe 3. Da sly(K) einfach,
und damit nicht auflésbar ist, ist auch gl,(K) nicht auflésbar; cf. Bemerkung 27.(2).
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Da 0 # gly(K)™ < sly(K) ist nach Linearer Algebra und da das Ideal gly(K)™) von gl,(K) daher
auch ein Ideal in sly(K) ist, folgt gly(K)™M) = sly(K).

Wir behaupten, daB alle Ideale von gly(K) durch 0, (1)) = 3(gly(K)), slo(K) und gl,(K) gegeben
sind.

Zuni#chst sind die aufgelisteten Teilriume durchweg Ideale: Aus der Linearen Algebra ist bekannt,
dafl eine Matrix, die mit allen Matrizen vertauscht, eine Skalarmatrix ist; in anderen Worten,
daB ((§9)) = 3(gly(K)) ist, und letzteres ist als Ideal bekannt. Ferner ist sly(K) < gly(K), cf.
Beispiel 12.

Sei a < gly(K). Sei angenommen, es ist a & {0, ( ((1) ), sla(K), gly(K)}.

Da sly(K) einfach ist, ist a N sla(K) =0 oder a Nsly(K) = 5[2( )

Wiire zweiteres der Fall, so wiire slo(K) C a C gly(K), wegen Dimension also a € {sl2(K), gly(K)},
was nicht zutrifft. Also ist a Nsly(K) = 0.

(

Sei nun a € a. Fiir g € gly(K) ist [a, g] € gly(K)M) = sly(K). Wegen a < gly(K) ist [a, g] € a. Also
ist [a,g] € ansly(K) = 0.
Somit ist 0 # a C 3(gl,(K)) = ((41)). Es folgt a = ((59)).
Dies trifft aber nicht zu, und wir haben einen Widerspruch.

Man kann, sobald a Nslz(K) = 0 gefolgert wurde, auch folgendermafien argumentieren.

Es ist dima < 1.

Daa;ﬁ(]folgta-(( )) wobei a, 8, v, € K mit a+ § # 0.

1. Esist [($ 9 ,(3{?) ( 30)Ea.Da(a,&);ﬁ(O,O)folgtﬁ:'y:O.

2. Es ist [ 00) <O‘0) (06 ") € a, und also § = «. Somit ist a = (E2), was nicht der Fall ist.

Wir sind auch auf diese Weise bei einem Widerspruch angelangt.

Also sind alle Ideale von gly(K) in {0, (7)), sl2(K), gly(K)} enthalten. Dies zeigt die Behaup-
tung.

Unter den gefundenen Idealen sind nur 0 und {(§ ?)) auflésbar. Also ist tad(gly(K)) = ((p ?))

Aufgabe 14

Fiir g € g ist adg(g)(a) = [g,a] C a. Somit existiert ad'(g) := ad4(g)|¢. Es ist ad’ : g—> gl(a) ein
Morphismus von Liealgebren, da ad'([g, ¢'])(a) = [lg.¢'],a] = [g, 19", a]] - [¢', g, a]] = [ad (9),ad'(g")](a)
fiir g, ¢ € gund a € a; cf. Bemerkung 9.

Da g nilpotent ist, ist nach Engel, Satz 40, fiir g € g der Endomorphismus adg(g) und also auch seine
Einschréinkung ad’(g) = adg(g)|% nilpotent. Dank Lemma 37, angewandt auf ad’(g) < gl(a), gibt es nun
ein a € a~ {0} mit (ad’(g))(a) = 0 fiir alle g € g. In anderen Worten, es ist [g, a] = 0 und somit a € 3(g).
Insgesamt ist 0 # a € aN 3(g).

Aufgabe 15

(1) Wir haben zu zeigen, dafl g @ b kein abelsches Ideal ungleich 0 enthiilt; cf. Bemerkung 32.

Sei ein abelsches Ideal a < g ® h gegeben. Wir haben a L 0 zu zeigen.

Esist m1 : g@® b — g, (9,h) — ¢ ein surjektiver Morphismus von Liealgebren, da die Lieklammer
auf g ® b eintragsweise gebildet wird.

Esist mo : g®bh — g, (9,h) — h ein surjektiver Morphismus von Liealgebren, aus demselben
Grund.

Es ist 71 (a) ein Ideal in g, da fiir jedes a € a und jedes g € g sich [g,m1(a)] = [71((g,0)), m1(a)] =
m1([(g,0),a]) € 71 (a) ergibt. Da a abelsch ist, ist auch m;(a) abelsch. Da g halbeinfach ist, ist
7T1(Cl) =0.
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Genauso ist auch w2 (a) = 0.
Also gilt fiir jedes Element (a’,a”) in a sowohl o’ = m1((¢’,a”)) = 0 als auch a” = mo((a’,a”)) = 0.
Somit ist in der Tat a = 0. (7)

Es ist 3(g @ h) > 3(g) @ 3(h), da fiir (z,w) € 3(g) ® 3(h) und (g,h) € g ® b sich [(z,w), (g,h)] =
([z, g, [w, h]) = (0,0) ergibt.

Zu zeigen bleibt 3(g © b) < 5(3) @ 3(h). Sei (g,h) € 5(3 & ).

! !
Zu zeigen ist g € 3(g) und h € 3(b).
Wir zeigen ersteres, zweiteres geht dann genauso.

Sei x € g. Zu zeigen ist [g, z] L 0. Aber es wird (0,0) = [(g,h), (z,0)] = ([g,«],[h,0]) und also
0=lg,z].

Aufgabe 16
Schreibe n := dim V.

(1)

(2)

(3)

Die Aussage ist falsch. Denn es ist z.B. (((1)(1))> < gly(C) nilpotent, da abelsch, enthilt aber mit
((1) (1)) ein nicht nilpotentes Element.

Insbesondere 148t sich diese Teilalgebra (((1) (IJ)) < gl5(C) nicht durch Basiswechsel nach gl (C) brin-
gen. Cf. Lemma 39.

Die Aussage ist richtig. Ist g nilpotent fiir alle g € g, so nach Bemerkung 10 auch adgyy g, und
also auch adg g = (adgi(v) g)|g - Daher ist g nilpotent geméB Engel, Satz 40.

Die Aussage ist falsch. Denn es ist e.g. die Teilalgebra sl3(C) von gl,(C) einfach, und somit
halbeinfach; cf. Aufgabe 3, Bemerkung 31.(2) Die darin enthaltene Teilalgebra ((8 0)) < slp(C) ist
hingegen abelsch und ungleich 0, und also nicht halbeinfach.

Die Aussage ist falsch. Denn es ist e.g. die Teilalgebra sly(C) von gl,(C) einfach, und somit
halbeinfach; cf. Aufgabe 3, Bemerkung 31.(2). Das darin enthaltene Element (8(1)) ist hingegen
nilpotent und ungleich 0, und also nicht halbeinfach.

Die Aussage ist falsch. Denn es ist e.g. jedes Element von g = <((1)(1))> < gl5(C) halbeinfach, aber
g abelsch und ungleich 0, also nicht halbeinfach.

Die Aussage ist falsch. Sei e.g. g = ((1,%) €g:= <((1)%)> < gl,(C). Es ist (ggs > gen) = ((5(1)) ) (8(1)))
und also ges € g.

Cf. aber Lemma 69.

Aufgabe 17

(1)

Die Aussage ist richtig.

Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum. Sei W C V ein Teilraum. Sei f : V — V ein En-
domorphismus mit f(V) C W. Dann ist tr(f) = tr(f};). Denn sei (vq, ..., v,,) eine Basis
von W. Sei A die beschreibende Matrix von f|I¥, beziiglich dieser Basis. Ergéinze zu einer Basis
(V1, - s Um 'y Uma1s -+, Un) von V. Die beschreibende Matrix von f beziiglich dieser Basis hat
die Blockmatrixgestalt (‘6‘ 6)- Es wird tr f = tr (‘6‘ ) =tr A =tr(f]}})

"Diese Losung kenne ich von MAGNUS KUHN.
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Seien a, b € a. Esist (adga)((adg b)(g)) C (adga)(a) C a, da a < g. Mit vorstehender Anmerkung,
angewandt auf den Endomorphismus (adg a) o (adg b) von g, wird

ka(a,b) = tr((adqa)o (adeb)) = tr(((adga)o (adgb))|3) = tr((adga)o (adgb)) = rg(a,b) .
Mithin ist kKq = Kglaxa -
(2) Die Aussage ist falsch.

Sei char K # 2, e.g. K = C.
Sei g := sly(K). Wir verwenden die Basis

(e.f,h) = ((00),(10). (6-1))

von slo(K). Es wird [e, f] = h, [h, €] = 2¢, [h, f] = —2f; cf. Losung zu Aufgabe 2.
Sei b := (h) <g.
Da b abelsch ist, ist ady h = 0 fiir A € h und mithin x5 = 0.

Aber es ist kq(h, h) = tr((adg h) o (adg b)) = tr(<§ 7§ §) (§ 7§ §)) = 8. Somit ist Kglpxpy 7# 0.

Insbesondere ist kg # Kglpxp -

Aufgabe 18
(1) Als Basis von g = gl5 (K) wihlen wir (u,v,w) := (((1)8) , (8?) , (8(1))).
_ . ) 000 00 0 000
Diesbeziiglich wird adg(u) = (8 0 ?), adg(v) = (8 87(1)) und adg(w) = (7(1) 0 8)

1-10
Folglich wird die Grammatrix von k4 diesbeziiglich zu (—(1) ! 8).
(2) Bsist [u,v] =0, [u,w] = w und [v,w] = —w. Folglich ist g = (w).
Also ist #4(gV), g) = Kg(w,g) = 0.

Dies ist im Einklang mit Cartan, Satz 50.(1); cf. Aufgabe 13.(2).

(3) Es ist radkg = (u + v,w), wie man der Grammatrix in (1) entnimmt. Es ist vad(g) = g, da g
auflosbar ist; cf. Aufgabe 13.(2).

Aufgabe 19

(1) Die Aussage ist falsch.

Seien 9= (J00), i (<4 8 8) wnd ko= ( B8 8) i atsc
ewng.-(oo.), '_<7000) un .—(_ioo)mgg( ).

1

Diese Matrizen erhilt man, wenn man glaubt, dafl die im Hinweis gegebenen Werte eine Liealgebra
definieren und darauf den adjungierten Morphismus in spe anwendet.

Es wird

lg,h] = h, [9,k] = ik, [hk] =0
Also ist g := (g, h, k) < gl3(C) eine dreidimensionale Teilalgebra.
Es ist gl!l = (h, k). Bs ist g = (h, k). Also ist g nicht nilpotent.
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Rechnen wir in der Basis (g, h, k), so erhalten wir

ka(g,9) = tr((adgg)o(adgg)) = tr(<§g§) (§§8)) =0
molg:h) = tr((adgg)o(adgh) = w((318) (-188)) = o
rolg:k) = t((adgg)o (adg k) = u((B18) (688)) = o
po(hih) = tr((adgh)o(adgh)) = w((-180)(-168)) = o
Ro(hk) = tr((adgh)o(adghk)) = w((-188)(500)) = o
Roll k) = tr((adgk) o (adgh) = r((800)(008)) = o

Folglich ist xg4(g,g) = 0.

Insbesondere ist nun rad kg = g kein nilpotentes Ideal in g. Cf. auch (2).
Dieses Beispiel kenne ich von JEREMY HENTY.
Cf. auch Bemerkung 51.

Die Aussage ist richtig.

Sei a < g ein nilpotentes Ideal.

Wir bemerken zunichst, daf al¥l < g ist fiir i > 0; cf. Aufgabe 11, iteriert angewandt.

Wir wollen a < rad kg4 zeigen, also kg4(a, g) Lo.

Sei a € a. Sei g € g. Wir haben 0 L kg(a,g) = tr(adg(a) o adg(g)) zu zeigen. Es geniigt zu zeigen,
daB adg(a) o adg(g) nilpotent ist.

Es geniigt zu zeigen, daf fiir € g und i > 0 sich (ady(a) 0 ady(g))" ™ (z) € al) ergibt.

Induktion nach 7 > 0.

Fiir i = 0 ist (adg(a) o adg(g))°*(z) = [a,[g,2]] €a=al daa < g.

Sei i > 1. Sei die Aussage fiir i — 1 bekannt. Wir schreiben b := (adg(a) o adg4(g))*(z) € ali=1.
Wir wollen die Aussage fiir i zeigen. Es wird (adg(a) o adg(g))"™(z) = [a,[g,b]]. Da mit b auch
[9,0] im Ideal al*~! von g liegt, ist in der Tat [a, [g,b]] € al?l.

Die Aussage ist falsch.

Seien g := (8?) und h := (,? 8) in gl,(C). Es wird [g, h] = h. Also ist g := (g, h) < gl,(C) eine
zweidimensionale Teilalgebra.

Es ist g = (h), g® = 0 und somit g auflésbar, i.e. tad(g) = g.

Rechnen wir in der Basis (g, h), so erhalten wir

rg(9,9) = tr((adgg)o(adgg)) = tr((3%)(6%)) = 1
kg(g,h) = tr((adgg)o(adgh)) = tr((g?) ((1)8)) = 0
ra(h,h) = tr((adgh) o (adgh)) = tr((70)(10)) = ©

Folglich ist die Grammatrix der Killingform gleich ((1) 8) Es folgt rad kg = (h).
Insgesamt ist also (h) = rad kg < tad(g) = g.

Alternativ hierzu liefert auch Aufgabe 18.(3) ein Gegenbeispiel, aber ein etwas groferes.
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(4) Die Aussage ist richtig.
Der Morphismus adg |y : h — gl(g) hat den Kern 3(g) N b, welcher abelsch und also auflésbar

ist. Ferner ist adgh ~ bH/(3(g) N h); cf. Aufgabe 4.(3). Somit ist h genau dann auflésbar, wenn
adg b < gl(g) auflosbar ist. Dank Lemma 49 ist dies genau dann der Fall, wenn

0 = tr((adgh) o (adg b)) = tr((adgh) o (adg(h™))) = ry(h,H)
ist.
Direkt Cartan, Satz 50.(1), zu verwenden, ist wohl nicht mdglich; cf. Aufgabe 17.(2).

(5) Die Aussage ist falsch. Sei g = sl3(C). Sei h = (((1) ff)). Es ist b+ = ((8(1)) , (?8)); cf. Beispiel 52.
Sodann zeigt [(8 (1)) , ((1) 8)] = ((1) _?), daB h* keine Teilalgebra ist.

Aufgabe 20
Beweis mit Lemma 48, daf$ x nilpotent ist.

Wir verwenden die Bezeichnungen von loc. cit. Ist A = B =0 (oder A = B = gl(V)), so ist N = gl(V).
Also geniigt es geméf loc. cit. fiir ein z € N = gl(V'), daB tr(z o w) = 0 ist fiir alle w € N = gl(V), um
auf z nilpotent schlieflen zu kénnen.

Beweis ohne Lemma 48, daf$ x = 0 ist.

Sei n := dim V. Wihlen wir eine Basis von V und betrachten die beschreibenden Matrizen, so haben wir
zu zeigen, daf fiir eine Matrix X = (z;;);; € K™*", fiir welche tr(X - W) = 0 ist fur alle W € K™*",
auch X = 0 gilt.
Seien k, ¢ € [1,n]. Wir wollen xy ¢ 20 zeigen.
Sei W :=eg;, = (05,0 - Oj,)i,; - Bs ist X - W eine Matrix, die an Position (¢,7) den Eintrag
Z Tij -0 Ok = Tig--Oip
J€E[1,n]

und also die Spur
0= tr(X-W) = Z xi,g"8i7k = Ty
i€[1,n]

hat.

Aufgabe 21

Zerlege g = h1 @ -+ D by, mit m > 0 und b; einfaches Ideal fiir ¢ € [1,m]; ¢f. Lemma 53.(1). Es wird
gV =o - oh)V=b" e o) = e @b, =g

Aufgabe 22

Betrachte f : V —V* v+—b(v,—). Schreibe W '+ V fiir die Einbettungsabbildung. Da b|w xw
nichtausgeartet ist, ist g := i* o foi : W —W* wr—bw,—)|lw = (blwxw)(w,—) bijektiv. Da
(i*o f)o(iog™t) =idw~, folgt V =Im(io g~ 1) ® Kern(i* o f) = W & W,
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Aufgabe 23

(1) Nach Cartan, Satz 50.(4), ist xp nichtausgeartet. Nach Aufgabe 17.(1) ist Ky = Kgloxs - Also ist
g=ba bt cf. Aufgabe 22.

(2) Esist bt < g, cf. Bemerkung 47.(2). Schreibe ¢ := bNbL. Es ist ke = kglcxc = 0; cf. Aufgabe 15.(1).
Also ist ¢ auflésbar, also ¢ C vad(g) = 0, i.e. bNbt = 0; cf. Cartan, Satz 50.(1), und Bemerkung 28.
Da kg nichtausgeartet ist nach Cartan, Satz 50.(4), ist dimb + dim bt = dimg. Insgesamt ist
g=bobt.
Ohne ausdriickliches Verbot hiitte man auch mit (1) argumentieren kénnen, da nach Lemma 53.(2)

aus g halbeinfach und b < g folgt, daf3 b halbeinfach ist. Dies wiirde aber verhindern, dafl wir (2) zum
Beweis von Lemma 53 heranziehen kénnen.

!

(3) Seia € aund g € g. Wir haben [a, g] € a zu zeigen. Mit (2) ist g = b @ b, wobei b, b+ < g;
cf. Bemerkung 47.(2). Schreibe g = b+ c mit b € b und ¢ € bt. Daa € b und ¢ € b, ist
[a,c] € bN bt =0; cf. auch Bemerkung 15.(1). Es folgt [a,g] = [a,b + c] = [a, ] € a, letzteres, da
a€adb.

Vgl. auch Aufgabe 4.(2.iii).
Ohne ausdriickliches Verbot hétte man mit Lemma 53.(2) auch g = @, ¢y ) hi schreiben kénnen fiir

ein m > 0 und einfache Ideale h;, ferner b = P, b; fiir eine Teilmenge I C [1,m] und schlieBlich,
abermals mit Lemma 53.(2), a = eaieJ h; fiir eine Teilmenge J C I, woraus auch a < g folgt. Dies
wiirde aber verhindern, dafl wir (3) zum Beweis von Lemma 53 heranziehen kénnen.

Aufgabe 24

Es ist gl(V) L gly (K) ein Morphismus; cf. Beispiel 7.(1). Zu zeigen ist trop L 0, da dies gerade ¢(g) C
Kerntr = sl(V) besagt. Mit g ist aber auch (trog)(g) halbeinfach; cf. Lemma 53.(2), Aufgabe 4.(3).
Die einzigen Teilalgebren von gl;(K) sind aber 0 und gl; (K). Unter diesen ist nur 0 halbeinfach, da

vad (gl (K)) = gl (K) # 0. Also ist (trog)(g) = 0.

Alternativ kann man auch mit Aufgabe 21 argumentieren, daB ¢(g) = ¢(g™") = (¢(g))™M) < gl(V)M) =
5[(V); cf. Bemerkung 24.(1), Losung zu Aufgabe 11.

Aufgabe 25

(1) Firgegist ¢’(g) : M/M' —= M/M', m+ M’ —— [g,m] + M’ wohldefiniert, da fiir m, m € M
mit m+ M’ =m+ M’, i.e. mit m —m € M’, auch [g,m] — [g,m] = [g,m —m] € [g, M'] C M’ ist,
und also [g,m] + M’ = [g,m] + M'. Es ist ¢”(g) eine lineare Abbildung.

Es ist ¢ eine lineare Abbildung.
Zeigen wir, daf ¢” ein Morphismus von Liealgebren ist. Seien g, ¢’ € g gegeben. Zum einen wird
¢"(lg,9)) = M/M' —= M/M
m+M - [lg.gl.ml+M" = [g,[g',m] -9 [g,m]] + M,

zum anderen wird

"(9),¢"(g)) + M/M  — M/M
m+M = 9"(g)(¢"(g)(m +
= (lg;lg'sm]] +M") -

was dasselbe ist.
Schlielich ist [g,m + M'] = (¢"(g))(m + M') = [g,m] + M’ fiir g € g und m € M.
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(2) Seig e gundne N. Es wird
7 gnl) = g S ) = FH g f7 ) = g, f ()]

(3) Es ist Kern f C M ein Teilmodul, da fiir ¢ € g und m € Kern f auch f([g,m]) = [g, f(m)] =
[9,0] = 0 ist, i.e. [g,m] € Kern f, und somit [g, Kern f] C Kern f.

Es ist Im f C N ein Teilmodul, da fiir g € g und m € M auch [g, f(m)] = f([g,m]) € Im [ ist,
und somit [g,Im f] C Im f.

Aus der Linearen Algebra ist die Existenz der bijektiven linearen Abbildung M/ Kern f — Im f,
m + Kern f —— f(m) bekannt. Zu zeigen bleibt die g-Linearitét. Sei ¢ € g und m € M. Wir
erhalten

lg;m + Kern f] = [g,m] + Kern f = f([g,m]) = [g, f(m)] -

(4) Sei zum einen g einfach als g-Modul. Da g als nichtabelsch vorausgesetzt wurde, bleibt zu zeigen,
daB g nur die Ideale 0 und g enthilt. Sei ein Ideal a < g gegeben. Die Idealeigenschaft besagt, dafl
[g,a] C a. Somit ist a ein Teilmodul. Also ist a = 0 oder a = g.

Sei zum anderen g einfach als Liealgebra. Da g nichtabelsch ist, ist g # 0. Bleibt zu zeigen, dafl g
nur die Teilmoduln 0 und g enthélt. Sei M C g ein Teilmodul. Die Teilmoduleigenschaft besagt,
daB [g, M] C M ist. Also ist M ein Ideal in g. Also ist M =0 oder M = g.

(5) Sei zum einen M halbeinfach. Schreibe M = Ny @ --- ® N mit k > 0 und einfachen Teilmoduln
N; fiir ¢ € [1,k]. Sei M' C M ein Teilmodul. Sei M von maximaler Dimension in

{X C M : X ist Teilmodul, M'NX =0} ;

diese Wahl ist moglich, da diese Menge den Nullmodul enthélt und also nichtleer ist. Wir haben

M < M oM w zeigen. Die Direktheit der Summe folgt aus der Wahl von M”. Annahme,
M' ®M" c M. Dann gibt esein i € [1,k] mit N; € M'®M". Esist N;N(M'@®M") ein Teilmodul
von N; ungleich N;, da allgemein der Schnitt zweier Teilmoduln ein Teilmodul ist. Da N; einfach
ist, folgt N; N (M’ @& M") =0, i.e. wir haben die direkte Summe N; & M’ @& M". Insbesondere ist
M' N (N; & M") =0, im Widerspruch zur Wahl von M".

Gebe es zum anderen fiir jeden Teilmodul M’ C M einen Teilmodul M” C M mit M = M' & M".
Sei k > 0 maximal mit der Eigenschaft, daf es einfache Teilmoduln N; C M fiir ¢ € [1, k] gibt
mit Ny @ --- ® N, C M. Solche Teilmoduln N; wihlen wir. Sei M C M ein Teilmodul mit
N1 @®---®N,®M"” = M, moglich, da allgemein die Summe von Teilmoduln wieder ein Teilmodul
ist. Annahme, es ist M # 0. Sei Np113 € M"” ein Teilmodul ungleich 0 minimaler Dimension.
Dann ist Ng41 einfach und N1 @ -+ @ N @ Npy1 C M, im Widerspruch zur Maximalitdt von k.
Alsoist M" =0,ie. Ny ®---® N = M.

(6) Sei A € K ein Eigenwert von f. Dann ist f — A eine g-lineare Abbildung. Also ist Ef(\) =
Kern(f — ) € M ein Teilmodul. Da Ef(A) # 0 und da M einfach ist, folgt E¢(\) = Kern(f —\) =
M, ie f=A

(7) Wir haben zu zeigen, daf§ die lineare Abbildung g — gl(M), g — [g, —] ein Morphismus von
Liealgebren ist. In der Tat wird fiir g, ¢’ € g

[lg: 91 fl(m) = lg, g'), f(m)] = ([lg, 9], m])
= [g,[g FE) = 19", [g, fF(m)]] = f([g, 9", m]] = 19", [9, ml])
= lo(g", S(m)] = f(lg", mD)I = lg", F(lg: mDI + f(lg", lg. mI])
=g, (lg, f(m)] = f(lg, m])] + [g, f(lg', m])] = f(lg; [¢'s m]])
= [g.19'. 7)(m)] = [g". FI(Tg. m]) — g 9. F1(m)] + lg. F)(Tg". m])

— lo.lg". fl(m) — [g'.Ig. fll(m)

fiir f € Hom(M, N) und m € M, also [[g,d'], f] = [9, 19, f]] = [¢', g, f]] fiir f € Hom(M, N), also
lg.9). -1 = lg. - o lg". =]~ [¢". o [g.~] = [[g. 1. . ~]]. wie verlangt.
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(8) Esist e: M — M™* eine bijektive lineare Abbildung.

Seien g € g und m € M gegeben. Wir haben [g, e(m)] L e([g,m]) zu zeigen.

Sei f € M gegeben. Es wird [g,e(m)|(f) = —(e(m))([g, f]) = —lg, fl(m) = f(lg,m]) =
(e(lg, m))(F)-

Aufgabe 26

(1) Sei @ € a und m € M. Sei g € g. Wir haben [g, [a, m]] é [a, M] zu zeigen. In der Tat wird
9, [a,m]] = [[g,a],m] + [a, [g,m]] € [a, M].
—~— —

€a eM

(2) Schreibe s := dim M > 1. Nach Lemma 42, angewandt auf die nach Bemerkung 27.(1) auflésbare
Liealgebra ¢(g) < gl(M), gibt es so eine Basis (mq,...,ms) von M, daf

[gvmi] € <mj ZjE[l,i])

ist fiir g € g und ¢ € [1, s].

Fiir den zugehérigen Isomorphismus 1 : gl(M) = gl (K) ist also (¢ (g)) < gIS(K). Folglich ist
Y(p(gM) = ¥(p(g)) P < gIS(K)D = gl (K); cf. Bemerkung 24.(1), Losung zu Aufgabe 13.(2).

Also ist

lg,mi] € (m; = jell,i-1])
fiir g € g und i € [1, s].
Insbesondere ist m, € M ~ [g"), M].

(3) Nach (2) ist [g™"), M] € M. Nach (1) gibt die Einfachheit von M also [g("), M] = 0, i.e. o(g(!)) = 0.
Somit haben wir die Faktorisierung

(g2 gl(M)) = (g2 g/ 2> gl(M))

wobei @(g + gM) = p(g) ist fiir g € g; cf. Aufgabe 4.(2.iv).

Da (M, p) ein einfacher g-Modul ist, ist auch (M, @) ein einfacher g/g")-Modul. Es ist g/g(*)
abelsch; cf. Bemerkung 24.(2).

Folglich geniigt es zu zeigen, dafl ein einfacher Modul (IV, ) iiber einer abelschen Liealgebra b
eindimensional ist. Sei h € h. Fiir n € N und « € b ist [k, [z, n]] = [z, [k, n]] + [[h, 2], n] = [z, [k, n]].
Folglich ist 1(h) : N — N eine bh-lineare Abbildung. Nach Schur, Bemerkung 61, gibt es ein
Ap € K mit ¢(h) = A\pidy , i.e. mit [h,n] = Apn fiir n € N.

Wiéhle ng € N ~ {0}. Dann ist (ng) C N ein h-Teilmodul, da [h,ng] = A\png fiir h € h. Wegen N
einfach ist also N = (ng), und damit dim N = 1.

Aufgabe 27

(1) Fiir h € g und g € g wird
(fn([h7g]))(x) = H([h,g],l‘)
und

[, fe(@)(@) = —fu(9)([h,2]) = —k(g,[h,2]) = —k([g,h],2) = K([h,g], )
fiir x € g, cf. Bemerkung 62, und somit f.;([h, g]) = [k, f.(g)]- Also ist f, eine g-lineare Abbildung.
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(2) Esist g ein einfacher g-Modul; cf. Aufgabe 25.(4).
O.E. ist # # 0.

Die Abbildung f,; aus (1) ist wegen k # 0 nicht die Nullabbildung. Da g ein einfacher g-Modul ist,
ist folglich Kern f, = 0. Wegen Dimension ist f, ein Isomorphismus von g-Moduln.

Sei & : g x g — K definiert durch &(g,h) := tr(goh) fiir g, h € g. Nach Voraussetzung ist & und
also auch fz ungleich 0; cf. Bemerkung 45. Da g ein einfacher g-Modul ist, ist folglich Kern fz = 0.
Wegen Dimension ist also auch fz ein Isomorphismus von g-Moduln.

Nach Schur, Bemerkung 61, ist fz' o f, = \id, fiir ein A € K ~ {0}, damit auch f, = \fz und
daher k = AR. Folglich ist k(g,h) = AR(g, h) = Atr(goh) fir g, h € g.

Um A zu bestimmen, verwende man das nach Voraussetzung existente Element g € g, fiir welches
R(g,9) # 0 ist, und vergleiche mit k(g,g). Ist e.g. char K = 0, g = sl2(K) und k = kg, so ist
kg(h,h) = 8 und R(h, h) = 2, folglich A = 4.

Aufgabe 28

Sei K ein Korper. Sei g eine endlichdimensionale Liealgebra. Sei n := dimg. Sei M ein endlichdimen-
sionaler g-Modul mit Operationsmorphismus g . gl(M). Sei b: g x g— K eine nichtausgeartete Bi-
linearform, fiir welche b([g, h], k) = b(g, [h, k]) ist fir g, h, k € g.

Sei (21,...,%,) eine Basis von g. Sei (y1,...,yn) die dazu beziiglich b duale Basis von g, i.e. b(z;,y;) =
ai’j fur i, j € [1,”].

Sei (#,...,2),) eine weitere Basis von g. Sei (v} ,...,y,,) die dazu beziiglich b duale Basis von g, i.e.

b(xy,y;) = i, fir i, j € [1,n].

Zu zeigen ist
|

Zie[l,n] e(xi) o p(yi) = Zie[l,n] p(27) o p(y;) -
Sei z} = Zj o j; und Yy = Zj Bi,jy; fir @ € [1,n], wobei mit oy 5, B, ; € K fir i, j € [1,n]. Es wird

Oige = b(zg, )

b3 i, Dy Breye)
> @5 Bra bz, ye)
= D 0, jBredjs
= 225 @B

fir 4, k € [1,n]. In anderen Worten, es sind (¢, ;);, ; und ((Bi,j)i,j)t zueinander inverse Matrizen.
Insbesondere gilt auch

i i Bik = Ok
fiir j, k € [1,n]. Also wird
2@ owly) = 2 0 aiixs) o ey Bik Yk)
= Dk % Bike(xs) o p(yk)
= Xk ik e(z;) o p(yr)
= 2 e(@;)oe(y;),

wie wir zeigen wollten.
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Aufgabe 29
Direkte Berechnung.
Wir wihlen die Basis
(e1,1 —e22, €22 —€33,€12,€13,€21, €23, €371, €32)

von sl3(C), in den Bezeichungen der Losung zu Aufgabe 3. Beziiglich dieser Basis ergibt sich die Gram-
matrix der Killingform ks, (c),, 2u

2-1000000
-1 2000000
0 0001000
G = 0 0000010
= 0 0100000
0 0000001
0 0010000
0 0000100
Ihr Inverses ist
2/31/30 0 0 0 0 0
1/32/30 0 0 0 0 0
0000001000
a1 — 0 0 000O0T10
= 0 0 100000
0 0 000O0TO 1
0 0 010000
0 0 000100

Somit erhalten wir die beziiglich ks, (c),, duale Basis

(3(2e11 —e22 —e33), g(er,1 +e22 —2e33), €21, €31, €12, €32, €13, €2.3) ,

wie man auch direkt bestéitigen kann.

Da ¢ injektiv ist, ist ¢, = Couriy (0 -

Wir erhalten, den Endomorphismus als Matrix geschrieben,

cp = (e11 —e22)-3(2e11 —exn —e33)
(e2,2 —e3.3) - 3(61,1 +e29 — 2e33)
€12-€21+€3-€31tex1-€12+€3-€32+€371-€13+€32 €23

%(61,1 +e2o+e33) = % .

+ +
= ol

Berechnung mittels Bemerkung 67.(3).

Wir behaupten, dafl C3*! ein einfacher sl3(C)-Modul ist. Sei 0 # M C C3*! ein Teilmodul. Wir miissen
M < o3 zeigen.

Sei (%) € M~ {0}. Wir diirfen v # 0 annehmen, da ansonsten das Produkt mit e3 ; oder e3 o ein solches
Element in M liefert. Es wird [y~ le; 3, (%)] =~"le3 (%) = (é) e M.

1 1 0 1 1 0
Es wird [es21, (8)} =e21 (8) = (6) € M und [es1, (8)] =e31 (8) = (?) € M. Also liegt eine Basis
von C3*! in M. Es folgt M = C3*!, Dies zeigt die Behauptung.

Nun gibt Bemerkung 67.(3)

¢, = (dim(sl3(C)) — dim(Kern ¢))/dim(C**!) = (8 —0)/3 = g,
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Aufgabe 30

Da ¢ ein Morphismus ist, haben wir fiir x € g folgendes kommutatives Viereck aus linearen Abbildungen.

adp (¢(z))
_—

adg(z)
R

A
o —
0o — oo
A

Beachte dazu (ady(¢(2)))(p(y)) = [0(x), p(y)] = @([z,y]) = ¢((adg(x))(y)) fiir y € g.

Es geniigt nun, ¢©(g)as = ©(gas) zu zeigen, da dann

folgt.
Sei @ := ¢|?(®) : g — ©(g) die Einschrinkung im Zielbereich auf das Bild.
Sei ¢ := idy |, (q) : @(g) — b die Einbettung des Bilds.

Es ist ¢ = ¢ o @ mit ¢ injektiv und @ surjektiv. Es ist ¢(g) ~ g/Kern(y) wieder halbeinfach; cf.
Lemma 53.(2). Somit geniigt es, die Fille ¢ injektiv und ¢ surjektiv zu betrachten, denn mit diesem
Wissen kann man dann ¢©(g)as = @(@(9))as = $(P(9)as) = ¢(#(gas)) = ©(gas) folgern.

Fall ¢ injektiv.

Es ist adg(p(g)) < gl(h). Es ist ady(¢(g)) =~ g halbeinfach; cf. Bemerkung 33.

Nach Lemma 69 gibt es ¢/, ¢ € g mit ady(¢(g))es = ady(¢(g’)) und ady(¢(9))en = ady(¢(g9”)).
Wir wollen (¢', g”") < (gas » Gan) zeigen.

Da ady o ¢ ein injektiver Morphismus ist, folgt ¢’ + ¢” = g und [¢, ¢""] = 0; cf. Lemma 22.

Wir haben folgende kommutativen Vierecke aus linearen Abbildungen.

ady (¢(g")) ady (¢(9"))

adg(g’)
_—

adg(g")
_—

©
0 —
a—

)

)
a— O
0 —

)

Da ady(¢(¢')) = ady(¢(g))es halbeinfach ist, gilt dies wegen ¢ injektiv auch fiir ady(g’) ; cf. Aufgabe 9.(2).
Da ady(¢(g”)) = ady(¢(9))en nilpotent ist, gilt dies wegen ¢ injektiv auch fiir ady(g"”) .
Insgesamt folgt (¢', ¢”") = (gas , gan) ; cf. Jordan, Satz 70.
Somit wird
ady(p(gas)) = ady(p(9')) = ady((9))ess "= ady((9)as) ,
wegen ady injektiv also ¢(gas) = ¢©(9)as -
Fall ¢ surjektiv.

Da b halbeinfach ist, ist ady injektiv; cf. Bemerkung 33. Also geniigt es, ady(¢(g)as) L ady (¢©(gas)) zu
zeigen, i.e. (ady ¢(9))es L adp ¢(gas) ; cf. Jordan, Satz 70.

Da ¢ surjektiv ist, geniigt es hierfiir, (ady ¢©(g))gs © ¢ L ady ©(gas) © ¢ zu zeigen.
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Nach Aufgabe 9.(3) folgt aus der Kommutativitidt von

adh »(g)

h——b
1 e |
adg g
g g

-

die Kommutativitidt von

(adn #(9))es

)

—b
(adg g)gs T
g.

@HC‘

Ohnehin kommutiert

adp ©(gas)
-

adg(gas)

A
a——
a——

. A

|

Es folgt

(adpp(g9))gsop = o ((adgg)gs)

S.70
= @ o (adg (gas))
= adpp(gas) 0@,

wie bendtigt.

Aufgabe 31
Per Definition in Aufgabe 1.(2) ist o(K,b) = {g € gl5(K) : ¢'b = —bg}. Wegen b = b* sollte g also
(bg)t = —bg erfiillen, i.e. es sollte bg antisymmetrisch sein, i.e. es sollte
0 a By 6
—a 00— A
bg = | -8 ¢ 0¢ n
—y =9 —=C 0—pn
—5-A-npu O

sein fiir gewisse «, 3, v, 0, &, (, n, ¥, A\, u € K. Folglich ist

0 « vy 4
B = OC n

O(Kab): ia(;,g:f]i é :aﬂ,%és(,n,ﬁ)\ueK
-y =9 —=¢ 0—p

Sei & € o(K,b) das Element, das sich durch Setzen von o = 1 und allen anderen Variablen zu 0 ergibt.
Etc. Es ist (&, 8, 4, 9, &, (, 1, ¥, A, fi) eine Basis von o(K,b).
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Eine Rechnung liefert folgende Verkniipfungstafel der Lieklammer.

=l oal AL 4] 6] e (] Al b A| &
all o é|-9|-A| a 5 B 0 0| 0
Bl —e| o|=C|—-n|-5 0 0 4 51 0
AU 9 ¢ o] al o 0| -p 0 —a| 4
Sl A Al-p| o] o] -8 0 —@ 0| =6
ell—al| A 0] 0] 0 ¢ ) 9 “A| 0
=3 o] o] B = 0 0 0| -é+pa] ¢
Al =6 o B| 0] —7 0 0| —¢6—1 0| —1
I ol=4] o] &l 9 0é+0 0 o 9
Mool =6] a| o ANeée—g 0 0 0] -\
all ol o|l=4] & o = i —0 Ao

Insbesondere ist o(k, b) nichtabelsch.

Sei ein Ideal a < o( K, b) gegeben, welches ein Element
Qb+ BB 47y + 00+ e+ CCHni+ 90 + AN+ pi # 0

enthilt, wobei o, 3,7, 6, ¢, (, n, ¥, A\, p € K. Zu zeigen ist a L o(K,b).

Falls o nicht verschwindet, so ist bereits o % 0.

Falls ~ (resp. 9, €, ¥, A) nicht verschwindet, so konnen wir nach Multiplikation mit A (resp. 9, &, d, 4)
annehmen, dafl o # 0 ist.

Falls B (resp. ¢, m, p) nicht verschwindet, so kénnen wir nach Multiplikation mit & (resp. &, &, %)
annehmen, daf ¢ (resp. 7, d, ) nicht verschwindet. Wie im vorigen Fall kénnen wir nun weiter annehmen,
daBl o #£ 0 ist.

Insgesamt ist also in allen drei Féllen o.E. a # 0.

Multiplikation unseres Elementes mit 3 liefert das Element
(—)é + (=7)C + (=0)i + (=e)B+ D7+ A0 € a.
Multiplikation dieses Elementes mit B liefert das Element
af+ (=) + (=N)h € a.
Multiplikation dieses Elementes mit 7 liefert das Element
af +A3 € a.
Multiplikation dieses Elementes mit & liefert das Element
(—a), € a.

Skalarmultiplikation dieses Elementes mit (—a)~! liefert das Element

¢ €a.
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Damit ist unsere Basis von o

=

,b) in a enthalten. Dies zeigt a = o(K, b).

Aufgabe 32
Beachte allgemein, daf8} [g,v] = g(v) ist fiir g € gl(V) = End(V) und v € V.

(1) Die Aussage ist richtig. Sei v := vad(g) das Radikal von g, i.e. das terminale auflosbare Ideal; cf.
Bemerkung 28. Wir wollen t© L 0 zeigen.
Esist v < g <sl(V) < gl(V).
Dank Lemma 41 gibt es ein v € V'~ {0} und eine lineare Abbildung A : g — K mit [r,v] = A(r)v
fir r e v.
Sei Wy := 0. Sei Wy := (v). Sei W41 := Wy, + [g, W] fiit m > 0. Sei W := Um>0 Wy, . Es ist
W CV ein g-Teilmodul. Da 0 # v € W, folgt W = V.
Wir behaupten, fir r € v, fiir m > 0 und fir x € Wi,qq ist [r,z] = A(r)z + y fiir ein y € W, .
Induktion iiber m > 0. Fiir m = 0 trifft dies zu. Sei nun m > 1. Sei x € W,,,41 . O.E. ist x € W,

oder z = [g,2'] fiir ein g € g und ein ' € W, . Ersterenfalls folgt die Aussage mit Induktion.
Zweiterenfalls wird

roa] = [r,[g.2') = [, [n@] +[[r.g],2'] ™ A)lg, 2] + 9.9/ + M[r, gD’ + 2 = M)z + [g.9/] + M[r, gD’ + =
e i

fiir gewisse y', z € Wy,_1 . Dies zeigt die Behauptung.

Wihle, unter Verwendung von Um>0 Wy, =V, eine Basis (x1, 22, ..., &,) von V derart, daf} fiir
jedes m > 0 ein ky, € [1,n] so existiert, dafl (x1, ..., xy,, ) eine Basis von W,, ist. Dabei wihlen
wir x1 = v.

Beziiglich dieser Basis gibt fiir € v dank unserer Behauptung die Abbildung V' — V, z — [r, z]
eine obere Dreiecksmatrix mit allen Diagonaleintriigen gleich A(r). Da g < s[(V) und da char K = 0,
folgt A(r) = 0.

Wir behaupten, fir r € v, fiir m > 0 und fiir € W, 11 ist [r, 2] = 0. Induktion iiber m > 0. Fiir
m = 0 trifft dies zu. Sei nun m > 1. Sei © € W,,,11. O.E. ist x € W,,, oder z = [g,2’] fiir ein g € g
und ein o’ € W, . Ersterenfalls folgt die Aussage mit Induktion. Zweiterenfalls wird

[Ta x] = [71, [Qvflﬂ = [gv [Ta (E/H + [[r,g],x/] = 0+0=0.
N~
cr
Dies zeigt die Behauptung.
Da U,,>0 Wi =V und da der Operationsmorphismus v — gl(V') injektiv ist, folgt r = 0 fiir r € ,

ie.t=0.

(2) Die Aussage ist falsch. Sei b := sly(K)®sly(K) ; cf. Bemerkung 15.(2). Fiir ein Gegenbeispiel geniigt
es, einen einfachen h-Modul (K*, ) anzugeben, dessen Operationsmorphismus ¢ : h — gl (K)
injektiv ist. Denn schreiben wir g fiir das Bild von ¢, dann ist g ~ § wohl halbeinfach, nicht aber
einfach, und nach Aufgabe 24 liegt g < sly(K).

Sei (¢, f',h') die Standardbasis des ersten Summanden sly(K) von b, sei (e”, f”,h") die des
zweiten; cf. §3.5.
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Wir haben die injektive lineare Abbildung

h —  gli(K)
0000
!
e (0001)
0000
990
!
f (0000)
0010
1 00 0
/ 0-10 0
' <o 01 0>
0 00-1
0001
1"
€ . (oooo)
0000
0000
1
/ = (1000)
0100
8958
" 1
h (001 0>
00 0-1

Diese ist ein Morphismus von Liealgebren, da die Multiplikationsregeln auf den jeweiligen Stan-
dardbasiselementen entsprechend auch fiir die Bilder gelten und da die Lieklammer verschwindet,

wenn man vorne ein Bild aus dem ersten Summanden einsetzt und hinten eines aus dem zweiten.
a

Bleibt zu zeigen, dal K* damit ein einfacher h-Modul wird. Sei x = (lc’) € K* ~ {0} in einem
d

Teilmodul M C K* enthalten. Wir miissen M LKt zeigen. Dazu geniigt es, alle Standardba-
siselemente in M zu finden.

Dank Multiplikation mit e’ kénnen wir (@ # 0 oder b # 0) und ¢ = d = 0 annehmen. Dank
Multiplikation mit €’ kénnen wir a # 0 und b = ¢ = d = 0 annehmen. Also ist e; € M. Dank
Multiplikation mit f’ liegt auch es € M. Dank Multiplikation mit f” liegen schliefilich auch
e3,eq € M.

Kénnen wir nun zeigen, da K® ein einfacher Modul iiber o(b, K) ist, so folgt die Halbeinfachheit dieser
Liealgebra aus (1). Wir verwenden die Bezeichnungen aus Aufgabe 31.

Seixz(

Dank 4, 19 C konnen wir d # 0 oder e # 0 annehmen. Dank j kénnen wira =b=c¢=0 annehmen Dank
4, § kénnen wir a #0und b = ¢ =d = e = 0 annehmen. Also ist e; € M. Dank B, &, 9, 4 sind auch
€y, e3, 64,65 € M.

DA

) € K®~\ {0} in einem Teilmodul M C K* enthalten. Wir miissen M L Ko zeigen.

Somit ist o(b, K) mit den Mitteln dieser Aufgabe als halbeinfach nachgewiesen. Aus Aufgabe 31 wissen
wir aber bereits, dal o(b, K') sogar einfach ist.

Aufgabe 33

(1) Fiir A € K bildet ¢(f) den Raum M) nach My_s ab; cf. Bemerkung 76. Also ist my € My_op,

- homa] = (u— 2k)
Ferner ist
[l = o(f) (K (e(f))F (mo))
= (k+1)(k+ 1! o(f))5+ (mo)
= (k+1)myq
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fiir £ > 0. Dies ist im Ergebnis auch fiir K = —1 noch richtig.

Fiir die Formel fiir e fithren wir eine Induktion iiber k£ > 0.

Fir £ =0 wird [e,mg] =0 = (. — 0+ 1)mo_1, da [e,mg] € M, ;2 = 0 wegen p maximal.
Sei nun k£ > 1, und seien die Formel fiir e fiir K — 1 bekannt. Wir erhalten

e, [f, mp—1]]

1([[67 f]? mk—l] + [f7 [6, mk—l]])

Y[ mp—a] + [f, (0 = (k= 1) + )mg_2])

Y =20k = 1)mp—1 + (0 — k + 2)[f, mp—2])

Y(p =2k +2)ymp_1 + (p—k+2)(k — 1)mg_1)

[e,mg] =

-
-
= k-
-
-

(2) Esist nur [e, My] # 0 zu zeigen; cf. Bemerkung 76 und Lemma 80.(3). Mit Lemma 80.(1) diirfen
wir M = Vjy; annehmen, wobei £ := (dim M)—1. Da A = ¢—2i fiirein i € [1,¢] und dav; € My_o;,
geniigt es zu beobachten, daf [e,v;] = (¢ — i+ 1)v;—1 # 0 ist.

Aufgabe 34

(1) Es ist dim(K?*')g = 0 und dim(K?*!); = 1. Also ist K?*! einfach, aus Dimensionsgriinden
mithin isomorph zu V5.

Ferner ist (K2*1); = ((3)) und (K**1)_; = ((7)), denn dies sind die Eigenrédume von h.

(2) Es ist g ein einfacher Modul; cf. Aufgabe 25.(4). Aus Dimensionsgriinden ist g ~ V5.
Ferner ist ga = (€), go = (h) und g_2 = (f), wie man der Operation [h, —] ansieht.

(3) Esist

My = (e12)

My = (e13,¢e32)

My = (e11 —€22,¢€1,1+¢€22— 2e33)
M_1 = (e31,e€23)

M,Q = <62,1> .

Ferner ist
M = (e21,e12,€1,1 —€22) D(e13,e23) D (€31, e32) D (e1,1 +e22 — 2e33)

eine direkte Zerlegung in Teilmoduln, der erste isomorph zu V5 (cf. (2)), der zweite isomorph zu
Va (cf. (1)), der dritte isomorph zu V4, der vierte isomorph zum trivialen Modul V; .

Aufgabe 35
Wir wollen zeigen, daf die Teilalgebra t' < g’ ein maximaler Torus ist; cf. Aufgabe 4.(2.ii).

Sei t € t gegeben. Schreibe t' := ¢(¢). Das kommutative Viereck

g/
iadg/ (t,)
gl

zeigt, daf aus adgy(t) halbeinfach auch adgy (') halbeinfach folgt; cf. e.g. Aufgabe 9.(1). Somit ist auch
t' < ¢’ ein Torus.

)
—_—

90—
adg(t)i
[}
g

—_—

~
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Annahme, ¥ < g ist kein maximaler Torus. Dann gibt es einen Torus ¥ < g’ mit ¢ < ¥ < g’. Sei

t:= o }(t). Dann ist t < t < g, und nach dem eben Gesagten ist t < g ein Torus; cf. Aufgabe 1.(3). Dies
aber widerspricht der Maximalitdt des Torus t < g.

Aufgabe 36

Beziiglich g := sly(K) verwenden wir die Bezeichnungen aus §3.5.

(1)

Es sind t := (((1) ,?)) = (h) und t' := <((1) ,%)> maximale Tori in g.

Denn es ist t < g ein Torus; cf. Bemerkung 83.

Bestimmen wir c4(t). Ein Element ah + be + cf mit a, b, ¢ € C liegt in ¢4(t) genau dann, wenn
0 = [h,ah+be+cf] = 2be — 2cf ist, i.e. wenn b = 0 und ¢ = 0 ist. Somit ist ¢4(t) = (h) = t. Dank
Bemerkung 85 ist t also ein maximaler Torus in g.

Ferner ist ((1) j) = ((1) %)71 ((1) ,(1)) ((1) ?[) Also ist auch t' ein maximaler Torus in g; cf. Aufgabe 35,
angewandt auf den Isomorphismus g = g, © — ((1) ;1[)71 T ((1) i)

Es lauft die Bestimmung von ®(g) auf die Bestimmung der Eigenwerte von ady h hinaus; cf. Beweis
zu Lemma 88. Es ergibt sich ®(g) = {x2, x—2}, wobei x2(h) = 2 und x_2(h) = —2 ist. Es ist auch
X-2= —X2-

Die zugehdrige Wurzelraumzerlegung ist g = t & g, ® g_, , wobei g,, = (e) und g, _, = (f) ist.
Es ist iibrigens go = t = (h).

Cf. auch Aufgabe 34.(2).

(1) Esist [@yy s Oys) = 0= 02y,- Esist [0y 5,0y o] =0 =92y ,. Esist [go,80] =0C go =t.
Es ist [go, Oy.] = Oy, » da [h, €] = 2e.
[
[

Es ist do , gX—Z] = gX72 s da [h, f] = 72f.
Es ist (g, , gx,z} =go, da [ea f] =h.

(2,3) Beziiglich der Basis (e, f, h) geschrieben, wird ady(e) = (§ §_§), adg(f) = <_§ § %) und

2 00
adg(h) = (8_3 8)‘

Also hat die Killingform k4 beziiglich der Basis (e, f,h) die Grammatrix (
Beispiel 52.

Insbesondere wird xg(go, gy.) = kg((R),(€)) = 0, kg(g0, 8x_,) = kKg((h),(f)) = 0,

rg(Bxz > Ox2) = Kg((€), (€)) = 0 und rg(gy_,  Bx_o) = kg ((f), () = 0.
Ferner ist rad(kg|c, (t)xc, (1)) = rad(kglnyx (ny) = 0 = rad(kg). Cf. auch Cartan, Satz 50.

[=F )
OO+

0
0) . Cf. auch
8

Aufgabe 37

(1)

abece
Die Aussage ist falsch. Sei g := { (882) ta,be,d e K} <gly(K). Seit:=(E3,e13)<g.

abc a'v 0 0 bd—bd
[[0ad |, [ 0ad )] =0 o0 0
00a 00ad 0 0 0

fir a, b, ¢, d, o', V', ¢, d € K. Folglich ist t = 3(g) und damit ein Torus in g.

Es ist

Wir behaupten, es ist t < g ein maximaler Torus. Annahme, nicht. Dann gibt es einen Torus t < g
mit t < t < g und ein Element
v =

coo

b0 .
Od) €t
00
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mit (b,d) € (K x K)~ {(0,0)}. Da x ¢ 3(g), ist adg(z) # 0. Jedoch ist adg(x) = adgy, (k) (=)
nilpotent nach Bemerkung 10. Folglich ist ady(x) nicht halbeinfach, und wir haben einen Wider-
spruch.

Dagegen ist ¢4(t) = ¢4(3(g)) =g > t.
Die Aussage ist richtig.

Die Maximalitidt von t wird hierzu nicht benétigt werden.
Schreibe ¢ := ¢g(t) und n := ngy(t).

! !
Ohnehin ist ¢ < n. Wir haben nur ¢ > n zu zeigen. Sei x € n. Wir wollen z € ¢ zeigen.

Annahme, x ¢ ¢. Betrachte die Zerlegung
g =D Ix

X€®(g)
aus Lemma 88. Schreibe z = ¢+ 3_ 4

Wir diirfen ¢ = 0 annehmen. Wir diirfen die Kardinalitét |{ x € ®(g) : x, # 0}| des Trégers von
2 als minimal annehmen.

Wiéhle o € ®(g) mit 2, # 0. Fiir ¢ € t ist
n > @*U(t)x = Y el —ohzy = Y (x(t) —o(t)ay

ct xe®(g) xe®(g)

xy mit ¢ € ¢ und z, € g, fiir x € ¢(g).

von echt kleinerem Tréger, also gleich 0. Folglich ist [t, 2] = o(t)x fir t € t, i.e. z € g, .

Wiéhle nun ¢t € t mit o(t) # 0. Es wird o(t)x = [t,z] € t, da = € n. Folglich ist auch z € t < {0},
im Widerspruch zu tNg, CcNg, =0.

Aufgabe 38

(1)

Mit der Wurzelraumzerlegung, Satz 91, geniigt es zu zeigen, daf} t in besagter Teilalgebra enthalten

B.95.
ist. Da t %50 (ty : 0 € D(g)), geniigt es zu zeigen, daf t, dort enthalten ist fiir o € ®(g). Nun

ist aber [g, ,9—0] B.95.) (to) -

Fall 0 € {—p,+p}. Tritt nicht auf dank Lemma 98.(3).
Fall o & {—p,+p}. Zu zeigen ist nur goy, C [go , 9, ; cf. Bemerkung 89.(1).

Wir verwenden den sly(K)-Modul M aus dem Beweis zu Lemma 101 und die dortigen Bezeich-
nungen.

Aus 0, 0+ p € ®(g) folgt o(t),), o(t,) +2 € y(M); cf. loc. cit. Mit Aufgabe 33.(2) ist

Jo+p = Ma(t;)+2 = [evMU(t;)] = [glvMo(t;,)] = [g/ago] < [gaygp]?
cf. Lemma 98.(2).

Aufgabe 39

(1)

. 100 00 0
Sei hy = (0—1 0) und hy = (0 1 0),
0 00 00-1
Wir wéhlen die Basis (h1,h2,€1,2,€1,3,€2,3,€2,1,€3,1,€3,2) von g. Wir identifizieren Elemente aus
adgy g mit ihren beschreibenden Matrizen in C®*® beziiglich dieser Basis.
Beziiglich unserer Basis ist

adghl 1
adghy = diag(0,0,-1,1, 2, 1,-1,-2)

|
=7

)

0o
=
==
oo
— N
—_

|
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Es ist t := (hy,hs) < g ein Torus, da g < gl;(C) liegt, halbeinfach ist und da t aus
Diagonalmatrizen besteht; cf. Bemerkung 83.
Wir behaupten, dafl t < g ein maximaler Torus ist.
Es ist
cg(t) = (Kernadghi) N (Kernadg ha) = (h1,he) = t.
Dies zeigt die Behauptung nach Bemerkung 85.

Fiir ug, ug € C sei (u1u2) € t* definiert als

(Ul uz) : t — C
hl B Ul
h2 — ug .

Den Diagonalmatrizen adg by und adg hy entnimmt man

e12) € g2 —1)
(e13) € g1 1)
(e23) € g(-12)
(e21) € g(-2 1)
(e31) € g(-1 -1)
(ez2) < g1 -2)-

Da die linken Seiten zusammen mit t ganz g aufspannen, folgt die Gleichheit an jeder Stelle;
cf. Wurzelraumzerlegung in Satz 91. Le.

(e12) = g2 -1)
(e13) = 901 1)
(€2,3> = 9(-12)
<€2,1> = g(-21)
(e31) = g(-1 -1)
(e32) = g1 -2) -

Cf. auch Lemma 98.(1). Inbesondere ist
P(g) = {(2-1), (1 1), (=1 2), (=2 1), (=1 -1), (* -2)}.

Beziiglich der Basis (hq,h2) von t ergibt sich die Grammatrix von kglixe zu

tr((adg h1)o(adg h1)) tr((adg ha1)o(adg ha)) 12 91
<tr((dd ha)o(adg b)) tr((dd ha)o(adg ha) = (%5 12) Ihr Inverses ist —(12).

)
Jo
) (15 (12)) =5 (10), ist 2 —1) =g .
2) (15 (12)) = 5 (01), ist {1 2) = g ha.
Etwa mit Gram- Schmldt kénnen wir als Orthonormalbasis von E e.g.

(z1,22) = (2fh1,éh1+ ha) .

wéahlen. Damit ist umgekehrt h; = 2v/3x1 und hy = 325 — /321 . So ergeben sich
1

t2 -1y = 5
t-12) = —ﬁxl—i—%xz’
und daraus
{1 1) = ti2 1) tit-12) = ﬁxl—i—%@
t-1 -1y = —ta = —2%/5361—%@
t(—2 1) = —tl2 -1 = —%301

t1 -2y = —t-12) = ﬁxl—%mg.
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Skizze. zo A
t(—l 2) t(l 1)
t—2 1) ti2 —1) xq
-1 -1 b —2)
Ferner sind e.g.
Rg(tiz -1y, t2 —1)) = w521, J521) = 1 = 4
kg(tr 1y, t1 1)) = Kg(ﬁﬂ?l"f’%l@,ﬁxl—‘r%xg) = &+1 = 4

von der Form 2 mit z € Z \ {0}.
Schlielich wird e.g. fiir 0 = (2 -1) und p = (1 1)

_ome(t2 —1yst1 1))
oo =0 ra(t(1 1)1 1))

p = U—GHQ(%fl, ﬁwl—i—%m)p =o0-p=(1-2)¢e d,

und fir o = (1 1) und p= (2 -1)

rg(t(1 1)-t2 —1))
molt(2 —1)-t(2 —1))"

o—o(t)p = o— = 0—6/@3(%1‘14—%@*2, %xl)p =o0—p=(-12) € d.

(2) Wir verwenden die Bezeichnungen aus der Losung zu Aufgabe 31.
Wir wihlen die Basis (&, B, 9, 5, g, f, 7, 19, 5\, f+) von g. Wir identifizieren Elemente aus adg g mit
ihren beschreibenden Matrizen in C'9*10 beziiglich dieser Basis.
Beziiglich dieser Basis ist
adgé = diag(—1,1, 0,0,0, 1,1,—1,—1,0)
adg f = diag( 0,0,—1,1,0,—1,1,—1, 1,0),

wie man der Verkniipfungstafel aus der Losung zu Aufgabe 31 entnimmt.
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(i) Esist t:= (¢,/1) < g ein Torus, da g < gl;(C) liegt, halbeinfach ist und da t aus Diagonal-
matrizen besteht; cf. Bemerkung 83.
Wir behaupten, dafl t < g ein maximaler Torus ist.
Es ist
cg(t) = (Kernadgé) N (Kernadg ft) = (6,0) = t.
Dies zeigt die Behauptung nach Bemerkung 85.
(ii) Fir ug, us € C sel (w1 u2) € t* definiert als
(ul Uz ) t — C
é — Ul
ﬂ — Uus .

Den Diagonalmatrizen adgy b1 und adg he entnimmt man

>

g(-10)
91
g(o
g(o0
9.1
g1
9(-1 -1)
g(-11) -

>

STSESIST
NN NN 1IN ININ 1IN

Da die linken Seiten zusammen mit t ganz g
cf. Wurzelraumzerlegung in Satz 91. Le.

aufspannen, folgt die Gleichheit an jeder Stelle;

>

g(-10)
g1
9.0
9.0
91
91
g(-1 -1)
g(-11)

>

> 5D Ny SOy~
S~ S S S S S S
Il I

N N~ "~~~

Cf. auch Lemma 98.(1). Inbesondere ist

®(g)

(iii) Beziiglich der
r( (adg €)o(ady €)
tr

((a‘dg fi)o(adg €)

Da (1< ) lstt(l 0)—%5
Da (01) (5 (01)) = 5 (01), st to 1) = G /-
Direkt erkennen wir alb Orthonormalbasis von F e.g.
((El,xg) = (%é,%ﬂ)
So ergeben sich
t = L
(10) Wkt
o1y = % Zz,

{(_1 0)7

Basis

)
)
) =
)

(10), (0 -1),

(é,1) von t ergibt
tr((ad é)o(adg [L))
tr((adg N) (adg N))

(01),

(1 _1)7

sich die

(1 1),

(=1 1), (=1 1)},

Grammatrix von Kglexe

) = (06) Ihr Inverses ist 1 ((1)?)

zu
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und daraus

t(-10) = —t1o = —%m
too -1y = —tou = — 5o
b1 1) = tao)ytito1y = %331 + 5 T2
t(-1 -1y = —ty = %xl 75 T2
(1 -1y = tao—to1 = %931 75 T2
b1y = —ta -y = — Tt Jpa
Skizze. 2o
to1
t(_l 1) ( ) t(l 1)
t(_l -1) t(l —-1)
to -1)
Ferner sind e.g.
— 1 1 o 1
Kg(t(1 0),t(1 0)) = Kg(%xl %xl) = 3
Kg(t(1 1),t(1 1)) = Hg(%$1+%xg,%xl+%x2) =1

von der Form 2 mit z € Z \ {0}.

Schlieflich wird e.g. fiir o = (1 0) und p= (1 1)

o—o(t,)p = o—

und fiir o = (1 1) und p = (1 0)

ra(t(1 1):1 1))

ol taoy)
rs(t(1 0) (1 0))

p:

p:

07659(%9:1, %xle% T2)p = o—p =

D=



147

Aufgabe 40

(1) Schreibe g::= 5[4(0) Sei hl =€e1,1 —€22, hz =e€22 — €33, h3 =€33 —€44.
Wir wihlen die Basis

(hi, ha, hs,e12,€1,3,€1,4,€23,€24,€34,€21,€31,€41,€32,€42,€43)

von g. Diesbeziiglich wird

adghy = diag(0,0,0, 2, 1,1,-1,-1, 0,-2,—-1,—1, 1, 1, 0)
adghy = diag(0,0,0,—1, 1,0, 2, 1,-1, 1,— 1 0,-2,—1, 1)
adghs = diag(0,0,0, 0,—1, 1,—1, 1, 2, 0, L—1, 1,-1,-2)

Esist t:= (h1, ha, hg) < g ein Torus; cf. Bemerkung 83. Es ist
¢g(t) = (Kernadg hi) N (Kernadg h1) N (Kernadg hi) = (hi, ke, hg) = t.

Somit ist t < g ein maximaler Torus; cf. Bemerkung 85.

Wir suchen das Wurzelsystem (£, V) mit £ :=tg und ¥ :=tgq) .

Fiir g, us, ug € C sei (w1 u2us) das Element von t*, welches hy — uy, ho — us, hy — us
abbildet. Es wird analog zur Losung der Aufgabe 39.(1)

(I)(g) = {(2_10)3(11_1)7(101)7(_12_1)7(_111)7(0_12)7
(7210),(71711),(71071)7(1721)7(17171)7(0172)},

Beziiglich (hq, ho, hg) wird die Grammatrix von Kglexe zu
16 -8 0
G = (—8 16 —8) .

Ihr Inverses ist

Da
(2-10).G7! %(100)
(-12-1).G7! = é(om)
(0-12).G7! %(001) ,
sind
t2-1 0) $h
t—12-1) % ho
to—12) = 3hs.

Etwa mit Gram-Schmidt erhalten wir die Orthonormalbasis

(z1, 22, 23) = (ih1,%h37ﬁ(h1+2h2+h3))

Umgekehrt ist also hy = 4z, ho = 2v/223 — 221 — 222, hy = 425 . So ergeben sich

.f 1
rt = t2-10) = 321

— _ Ve 1 1
re = t-12-1) = %$3—1$1—1$2

rg = to-12)
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Weiter werden also

1

ry = t—210) = —5T1

s = ta-21) = —%wsﬁ-im—i—img

re = to1-2) = —32

re = tai1-1) = t2—10)tt-12-1) = %xs-k%m—ixz

rg = t—1-11) = —§I3—ixl+i$2

rg = t1o01) = ti2-10)tl—12-1)Flo-12) = %%4—%%1—1—&%2
rio = t-10-1) = —§!E3—i$1—i$2

ri1 = t—111) = t—12-1)tto-12) = §£3*%$1+i$2

ri2 = ta-1-1) = —%303-1-%731—&332

Mittels nur zwecks Veranschaulichung eingezeichneter Verbindungsstrecken zwischen den Wurzeln
erhalten wir folgende Figur.

a yd

71

x1

riz & e

Diese wird auch Kuboktaeder genannt.
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