Kiinzer, Nitsche, Ritter Wintersemester 2019/20

Mathematik 1 fiir inf, swt, msv
L6sung 9

Losungen zu den Hausaufgaben

Hausaufgabe 33 Gegeben seien folgende Unterrdume von Fy*!.

O

(a) Bestimmen Sie eine Basis von 7" und eine Basis von U.

OO~ O

) ()

(b) Bestimmen Sie eine Basis von T+ U.

(c) Bestimmen Sie eine Basis von TN U.

Lésung.

(a) Wir wollen eine Basis fiir T bestimmen. Wir rechnen.

1 1 1 1 11 1 1 10-1-1 100 1
1-1 0 0 01-1-1 01-1-1 010 1
1 1-1 0] ~|00 1=1|~]100 1-1|~1001-1
1—-1 1-1 01 0 1 00 1-1 000 O
1 1 0-1 00-1 1 00-1 1 000 O
WEwE
Damit ist also((%) ( 1) ( %) ) eine Basis von 7.
1 1 0
Wir wollen eine Basis fiir U bestimmen. Wir rechnen.
1 0 1 1 0 1 10 1 100
0-1 0 0-1 0 01 0 010
0O 01l ~10 0—-1]l~100-1]l~1001
0 0 O 0 0 0 00 O 000
1-1 1 0—-1 0 00 O 000

1 0 1
0 -1 0
Damit ist also ((8) ; ( 0, ( (1)>) eine Basis von U.
1 -1 1
T

(b, ¢) Wir wollen Basen von 7"+ U und 7'N U bestimmen. Wir rechnen.

11 11 0 1 11 1 1 0 1 10-1-1 1-1
1-1 0 0-1 O 01-1-1-1-1 01-1-1-1-1
A=|11-10 0-1|~1]00 1-1 0 1|~]00 1-1 0O 1
1-1 10 0 0 01 0-1 0-1 00 1 0 1 0
1 1 01-11 00-1 0-1 O 00-1 0-1 O

100 1 1 0O 10000 1

010 1-1 O 01001 1

~1001-1 0 1~ 00101 O

000 1 1-1 00011~-1

000-1-1 1 00000 O



Esist {1 =1, s =2, {3 =3 und ¢4 = 4. Eine Basis von T' + U ist gegeben durch

)-()- (-0

0 -1
-1 -1
0

=

(

-1
Eine Basis von {z € F{*! : Az =0} ist durch (| =1 |, ) gegeben.

0]

Also ist eine Basis von T'N U gegeben durch
1

(0 (i)ﬂ—l)- (j>+<—1>- () (1) (i)ﬂ—m- (j)w- (‘f))

(

1
1
0
0
1

)0)
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Hausaufgabe 34 Fiir einen Parameter ¢ € R seien v; := 1 (i) und w; ;= ( ! > in R3*1,

(a) Bestimmen Sie die Mengen A; := {z € R: ||v,|| =1} und Ay := {z € R : |Jw,|| = 1}.
(b) Skizzieren Sie die Menge B := {(z,y) € R?: v, ist orthogonal zu w,} in der Ebene R?.

(c) Bestimmen Sie den Cosinus des von v; und w; eingeschlossenen Winkels.

Lésung.

(a) Firz eRist z € A <= |jo]| = 1l = ||u,|P =1 = 12+ 2?) =1 <= 2? = 2.

Also ist A; = {\/_, —\/§}

Firz e Rist z € Ay <= |Jw,|| = 1 <= |[w,|P =1 =222+ 4 =1 < z? = -3
Also ist Ay = 0.
(b) Fiir (z,y) € R? ist
. 1 —2
(a;,y)€B<:>vz~wy:()<:>§(y+:cy—|—2):0<:>(x+1)y:—2<:>y:x+1.

Im letzten Schritt konnten wir durch z + 1 teilen, da (z + 1) # 0 wegen (z + 1)y = —2.

Es ist also B = {(z,y) € (R\ {-1}) x R:y = =5}.

(c) Bezeichne «ar den von vy und w; eingeschlossenen Winkel. Dann gilt

vb - wy T +t+2) 2 4+t+2 1 t24t+2
cos(a) = :

el lell T IVEF2 V224 222 V2 242




Hausaufgabe 35 Sei K ein Korper. Sei n € Z .

()
(b)
(c)

Zeigen Sie, dass P, := {f(X) € K[X] : deg(f(X)) < n} ein Unterraum von K[X] ist.
Zeigen Sie, dass (X° X1 ... X™) eine Basis von P, ist. Bestimmen Sie dimg P,.

Bestimmen Sie zwei verschiedene Basen von P, die X + 1 und X2 + 1 enthalten.

Lésung.

(a)

Wegen deg(0 ): —oco<nist 0 € P,.

Seien f(X ZfJX] und g(X Zg]XJ in P, gegeben. Seien A\, Ay € K.
7=0 j=0
Dann ist
Af(X) 4+ dag(X) =N\ Z FiX7 4 X Zg]XJ = (fi + dagy) X7,
7=0

Also ist deg(A1 f(X) 4+ Aag(X)) < n und es gilt A f(X) + Aog(X) € P,.

Esist (X% X! ..., X™) eine Basis von P, , da sich jedes Polynom f(X) mit deg(f(X)) <n
eindeutig als Linearkombination von (X° X! ... X™) schreiben lisst.

Da (X° X' ... X™) eine Basis von P, ist, gilt dimg P, = n + 1.

Wir zeigen zuniichst, dass B := (1, X + 1, X? 4 1) eine Basis von P; ist.
Wegen dimg P, = 3 geniigt es zu zeigen, dass B linear unabhéngig ist.
Seien dazu Ay, Ay und A\3 € K mit
AT+ (X +1)+ X3 (X2+1)=0
gegeben. Durch Koeffizientenvergleich folgt A\ +Xo+ X3 = 0, Ay = 0 und A3 = 0. Insgesamt
ist Ay = Ao = A3 = 0. Also ist B linear unabhéngig.

Moglichkeit 1. Sei B := (X +1, X2 +1, 1). Dann ist B analog zu B linear unabhiingig
und damit eine Basis von P,. Aulerdem ist B # B, da es bei Tupeln auf die Reihenfolge
ankommt.

Also sind B und B zwei verschiedene Basen von P, die X 4+ 1 und X2 + 1 enthalten.
Maéglichkeit 2. Wir zeigen, dass C := (X, X + 1, X? + 1) eine Basis von P, ist.
Wegen dimg P, = 3 geniigt es zu zeigen, dass C' linear unabhéngig ist.
Seien dazu Ay, Ay und A3 € K mit
Mo X+ A (X+1D)+ X (X2+1)=0
gegeben. Durch Koeffizientenvergleich folgt Ao+A3 = 0, A+ A2 = 0 und A3 = 0. Insgesamt
ist A\ = Ao = A3 = 0. Also ist C linear unabhéngig.
Also sind B und C zwei verschiedene Basen von P, , die X + 1 und X2 4 1 enthalten.

Anmerkung: Im weiteren Verlauf haben wir auch P, = K[X]«, geschrieben.



Hausaufgabe 36 Wir nehmen zur Kenntnis: Es ist Fg ein [, -Vektorraum, wobei das Produkt
Az fiir A € K, und x € Fy im Korper Fg zu bilden ist.

(a) Zeigen Sie, dass (1,3, ?) eine Basis von Fg als F,-Vektorraum ist.
(b) Bestimmen Sie alle eindimensionalen F,-Unterrdume von F .

(c) Bestimmen Sie alle zweidimensionalen F,-Unterrdume von Fy, die 1 + 3 enthalten.
Wieviele verschiedene solche Unterrdume gibt es?

Lésung.

(a) Nach §2.9 des Skripts ldsst sich jedes Element von Fg eindeutig als I, -Linearkombination
von (1,3, 3?) schreiben. Daher ist (1,3, B?) eine Basis von Fy als [, -Vektorraum.

(b) Jedes z € Fg\ {0} erzeugt einen eindimensionalen [, -Unterraum g, (x) = {0, 2} und jeder
eindimensionale I, -Unterraum von Fg ist von dieser Form.

Also ist die Menge aller eindimensionalen [, -Unterrdume von Fy gegeben durch
{m(z) 2z e B\{0}} = {{0,1}.{0, 8}, {0, 8"}, {0,148}, {0, 148}, {0, B+P}, {0, 1+B+p*}}.

(c) Nach (2) der letzten Bemerkung in §3.3.2 des Skripts hat jeder F,-Unterraum von Fg, der
1+ [ enthélt, eine Basis, die 1 + 3 enthalt.

Damit haben wir die folgende Menge von [, -Unterrdumen von Fg zu betrachten.

{F2<1+Bvx> Y EF8\{071+ B}} - {F2<1+ [371>7F2<1+B71+ B+ B2>7 F2<1+Ba(-)’+62>7
IF2<1+ B,1+ [32>; IE‘2<1+ Baﬁ)? ]F2<1+ B7B2>}

A priori passieren konnte passieren, dass nicht jeder dieser Unterrdume tatséchlich zwei-
dimensional ist. Die folgende Rechnung wird zeigen, dass dieses Phinomen nicht auftritt.

Wir berechnen alle diese Unterrdume und erhalten folgende Dopplungen.

]F2<1+B71> = {071a1+f’76} = ]F2<1+B7B>
B(1+B,B%) = {0,1+B,B*1+B+B* = w(1+B,1+p+p%
B(1+B,1+B%) = {0,1+B,1+p%LB+pB* = r(1+B,B+pB?

Also gibt es 3 verschiedene zweidimensionalen [, -Unterrdume von Fg , die 1+ 3 enthalten.

https://pnp.mathematik.uni-stuttgart.de/lexmath/kuenzer/info1920/
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