Kiinzer, Nitsche, Ritter Wintersemester 2019/20

Mathematik 1 fiir inf, swt, msv
Losung 8

Losungen zu den Hausaufgaben

Hausaufgabe 29 Gegeben sind

2 0 —4 -2 -2 4
2 1 1 0 0 10
A=]10 -2 10 1 o |eR>™, b=|-12] R
-1 -1 -3 -1 1 -8
2 1 5 1 1 13

(a) Formen Sie (A|b) um, bis Zeilenstufenform erreicht ist.

(b) Bestimmen Sie die Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems Az = 0.

(c¢) Bestimmen Sie die Losungsmenge des inhomogenen linearen Gleichungssystems Ax = b.
Lésung.

(a) Wir verwenden das GauBverfahren um (A|b) in Zeilenstufenform zu iiberfiihren.

2 0 -4 -2 -2| 4 1 0 -2 -1 —1| 2
2 1 1 0 0|10 01 5 2 2|6
(Ap)=]1 0 -2 10 1 0 |-12 |~ 0 -2 10 1 0 |-12
-1 -1 -3 -1 1 | =8 0 -1 =5 =2 0 | —6
2 1 5 1 1|13 01 9 3 3|09
10 -2 -1 —-1|2 100 —3 —2/2
01 5 2 216 010 3 116
~1002 5 4]j0|~]001 1 110
00 0 0 2|0 000 0 210
00 4 1 1|3 000 0 1|3
100 -5 0]2
010 2 0f6
~1001 1 0/0
000 0 10
000 0 03

(b) Die Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems Ax = 0 ist also gegeben

durch
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Alternative kénnen wir dies auch als Menge ausdriicken.
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Bemerkung: Die Késtchen bei der Angabe der Losungsmenge sind nur als Hilfestellung

gedacht und miissen nicht geschrieben werden.

(c) Da die letzte Zeile der Zeilenstufenform nicht erfiillbar ist, ist die Losungsmenge des

inhomogenen linearen Gleichungssystems Az = b leer.
{zeR™ : Az =0b} =10

Hausaufgabe 30 Gegeben sind

0
-1 —u
L -1

0 1 1—1t L
-1 L -1+t 1
-1+ L 0

-1
—141
0

—L

A= ceF*®, b=

—L

(a) Formen Sie (A|b) um, bis Zeilenstufenform erreicht ist.

e <L,

(b) Bestimmen Sie die Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems Az = 0.

(c) Bestimmen Sie die Losungsmenge des inhomogenen linearen Gleichungssystems Ax = b.

Lésung.

(a) Wir verwenden das GauBverfahren um (A|b) in Zeilenstufenform zu
vertauschen wir im ersten Schritt die ersten beiden Zeilen.

-1 -t -1 L -1+t 1 | -1+t 1 ¢ 1 —

(A]b) ~ 0 0 1 11— t -] -1 ~10 0 1 1-—1
t -1 —u =1+ L 0 0 0 0 v 14t

1 ¢+ 0 -1 14tv =1+ -1-—1 1 ¢+ 0 -1 1+

~ 0 0 1 1—1 L —t —1 ~ 0 0 1 1—1 L

0 0 O 0 0 —141 -1 0 0 O 0 0

(b) Die Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems Ax
durch

|
el

{mEFSXl : A$:O}:F9<

o [e]le]e =] L

= [o][=]

iiberfithren. Dazu

1—1
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—1—1

0
0
1/ -1-1

0 ist also gegeben

L




Alternative kénnen wir dies auch als Menge ausdriicken.
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(c) Die Losungsmenge des inhomogenen linearen Gleichungssystems Az = b ist gegeben durch

—
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{zeFy : Az=0b} =

+IF9<

Alternative konnen wir dies auch als Menge ausdriicken.

o [e]le]e =] L

¢
—L

{zeFy : Az=0b}=

L —1—1

Bemerkung: Die Késtchen bei der Angabe der Losungsmenge sind nur als Hilfestellung

gedacht und miissen nicht geschrieben werden.
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Hausaufgabe 31 Entscheiden Sie, welche der folgenden Matrizen invertierbar sind, und be-
stimmen Sie in diesem Fall die inverse Matrix.

2 2 0 Lo 23 2 11
01 0 -1
A=[-2 1 1 | e R¥S, =1y 4 ) eR¥™ COC=1|12 1]|eF
6 —2 -3 11 2
12 1 0

Lésung. Wir verwenden jeweils das GauBverfahren zum Uberpriifen der Invertierbarkeit und
gegebenenfalls zum Bestimmen der inversen Matrix.

-2 2 01100 1 -1 0]—-4 00
(AEs)=]1 -2 1 1010 |~|[0-11|-110
6 -2 —3|0 0 1 0 4 -3/ 3 01
10 -1/3 -10 100l—35 31
~[01-1/1 -10f~]010 0 31
00 1|-1 4 1 00 1]-1 41
-3 31
Alsoist A~' = 0 3 1
-1 4 1
(b)
10 2 3[/1000 10 2 3|1 000
01 0 —1/0100 01 0 —-1/0 100
(BlE4) = v
01 -1 -2/0010 01 -1 -2/0 010
12 1 01]00 01 02 -1 -3-1001
10 2 3]1 0 00 100 1|1 -2 2 0
01 0 -1/0 1 00 010 -1/0 1 0 0
~ ~
00 -1 -1/0 —-110 001 1[0 1 =10
00 -1 —-1/-1 -2 0 1 000 0|-1 -1 -11

Also ist B nicht invertierbar, da auf der linken Seite keine Einheitsmatrix mehr entstehen
kann.



21 1|1 00 1 2 212 00
CE)=[12 101 0|~[002/110
1 1 2/0 0 1 02 011 01
1 2 2{2 00 1 0 2|1 0 2
~1 0201 01 ]~]01O0|20 2
00 2(1 10 00 2(1 10

1 0 0j]0 2 2

~ 1 01012 0 2

00 1(2 20
0 2 2 0 -1 —1

Alsoist C~' =12 0 2|. Alternativ ist auch C~' = [ =1 0 —1 | da die Eintrége

2 20 -1 -1 0

der Matrix in F3 liegen.

Hausaufgabe 32 Gegeben sind die folgenden von einem Parameter s € R abhédngigen Vekto-
ren in R*!,

1 0 0 2s

o = 0 vy — 0 vy = -2 w. — | 7%
-1’ 2 |’ N 3
1 -2 0 -1

(a) Fir welche s € R ist (vq, v9, v3, w;) linear abhéngig?
(b) Zeigen Sie, dass (v, ve, v3) linear unabhéngig ist.

(c) Bestimmen Sie ein w € R**! so, dass (vy, va, v3,w) eine Basis von R ist.

1 0 0 2s 1 0 0
0 0 -2 -6 0 0 =2
Losung. Sei Ag := *| wnd B =
-1 2 4 3 -1 2 4
1 -2 0 -1 1 -2 0

1 0 0 2s 1 0 2s
|00 2 s | foo2 4 32

0 2 4 3+2s 0 2 _6s

0 -2 0 —1-2s 0 -2 0 —1-2¢

10 0 25 100 2

01 2 2+ 010 2-5s

“loo -2 —6s | loo1 3s
00 4 2 000 2—12s



Es ist (v1,vq,v3,ws) genau dann linear unabhéngig, wenn die Zeilenstufenform von A
genau 4 Nichtnullzeilen enthélt.

Damit (vy,vs, v3,w,) linear abhingig ist, muss also 2 — 12s = 0 und damit s = % sein,

6
damit eine Nullzeile entsteht.

Die gleichen Umformungsschritte aus Teil (a) liefern fiir B die folgende Zeilenstufenform.

oS O O =
o O = O
o = O O

Also ist (v1,ve,v3) linear unabhéngig, denn die Zeilenstufenform von B enthélt genau 3
Nichtnullzeilen.

Damit (vy,vs,v3,w) eine Basis sein kann, muss das Tupel linear unabhéngig sein. Aus
Teil (a) wissen wir, das (v1, va, v3, ws) fiir s # & linear unabhéngig ist. Daher wiihlen wir
zum Beispiel s = 0 und erhalten das linear unabhéngige Tupel (vq, v2, v3, wy).

Da dimg(R*!) = 4 und da das Tupel genau 4 Elemente enthélt, ist (vi, v2, v3, wy) eine
Basis von R**!,

Alternativ kénnen wir auch nachrechnen, dass (vy, vs, v3, W) eine Basis von R**! ist. Dazu
bringen wir A, auf Zeilenstufenform, wobei wir im ersten Schritt die bereits aus Teil (a)
bekannten Umformungsschritte durchfiihren.

100 0 1000
3

g | OL OS] {000

0010 0010

000 2 0001

Also ist (vi, va, v3,wp) eine Basis von R**! denn Aj hat die Zeilenstufenform Ey.

https://pnp.mathematik.uni-stuttgart.de/lexmath/kuenzer/info1920/
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