Kiinzer, Nitsche, Ritter Wintersemester 2019/20
Mathematik 1 fiir inf, swt, msv
Losung 7
Losungen zu den Hausaufgaben

Hausaufgabe 25
Bestimmen Sie die folgenden Mengen und skizzieren Sie diese in der Gauflschen Zahlenebene.

(a) A:={z € C:Re(z?) = Re(2)?}
(b) B:i={2€C:|z—1|=|z—1i|}
(c) C:={2€C:2°=16v2-(1+1i)}
Lésung.
(a) Sei z=a+bi € C.
Dann ist Re(2?) = Re((a + bi)?) = Re(a® — b + 2abi) = a® — b%.
Andererseits ist Re(z)? = Re(a + bi)? = a?.
Aus diesen beiden Rechnungen folgt folgende Aquivalenz von Aussagen.
z€ A= Re(?)) =Re(z)’ <=’ -V =’ <=1V =0<=b=0<=Im(2) =0
Insgesamt ist also A = {z € C: Im(z) = 0}.
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(b) Sei z =a+ bi € C. Dann ist

|z — 1] = |z —i
= |z-1)? = |z—il?
— (a—1)*+1? = a*+(b—1)
= a®—-2a+14+0 = ®+02—-20+1
<— —2a = =2b
<~ a = b

@

Damit ist also B = {z € C: Re(z) = Im(z)}.



Anmerkung: Es ist B die Mittelsenkrechte der Punkte 1 und i in der Gaufischen Zahle-
nebene.

(¢) Sei w :=16v/2- (14 i). Dann gelten folgende Gleichungen.

lw| = [16v2] [1+i| =16v2- V12 + 1% = 32

™

arg(w) = =

Daraus ergeben sich die folgenden Gleichungen.

ro o= W:\73_222

arg(w) 7
) 20

Insgesamt folgt

C = {r-(cos(p+k-2)+isin(p+k-%3)): ke{0,1,2,3,4}}
= {2(cos(g5) +isin(g5)), (cos( =)+ isi (2 )),
(cos(17 )+ i sm(—ér)) 2(co ( )+ i sin(%”)) 2(cos(33“) +1i 8111(3230 )}



>

®

Anmerkung: Zur Zeichnung empfiehlt es sich die vorliegenden Winkel vom Bogenmaf in
das Gradmafl umzurechnen.

Hausaufgabe 26
(a) Seien f(X) € R[X] und z € C mit f(z) = 0 gegeben. Zeigen Sie, dass f(Z) = 0 gilt.

(b) Zerlegen Sie X* — §X3% 4+ IX? + X — 3 € C[X] in Faktoren von Grad 1.
Lésung.

(a) Sei f(X)= Z fi X" mit f, € R fiir k € {0,...,n}. Dann gilt folgende Gleichung.
k=0

f(z) = fkik:ka;:kazk:kaZk:f(Z):6:0
k=0 k=0 k=0 k=0
(b) Sei g(X):=X*—-2X3+IX?+ X — 2 € C[X].
Zunéchst bestimmen wir die Nullstellen von g(X), die in Q liegen.

Dazu bestimmen wir die die Nullstellen von 4X* — 9X?3 + 7X2 +4X — 6 der Form 4 mit
u und v aus Z teilerfremd.



Es ist u ein Teiler von —6, also u € {1,—1,2,-2,3,-3,6, —6}.
Es ist v ein Teiler von 4, also v € {1,—1,2,—2,4, —4}.

u

Durchprobieren aller 24 Mdglichkeiten fiir ¢ ergibt die rationalen Nullstellen p = 1 und

q=-13

Eine Polynomdivision ergibt g(X) = (X — 1)(X + 3) - (X? — 2X 4 2).

)=
Ferner ist X2 —2X +2= (X —-12+1=((X—-1)—1)((X = 1) +1).
Insgesamt ergibt sich also g(X) = (X — 1)(X + 3)(X — (1 +1))(X — (1 —1)).

Hausaufgabe 27 Zeigen Sie, dass fiir ¢ € R und n € Z-, folgende Gleichung gilt.

cos(p) —sin(yp) . _ [cos(np) —sin(nyp)

sin(p)  cos(p) | \sin(ng) cos(ng)
Losung. Wir fithren eine Induktion iiber Z-, nach dem speziellen Induktionsprinzip.
Induktionsanfang. Fiir n = 0 und ¢ € R gilt in der Tat folgende Gleichung.

(cos(gp) —Sin(ap))o _ (1 0) _ (cos(O) —Sin(O)) _ (cos(O ) —sin(0~g0)>
sin(p)  cos(p) 0 1 sin(0)  cos(0) sin(0-¢)  cos(0- o)

Induktionsschritt. Sei n > 1 und ¢ € R. Als Induktionsvoraussetzung verwenden wir
cos(p) —sin(p) nl ~ [cos((n—1)p) —sin((n —1)p)
sin(@) coslp) | \sin((n—1)g) cos((n—1)p) )"
Daraus haben wir
cos(p) —sin(p) " 1 [cos(ng) —sin(nyp)
sin(p)  cos(y) ~ \sin(ng)  cos(ny)
zu folgern.
In der Tat gilt

(COS(«J) —sm«a))" _ (cos(e) —sin(¢)>n1_<608(<ﬂ) —sin(¢)>
sing)  cos(y)

sin(p)  cos(p) sin(p)  cos(y)

(eos((n ~1)¢) —sin((n - w)) . (cos(«») - sin(go))
sin((n — 1))  cos((n — 1)y) sin(p)  cos(y)
i e

cos((n —1L)p+¢p) —sin((n— 1) +¢)
sin((n — g +¢)  cos((n— 1) +¢)

Die vierte Gleichung dieser Rechnung folgt aus der fiinften Bemerkung in §2.12 des Skripts.



Hausaufgabe 28 Sei K ein Korper.
Zeigen Sie, dass fiir t € K und n € Z- folgende Gleichung gilt.

12t 0\ (1 20t 2n(n-—1)2
01 2t|=|o0 1 ont
00 1 0 0 1

Losung. Wir fithren eine Induktion iiber Z-, nach dem speziellen Induktionsprinzip.
Induktionsanfang. Fiir n = 0 und ¢t € K gilt in der Tat folgende Gleichung.

1 2t 0 100 2.0-t 2-0(0—1)2
01 2| =1]010)=1o 1 2.0-t
00 1 00 1 0 0 1

Induktionsschritt. Sei n > 1 und ¢t € K. Als Induktionsvoraussetzung verwenden wir

1 2t 0 1 2n—1t 2n—1)(n—2)
0o 1 2] =1o 1 2n — 1)t
0 0 1 0 0 1
Daraus haben wir .
1 2t 0 ‘ 1 2nt  2n(n—1)t?
2t =10 1 2nt
0 0 1 0 0 1
zu folgern.
In der Tat gilt
n n—1
1 2t 0 1 2t 0 1 2t 0
1 2t = 0 2t 0 1 2t
0 1 0 1 0 0 1
1 2n—1t  2n-—1)(n—2) 12t 0
Y 1o 1 2(n — 1)t 0 1 2
0 0 1 0 0 1

—_

20+2n—1)t  2(n—1)t-2t+2(n—1)(n—2)t?

= 0 1 2t +2(n— 1)t
0 0 1
1 20t 2(n—1)(2+n—2)t2
= 0 1 2nt
0 0 1
1 2nt  2n(n — 1)t
= 0 1 2nt
0 0 1
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