Kiinzer, Nitsche, Ritter Wintersemester 2019/20
Mathematik 1 fiir inf, swt, msv
Losung 6
Losungen zu den Hausaufgaben

Hausaufgabe 21
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(b) Seien
f(X) = X*—(14+20)X*+ (-1 +20)X?+(8—5i)X +5
g(X) = iX+(2-1i)

in C[X] gegeben. Bestimmen Sie h(X), 7(X) € C[X] mit deg(r(X)) < deg(g(X)) so, dass
f(X) = h(X)-g(X) +7r(X)
1st.
Lésung.

(a) Wir fiihren folgende Rechnung in C durch.
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(b) Wir fithren eine Polynomdivision in C[X] durch

Xt — (420X + (-1+2i)X? + (8-5)X + 5 = g(X)-h(X)+r(X)
—(X* — (1+2i)X?)
0 4+ (~1+2)X?2 + (8-51)X
- ((-1+2)x2 + 5X)
(3-51)X + 5
- (3=51)X + (-13-1))
18+

und erhalten

h(X)=—iX?+ (2+i)X — (5 + 3i)
r(X) =18 +i.



Hausaufgabe 22 Entscheiden Sie, welche der folgenden Aussagen wahr sind.
(a) Seien x,y € Z/9Z. Es gilt (x +y)> = 23 + > in Z/9Z.
(b) Seien x,y € Fy. Es gilt (z +y)? = 2% + y3 in Fy.
(c) Ist x € Fg mit 23 =1, s0ist x = 1.
(d) X%+ 1 ist irreduzibel in Fq[X].
Lésung.
(a) Wir widerlegen die Aussage durch ein Gegenbeispiel. In Z/97Z gilt
(1+1P=8#2=1*+1°

(b) Wir zeigen die Aussage mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes und nutzen aus, dass 3 =0
in Fg gilt. Seien dazu x,y € Fy.

3 3 3 3
(z+y)? = (O) 2390 4 (1) z?y + (2) ry® + (3) 2% = 2% + 32%y + 3vyt + P =20 + P

(c) Wir zeigen die Aussage wieder mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes. Sei dazu
= (a+0b) € Fg mit (a+b)> =1 und a,b € Fs.

(a+b)? = a® + 3a*bL + 3a(b)® + (b1)° = a® + (b1)® = a® — b*u
Aus der Bedingung (a® — b?t) = 1 folgt nun ¢® = 1 und —b* = 0. Alsoist a = 1 und b = 0
in F5. Damit erhalten wir x = (a4 bt) = (14 0t) = 1.

Alternativ kann man 2® = 1 zu 2* — 1 = 0 umformen und mit Hilfe der Aussage aus (b)
direkt rechnen
0=2-1=2*+ (-1 = (z - 1)%

Daraus folgt ebenfalls x = 1.

(d) Wir widerlegen die Aussage mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes. Wir berechnen das
folgende Produkt in Fo[X].

(X241 =X 43X +3X2 +1=X0+1.

Also ist X% + 1 nicht irreduzibel.

Alternativ kénnen wir auch ausnutzen, dass wegen (> = —1 auch 5 = (=1)? = —1 gilt.

Damit besitzt X% + 1 eine Nullstelle in Fo[X] und ist nicht irreduzibel.



Hausaufgabe 23 Bestimmen Sie die folgenden Mengen.

a

(
(b
(d

Lésung.

) Ar={o€F, 2 +2+1=0}

) Bi={wxc€Fg:2’+z+1=0}
(c) C:={zrelFg: 2> +x+p =0}

) D

={z €Fy:2%=2a}

(a) Fiir z € F4 erhalten wir folgende Werte fiir 22 + x + 1.

Also ist A= {a, 1 + o}.

r |2?+ar+1

0 1

1 1

x 0
14+« 0

(b) Fiir x € Fg erhalten wir folgende Werte fiir 2% + x + 1.

Also ist B = 0.

T 2+ r+1
0 1
1 1
B L+B+p°
1+ 1+ B+ p2
B> 1+
1+ B2 14+
B+ B? 1+
1+B+pB%| 1+p2




(c) Fiir z € Fg erhalten wir folgende Werte fiir 2% + x + .

x 22+ x4+ B
0 B
1 B
B B
1+ B B2
B’ 0
1+ B2 0
B+ B B+ B>
1+Bp+B*| B+p?

Also ist C'= {p?, 1+ p*}.

(d) Fiir z € Fg erhalten wir folgende Werte fiir 2.

x 3
0 0
1 1
—1 -1
L —
— L
1+t 1—1
1—1 141
1+t -1-1
—1—t1]| -1+t

Also ist C' ={0, 1, =1} =3 .



Hausaufgabe 24

5
(a) Berechnen Sie (1 P + [32) in Fg.
(b) Seien
FX) = (L4 B)X°+ (1+B)X*+ (1+B+B)X + B
gX) = X*+pB
in Fg[X] gegeben. Bestimmen Sie h(X), r(X) € Fs[X] mit deg(r(X)) < deg(g(X)) so,
dass
f(X) = h(X) - g(X) +r(X)
1st.
Lésung.

(a) Wir benutzen zur Berechnung die folgende Tabelle aus der Vorlesung.

B =1

Bl =P

B2 = B2

B =1+
B'=p+p’
B =1+B + B
RS =1+ B2

BT =1

Also ist das Inverse von 1 + B2 = B° gegeben durch B, denn 37 = 1. Damit erhalten wir

5
(1 8?) = (B4 B = (B =2 =BT 5 = 14 "

(b) Wir fiihren eine Polynomdivision in Fg[X] durch

(14 p2)X° + (A+BHX? 4+ (1+B+BHX  + B = g(X) h(X)+7r(X)
—((1+pH)X° + X3)
X3+ (1+pHX? 4+ (1+B+BHX
- (x3 + BX)
(1+p%)X*  + (1+p)X + B
- ((1+p?*x2 + 1)
1+B>)X + (1+pB)

und erhalten

hMX)=(1+B)X>+ X + (1+p?)
r(X)=(1+B)X +(1+p).
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