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Mathematik 1 fiir inf, swt, msv
Losung 13

Losungen zu den Hausaufgaben

3is+t —s—it  /2(is—t)
Hausaufgabe 49 Seien s,t € C Parameter. Sei A, := stit  Bis+t  —v2(s+it) | € C3*3.
V2(is—t) V2(s+it)  2(is+t)

(1) Fiir welche (s,t) € C? ist A, hermitesch?

(2) Fiir welche (s,t) € C? ist Ay, unitér?
—3i5+t 5—it V2(—i5-1)
Lésung. Wir berechnen zunéchst Z;t = ( —5Hit -3isH V2(5-id) )
V2(—is—t) —V2(5-it) 2(-i5+7)

(1) Sei My :={(s,t) € C? : A, ist hermitesch}.
Per Definition ist A;; genau dann hermitesch, wenn A, E Z;t ist.
Sei A, hermitsch.
Der erste Diagonaleintrag ergibt die Gleichung
3is+t=—3i5+1.

Der dritte Diagonaleintrag ergibt die Gleichung

2(is +t) = 2(—i5 + 7).

Aus diesen beiden Gleichungen folgt s = —s und t = ¢, also Re(s) = 0 und Im(¢) = 0.
Es ist also My C M, := {(s,t) € C?: Re(s) = 0 und Im(t) = 0}.
Umgekehrt ist A, fiir (s,t) € M, hermitesch.
Insgesamt ist also M; = My = {(s,t) € C?: Re(s) = 0 und Im(t) = 0}.
(2) Sei My :={(s,t) € C*: A, ist unitér}.
Sei B := (bi,j)i,j = Zst,t : As,t-
Per Definition ist A,; genau dann unitdr, wenn B - E, ist.
Sei A, unitér.
Dann gilt

0 = bia = (=3i5+10)(—s—it)+ (5 —it)(Bis+t) +2(—i5 — t)(s + it)
= 4i(s§ — tt).

Es gilt also s5 = tt.



Weiterhin gilt

!

1 = by = (=3i54+8)Bis+1t)+ (5 —it)(s +it) +2(—i5 —t)(is — t)
= 1255+ 4tt
= 16ss.

1 _
16

Es ist also My C My := {(s,1) € C?: |s| = 1 = |¢]}.
Umgekehrt erhalten wir fiir (s,t) € M, die Matrix

Es gilt also s5 = tt und dquivalent dazu |s| = = |t].

125s+4tt 4i(gs—tt)  4v/2(3s—1t) 100
B = | —4i(ss—f) 125s+4it  4iv/2(ss—Ft) = (0 1 0) = Ej
4v/2(ss—Ft) —4iv/2(ss—tt)  8ss+8Et 001

Also ist A, fiir (s,t) € M, unitér.
Ingesamt ist also My = My = {(s,t) € C? : |s| = 1=t}

Hausaufgabe 50

Lésung.

OO

(1) Sei V := R((

0 1 1 1
)() | (1)> CR™1. Sei ¢y 1= () . () i (
0 1 1 0

1
Es wird d} = ¢; = (i)
1

1
Es wird d = gpdy = 3 G)

1 1\t
Es wird dy = ¢o — (d} - ¢2)dy = (é) - (% (i) : (

1
Es wird dy = ”dl ndy = 3 (_%)

Es wird

i)




-1
Es wird d3 = Hdl”dg =1 ( %)

1
Es wird d; = ||d1||d/1 =1 (i)

1
Es wird dy = ||d1,2||d’2 =1 (i)
Es wird

dy = cg—(di-cs)di — (dy - c3)ds

Es wird d3 = lldl’glldé =1 (i)

1111
Hausaufgabe 51 Sei A := (HH) € R4,
1111

Bestimmen Sie eine orthogonale Matrix 7' € R*** und eine Diagonalmatrix D € R*** mit

T'AT = D.



Losung. Zunéchst berechnen wir das charakteristische Polynom von A.

Xa(X) =det(A— X - Ey)

1-X 1 1 1
1 1-x 1 1
:det< 1 1 1-X 1 )
1 1 1 1-X
-X 0 0 1
_ 0-X 0 1
det( 0 0-X 1)
X X X1-X
-X 0 0 1
X -X 0 1
_det< 0 X -X 1)
0 0 X 1-X
-1 0 0 1
_ v3 1 -1 0 1
= X" -det 0 1-1 1
0 0 11-X
-1 0 0 1
= X det (800 3
0 0 04-X
=X (-1P (4-X)
_(X—4)X3

Also hat A die Eigenwerte A\; = 4 und Ay = 0.
Es wird aVa(4) = gV4(4) = 1. Es wird aV4(0) = gV,4(0) = 3.
Wir berechnen eine Basis des Eigenraums E4(4) = Kern(A — 4 - Ey).

1
Es ist also ((%)) eine Basis von E4(4).
1

1
Gram-Schmidt gibt dann die Orthonormalbasis (1 (%)) von E4(4).
1

Wir berechnen eine Basis des Eigenraums E4(0) = Kern(A — 0 - E4) = Kern(A).

-1 -1 -1
Es ist also (( (1)) , ( (1)) , ( 8)) eine Basis von E4(0).
0 0 1

Wir berechnen mittels Gram-Schmidt eine Orthonormalbasis von E 4(0).

~1
Es wird d; = \/Li < é)
0

1 —I\t /-1 -1
. I . (b, _ 0)_ (L 1], 01y, L 1
Es wird dy = co—(d} 02)d1—< (1)) (\/5( 8) ( (1]))\/5< 0

~1
Also wird dy = \/Lé (_5)



Es wird

-1
Also wird ds = ﬁg <_%>
3

Wir erhalten die Orthonormalbasis (\/L§ (

OO =
~_
S
VRS
ekl
~_

2
—
)
VR
whl b
~_
<
O
=
1
b
=

Zusammen wird mit der Orthogonalmatrix

und der Diagonalmatrix

dann 77T = E, und T 'AT = T*AT = D.

1 11
Hausaufgabe 52 Sei A := <_i 1 i) e C¥3.
—i

(1) Bestimmen Sie eine unitire Matrix U € C*** und eine Diagonalmatrix D € C*** mit

U'AU = D.

(2) Bestimmen Sie eine unitére Matrix V' € C**3 und eine Diagonalmatrix ' € C¥*3 mit

VA = F.

Lésung.



(1) Zunéchst berechnen wir das charakteristische Polynom von A.
xa(X) =det(A— X - Eg)
-x i 1
- det( X i)

—i 1-X

2-X 0 2-X
:det< —i 1-X i)
1 —i 1-X

=(2—X)-det <*i X }>

—i 1-X
1 0 1
2 X -det<0 1-x 21)
0 -1 =X
edet (X %)
(=X(1-X)-2)

—(X +1)(X —2)?

Also hat A die Eigenwerte \; = —1 und A\, = 2.

Es wird aVa(1) = gV, (1) = 1. Es wird aVa(2) = gV,4(2) = 2.

Wir berechnen eine Basis des Eigenraums E4(—1) = Kern(A—(—1)-E3) = Kern(A+Es).

2 i1 1—i 2 1-i2 101
A-|—E3:<—i 21)«/»(0 3i—3>«»—><0 1i>«»—><011>
1-i 2 0 3 3i 0 00 000
Es ist also ((%)) eine Basis von E4(—1).

-1
Gram-Schmidt gibt dann die Orthonormalbasis (\% (_i>) von Ex(—1).
Wir berechnen eine Basis des Eigenraums E4(2) = Kern(A — 2 - Es).

-1 i 1 1 —i —1
A—Q'Egz(*i -1 i)«»—)(o 0 0)
1 —i —1 0 0 O

Es ist also ((é) , @)) eine Basis von E4(2).
Wir berechnen mittels Gram-Schmidt eine Orthonormalbasis von E(2).

Bs wird d; = & ((1))

. 7t 1 _i t
Es wird dj = ¢ — (dy - ¢2)dy = (?) B (% ( é) .
1

Also wird dy = % (2)

)

DO e =

Wir erhalten die Orthonormalbasis (\/L§ (é) : \/Lg ( )) von von E4(2).

Zusammen wird mit der unitaren Matrix

1 V2 iv3 1
UI:—<—1\/§ \/51)
V2 2

0
-100
002

wird dann U'- U = E5 und U"'AU = UtAU = D.

und der Diagonalmatrix

(==} VYe)



(2) Mit den Bezeichnungen aus (1) gilt
D? = (U'AU)? = U'AU - U'AU - U'AU = U'A*U.

Mit der unitaren Matrix

und der Diagonalmatrix

wird also VtA3V = F.

https://pnp.mathematik.uni-stuttgart.de/lexmath/kuenzer/info1920/
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