Kiinzer, Nitsche, Ritter Wintersemester 2019/20
Mathematik 1 fiir inf, swt, msv
Losung 12

Losungen zu den Hausaufgaben
2.0 011
o , 0-1 300 S5
Hausaufgabe 45 Gegeben ist die Matrix A := 02000]¢€ F27°.
00003

(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom und die Eigenwerte von A.
(b) Bestimmen Sie zu jedem Eigenwert von A eine Basis des Hauptraums.

(c) Bestimmen Sie eine Jordanbasis und eine Jordansche Normalform von A.
Lésung.

(a) Wir berechnen zuerst das charakteristische Polynom und benutzen dabei, dass A eine
obere Block-Dreiecksmatrix ist.

Xa(X) =det(A— X - E5) = det (

:(Q—X)(g—X)-det(*P :
=(2-X)3—X)*det (5 _J
=2-X)B-XP(X*+X —6) = —(X —2)°(X - 3)?

Also sind die Eigenwerte von A gegeben durch A; := 2 und Ay := 3 mit aV4()\;) = 3 und
aVA(3) = 2.

(b) Wir betrachten zuerst den Eigenwert .

00 011
02 300

Es ist Aqy = (A —2E;) = 02 30 g) Wegen aV 4(A1) = 3 miissen wir eine Basis von
00 001

Ha(\) = Kern(A?l)) finden.

Um spéter in Teil (¢) Hauptvektorketten fiir eine Jordanbasis bestimmen zu kénnen, gehen
wir dabei wie folgt vor. Zuerst konstruieren wir eine Basis von E4 (A1) = Kern(Aq)).
Diese ergénzen wir zu einer Basis von Kern(A%l)) und anschliefend zu einer Basis von
Ha(\1) = Kern(A?l)).

Zur Bestimmung von E4(A;) = Kern(A()) bringen wir Ap) auf Zeilenstufenform.

00 011 00 011 01-100 010-1 2 0100 3 01000
02 300 01-100 00 011 000 11 0010 3 00100
02 300 ) ~~ |00 000} ~~» [00-113] ~>|001-12] ~» 00011 ~» |1 00010
00-113 00-113 00 001 000 01 00001 00001
00 001 00 001 00 00O 000 0O 00000 00000

[eleloleld

Also ist (( )) eine Basis von E4 (A1) = Kern(A)).



01000
i A= (48444
0000 1
Um eine Basis von
stufenform.

Nv

ern(A%l)) zu finden, bringen wir also zuerst diese Matrix auf Zeilen-

05 300 00 000 00115 00110
00-113 ) ~ | o00-113) ~ | 000 01) ™~ | 000 O1
00 001 00 001 000 00 000 00

Wir ergéinzen die Basis von Kern(A)) zu einer Basis von Kern(A 0

(-6

(= el

010-1
Mit A” := (001-1
000 O 00

Um eine Basis von Kern(A?l)) zu finden, bringen wir also zuerst diese Matrix auf Zeilen-
stufenform.

02-1-12 01221 01220

02-1-12) ~» (00001 ) ~~ (00001

00 0 01 00000 00000

Wir ergénzen die Basis von Kern(A%l)) zu einer Basis von Kern(A?l)) =Hu(\).

()-0)-6)

10 011
01 300

Nun betrachten wir den Eigenwert . Es ist Apy = (A —3E;5) = ( 02 20 g)
00 000

Wegen aV 4(A2) = 2 miissen wir eine Basis von H4(\g) = Kern(A%Q)) finden.

—OoOo

Wir benutzen das gleiche Vorgehen wie bei A\; und bringen Ay zuerst auf Zeilenstufen-

form
~10 011 10 0-1-1 100-1-1 100-10
01 300 01 3 0 0 010 0 0 010 00
02 200, ~~[00 1 00}~ |00100]~[001 00
00-10 3 00-1 0 3 000 0 1 000 01
00 000 00 0 0 0 000 0 0 000 00

)) eine Basis von E4(A2) = Kern(Ay))).

OO OH

OO OF

Also ist ( (

100-10
Mit A= (059 85 ) ist die Zeilenstufenform von A?Q) dieselbe wie die von
000 01
10113
( 03599 ). Um eine Basis von Kern(A%Q)) zu finden, bringen wir also zuerst
00000

—

Zeilenstufenform.
10113 10-1-12 10012
01300) ~» (01 00) ~» (010 0O
02200 00 00 001 00

Wir ergénzen die Basis von Kern(A)) zu einer Basis von Kern(A%z)) =Ha(\2).

()4

dlese Matrix au

— o=

02-1-12
) ist die Zeilenstufenform von A?l) dieselbe wie die von A" - Ay = (0 2-1-12

02 300
ist die Zeilenstufenform von A?I) dieselbe wie die von A" - Ay = (§ § _(:1'; :1)) %) )

).



(c) Wir bestimmen eine Jordanbasis von A. Diese besteht aus der Konkatenation von Haupt-
vektorketten. Zuerst betrachten wir beide Eigenwerte getrennt.

Wir beginnen wieder mit und starten mit der aus Teil (b) bekannten Basis

1 0 0
0 1 3
(<§) , (é) : (é)) des Hauptraumes Ha(\1) = Kern(A?l)). Wir geben den Basisvek-
toren Bezeichnungen, die mit dem vorderen Index andeuten, in welchem Schritt wir sie

hinzugefiigt haben.

1
Ty = <§> € Kern(A(y) C Kern(A%l)) - Kern(A‘z’l))
0
i
Toq 1= (%) € Kern(A?l)) C Kern(A:(sl))
0
3
T3 1= (5) € Kern(A?l))
0

Alle Basisvektoren, die wir im letzten Schritt hinzugefiigt haben, sind Teil einer Haupt-
vektorkette und damit Teil einer Jordanbasis. Hier war dies nur ein Basisvektor und fiir
diesen setzen wir y3; 1= x3 ;.

0

-1
Wir berechnen Ay - y31 = (—%) um die Hauptvektorkette fortzusetzen.

0

Wir betrachten das Tupel (211, Aq)ys,1), welches aus den Basisvektoren von Kern(Aq))
und den eben berechneten Vektoren besteht. Dieses Tupel miissen wir mit einer Auswahl
von (z21) zu einer Basis von Kern(A%l)) ergidnzen. In unserem Fall ist dies aber nicht

mehr notig, da das Tupel bereits aus 2 = dim(Kern(A%l))) Vektoren besteht.

0
~1
Wir rechnen weiter A%l) Yz = Ay - (—1) = (

Wir betrachten das Tupel (A%Dysg), welches wir mit einer Auswahl von (xy,) zu einer
Basis von Kern(A)) ergénzen miissen. Da Kern(A()) eindimensional ist, ist dies hier
wieder nicht notig.

Insgesamt erhalten wir damit eine einzelne Hauptvektorkette der Lénge 3 zum Eigenwert

)\1 == 2
A
(A%1)y3,1, Ay, Ysa) = (( 9 ) ) (:%) ; <é>)
0 0 0

Nun betrachten wir den zweiten Eigenwert . Aus Teil (b) kennen wir die Basis



3
) , (g)) von Kern(A%Z)) = H4(X\2). Wir bezeichnen die Basisvektoren wie oben.
1

T1,1 = (

Im letzten Schritt haben wir nur einen Basisvektor hinzugefiigt. Fiir diesen setzen wir
Y21 := T21, da er Teil einer Jordanbasis ist.

) € Kern(A)) C Kern(A%Q))

&

DN

=
R
HOOOW OHOO

) € Kern(A%Q))

3
Wir berechnen A - 2,1 = ( > .

OwWoo

Es ist nun (A)y2,1) mit einer Auswahl von (1) zu einer Basis von Kern(A)) zu
ergidnzen. Da Kern(A)) eindimensional ist, ist dieser Schritt auch hier nicht notig.

Insgesamt erhalten wir damit eine einzelne Hauptvektorkette der Lénge 2 zum Eigenwert

Ao = 3.
3 3
0 0
(Ayy2s y21) = ((g) ) (8))
0 1

Um eine Jordanbasis von A zu bestimmen, setzen wir nun alle wihrend der Konstrukti-
on aufgetretenen Hauptvektorketten zusammen. Dabei treffen wir eine Wahl, in welcher
Reihenfolge verschiedene Hauptvektorketten auftreten. Innerhalb einer Hauptvektorkette
ist die Reihenfolge vorgegeben. Wir erhalten folgende Jordanbasis von A.

(@) 0) 066

Fiir jede dieser Hauptvektorketten besitzt eine Jordansche Normalform einen Jordanblock
zum zugehorigen Eigenwert. Die Lange der Hauptvektorkette gibt dabei die Grofle des
Jordanblocks an.

coocol

comwo
cwoow
—oocow

In unserem Fall haben wir eine Hauptvektorkette der Lange 3 zum Eigenwert \; = 2 und
eine Hauptvektorkette der Lange 2 zum Eigenwert Ay = 3. Die Reihenfolge der Blocke
ist durch die gewéhlte Reihenfolge der Hauptvektorketten in der Jordanbasis vorgegeben.
Wir erhalten folgende Jordansche Normalform von A.

o O O O N
S O O N =
S O N = O
S W o o o
w = O O O



Hausaufgabe 46 Gegeben ist die Matrix

1-1 2 002
EENH
o 1 — 6X6
A=10 0 0-310] €Q
0 0 0-410
1 1-2 000

mit charakteristischem Polynom x4(X) = (2 — X)(—1 — X)5.
(a) Bestimmen Sie zu jedem Eigenwert von A eine Basis des Hauptraums.

(b) Bestimmen Sie eine invertierbare Matrix S € Q%% so, dass J := St AS eine Jordansche
Normalform von A ist. Geben Sie J an.

Lésung.

(a) Wir lesen aus dem charakteristischem Polynom die Eigenwerte A := 2 und Ay := —1 mit

aVa(A) =1 und aV4(A2) =5 ab.

Zuerst betrachten wir den Eigenwert .

“1-1 2 00 2
0-2-1 00 0
Es ist Ay = (A —2Eq) = 0 0762 Y 8] Wegen aV4()\;) = 1 miissen wir eine
0 0 0-4-1 0
1 1-2 0 0-2
Basis von Hy (A1) = Kern(A() finden. Dazu bringen wir Ay auf Zeilenstufenform.
“1-1 2 00 2 1 1-2 0 0-2 10 2 0 0-2
0-2-1 00 0 01-4 00 0 01-4 00 0
0 1-4 00 0 0-2-1 0 0 0 00-9 0 0 0
0 0 0-51 0)]™™l0oo0 o0-510]™™J]00 0-510
0 0 0-4-1 0 00 0-4-1 0 00 0-4-1 0
1 1-2 0 0-2 000 000 00 0 00 0
100 00-2 10000-2
LRy (e
1
~>lo0o00-51 0] ™ (l00010 0
000-90 0 00001 0
000 00 O 00000 0

Also ist ( ) eine Basis von E4 (A1) = Ha(A1).

HOOoOOoOOoON

Als néchstes betrachten wir den Eigenwert .

2-1 2 002
0 1-1 000
Esist Apy = (A+1-Eg) = 8 0 0 99 8 . Wegen aV 4(A2) = 5 miissen wir eine Basis
0 0 0-420
1 1-2 001

von Hy(A2) = Kern(Ap,)) finden. Dieser hat Dimension aV4(As) = 5.

Wie in Hausaufgabe 45 bestimmen wir die Basis durch schrittweises Ergéinzen. Dazu
bringen wir zunéchst Ay auf Zeilenstufenform.

2-1 2 002 1-4 1 001 10 3 001 1000 01
0 1-1 000 0 1-1 000 01-1 000 0100 00
0 1-1 000 0 1-1 000 00 0 000 0010 00
00 021010 o0 o0-210]~]00 0-=210] """ ]oo01-10
6 0 0-420 0 0 0-420 00 0-420 0000 DO
L 1-2 001 0 2-3 000 00-2 000 0000 00



-
Also ist ( 0 |) eine Basis von Kern(Ap)) = Ea(X2).
0
1

) ist die Zeilenstufenform von A%Q) dieselbe wie die von

A,&A@):

. Um eine Basis von Kern(A%Q)) zu finden, bringen wir also zuerst

30 0003 10 0001
01-1000 01 -1000
01 -1000) 100 0000
00 0000 00 0000

Wir ergéinzen die Basis von Kern(A)) zu einer Basis von Kern(A%z)).

OOoOOoWw O OO =

oMo OO
Nc::»—-»—u:: — oo o ~

orRvroOoO
~oocool
_
coo—ro
co~ocoo
N—

Mit A" := ((1)

0
1
A" Apy = (8 o0 83) Diese Matrix besitzt die Zellenstufenform (é 009 8(1)). Wir ergénzen
die Basis von Kern(A 5)) Zu einer Basis von Kern(A?Q)).

99 8(1)) ist die Zeilenstufenform von A3 dieselbe wie die von

1

ORNFOOO

0
0
0
1
0
0

~ococool

coomro

cocoro
SN—

Da aV4(Ag) = 5 ist, hat Ha(\2) die Dimension 5. Es hat aber bereits Kern(A?z)) die
Dimension 5, daher gilt Kern(Af,)) = Kern(Ap,) = Ha()2). Also ist die obere Basis auch

eine Basis des Hauptraums zum Eigenwert A\, = —1.

Wir bestimmen eine invertierbare Matrix S € Q%6 so, dass J := S™'AS eine Jordan-
sche Normalform von A ist. Die Spalten von S bestehen aus Hauptvektorketten. Zuerst
betrachten wir beide Eigenwerte getrennt.

Wir beginnen wieder mit und starten mit der aus Teil (a) bekannten Basis (

—OoOOoOOoOON
~—

des Hauptraumes H4(\;) = Kern(Aq)).

Da bereits Kern(A(;)) der gesamte Hauptraum zu diesem Eigenwert ist, erhalten wir fiir
jeden Basisvektor eine Hauptvektorkette der Lange 1. In unserem Fall setzen wir also

Y11 = T = und erhalten eine Hauptvektorkette der Lénge 1 zum Eigenwert

—HOoOOoOOoOON

AL =2.

(?Jl,l) = (

—HOOoOOoOOoON
~—



Nun betrachten wir den zweiten Eigenwert . Aus Teil (a) kennen wir die Basis

|
—

) von Ha(A2) = Kern(A%).

—~
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Wir geben den Basisvektoren Bezeichnungen, die mit dem vorderen Index andeuten, in
welchem Schritt wir sie hinzugefiigt haben.

0
0
T = g € Kern(A)) C Kern(A%Q)) - Kern(A?Q))
0
-l
z12:= | § | € Kern(Ap) C Kern(A%Q)) - Kern(A?Q))
i
?
Ty 1= é € Kern(A(QQ)) C Kern(Aié))
0
0
0
T 1= z € Kern(A%Q)) C Kern(A?z))
0
0
1
T3y = § € Kern(A?Q))
0

Alle Basisvektoren, die wir im letzten Schritt hinzugenommen haben, sind Teil einer
Hauptvektorkette und damit Teil einer Jordanbasis. Hier war dies nur ein Basisvektor
und fiir diesen setzen wir y3 1 1= 3.

~1

Wir berechnen A - 31 = um die Hauptvektorkette fortzusetzen.

HOORF

Wir betrachten das Tupel (21 1, x1 2, A2yys,1), welches aus den Basisvektoren von Kern(A(g))
und den eben berechneten Vektoren besteht. Dieses Tupel miissen wir mit einer Auswahl
von (221, Ta2) zu einer Basis von Kern(A?Q)) erginzen. Es ist

To1 = A(z) *Ys1 — T12-
und wir erhalten x5 € (11, 12, A@)Ys1, T2,2)-

Also ist (1,1, T12, A)ys1, Ta2) = Kern(Aé)). Da auch die Dimension von Kern(A%Q))
mit der Anzahl der Vektoren im Tupel iibereinstimmt, ist (21,1, 21,2, A2)ys,.1, T2,2) €ine
Basis von Kern(A%z)).

Alle Basisvektoren, die wir in diesem Schritt hinzugenommen haben, sind Teil einer neuen
Hauptvektorkette. Hier war dies nur ein Basisvektor und fiir diesen setzen wir y2 1 1= Z29.
1 1

Wir berechnen A%z) “ys1 = A - und Ap) - y21 = um die

ook |
l cooco
|l

ol l,ooce

Hauptvektorketten fortzusetzen.



Wir betrachten das Tupel (A%Q)y:m, A2)y2,1), welches aus den eben berechneten Vekto-
ren besteht. Dieses Tupel ist nun mit einer Auswahl von (x;1, 212) zu einer Basis von
Kern(A)) zu ergénzen. Da Kern(A()) zweidimensional ist, ist dieser Schritt hier nicht
notig.

Insgesamt erhalten wir damit eine Hauptvektorkette der Lénge 3 und eine Hauptvektor-
kette der Lange 2 zum Eigenwert \; = —1.

1 —1 0
0 1 1
(A%Q)y?),l; A(Q)y?),b 93,1) = ( § ) é ) § )
—1 1 0
0\ ([
(A(2)y2,17 y2,1) = ( _i ) (1] )
0 0

Die gesuchte Matrix S besitzt nun als Spalten alle wihrend der Konstruktion aufgetrete-
nen Hauptvektorketten. Dabei treffen wir eine Wahl, in welcher Reihenfolge verschiedene
Hauptvektorketten auftreten. Innerhalb einer Hauptvektorkette ist die Reihenfolge vor-
gegeben.

21 =10 0 0
0O 0 1 1 0 0
g 0O 0 1 0 0 0
0 0 0 0 -2 1
0O 0 0 0 —40
1 -1 1 0 0 O

Fiir jede dieser Hauptvektorketten besitzt eine Jordansche Normalform von A einen Jor-
danblock zum zugehorigen Eigenwert. Die Lénge der Hauptvektorkette gibt dabei die
Grofle des Jordanblocks an.

In diesem Fall haben wir eine Hauptvektorkette der Linge 1 zum Eigenwert A\; = 2 und
zwei Hauptvektorketten der Léange 3 bzw. 2 zum Eigenwert Ay = —1. Die Reihenfolge der
Blocke ist durch die gewihlte Reihenfolge der Hauptvektorketten in S vorgegeben. Daher
erhalten wir folgende Jordansche Normalform J von A mit S™1AS = J.

20 0 0 0 0
0O -1 1 0 0 0
g o 0 -1 1 0 O
0 O -1 0 0
0 O 0o -1 1
o 0o 0 0 0 -1



Hausaufgabe 47 Gegeben ist die folgende von einem Parameter ¢t € R abhéngige Matrix.

8 3t—4 10
At = 0 t 0 € R3X3
-5 —t+3 =7

(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von A; in Abhéngigkeit von ¢.
(b) Bestimmen Sie alle ¢ € R, fiir die A; diagonalisierbar ist.

(c) Bestimmen Sie eine Jordansche Normalform von A; in Abhéngigkeit von ¢, gegebenenfalls
mit Fallunterscheidungen.

Lésung.

(a) Wir berechnen das charakteristische Polynom, indem wir im ersten Schritt nach der zwei-
ten Zeile entwickeln.

8— X 3t—4 10
X4, (X) =det(A, — X - E3) = 0 t—X 0
5 —t+3 —T7T—-X

8 — X 10 , e B

:(t—X)< : _7_X>=(t—X)(X — X —6)=—(X-)(X+2)(X-3)

(b) Falls t ¢ {—2,3} ist, besitzt A; drei verschiedene Eigenwerte und ist daher diagonalisier-
bar. Wir miissen also noch die Félle ¢ = —2 und ¢t = 3 genauer untersuchen.

Sei zuerst ¢ = —2. Nach Teil (a) ist dann aV,_,(—2) = 2. Wir berechnen gV, (—2).
Dazu bestimmen wir eine Basis von Kern(A_5 + 2E3).

10 —10 10 1 -1 1
0 0O O~ 0 00
-5 5 =95 0 00

Wir erhalten die Basis (((11)> , <_(1)1)) Also ist gV, (—2) =2 =aV,_,(—2) und damit ist
A_5 diagonalisierbar.

Sei jetzt t = 3. Nach Teil (a) ist dann aV4,(3) = 2. Wir berechnen gV 4, (3). Dazu
bestimmen wir eine Basis von Kern(Az; — 3E;).

5 5 10 11 2 1 0 2
0 0 Of~1050]~]10120
-5 0 -10 000 000

-2
Wir erhalten die Basis (< 0 )) Also ist gV 4,(3) = 1 # aV4,(3) und damit ist As nicht
diagonalisierbar.

Insgesamt ist A; diagonalisierbar fiir ¢t € R\ {3}.



(c) Seizuerst t € R\{3}. Nach Teil (b) ist A; in diesem Fall diagonalisierbar. Eine Jordansche
Normalform von A; ist also gegeben durch

—2

S w O
-~ O O

0
0
Sei jetzt t = 3, so dass Ag nicht diagonalisierbar ist.

Wegen aVy,(—2) = 1 hat der Jordanblock zum Eigenwert —2 die Grofie 1 x 1.

Wegen aVa,(3) = 2 kann es entweder einen Jordanblock der GroBe 2 x 2, oder zwei
Jordanblocke der Grofle 1 x 1 zum Eigenwert 3 geben. Im zweiten Fall wire Az jedoch
diagonalisierbar. Also muss der erstes Fall eintreten und As besitzt die folgende Jordan-

sche Normalform.
—2

o W O
w = O

0
0



—25 -2713
Hausaufgabe 48 Gegeben ist die Matrix A := (*21 -19 11> € C3*3. Es besitzt A den Eigen-

—80 —80 42
1
wert Ay mit aVy (A1) =2 und E4(A\) = ¢( (—01>>.
(a) Bestimmen Sie den Eigenwert A\; und seine geometrische Vielfachheit.

(b) Bestimmen Sie alle anderen Eigenwerte von A und jeweils ihre algebraische und geome-
trische Vielfachheit.

(c) Bestimmen Sie det(A).

(d) Bestimmen Sie eine Jordansche Normalform von A.
Lésung.

1
(a) Nach Aufgabenstellung ist <51) ein Eigenvektor von A. Wir rechnen

1 2 1
A <_1) - <_2> _ 9. <_1).
0 0 0
Also ist Ay = 2. Ebenfalls nach Aufgabenstellung ist E4()\;) eindimensional, daher ist
gVA()\]_) =1.

(b) Da A eine 3 x 3-Matrix ist, besitzt A neben dem Eigenwert A; mit aV,(A;) = 2 nur noch
einen weiteren Eigenwert Ao mit aV4(A2) = 1.
Fiir diesen gilt tr(A) =2-A; + 1+ Ag. Also Ay =tr(A) —2X\; = -2 -4 = —6.
Wegen 1 < gV,(Ag) < aVa(Ag) = 1ist gVy(Ae) = 1.

(c) Esist det(A) =A2- A\ =4-(—6) = —24.
(d) Aus Teil (b) wissen wir, dass gV, (A1) # aV4(A1). Also ist A nicht diagonalisierbar.
Wegen aVy(A2) = 1 hat der Jordanblock zum Eigenwert Ay die GroBe 1 x 1.

Wegen aVa(\;) = 2 kann es entweder einen Jordanblock der Grofle 2 x 2, oder zwei
Jordanblocke der Grofle 1 x 1 zum Eigenwert \; geben. Im zweiten Fall wiare A jedoch
diagonalisierbar. Also muss der erstes Fall eintreten und A besitzt die folgende Jordansche

Normalform.
21 0
02 0
00 -6

https://pnp.mathematik.uni-stuttgart.de/lexmath/kuenzer/info1920/
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