Kiinzer, Nitsche, Ritter Wintersemester 2019/20
Mathematik 1 fiir inf, swt, msv

Losung 11
Losungen zu den Hausaufgaben
Hausaufgabe 41 Sei d := G) € R3x%,
Sei § : R¥*! — R3¥*! die Drehung um die Gerade (d) um den Winkel 7.
(a) Finden Sie x,y € R3*! \ {0} mit x orthogonal zu d und mit y orthogonal zu z und d.
(b) Sei C := (d, z,y). Bestimmen Sie ¢d¢ .
(c) Sei B := (e1,ey,e3) die Standardbasis von R**!. Bestimmen Sie pid¢ und cidg .
(d) Bestimmen Sie gdg.
Losung.
(a) Esist ((%) , <_§)) eine Basis von U := {z € R¥*! :  ist orthogonal zu d} = Kern (111).
Wir wéhlen z := <—(11)> € U und berechnen y :=d x x = (_i)

(b) Da die Drehung ¢ um den Winkel 7 den Vektor d auf der Drehachse festhélt, den Vektor
x auf —zx abbildet und den Vektor y auf —y abbildet, gilt

id) = d
iz) = —=x
o(y) = —v.
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Hausaufgabe 42 Fiir (z,y,2) € R¥ sei V., , := (

2
2) c R3X3.
2

(a) Bestimmen Sie det(V,, ) und det(z - V,,..).
(b) Seien

B = {(x,y,2) € R®:V,,, ist nicht invertierbar}
B = {(x,y,2) eR¥: (z=y)V(z=2)V(y=2)}.

Ist B=B'?

(c) Skizzieren Sie die Menge C' := {(z,y) € R? : (z,y,1) € B}.

Lésung.

(a) Wir rechnen.

det(Vy,..) = det

=(y—2)(" —2%) = (z —2)(y* — 27)
=y -—2)z+2)(z—2) = (z-2)(y+2)(y - )
=y —2)(z-2)(z -y

Damit wird det(x - V., .) = 2% - det(V,,.) = 2*(y — 2)(z — ) (2 — y).

(b) Fiir (z,y,2) € R? gilt

(,y,2) € B <= det(V,,.) =0 PON (y—x2)(z—2)(z—y) =0+ (2,y,2) € B

Also ist B = B'.

(c) Bsgilt € 2 {(z,9) €R?: (x,5,1) € BY = {(a,9) eR?: (z=y) V(= 1)V (y = 1)}.



Dies ergibt folgende Skizze.

X=y
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10 1-1 1-1
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Hausaufgabe 43 Gegebensei A:= g g1 1-1-1 | € 5™
11 0-1 1-1
00000 1

(a) Berechnen Sie das charakteristische Polynom y4(X) und die Eigenwerte von A.

(b) Berechnen Sie fiir jeden Eigenwert von A eine Basis des zugehorigen Eigenraums sowie
die algebraische und die geometrische Vielfachheit.

Lésung.

(a) Wir rechnen.

Xa(X) =det(A— X - Eg)

1-X -1 1 0 0 -1

-X 1 -1 1 -1

0 1-X -1 1 0

0 -1 1-X -1 -1

1 0 -1 1-X —1
0 0 0 0

= det

OO

1— 7X 1 0
1 1 71 1
=(1-X)X- det( 0 1 0 )
0 0 71 1— X —1
1 1 0 -1 1-X
FR e
= (1-X)X- det( 0 00 )
0 71 71 1-X -1
1 0 -1 1-X
1— X OX 01 (1)
=(1- - det ( 0 —1 1-X —1 )
1 1 -1 1-X
1-X OX 0 )0(
:—(1—X)X~det( o 1% 1>
1 1 -1 1-X

=(1-X)2Xx?. det( 1101X j)
— (X —1)2X2. det( "X )
= —(X -1)°X°. det( 1 11X)

=—(X —1)°X?-det (g x)

= (X —-1)2x*

Also hat A die Eigenwerte 0 und 1.



4 aus y4(X) ab.

0. Wir lesen die algebraische Vielfachheit aV4(0)

(b) Eigenwert )\,

Kern(A).

Kern(A — 0 - Eg)

Wir berechnen eine Basis des Eigenraums E 4(0)
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) ) eine Basis von E4(0).
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Damit gilt gV, (0)
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Es ist also ( (

2 fiir die geometrische Vielfachheit.

dimpg, (E4(0)) =

2 aus xa(X) ab.

1.Wir lesen die algebraische Vielfachheit aV4(1)

Eigenwert )\,

Kern(A — 1 - Eg).

Wir berechnen eine Basis des Eigenraums E4(1)
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) ) eine Basis von E4(1).

1
0
0
0
(0]

2 fiir die geometrische Vielfachheit.

dimﬂrg (EA(l)) =

Damit gilt gV, (1)



11000 0 0
011000 0

_ 001 000 0 .

Hausaufgabe 44 Gegeben sei A := 888—(1) i ?8 e Q™.
000 0 0-1 0
000 0 0 0-1

(a) Berechnen Sie das charakteristische Polynom x 4(X) und die Eigenwerte von A.

(b) Berechnen Sie fiir jeden Eigenwert von A eine Basis des zugehorigen Eigenraums sowie
die algebraische und die geometrische Vielfachheit.

(c) Berechnen Sie das charakteristische Polynom x 42(X) und die Eigenwerte von A?.

(d) Berechnen Sie fiir jeden Eigenwert von A? eine Basis des zugehérigen Eigenraums sowie
die algebraische und die geometrische Vielfachheit.

Lésung.
(a) Wir rechnen.

xa(X) =det(A— X -E;)

1-X 1 0 0 0 0 0
0 1-X 1 0 0 0 0
0 0 1-X 0 0 0 0
= det 0 0 0 —-1-X 1 0 0
0 0 0 0 —-1-X 1 0
0 0 0 0 0 —-1-X 0
0 0 0 0 0 0 -1-X

=(1-X)P-(-1-X)*
= (X —-13XxX+1)*

Also hat A die Eigenwerte 1 und —1.

(b) Eigenwert \; = 1.Wir lesen die algebraische Vielfachheit aV4(1) = 3 aus ya(X) ab.
Wir berechnen eine Basis des Eigenraums E4(1) = Kern(A — 1 - E).

010 0 0 0 0 0100000
001 0 0 0 0 0010000
000 0 0 0 0 0001000
A—E,=[000-2 10 0] ~s | 0000100
000 0-2 1 0 0000010
000 0 0-2 0 0000001
000 0 0 0-2 0000000

Also ist (e1) eine Basis von E(1).

Damit gilt gV,4(1) = dimg(E4(1)) = 1 fiir die geometrische Vielfachheit.

Eigenwert A\ = —1.Wir lesen die algebraische Vielfachheit aVa(—1) = 4 aus xa(X) ab.
Wir berechnen eine Basis des Eigenraums E4(—1) = Kern(A—(—1)-E;) = Kern(A+E7).

2100000 1000000
0210000 0100000
0020000 0010000
A+E;=0000100| ~s [ 0000100
0000010 0000010
0000000 0000000
0000000 0000000

Also ist (eq,e7) eine Basis von E4(—1).

Damit gilt gV, (—1) = dimg(E4(—1)) = 2 fur die geometrische Vielfachheit.



(c) Esist A? =
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Wir rechnen.

0o 0 o0
0 1-Xx 2 0 0 0 0
0 0 1-X 0 0 0 O
= det 0 0 0 1-X -2 1 0
0 0 0 0 1-X —2 0
0 0 0 0 0 1-X 0
0o 0 0 0 0 0 1-X
=(1-X)" =—(X-1)

Also ist 1 der einzige Eigenwert von AZ.

(d) Wir lesen die algebraische Vielfachheit aVz(1

Wir berechnen eine Basis des Eigenraums E 42

=T aus xa2(X) ab.

)
(1) = Kern(A? — 1 - E).

02100 00 0100000
0020 0 00 0010000
5 0000 0 00 0000100
A —E; =] 0000-2 10| ~» | 0000010
0000 0-20 0000000
0000 0 00 0000000
0000 0 00 0000000

Also ist (e, eq,e7) eine Basis von E2(1).

Damit gilt gV2(1) = dimg(E42(1)) = 3 fiir die geometrische Vielfachheit.
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