Kiinzer, Nitsche, Ritter Wintersemester 2019/20
Mathematik 1 fiir inf, swt, msv
Lo6sung 10

Losungen zu den Hausaufgaben

Hausaufgabe 37

(a) Bestimmen Sie alle Fs-linearen Abbildungen F*! — Ty .

Geben Sie an, welche injektiv und welche surjektiv sind.
(b) Wir betrachten die Fy-lineare Abbildung f : Fy — Fs : @ +— 2 + .
Bestimmen Sie eine Basis des F»-Vektorraums Kern(f). Bestimmen Sie dimg, (f(IFg)).
Losung.

(a) Jede Fs-linearen Abbildungen F**' — T3 ist von der Form mult, mit A € F3*?. Daher
geniigt es alle solche Matrizen aufzulisten.

(00), (10, (20). (01). (171
(21), (02, (12, (22

Die Abbildung mult, zu einer Matrix A ist genau dann injektiv, falls Kern(A) = 0. Dies
ist bei keiner der Abbildungen der Fall.

Die Abbildung mult4 zu einer Matrix A ist genau dann surjektiv, falls die Spalten von A
erzeugend in F3 sind. Dies ist nicht der Fall, wenn A = (00). Alle anderen Abbildungen
sind surjektiv.

(b) Wir berechnen zuerst den Kern von f.
Kemn(f)={z€Fg: f(z)=0}={a€Fs: 2> +2=0}=1{0,1} =, (1)

Also ist (1) eine Basis des Fy-Vektorraums Kern(f).
Fiir die Dimension des Kerns gilt folgende Gleichung.

dimg, (Fs) = dimg, (Kern(f)) + dimg, (f(Fs))

Wegen dimp, (Fs) = 3 und dimg, (Kern(f)) = 1 ist also dimp, (f(Fg)) = 2.

Alternativ konnen wir auch das Bild von Fg unter f direkt berechnen.

f(Fs) = {2’ +2: x€Fs} ={0,B,% B+ B} =r (B, B

Da (B, B?) linear unabhiingig im Fy-Vektorraum Fg ist, erhalten wir dimg, (f(Fg)) = 2.



Hausaufgabe 38 Gegeben ist die lineare Abbildung

I —3x1 + 29 + x5 + 4x
. m4x1 2x1 ., T2 1 2 3 4
fRT =R ' (’”3)'_)(10231—33:2—333—4:1:4)'

T4

1 0 2 0
Sei B die Standardbasis und B’ := <(3) , ( é) , <_I> , <_2>) eine weitere Basis von R**!,

0 -2 0 1

Sei C die Standardbasis und C’ := ((_3), (1)) eine weitere Basis von R**!.

(a) Bestimmen Sie die beschreibende Matrix ¢ f5 .
(b) Bestimmen Sie B idB/, c’ ldc und C/fB’-
(¢) Bestimmen Sie Kern(f).

Losung. Wir bezeichnen die gegebenen Basisvektoren wie folgt.
1 0 0 0
D)) () emea=w@.o)
1 0 2 0
(@) (5) (2)- (B o=@d=).m

(a) Um die beschreibende Matrix von f beziiglich den Basen B und C' zu bestimmen, bilden
wir die Basisvektoren von B unter f ab und schreiben das Ergebnis als Linearkombination

der Basisvektoren von C.
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(b) Wir bestimmen gidg analog zu Teil (a).
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Da B die Standardbasis von R**! ist, sind also die Spalten von pidp gerade die Basis-
vektoren von B’. Das Gleiche gilt fiir ¢ ide und wir erhalten

1 0 2 0
3 1 7 0 10
idy = ider = .
BIGB =g g 1 4| ©C¢ (—3 1)
0 -2 0 1

Jetzt konnen wir ¢ idg als das Inverse von o id¢r berechnen.

. . _ 10
e = (eHde) = (3 1)

Zusammen mit ¢ fp aus Teil (a) erhalten wir daraus

10 2 0
toN/=3 1 1 4\I|3 1 7 o
/ JA— /'d' . 'd/:
of = cide-cf-pids (3 1) (10 3 1 —4) 0 8 —1 -4
0

fo100 -2 01
“\1 00 0/

(c) Es ist Kern(f) = {z € R*™! : ofp -2z = 0}. Daher bringen wir ¢ fp aus Teil (a) auf
Zeilenstufenform.

-3 1 1 4 1 -3 -3 -3 102 8
~ ~
10 -3 -1 —4 o &+ I = 01 7 28

Wir erhalten

-2 —8
Kern(f) = Kern(c f5) = gr( _17 ; _58 )
0 1

Alternativ konnen wir Kern(f) auch mit Hilfe von ¢ fg: aus Teil (b) bestimmen. Es gilt
Kern(f) = {z € R*! : px € Kern(o fp) }

Also berechnen wir zunéchst
0 0
Kern(C/fB,) = {U S R4X1 : C’fB’ U= O} = R<<g) y ((?]))
Damit erhalten wir

Kern(f) = {z € R*! : px € Kem(ofp)} = {z € R¥! ; B/:EER<(§) , <§)>}
0 1
:{xER4X1 : B’idB'Bx€R<(§)’(§)>}
0 1
0 0
~tre s areatoian (3wt ()

={zeR¥™ : gz e R((il) , (?4)> } :R<<§1) ’ <§4>>'



Hausaufgabe 39 Wir betrachten die Abbildung  : R*>? — R>? : A (537) A (573).
(a) Zeigen Sie, dass k eine R-lineare Abbildung ist.
(b) Bestimmen Sie gkp, p(kok)p und 5((kok)((37))) beziiglich der Basis
o= (). (88), (1), (61)) von B2
(c) Bestimmen Sie (/{((%?)))2 € R?*2,

Lésung.

(a) Seien A\, N € R und A, A’ € R**2, Damit s eine R-lineare Abbildung ist muss Folgendes
gelten.
KAA+NA) = As(A) + Nr(A)

In der Tat gilt
RAA+XNA) = (51) M+ XNA) (571
A AGD N (¢
Also ist k eine R-lineare Abbildung.

(b) Wir bezeichnen die gegebenen Basisvektoren mit B = (by, bs, b3, bs). Um die beschreibende
Matrix von f beziiglich der Basis B zu bestimmen, bilden wir die Basisvektoren von B
unter £ ab und schreiben das Ergebnis wieder als Linearkombination der Basisvektoren

von B.
10 1 -2
(00) oo) 1+ (—2) - b
01 0 1
K = =1-b
(00) oo) 2
00 9 _
— — 2 by 4 (—4) by +1-bs+(=2)-b
5(10) 1_2> 1+ (=4) - by 3+ (=2) - b
0 0 0 2
— — 9. bhy+1-b
"y 1) o1> 2 !
Damit erhalten wir
1 0 2 0
2 1 —4 2
K/:
BB 0 0 1 0
0 0 —2 1
und
1 0 2 0 1 0 2 0 1 0 4 0
(0 R) 2 1 —4 2 2 1 —4 2 4 1 —16 4
KO K = BRKR * Bk = =
PAME B T BB BRE 00 1 0 00 1 0 00 1 0
0 0 —2 1 0 0 —2 1 0 0 —4 1



1
Schlief3lich ist g (%?) = (8) und wir konnen wir folgt rechnen.
1

1 0 4 0 1 9
! —4 1 —16 4 0 —32
om0 = stwoms (3) = | o5 0| (5] = | 5
0 0 —41 1 =7

= (33 (39) JIEHICR
= (61) BN B2 (39) (671) = (61) (&1)° (57%)
= (%) = (1 )

t 1
Hausaufgabe 40 (a) Fiir einen Parameter ¢t € R seien v; := (g) und wy = (g) in R31,

Bestimmen Sie alle t € R, fiir welche der Flacheninhalt des von v; und w, aufgespannten
Parallelogramms gleich 21/3 ist.

' ' . 14 5-3
(b) Bestimmen Sie den Rang der Matrix <_(1) 12 2) € R34,
(¢) Sei f(X):=3—2X —4X2 + X3 € R[X]es. Sei B := (1 +X + X2, X + X2, X?) eine
Basis von R[X]<p. Sei C':= (1+ X, X + X2 X% + X3 X3) eine Basis von R[X]3.
4 5—
Sei ¢ : R[X]<5 — R[X]<2 die R-lineare Abbildung mit gppc = (_(1) 1 _% §>.

Bestimmen Sie ¢ f(X), pe(f(X)) und das Polynom ¢(f(X)) € R[X]<.
Lésung.

(a) Der Fldcheninhalt des von v; und w; aufgespannten Parallelogramms ist gegeben durch
[log X wyl|. Es gilt

t 1 2t
{2 x]olll=1|3=8]|l=vV42+ (B —-t2)2+4=Vt2—2t2413
3 t -2

Wir miissen also folgende Gleichung 16sen.

VIE =22+ 13 =2V3
st —2t2 413 =12
stt—224+1=0
st -1)02=0

Damit erhalten wir ¢t € {—1,1}.



(b) Anwenden des Gaufiverfahrens auf die gegebene Matrix liefert die folgende Zeilenstufen-

1 4 5 =3 1 45 -3 1 0 -320
o 1 2 O0f~]012 O0]~]01 2 0
-1 -4 -5 4 000 1 00 0 1

Der Rang der Matrix ist nun die Anzahl der Stufenspalten und damit gleich 3.

(¢) Um den Koordinatenvektor ¢ f(X) zu bestimmen, schreiben wir f als Linearkombination
der Basisvektoren aus C.

32X —4X?+ X3 = M1+ X)+ XX + XD+ X3( X2+ X))+ M X2, A,..., M ER

Das fiihrt auf folgendes lineares Gleichungssystem.

3=\
—2=M+X
—4 =X+ A3

l=X3+ N\

Wir erhalten A\; = 3, A\s = =5, A3 = 1 und Ay = 0. Also ist

Fiir den Koordinatenvektor po(f(X)) rechnen wir

3
1 4 5 =3 5 —12
BSO(f(X)) = ppc-cf(X) = 0O 1 2 0 1= _3
1 —4 -5 4 . 12

Damit ist o (f(X)) = (=12)- (1+ X+ X?)+(=3)- (X + X?)+12- X? = 12— 15X —3X?2.
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