Kiinzer, Nitsche, Ritter Wintersemester 2019/20
Mathematik 1 fiir inf, swt, msv
Losung 1

Losungen zu den Hausaufgaben

Hausaufgabe 1 Gegeben seien folgende Aussagen.

A & Fir alle x € R und alle € € Ry gibt es ein ¢ € Q mit |z — ¢| < e.

B & Esgibt ein z € R so, dass fiir alle € € Ry und alle ¢ € Q die Ungleichung |z — ¢| > ¢ gilt.
C' & Esgibt z € R und ¢ € Ry so, dass fiir alle ¢ € Q die Ungleichung |z — ¢| > € gilt.

D & Firallez € R gibt es € € Ryg und ¢ € Q so, dass |x — ¢| < ¢ ist.

Man finde eine dieser Aussagen, die dquivalent ist zu —=A. Man finde eine dieser Aussagen, die
aquivalent ist zu = B. Natiirlich sind die Antworten zu begriinden.

Lésung. Zunéchst driicken wir die Aussagen A, B, C' und D durch Quantoren aus.

& VeeRVeeR,,IgeQ: |z —¢q|<e
& A eRVEeRZWWVgeQ: |z —¢q|>¢
& JreRF R, VgeQ: |z —¢q|>c¢
& VeeRIeR (I eQ:|jz—¢q|l<e

O QW

Fiir A folgt unter Verwendung der Bemerkung in §1.3 des Skripts folgende Aquivalenz.

A & ~(VreRVeeR(IqeQ:|x—q| <e)
& eRIFeR(VgeQ:—(Jx—¢q|<e)
& JreRIFeER,(VGeQ: |z —¢q|>¢
s O

Analog folgt fiir =B folgende Aquivalenz.

-B & (I eRVeeR(\VgeQ:|z—q|>¢)
& VeeRIeR,IeQ: = (Jr—q| = ¢)
& VeeRIeeR,0IgeQ: |z —¢q|<e
< D

Hausaufgabe 2 Skizzieren Sie folgende Teilmengen der Ebene R2.

(a) A:={(r,y) eR?*:y= (v —1)* -1}
(b) B={(z,y) eR*: (x> 0)A(y > ;)}
() Ci=(A\B)U{(z,y) eR*: 2% +¢* =1}

) D

(d = (A\ B)N{(z,y) e R* : 2? + y* = 1}



Lésung.

(a) Esist A eine um 1 nach rechts und 1 nach unten verschobene Normalparabel.

(c, d) Esist {(x,y) € R*: 22 + y* = 1} ein Kreis mit Radius 1 um den Ursprung. Damit ergibt
sich folgende Skizze fiir die Mengen C' und D.

Dabei gehort der Schnittpunkt von A mit der Hyperbel y = % nicht zu C.



Hausaufgabe 3
(a) Seien A, B und C' Aussagen. Stellen Sie die Wahrheitstafel fiir die Aussage
D:=(AN=-B)V(BANC)V(AAN=(BVC(C))
auf. Zeigen Sie, dass D zur Aussage (AV B) A (AV C) A (=B V C) dquivalent ist.

(b) Driicken Sie die durch folgende Wahrheitstafel definierten Aussagen E und F' durch Ver-
kniipfungen der Aussagen A, B und C' mit =, A und V aus.

Alw|w| w|w/| f|f]|f]|f
Blwlw|f|f|w| w|f]f
Clw|f|lw|f|w]|f|w]|f
Elf|lw|f|f|w| w|w]|f
Flf|lflw|f|]f|w|f|w

Lésung.

(a) Wir stellen schrittweise die Wahrheitstabelle fiir D auf. Dies ergibt folgende Tabelle.

A wiw|w|w|f|f]f]f
B wiw|f|f | w|lw]|f]|f
C w|lflw|f | w|f|]w]|f
—~(BV () flf]fjwlf|f|f|w
AN-B flfjwiw/|f|f|f]|f
BAC w|lf|f|f|w]|f]f]|f
AN=(BvC) | f | f | f|w|f]|f|f]f
0 e[l lwlwlile]T]

Nun stellen wir schrittweise die Wahrheitstabelle fiir die Aussage
D:=(AVB)A(AVC)A(=BVC)

auf. Dabei erhalten wir folgende Tabelle.

A wiw|w|w|f|f]f]f
B wiw|f|f | w|w]|f]|f
C w|lflw|f | w|f|]w]|f
AVB |[w|lw|lw|w|w|w|f]|f
AvC |wilw|w|w|w|f|w]|Hf
-BvC|w|f|w|w|lw|f | w|w
D w| f|lw|w| w|f]f]|f

Aus diesen beiden Tabellen lesen wir ab, dass D genau dann wahr ist, wenn D wahr ist.
Also gilt D < D.



(b) Zunéchst beschreiben wir alle Spalten, in denen E wahr ist. Dies sind
(ANBA-C), (mAANBAC), (FAANBA-C)und (FAAN-BAC).

Durch Verkniipfung dieser Ausdriicke mit V erhalten wir einen Ausdruck fiir F.
D.h. es gilt

E & (AABA-C)V(ZAANBAC)V(-AANBA-C)V (mAAN-BACQC).
Analog erhalten wir
F & (AN-BAC)V(mAANBA-C)V (mAAN-BA-C).
Hausaufgabe 4 Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Fir alle Mengen A und B ist Pot(A N B) = Pot(A) N Pot(B).
(b) Fiir alle Mengen A und B ist Pot(A U B) = Pot(A) U Pot(B).
(c) Fiir alle Mengen A und B ist Pot(A x B) = Pot(A) x Pot(B).
(d) Fiir alle Mengen A und B ist Pot(A \ B) = Pot(A) \ Pot(B).

Lésung.
(a) Diese Aussage ist wahr. Dies kann wie folgt gezeigt werden.

Sei X eine Menge. Dann gilt folgende Aquivalenz von Aussagen.

X ePot(ANB) & X C(ANB)
& (XCA)AN(XCB)
& (X € Pot(A)) A (X € Pot(B)))
< X € Pot(A) N Pot(B)

Da Mengen genau dann gleich sind, wenn sie die gleichen Elemente haben, folgt
Pot(A N B) = Pot(A) N Pot(B).
(b) Diese Aussage ist falsch. Dies kann durch Angabe eines Gegenbeispiels gezeigt werden.
Sei A:= {1} und B := {2}. Dann ist AU B = {1,2} und es gilt
Pot(AUB) = {0.{1}.{2}.{1,2}}
Pot(A)UPot(B) = {0, {1}}U{0,{2}} ={0.{1},{2}}
Insbesondere ist in diesem Fall Pot(A U B) # Pot(A) U Pot(B).

(c) Diese Aussage ist falsch. Dies kann durch Angabe eines Gegenbeispiels gezeigt werden.
Sei A:= {1} und B :={1}. Dann ist A x B = {(1,1)} und es gilt
Pot(Ax B) = {0.{(1,1)}}
Pot(A) x Pot(B) = {0, {1}} x {0, {1}} ={(®,0), (0,{1}), {1}.0), ({1}, {1})}
Insbesondere ist in diesem Fall Pot(A x B) # Pot(A) x Pot(B).



(d) Diese Aussage ist falsch. Dies kann durch Angabe eines Gegenbeispiels gezeigt werden.
Sei A:= {1} und B := {1}. Dann ist A\ B = () und es gilt

Pot(A\ B) = {0}
Pot(A) \ Pot(B) = {0,{1}}\{0.{1}} =0

Insbesondere ist in diesem Fall Pot(A \ B) # Pot(A) \ Pot(B).
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