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Hausaufgabe 33 Sei A eine abelsche Kategorie. Sei in A der Pushout
f
X——Y

| Lk
X —Y
f/

P—=Y

v Y
X' —=Y
f! ’
(1) Man zeige: (P,Y, X', Y") ist ein Quadrat.

gegeben. Man bilde den Pullback

(2) Man zeige: Der eindeutig existente Morphismus X < P mit au = f und av = 2 ist ein
Epimorphismus.

(3) Man konstruiere ein Quadrat (K;, X, K,, P).

Lésunyg.
Zu (1,2). Der Pushout (X,Y, X’ Y”) hat die rechtsexakte Diagonalsequenz

f/
T e )

ST

X’@Y4—>Y’

Wir tragen ein Bild P von (= f) ein.

Es ist darin auch (P, X’ @ Y,Y”) rechtsexakt, wegen (v u) also kurz exakt. Somit haben wir das Quadrat
P—sY
vl O \Ly
X' —=Y,

was insbesondere ein Pullback ist.
Esist a(vu) = (=), also av = z und au = f, und dieser Morphismus « ist ein Epimorphimus.

Zu (3). Wir wenden das Umfangssequenzlemma auf das kommutative Dreieck (X, P,Y) an

X' , Y’




Da a epimorph ist, ist C, ~ 0. Da (0,K,, Ky, K,, C,) lang exakt ist, ist ¢ epimorph und b ein Kern von c.
Wegen idk, tq = bey wird auf den gewéhlten Kernen von ¢ und von a der Isomorphismus idyk, induziert.

Wegen ¢ und a epimorph wird auch auf den Cokernen ein Isomorphismus induziert, ndmlich ein Isomorphismus
von Nullobjekt zu Nullobjekt.

Hausaufgabe 34 Wir arbeiten in A = Z/27-Mod.

(1) Man ergénze das Diagramm Z/3 2 Z]9 & Z/27 zu einem Pullback. Man teste das
Kern-Cokern-Kriterium in beiden Richtungen, horizontal und vertikal. Liegt ein Quadrat
vor?

(2) Man ergénze das Diagramm 7Z/9 3z /9 &7 /27 zu einem Pullback. Welche seiner Mor-
phismen sind Retraktionen? Man teste das Kern-Cokern-Kriterium in beiden Richtungen,
horizontal und vertikal.

(3) Man gebe einen Pullback an, der kein Quadrat ist.

Lésung. Zu (1). Wir ergénzen zu folgender linksexakten Diagonalsequenz.

(13) (%)
— o>

7./9 7.)3® )27 ~+ 7,/9

Wegen (_31) epimorph ist sie auch kurz exakt.

Auf das aus dieser kurz exakten Diagonalsequenz resultierende Quadrat wenden wir das Kern-Cokern-Kriterium
wie folgt horizontal und vertikal an.

0———>0

e

7)3 —3>7/9 —F>7/3 —

| e b

7)3 —e=17/27 H—>Z/9 ——

Tl

Z/3%~Z/3

Da auf den Kernen und Cokernen durchweg Isomorphismen induziert werden, wird so zweimal bestétigt, einmal
vertikal, einmal horizontal, daf} ein Quadrat vorliegt.

Zu (2). Wir ergénzen zu folgender linksexakten Diagonalsequenz.

(63) (21)

7)9® 73 a5 7,)9 B /27 ~+> 7,/9

Denn es ist (§5) () = (§), als Morphismus von Z/9 & Z/3 nach Z/9.

3
Ferner ist Z/9 @ Z/3 — ( 9) Z/9 ® Z/27 injektiv, da fur (m + 9Z,n + 3Z) € Z/9 ® Z/3 aus m =g 0 und
3m + 9n =97 0 folgt, dafl n =3 0 ist.
SchlieBlich ist ( %) surjektiv, weswegen der Kern Ordnung 9 - 27/9 = 27 hat. Damit ist die Sequenz exakt bei
Z/9 & Z/27, und insgesamt tatsdchlich kurz exakt.

Auf das aus dieser kurz exakten Diagonalsequenz resultierende Quadrat wenden wir das Kern-Cokern-Kriterium



wie folgt horizontal und vertikal an.
7/3—L ~7/3

(01)(3_% o v

Z]3—e>7Z/9®Z/3+—Z]/9 —+—0

llz <g)l : l‘* zl

7)3 —s—17,/27 —=Z/9 —+—>0
bk
L3 —=1/3

3
Hierbei ist Z/3 >~ 7/942/3 ein Kern von Z/9GZ/3 @ 7,27, da fiir (m+9Z,n+3Z) € Z/98Z/3 genau
dann 3m+9n =37 0 ist, wenn m =9 —3n ist, wenn also (m+9Z,n+3Z) = (—3n+9Z,n+3Z) = (n+3Z) (3 -1)
ist.

Da auf den Kernen und Cokernen durchweg Isomorphismen induziert werden, wird so zweimal bestétigt, einmal
vertikal, einmal horizontal, daf} ein Quadrat vorliegt.

Zu (3). Es ist z.B.

0——0

|

0——=17/3
ein Pullback, aber kein Quadrat, da die Diagonalsequenz

0—=050——>17Z/3

linksexakt ist, aber nicht rechtsexakt.

Hausaufgabe 35 (A50) Sei A eine abelsche Kategorie. Man zeige.
(1) Esist [Z*, AT eine abelsche Kategorie.

(2) Die volle Teilkategorie C(A) C [Z*, AT der Komplexe mit Werten in A ist eine abelsche
Kategorie.

Lésung.

Zu (1,2).

Zeigen wir, da3 [ZX, AT additiv ist.

Fiir X € Ob[Z*, AT und v — v in Z¥ schreiben wir X (u — v) =: (X, ELE Xy).

Fiir X —~ Y in [Z*, AT und u € ObZ¥ schreiben wir (X L, Yu=: (X, o, Ya.).
Es ist also X, f, = f.Y, stets.

Wir sehen einen Funktor von Z¥ nach A als “Diagramm auf Z¥ mit Werten in A” an.

Setze 0(u —» v) 1= (0 — 0) fiir u — v in Z¥. Dies liefert einen Funktor 0 € Ob[IZk, AT. Fiir alle X €
Ob[ZX, AT gibt es genau einen Morphismus X — 0, denn das einzige hierzu in Frage kommende Tupel ist
in der Tat natiirlich. Dual hierzu gibt es auch genau einen Morphismus 0 — X. Also ist 0 ein Nullobjekt in
[ZX, Al. Fiir X, Y € Ob[ZX, AT ist dementsprechend der Nullmorphismus durch (X N Y)u = (Xy o Y,)
fiir u € ObZ* gegeben.

Zu (Add1). Seien X, Y € [Z*, AT gegeben.

Sei u € ObZX. Wir haben direkte Summen X, @ Y, fir v € ObZX, zusammen mit Inklusionsmorphis-
men X, — X, @Y, und Y, —» X, @Y, , sowie Projektionsmorphismen X, & Y, —» X, und X, @

Tw,2

Y, 2y, .



Setze (X ®Y), := X, @Y, fiir u € ObZX. Fiir u —%+ v setzen wir

(XBY)a (*v,)

(XOY) — (X BY)y) = (X, 0Yy —'X,aY,) .

Dann ist X @ Y € Ob[IZ*, AT. Denn zum einen ist (X @ Y);q = (id id) = id. Zum anderen ist fiir gegebene
uiv—ﬁ»w in Z* auch

XaY)aXaY)s = (Yy)(Py,) = (X“Xﬁ yayﬁ) = (X“B YQB) = (X®Y)ap -

Setze t1 : X —= X @Y durch (11), = t1, fir u € ObZX. Es ist ¢; ein Morphismus in [Z¥, AT, i.e. eine

Transformation, da fiir u —%+ v in Zk sich
Ll,u(X@Y)a = (10) (Xa YQ) = (X(,O) = Xa(lo) = Xalfl,v

ergibt. Analog resp. dual dazu koénnen wir v : Y —X & Y durch (t2)y, := (24, sowie
m: X @Y — X durch (m1), :=m, und m : X &Y — X durch (m3), := g, festlegen.

Zu (Sum 1). Seien Transformationen S S X und S Y gegeben.

Zur Existenz des Induzierten. Setze S " X @Y durch (¢n), = (& ) fiir u € ObZX. Dies ist eine Trans-

. .. @ . .
formation, da fiir v — v in Z* sich

(), X®Y)a = (Gum)(Fy,) = (&XamYa)
= (Sabv Sam) = Sa(&nn) = Sy ()

v

ergibt. Ferner ist in der Tat (¢7) 7 = &, da sich bei u € ObZX
((E 71)7T1)u - (Eu nu)ﬂ-l,u - gu

ergibt. Genauso wird auch (¢n)m = 7.

Zur Eindeutigkeit des Induzierten. Sei umgekehrt ein S <. X @Y mit (m; = £ und (s = n gegeben. Bei
u € ObZX ist dann (714 = ((71)u = & und (2 = ((T2)u = N, also insgesamt ¢, = (&u ).

Zu (Sum2). Dual zu (Sum1).

Zu (Sum 3). Es ist t1ym = 1, da bei u € ObZX sich (1171), = t1,uT1,w = 1 ergibt. Es ist 1m0 = 0, da bei
u € Ob ZX sich (1172)y = 11,472, = 0 ergibt. Genauso wird auch tam = 0 und tome = 1.

Zu (Add2). Sei X € Ob[IZX, AT. Wir behaupten, daB (1) = (1¥%%) : X & X — X & X durch

1X 1X
(1 °%X), = (1% My ) fiir u € ObZ* gegeben ist. In der Tat wird

v (12°55), M = (0 (IX5) m)u = (Ix)u = 1x,
usf. Daher ist (%i 0{‘;( )u ein Isomorphismus fiir alle u € ObZ¥. Mit Bemerkung 92 folgt, da8 (%i O{‘;‘ ) eine
Isotransformation, i.e. ein Isomorphismus in [Z¥, AT ist.
Zeigen wir, dafl C(A) additiv ist.
Wir wissen mittlerweile, dafi [Z*, AT additiv ist. Darin ist C(.A) eine volle Teilkategorie. Es geniigt zu zeigen,
dafl C(A) darin eine volle additive Teilkategorie ist.
Zum einen ist unser Nullobjekt in IZX, AT in der Tat ein Komplex, i.e. in Ob C(A).
Bleibt zum anderen zu zeigen, dafl die direkte Summe zweier Komplexe wieder ein Komplex ist. Seien also

X,Y € ObC(A) gegeben. Sei n € Z. Wir haben zu zeigen, dafl der Morphismus n —n + 2 unter X @ Y auf
einen Nullmorphismus abgebildet wird. Wir erhalten

(XaY)" — (X @ Y)"t?)

(Xoy)"—(XoY)™ — (XaY)"?)

dan dn+1
( X dg) ( X d;’}+1
—_— _—

— (Xn ayYy" Xn+1 @ YnJrl Xn+2 o) Yn+2)
d%ditt

_ (Xn @ Yn ( XX d%d;"’l) Xn+2 @ Y"+2)
o)

(Xn o) 4L Xn+2 o) Yn+2) .



Zeigen wir, daf3 [ZX, AT abelsch ist.
Mit (1) wissen wir, da8 [Z¥, AT additiv ist. Dank Dualitiit geniigt es nun, (Ab1,2) zu zeigen.

Zu (Ab1). Sei X = Y in [Z¥, AT gegeben. Wir konstruieren einen Kern K von f. Sei K, . X, ein Kern

von X, S, Y, fiir u € ObZX. Fiir u —%+ ¥ in ZX konstruieren wir

f’U/

K, Xy ——Y,

K, Xa i lya
iy f

Kv XU—U>YU;

cf. Bemerkung 124.(2). Dies definiert einen Funktor K, da wegen der Eindeutigkeit des auf den Kernen Induzier-

ten auch Kiq =id und K,g = K, Ky fiir u e BN w in Z¥ ist; fiir ersteres beachte man Kiq 4y = iy = id iy ;
fiir letzteres beachte man Kopg iy = 1w Xag = tuXaXp = Kot Xp = Ko Kpg iy .

Da nach Konstruktion i, X, = K1, ist fir « s vin ZX, ist 7 in der Tat eine Transformation.

t
Wir behaupten, daB i ein Kern von f ist. Sei T — X mit tf = 0 gegeben. Fiir u € ObZ¥ ist dann t,f, =
(tf)n = 0. Da i, nach Konstruktion ein Kern von f, ist, gibt es folglich ein ¢/, : T, — K, mit ¢, i,, = t, . Fiir
U —> v in ZX ist t, Koiy = tiuXe = tuXe = Taty = Tathi, , und also, wegen i, monomorph, ¢, K, = Tat! .

Somit ist ¢’ : T — K eine Transformation mit t's = ¢t. Die Eindeutigkeit von ¢’ beziiglich ' = ¢ folgt aus der
Monomorphie von i, fiir « € ObZX. Dies zeigt die Behauptung.

Zu (Ab2). Sei X 2 Y ein Monomorphismus. Wir haben zu zeigen, dafl f ein Kern eines Morphismus in
(7%, AT ist.
Nach Bemerkung 119.(3) ist 0 — X ein Kern von f. Nach Bemerkung 119.(2) ist der in (Ab1) konstruierte

Kern von f also isomorph zu 0. Folglich ist Ky, ~ 0 fiir alle w € Ob 7Z%. Nach Bemerkung 119.(5,3) folgt, dafl
f. monomorph ist fiir u € Ob ZK.

Dual zur Konstruktion fiir (Ab1) erhalten wir einen Cokern Y’ — Cvon X L. Y mit r, Cokern von f, fiir
u € ObZX. Es ist f, ein Kern von r,, . Nach Konstruktion fiir (Ab1) ist f ein Kern von 7, da fiir u —» v in Z¥
der eindeutige Morphismus & mit £f, = f, Y, gleich X, ist.

Zeigen wir, daf3 C(A) abelsch ist.

Wir wissen mittlerweile, dal C(A) eine volle additive Teilkategorie der abelschen Kategorie [Z¥, AT ist.

Mit Dualitét gentigt es zu zeigen, dafl wenn K —+ X derin [Z*, AQ wie oben konstruierte Kern eines Morphis-

mus X —~ Y in C(A) ist, dann K € Ob C(A) liegt, und damit K —+ X sich in C(A) befindet. Sei also n € Z
gegeben. Wir haben zu zeigen, dafl der Morphismus n — n + 2 unter K auf einen Nullmorphismus abgebildet
wird. Wir erhalten, wenn wir die vereinbarte Differentialnotation fiir K schon vorwegnehmen,
jnt2
Kn Kn+2 o Xn+2)
dan dn+l in+2
K, gntl K, gnt2 o, Xn+2)
‘n+1 dn

(
(K" ——
— (Kn Kn+1 ’ Xn+1 Xn+2)
dy dytt
( X
(

n
dK

Fid

K" —e» X7 Xn+1 R Xn+2)

Kn Xn+2)

Damit ist auch K™ — K"*2 gelbst null.

Hausaufgabe 36 Sei A eine abelsche Kategorie. Sei in A ein Morphismus kurz exakter Se-
quenzen folgender Form gegeben.

(10) (1)

X XpY —+—Y

Oi l(gg) ) lo

X/ (10) XI@Y/ 1 Y/

Man berechne hierfiir die lang exakte Sequenz aus dem Schlangenlemma.



Losung. Wie im Beweis zum Schlangenlemma bilden wir folgendes kommutative Diagramm.

1le
X
y
(29)

~
o
oo
~—

(10)
/'/

X’ (130) X/@Y/ 5 Y/
Wa® U
y
o X 1(Pa Y’ +1
() v
/ ey () .
X! C,oY’ Y’

Darin ist das Viereck (X, X@Y, X', X'®Y) ein Quadrat, und also auch ein Pushout wie verlangt, da horizontal
das Kern-Cokern-Kriterium erfiillt ist.

10 00
Es ist X®K, L XaY (a—0> X' @Y’ da zum einen ((1“0&) monomorph ist und da zum anderen fiir

T L), X®Y mit (uv) (28) = (00) sich va = 0 ergibt, also v/ mit v'1, = v existiert und somit auch

(uv') (0) = (wv) gilt.

(a0) (s 1)

Dual ist XY —— X' @Y’ ——% C, @Y’ rechtsexakt.
Somit ergibt sich die lang exakte Sequenz aus dem Schlangenlemma zu

0 0
0 - x U9 xeK, L),y =oy xo 220), C,oY Gy Ly

Man kann auch den Spezialfall X = 0 und Y’ = 0 dieses Diagramms betrachten. Auch diesenfalls ist der Konnektor
durch Y =% X’ gegeben.
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