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Lösung 9

Hausaufgabe 33 Sei A eine abelsche Kategorie. Sei in A der Pushout

X
f //

x
��

Y

y
��

X ′
f ′
// Y ′

gegeben. Man bilde den Pullback
P u //

v
��

Y

y
��

X ′
f ′
// Y ′ .

(1) Man zeige: (P, Y,X ′, Y ′) ist ein Quadrat.

(2) Man zeige: Der eindeutig existente Morphismus X
a−→ P mit au = f und av = x ist ein

Epimorphismus.

(3) Man konstruiere ein Quadrat (Kf , X,Ku, P ).

Lösung.

Zu (1, 2). Der Pushout (X,Y,X ′, Y ′) hat die rechtsexakte Diagonalsequenz

X
(x f ) // X ′ ⊕ Y

�

(
f ′

−y

)
// Y ′ .

Wir tragen ein Bild P von (x f ) ein.
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X ′ ⊕ Y �
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)
// Y ′ .

Es ist darin auch (P,X ′ ⊕ Y, Y ′) rechtsexakt, wegen (v u) also kurz exakt. Somit haben wir das Quadrat

P
u //

v

��
□

Y

y

��
X ′

f ′
// Y ′ ,

was insbesondere ein Pullback ist.

Es ist a (v u) = (x f ), also av = x und au = f , und dieser Morphismus a ist ein Epimorphimus.

Zu (3). Wir wenden das Umfangssequenzlemma auf das kommutative Dreieck (X,P, Y ) an.
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Da a epimorph ist, ist Ca ≃ 0. Da (0,Ka,Kf ,Ku,Ca) lang exakt ist, ist c epimorph und b ein Kern von c.

Wegen idKa
ιa = bιf wird auf den gewählten Kernen von c und von a der Isomorphismus idKa

induziert.

Wegen c und a epimorph wird auch auf den Cokernen ein Isomorphismus induziert, nämlich ein Isomorphismus

von Nullobjekt zu Nullobjekt.

Hausaufgabe 34 Wir arbeiten in A = Z/27-Mod.

(1) Man ergänze das Diagramm Z/3 3−→ Z/9 1←− Z/27 zu einem Pullback. Man teste das
Kern-Cokern-Kriterium in beiden Richtungen, horizontal und vertikal. Liegt ein Quadrat
vor?

(2) Man ergänze das Diagramm Z/9 3−→ Z/9 1←− Z/27 zu einem Pullback. Welche seiner Mor-
phismen sind Retraktionen? Man teste das Kern-Cokern-Kriterium in beiden Richtungen,
horizontal und vertikal.

(3) Man gebe einen Pullback an, der kein Quadrat ist.

Lösung. Zu (1). Wir ergänzen zu folgender linksexakten Diagonalsequenz.

Z/9 •
(1 3) // Z/3⊕ Z/27 �

(
3
−1

)
// Z/9

Wegen
(

3
−1

)
epimorph ist sie auch kurz exakt.

Auf das aus dieser kurz exakten Diagonalsequenz resultierende Quadrat wenden wir das Kern-Cokern-Kriterium
wie folgt horizontal und vertikal an.

0

•
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∼
// 0

•
��

Z/3 •
3 //

1 ≀
��

Z/9 �1 //

•3
��

□

Z/3

•3
��

� // 0

≀
��

Z/3 •
9 // Z/27 �

1

//

_1

��

Z/9 � //

_ 1

��

0

Z/3 ∼
1
// Z/3

Da auf den Kernen und Cokernen durchweg Isomorphismen induziert werden, wird so zweimal bestätigt, einmal
vertikal, einmal horizontal, daß ein Quadrat vorliegt.

Zu (2). Wir ergänzen zu folgender linksexakten Diagonalsequenz.

Z/9⊕ Z/3 •

(
1 3
0 9

)
// Z/9⊕ Z/27 �

(
3
−1

)
// Z/9

Denn es ist
(
1 3
0 9

) (
3
−1

)
=

(
0
0

)
, als Morphismus von Z/9⊕ Z/3 nach Z/9.

Ferner ist Z/9 ⊕ Z/3

(
1 3
0 9

)
−−−−→ Z/9 ⊕ Z/27 injektiv, da für (m + 9Z, n + 3Z) ∈ Z/9 ⊕ Z/3 aus m ≡9 0 und

3m+ 9n ≡27 0 folgt, daß n ≡3 0 ist.

Schließlich ist
(

3
−1

)
surjektiv, weswegen der Kern Ordnung 9 · 27/9 = 27 hat. Damit ist die Sequenz exakt bei

Z/9⊕ Z/27, und insgesamt tatsächlich kurz exakt.

Auf das aus dieser kurz exakten Diagonalsequenz resultierende Quadrat wenden wir das Kern-Cokern-Kriterium



wie folgt horizontal und vertikal an.

Z/3
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1
∼

// Z/3
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(0 1) //

1 ≀
��
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1

//

_1

��

Z/9 � //

_ 1

��
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Z/3 ∼
1

// Z/3

Hierbei ist Z/3 (3 −1)−−−−→ Z/9⊕Z/3 ein Kern von Z/9⊕Z/3
(
3
9

)
−−−→ Z/27, da für (m+9Z, n+3Z) ∈ Z/9⊕Z/3 genau

dann 3m+9n ≡27 0 ist, wenn m ≡9 −3n ist, wenn also (m+9Z, n+3Z) = (−3n+9Z, n+3Z) = (n+3Z) (3 −1)
ist.

Da auf den Kernen und Cokernen durchweg Isomorphismen induziert werden, wird so zweimal bestätigt, einmal
vertikal, einmal horizontal, daß ein Quadrat vorliegt.

Zu (3). Es ist z.B.
0 //

��

0

��
0 // Z/3

ein Pullback, aber kein Quadrat, da die Diagonalsequenz

0 • // 0⊕ 0 // Z/3

linksexakt ist, aber nicht rechtsexakt.

Hausaufgabe 35 (A50) Sei A eine abelsche Kategorie. Man zeige.

(1) Es ist Zk,A eine abelsche Kategorie.

(2) Die volle Teilkategorie C(A) ⊆ Zk,A der Komplexe mit Werten in A ist eine abelsche
Kategorie.

Lösung.

Zu (1, 2).

Zeigen wir, daß Zk,A additiv ist.

Für X ∈ Ob Zk,A und u -α v in Zk schreiben wir X(u -α v) =: (Xu
-Xα

Xv).

Für X -f Y in Zk,A und u ∈ ObZk schreiben wir (X -f Y )u =: (Xu
-fu Yu).

Es ist also Xαfv = fuYα stets.

Wir sehen einen Funktor von Zk nach A als “Diagramm auf Zk mit Werten in A ” an.

Setze 0(u -α v) := (0 - 0) für u -α v in Zk. Dies liefert einen Funktor 0 ∈ Ob Zk,A . Für alle X ∈
Ob Zk,A gibt es genau einen Morphismus X - 0, denn das einzige hierzu in Frage kommende Tupel ist
in der Tat natürlich. Dual hierzu gibt es auch genau einen Morphismus 0 - X. Also ist 0 ein Nullobjekt in

Zk,A . Für X, Y ∈ Ob Zk,A ist dementsprechend der Nullmorphismus durch (X -0 Y )u = (Xu
-0 Yu)

für u ∈ ObZk gegeben.

Zu (Add 1). Seien X, Y ∈ Zk,A gegeben.

Sei u ∈ ObZk. Wir haben direkte Summen Xu ⊕ Yu für u ∈ ObZk, zusammen mit Inklusionsmorphis-

men Xu
-ιu,1

Xu ⊕ Yu und Yu
-ιu,2

Xu ⊕ Yu , sowie Projektionsmorphismen Xu ⊕ Yu
-πu,1

Xu und Xu ⊕

Yu
-πu,2

Yu .



Setze (X ⊕ Y )u := Xu ⊕ Yu für u ∈ ObZk. Für u -α v setzen wir

(
(X ⊕ Y )u -(X⊕Y )α

(X ⊕ Y )v
)

:=
(
Xu ⊕ Yu

-

(
Xα

Yα

)
Xv ⊕ Yv

)
.

Dann ist X ⊕ Y ∈ Ob Zk,A . Denn zum einen ist (X ⊕ Y )id =
(
id

id

)
= id. Zum anderen ist für gegebene

u -α v -β w in Zk auch

(X ⊕ Y )α(X ⊕ Y )β =
(
Xα

Yα

) (Xβ
Yβ

)
=

(
XαXβ

YαYβ

)
=

(
Xαβ

Yαβ

)
= (X ⊕ Y )αβ .

Setze ι1 : X - X ⊕ Y durch (ι1)u := ι1,u für u ∈ ObZk. Es ist ι1 ein Morphismus in Zk,A , i.e. eine

Transformation, da für u -α v in Zk sich

ι1,u(X ⊕ Y )α = (1 0)
(
Xα

Yα

)
= (Xα 0) = Xα (1 0) = Xαι1,v

ergibt. Analog resp. dual dazu können wir ι2 : Y - X ⊕ Y durch (ι2)u := ι2,u , sowie
π1 : X ⊕ Y - X durch (π1)u := π1,u und π2 : X ⊕ Y - X durch (π2)u := π2,u festlegen.

Zu (Sum1). Seien Transformationen S -ξ X und S -η Y gegeben.

Zur Existenz des Induzierten. Setze S -(ξ η )
X ⊕ Y durch (ξ η )u = (ξu ηu ) für u ∈ ObZk. Dies ist eine Trans-

formation, da für u -α v in Zk sich

(ξ η )u (X ⊕ Y )α = (ξu ηu )
(
Xα

Yα

)
= (ξuXα ηuYα )

= (Sαξv Sαηv ) = Sα (ξv ηv ) = Sα (ξ η )v

ergibt. Ferner ist in der Tat (ξ η )π1 = ξ, da sich bei u ∈ ObZk

((ξ η )π1)u = (ξu ηu )π1,u = ξu

ergibt. Genauso wird auch (ξ η )π2 = η.

Zur Eindeutigkeit des Induzierten. Sei umgekehrt ein S -ζ X ⊕ Y mit ζπ1 = ξ und ζπ2 = η gegeben. Bei
u ∈ ObZk ist dann ζuπ1,u = (ζπ1)u = ξu und ζuπ2,u = (ζπ2)u = ηu , also insgesamt ζu = (ξu ηu ).

Zu (Sum2). Dual zu (Sum1).

Zu (Sum3). Es ist ι1π1 = 1, da bei u ∈ ObZk sich (ι1π1)u = ι1,uπ1,u = 1 ergibt. Es ist ι1π2 = 0, da bei
u ∈ ObZk sich (ι1π2)u = ι1,uπ2,u = 0 ergibt. Genauso wird auch ι2π1 = 0 und ι2π2 = 1.

Zu (Add 2). Sei X ∈ Ob Zk,A . Wir behaupten, daß
(
1 0
1 1

)
=

(
1X 0X,X
1X 1X

)
: X ⊕ X - X ⊕ X durch(

1X 0X,X
1X 1X

)
u
=

(
1Xu 0Xu,Xu
1Xu 1Xu

)
für u ∈ ObZk gegeben ist. In der Tat wird

ι1,u
(
1X 0X,X
1X 1X

)
u
π1,u = (ι1

(
1X 0X,X
1X 1X

)
π1)u = (1X)u = 1Xu

,

usf. Daher ist
(
1X 0X,X
1X 1X

)
u
ein Isomorphismus für alle u ∈ ObZk. Mit Bemerkung 92 folgt, daß

(
1X 0X,X
1X 1X

)
eine

Isotransformation, i.e. ein Isomorphismus in Zk,A ist.

Zeigen wir, daß C(A) additiv ist.

Wir wissen mittlerweile, daß Zk,A additiv ist. Darin ist C(A) eine volle Teilkategorie. Es genügt zu zeigen,
daß C(A) darin eine volle additive Teilkategorie ist.

Zum einen ist unser Nullobjekt in Zk,A in der Tat ein Komplex, i.e. in ObC(A).
Bleibt zum anderen zu zeigen, daß die direkte Summe zweier Komplexe wieder ein Komplex ist. Seien also
X, Y ∈ ObC(A) gegeben. Sei n ∈ Z. Wir haben zu zeigen, daß der Morphismus n - n+ 2 unter X ⊕ Y auf
einen Nullmorphismus abgebildet wird. Wir erhalten(

(X ⊕ Y )n - (X ⊕ Y )n+2
)

=
(
(X ⊕ Y )n - (X ⊕ Y )n+1 - (X ⊕ Y )n+2

)
=

(
Xn ⊕ Y n -

(
dn
X

dn
Y

)
Xn+1 ⊕ Y n+1 -

(
dn+1
X

dn+1
Y

)
Xn+2 ⊕ Y n+2

)
=

(
Xn ⊕ Y n -

(
dn
Xdn+1

X

dn
Y dn+1

Y

)
Xn+2 ⊕ Y n+2

)
=

(
Xn ⊕ Y n -

(
0
0

)
Xn+2 ⊕ Y n+2

)
.



Zeigen wir, daß Zk,A abelsch ist.

Mit (1) wissen wir, daß Zk,A additiv ist. Dank Dualität genügt es nun, (Ab 1, 2) zu zeigen.

Zu (Ab 1). Sei X -f Y in Zk,A gegeben. Wir konstruieren einen Kern K von f . Sei Ku
-riu Xu ein Kern

von Xu
-fu Yu für u ∈ ObZk. Für u -α v in Zk konstruieren wir

Ku

Kα

��

•
iu // Xu

Xα

��

fu // Yu

Yα

��
Kv •

iv // Xv
fv // Yv ;

cf. Bemerkung 124.(2). Dies definiert einen Funktor K, da wegen der Eindeutigkeit des auf den Kernen Induzier-

ten auch Kid = id und Kαβ = KαKβ für u -α v -β w in Zk ist; für ersteres beachte man Kid iu = iu = id iu ;
für letzteres beachte man Kαβ iw = iuXαβ = iuXαXβ = Kα ivXβ = KαKβ iw .

Da nach Konstruktion iuXα = Kαiv ist für u -α v in Zk, ist i in der Tat eine Transformation.

Wir behaupten, daß i ein Kern von f ist. Sei T -t X mit tf = 0 gegeben. Für u ∈ ObZk ist dann tufu =
(tf)u = 0. Da iu nach Konstruktion ein Kern von fu ist, gibt es folglich ein t′u : Tu

- Ku mit t′uiu = tu . Für

u -α v in Zk ist t′uKαiv = t′uiuXα = tuXα = Tαtv = Tαt
′
viv , und also, wegen iv monomorph, t′uKα = Tαt

′
v .

Somit ist t′ : T - K eine Transformation mit t′i = t. Die Eindeutigkeit von t′ bezüglich t′i = t folgt aus der
Monomorphie von iu für u ∈ ObZk. Dies zeigt die Behauptung.

Zu (Ab 2). Sei X -f Y ein Monomorphismus. Wir haben zu zeigen, daß f ein Kern eines Morphismus in
Zk,A ist.

Nach Bemerkung 119.(3) ist 0 - X ein Kern von f . Nach Bemerkung 119.(2) ist der in (Ab 1) konstruierte
Kern von f also isomorph zu 0. Folglich ist Kfu ≃ 0 für alle u ∈ ObZk. Nach Bemerkung 119.(5, 3) folgt, daß
fu monomorph ist für u ∈ ObZk.

Dual zur Konstruktion für (Ab 1) erhalten wir einen Cokern Y -r C von X -f Y mit ru Cokern von fu für

u ∈ ObZk. Es ist fu ein Kern von ru . Nach Konstruktion für (Ab 1) ist f ein Kern von r, da für u -α v in Zk

der eindeutige Morphismus ξ mit ξfv = fuYα gleich Xα ist.

Zeigen wir, daß C(A) abelsch ist.

Wir wissen mittlerweile, daß C(A) eine volle additive Teilkategorie der abelschen Kategorie Zk,A ist.

Mit Dualität genügt es zu zeigen, daß wenn K -i X der in Zk,A wie oben konstruierte Kern eines Morphis-

mus X -f Y in C(A) ist, dann K ∈ ObC(A) liegt, und damit K -i X sich in C(A) befindet. Sei also n ∈ Z
gegeben. Wir haben zu zeigen, daß der Morphismus n - n+2 unter K auf einen Nullmorphismus abgebildet
wird. Wir erhalten, wenn wir die vereinbarte Differentialnotation für K schon vorwegnehmen,

(Kn - Kn+2 -rin+2

Xn+2)

= (Kn -dn
K

Kn+1 -dn+1
K Kn+2 -rin+2

Xn+2)

= (Kn -dn
K

Kn+1 -rin+1

Xn+1 -dn+1
X Xn+2)

= (Kn -rin Xn -dn
X

Xn+1 -dn+1
X Xn+2)

= (Kn -0 Xn+2) .

Damit ist auch Kn - Kn+2 selbst null.

Hausaufgabe 36 Sei A eine abelsche Kategorie. Sei in A ein Morphismus kurz exakter Se-
quenzen folgender Form gegeben.

X

0
��

•
(1 0) // X ⊕ Y(

0 0
a 0

)
��

�

(
0
1

)
// Y

0
��

X ′ •
(1 0) // X ′ ⊕ Y ′ �

(
0
1

)
// Y ′

Man berechne hierfür die lang exakte Sequenz aus dem Schlangenlemma.



Lösung. Wie im Beweis zum Schlangenlemma bilden wir folgendes kommutative Diagramm.
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0
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(
0
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)
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X ′ •
(1 0) //

_1
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X ′⊕Y ′

(
0
1

)
//

_
(
ρa 0
0 1

)

��

�H
HHH

H (
0
1

)
##H

HHH
H

Y ′

_1

��

X ′

(ρa 0) **

Y ′

•
1

&&
X ′

||||||||

||||||||
Ca⊕Y ′

6(
0
1

)
;;

Y ′

Darin ist das Viereck (X,X⊕Y,X ′, X ′⊕Y ) ein Quadrat, und also auch ein Pushout wie verlangt, da horizontal
das Kern-Cokern-Kriterium erfüllt ist.

Es ist X⊕Ka

(
1 0
0 ιa

)
−−−−→ X⊕Y

(
0 0
a 0

)
−−−−→ X ′ ⊕ Y ′, da zum einen

(
1 0
0 ιa

)
monomorph ist und da zum anderen für

T
(u v )−−−→ X⊕Y mit (u v )

(
0 0
a 0

)
= (0 0) sich va = 0 ergibt, also v′ mit v′ιa = v existiert und somit auch

(u v′ )
(
1 0
0 ιa

)
= (u v ) gilt.

Dual ist X⊕Y
(
0 0
a 0

)
−−−−→ X ′ ⊕ Y ′

(
ρa 0
0 1

)
−−−−−→ Ca⊕Y ′ rechtsexakt.

Somit ergibt sich die lang exakte Sequenz aus dem Schlangenlemma zu

0 → X
(1 0)−−−→ X⊕Ka

(
0
ιa

)
−−−→ Y

−a−−→ X ′ (ρa 0)−−−−→ Ca ⊕ Y ′

(
0
1

)
−−−→ Y → 0 .

Man kann auch den Spezialfall X = 0 und Y ′ = 0 dieses Diagramms betrachten. Auch diesenfalls ist der Konnektor

durch Y
−a−−→ X′ gegeben.
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