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Lösung 8

Hausaufgabe 29 (A47) Sei A eine abelsche Kategorie. Sei darin X
f−→ Y gegeben.

Sei K
i−→ X ein Kern von f . Sei Y

r−→ C ein Cokern von f . Sei X
r′−→ C ′ ein Cokern von i. Sei

K ′ -i
′
Y ein Kern von r. Man zeige.

(1) Falls f monomorph ist, dann ist f ein Kern von r.

(2) Falls f monomorph und epimorph ist, dann ist f ein Isomorphismus.

(3) Es gibt ein kommutatives Diagramm wie folgt.
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Lösung. Wir haben Lemma 123 zu zeigen.

Zu (1). Da f monomorph ist, gibt es dank (Ab 2) ein Y -g Z mit f Kern von g. Da fg = 0, gibt es dank r

Cokern von f ein C -s Z mit rs = g. Sei nun T -t Y mit tr = 0 gegeben. Dann ist auch tg = trs = 0s = 0.

Also gibt es ein T -t
′

X mit t′f = t. Aus der Monomorphie von f folgt die diesbezügliche Eindeutigkeit von t′.
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Zu (2). Da f epimorph ist, ist C ≃ 0 ; cf. Bemerkung 119.(3◦, 2◦). Da f monomorph ist, ist mit (1) aber f ein
Kern zu Y - 0 . Also ist f ein Isomorphismus; cf. Bemerkung 119.(4, 2).

Zu (3). Da if = 0, erhalten wir zunächst ein C ′ -q Y mit r′q = f . Da r′ epimorph ist, folgt aus r′qr = fr =

0 = r′0, daß qr = 0. Also gibt es ein C ′ -f̃ K ′ mit f̃ i′ = q, also mit r′f̃ i′ = f . Da r′ epi- und i′ monomorph
ist, ist f̃ durch diese Gleichung auch festgelegt. Wir haben zu zeigen, daß f̃ ein Isomorphismus ist.

Wir behaupten, daß f̃ ein Epimorphismus ist. Es genügt zu zeigen, daß Cf̃

!≃ 0 ist; cf. Bemerkung 119.(5◦, 4◦).

Schreibe ρ := ρf̃ . Schreibe ι := ιρ . Da f̃ρ = 0, gibt es ein eindeutiges C ′ -f̃
′

Kρ mit f̃ ′ι = f̃ . Schreibe ρ′ := ριi′ .

Es ist fρ′ = r′f̃ i′ρ′ = r′f̃ ′ιi′ρ′ = 0. Also gibt es ein C -s Cιi′ mit rs = ρ′. Wir haben folgendes kommutative
Diagramm konstruiert.
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Dank (1) ist ιi′ ein Kern von ρ′. Nun ist i′ρ′ = i′rs = 0. Also gibt es ein K ′ -j Kρ mit jιi′ = i′, wegen i′

monomorph also mit jι = idK′ . Es folgt 0 = jιρ = ρ, i.e. (K ′ -
ρ

Cf̃ ) = (K ′ - 0 - Cf̃ ). Es folgt 0
- Cf̃ ,

und da dies sowohl eine Coretraktion als auch ein Epimorphismus ist, ist es ein Isomorphismus. Dies zeigt die
Behauptung.

Dual hierzu ist f̃ auch ein Monomorphismus.

Mit (2) können wir schließen, daß f̃ insgesamt ein Isomorphismus ist.

Hausaufgabe 30 Wir betrachten die abelsche Kategorie A = Z/27-Mod.

(1) Wir wissen: Die Sequenz Z/9 (1 0)−−−→ Z/9⊕ Z/27
(
0
1

)
−−→ Z/27 ist kurz exakt.

Man zeige: Die Sequenz Z/9 (1 9)−−−→ Z/9⊕Z/27
(−9

1

)
−−−→ Z/27 ist isomorph zur erstgenann-

ten, in {0, 1, 2}k,A .

Man folgere: Die zweitgenannte Sequenz ist kurz exakt.

(2) Man konstruiere das vom Wechsellemma und von seiner dualen Aussage gelieferte Dia-
gramm für das Diagramm aus den beiden kurz exakten Sequenzen aus (1).

Lösung.

Zu (1). Vorbemerkung. Sei in einer abelschen Kategorie B folgendes kommutative Diagramm gegeben.

X ′ i //

f ′ ≀
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X
r //
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Y ′ j // Y
s // Y ′′

Wir wollen zeigen: Ist (X ′, X,X ′′) kurz exakt, dann ist auch (Y ′, Y, Y ′′) kurz exakt. Wir zeigen dazu: j ist Kern
von s, und s ist epimorph.

Zu: s epimorph. Es ist rf ′′ = fs, also s = f−1rf ′′, und dies ist epimorph als Kompositum von Isomorphismus,
Epimorphismus, Isomorphismus, d.h. von drei Epimorphismen.

Zu: j monomorph. Es ist if = f ′j, also j = f ′−1rf ′′, und dies ist monomorph als Kompositum von Isomorphis-
mus, Monomorphismus, Isomorphismus, d.h. von drei Monomorphismen.

Zu: j ist Kern von s. Sei T
t−→ Y mit ts = 0 gegeben. Dann ist 0 = tsf ′′−1 = tf−1r, weswegen es ein T

t̃′−→ X ′

gibt mit t̃′i = tf−1. Sei t′ := t̃′f ′. Dann wird t′j = t̃′f ′j = t̃′if = tf−1f = t. Dies zeigt die Existenz von t′ wie
verlangt. Die Eindeutigkeit von t′ folgt aus j monomorph.

Dies zeigt die Vorbemerkung.

Nun haben wir folgendes kommutative Diagramm.
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Man beachte dabei, daß Z/9⊕Z/27

(
1 9
0 1

)
−−−−→ Z/9⊕Z/27 von Z/9⊕Z/27

(
1 −9
0 1

)
−−−−−→ Z/9⊕Z/27 beidseitig invertiert

wird und daher ein Isomorphismus ist.

Da die obere Sequenz darin bekanntermaßen kurz exakt ist, ist nach Vorbemerkung auch die untere Sequenz



kurz exakt.

Zu (2). Das Wechsellemma und die dazu duale Aussage liefert das folgende Diagramm.
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Man beachte hierzu links oben: Z/3 3−→ Z/9 9−→ Z/27 ist linksexakt, und das Viereck dort kommutiert.

Man beachte hierzu rechts unten: Z/9 9−→ Z/27 1−→ Z/9 ist rechtsexakt, und das Viereck dort kommutiert.

Hausaufgabe 31 (A49) Sei A eine abelsche Kategorie. Sei X ∈ Ob(A).

(1) Man zeige: Der Funktor A(X,−) : A - Z-Mod ist linksexakt.

(2) Man folgere aus (1): Der Funktor A(−, X) : A◦ - Z-Mod ist linksexakt.

Lösung.

Zu (1). Sei Z ′ -i Z -r Z ′′ eine kurz exakte Sequenz in A. Zu zeigen ist, daß

A(X,Z ′) -A(X,i)

A(X,Z) -A(X,r)

A(X,Z ′′) .

linksexakt ist. Wir können hierzu die alte Definition 47.(2) in Moduln heranziehen; cf. Beispiel 127.

Es ist A(X, i) injektiv, da i monomorph ist.

Es ist Im A(X, i) ⊆ Kern A(X, r), da ir = 0.

Zeigen wir, daß auch Im A(X, i)
!
⊇ Kern A(X, r) ist. Sei f ∈ A(X,Z) im Kern von A(X, r), i.e. sei fr = 0. Da

i ein Kern zu r ist, gibt es ein f ′ mit f ′i = f , i.e. mit f ′
A(X, i) = f . Somit ist f ∈ Im A(X, i).

Insgesamt ist also Im A(X, i) = Kern A(X, r).

Zu (2). Es ist auch A◦ eine abelsche Kategorie.

Also ist A(−, X) = A0(X,−) : A◦ - Z-Mod dank (1) ein linksexakter Funktor.

Hausaufgabe 32 (A46) Man zeige oder widerlege.

Sei Z-free die volle additive Teilkategorie von Z-Mod der Z-Moduln der Form Z⊕k für ein k ⩾ 0.

(1) In Z-free hat jeder Morphismus einen Cokern.

(2) In Z-free ist jeder Epimorphismus ein Cokern eines Morphismus.

(3) Es ist Z-free eine abelsche Kategorie.

Lösung.

Zu (1). Die Aussage ist richtig.

Sei Z⊕k A−→ Z⊕ℓ in Z-free gegeben, wobei k, ℓ ⩾ 0 und wobei A ∈ Zk×ℓ.

Mit dem Elementarteilersatz finden wir invertierbare Matrizen S ∈ Zk×k und T ∈ Zℓ×ℓ mit

SAT = D =


d1

d2

. . .
ds

 ,



wobei s ⩽ min{k, ℓ} und d1 | d2 | . . . | ds in Z⩾1.

Es ist ein Cokern von Z⊕k D−→ Z⊕ℓ gegeben durch Z⊕ℓ C−→ Z⊕(ℓ−s), wobei C =
(

0
Eℓ−s

)
.

Denn zum einen ist DC = 0.

Zum anderen, ist Z⊕ℓ U−→ Z⊕u in Z-free gegeben mit DU = 0, dann sind die Zeilen 1 bis s von U gleich 0,

weswegen U =
(

0
U ′

)
geschrieben werden kann mit U ′ ∈ Z(ℓ−s)×u, woraus sich

CU ′ =
(

0
Eℓ−s

)
U ′ =

(
0
U ′

)
= U

ergibt. Eindeutigkeit von U ′ folgt aus C =
(

0
Eℓ−s

)
: Z⊕ℓ → Z⊕u surjektiv.

Es ist Z⊕ℓ TC−−→ Z⊕(ℓ−s) ein Cokern von Z⊕k A−→ Z⊕ℓ.

Zum einen ist ATC = S−1SATC = S−1DC = 0.

Zum anderen, ist Z⊕ℓ V−→ Z⊕u in Z-free gegeben mit AV = 0, dann ist

0 = SAV = SATT−1V = D(T−1V ) ,

weswegen es ein U ′ ∈ Z(ℓ−s)×u gibt mit CU ′ = T−1V . Also ist

V = (TC)U ′ .

Eindeutigkeit von U ′ folgt aus TC : Z⊕ℓ → Z⊕u surjektiv.

Zu (2). Die Aussage ist falsch.

Wir behaupten, daß Z 2−→ Z nicht Cokern eines Morphismus ist.

Annahme, doch. Sei Z⊕k A−→ Z 2−→ Z rechtsexakt. Dann ist A · 2 = 0 und damit A = 0.

Dann aber ist auch Z 1−→ Z ein Cokern von A.

Dank universeller Eigenschaft des Cokerns Z 2−→ Z gibt es genau ein Z x−→ Z mit 2x = 1. Das ist in Z aber nicht
möglich. Wir haben einen Widerspruch.

Zu (3). Die Aussage ist falsch. Denn in einer abelschen Kategorie ist jeder Epimorphismus ein Cokern eines
Morphismus. Das ist in Z-free aber wegen (2) nicht der Fall.

Alternativ kann man auch anführen, daß der Homomorphiesatz in Z-free nicht gilt. Angewandt auf Z 2−→ Z wird
bei diesem das folgende kommutative Diagramm betrachtet.

Z
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Und der darin entstandene vertikale Morphismus Z 2−→ Z ist kein Isomorphismus.
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