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Hausaufgabe 25 Sei A eine additive Kategorie.

(1) Sei m > 0. Seien X1, . . . , Xm ∈ Ob(A). Man zeige: (X1, . . . , Xm) besitzt eine direkte
Summe.

(2) Seien `, m, n > 0. Seien Xi ∈ Ob(A) für i ∈ [1, `], Yj ∈ Ob(A) für j ∈ [1,m] und

Zk ∈ Ob(A) für k ∈ [1, n]. Seien
⊕

i∈[1,`] Xi
(fi,j)i,j−−−−→

⊕
j∈[1,m] Yj

(gj,k)j,k−−−−→
⊕

k∈[1,n] Zk in

A gegeben. Man zeige: (fi,j)i,j (gj,k)j,k =
(∑

j∈[1,m] fi,jgj,k
)
i,k

.

(3) Seien k, ` > 0. Seien f1 , . . . , fk+` : X → Y in A. Man zeige:
(
∑

i∈[1,k] fi) + (
∑

i∈[1, `] fi+k) =
∑

i∈[1,k+`] fi .

Lösung.

Zu (1). Wir führen eine Induktion über m.

Für m = 0 ist 0 eine direkte Summe wie verlangt: (Sum 1) gilt, da 0 terminal ist, (Sum 1) gilt, da 0 initial ist,
und bei (Sum 3) ist nichts zu zeigen.

Sei nun m > 1 und eine direkte Summe X1 ⊕ · · · ⊕ Xm−1 von (X1, . . . , Xm−1) als existent vorausgesetzt,
zusammen mit Inklusionsmorphismen ι′1 , . . . , ι

′
m−1 und Projektionsmorphismen π′1 , . . . , π

′
m−1 . Wir bilden die

direkte Summe (X1 ⊕ · · · ⊕Xm−1)⊕Xm , zusammen mit Inklusionsmorphismen

X1 ⊕ · · · ⊕Xm−1
-ι
′′
1 (X1 ⊕ · · · ⊕Xm−1)⊕Xm und Xm

-ι
′′
2 (X1 ⊕ · · · ⊕Xm−1)⊕Xm ,

sowie Projektionsmorphismen

(X1 ⊕ · · · ⊕Xm−1)⊕Xm
-π
′′
1 X1 ⊕ · · · ⊕Xm−1 und (X1 ⊕ · · · ⊕Xm−1)⊕Xm

-π
′′
2 Xm .

Wir behaupten, daß (X1 ⊕ · · · ⊕Xm−1)⊕Xm , zusammen mit

ιi :=

{
ι′iι
′′
1 für i ∈ [1,m− 1]

ι′′2 für i = m

und

πi :=

{
π′′1π

′
i für i ∈ [1,m− 1]

π′′2 für i = m

eine direkte Summe von (X1, . . . , Xm) ist.

Zu (Sum 1). Sei S ∈ ObA und ein Tupel von Morphismen (S -si Xi)i∈[1,m] gegeben. Wir setzen

s := ( (s1 ... sm−1 ) sm ) : S - (X1 ⊕ · · · ⊕Xm−1)⊕Xm .

Es wird sπi = sπ′′1π
′
i = (s1 ... sm−1 )π′i = si für i ∈ [1,m− 1] und sπm = sπ′′2 = sm .

Sei umgekehrt s̃ : S - (X1 ⊕ · · · ⊕ Xm−1) ⊕ Xm mit s̃πi = si für i ∈ [1,m] gegeben. Dann ist zum einen
s̃π′′2 = s̃πm = sm . Zum anderen ist s̃π′′1 = (s1 ... sm−1 ), da s̃π′′1π

′
i = s̃πi = si für i ∈ [1,m − 1]. Insgesamt ist

s̃ = s.

Zu (Sum 2). Dual zu (Sum 1), viz. : Sei T ∈ ObA und ein Tupel von Morphismen (Xi
-ti T )i∈[1,m] gegeben.

Wir setzen

t :=

( t1
...

tm−1


tm

)
: (X1 ⊕ · · · ⊕Xm−1)⊕Xm

- T .

Es wird ιit = ι′iι
′′
1 t = ι′i

( t1
...

tm−1

)
= ti für i ∈ [1,m− 1] und ιmt = ι′′2 t = tm .



Sei umgekehrt t̃ : (X1 ⊕ · · · ⊕ Xm−1) ⊕ Xm
- T mit ιit̃ = ti für i ∈ [1,m] gegeben. Dann ist zum einen

ι′′2 t̃ = ιmt̃ = tm . Zum anderen ist ι′′1 t̃ =

( t1
...

tm−1

)
, da ι′iι

′′
1 t̃ = ιit̃ = ti für i ∈ [1,m− 1]. Insgesamt ist t̃ = t.

Zu (Sum 3). Sei i ∈ [1,m]. Es ist ιiπi = ι′iι
′′
1π
′′
1π
′
i = ι′iπ

′
i = 1, falls i ∈ [1,m − 1]. Es ist ιiπi = ι′′2π

′′
2 = 1, falls

i = m.

Seien i, j ∈ [1,m] mit i 6= j. Es ist ιiπj = ι′iι
′′
1π
′′
1π
′
j = ι′iπ

′
j = 0, falls i ∈ [1,m − 1] und j ∈ [1,m − 1]. Es ist

ιiπj = ι′iι
′′
1π
′′
2 = 0, falls i ∈ [1,m− 1] und j = m. Es ist ιiπj = ι′′2π

′′
1π
′
j = 0, falls i = m und j ∈ [1,m− 1].

Zu (2). Sei i ∈ [1, `]. Sei k ∈ [1, n].

Sei s ∈ [1,m]. Zum einen ist ιsπsfi,s = 1 · fi,s = ιs

(
fi,1 . . .

fi,m

)
πs . Zum anderen ist für t ∈ [1,m] mit t 6= s

auch ιtπsfi,s = 0 · fi,s = 0 = ιt

(
fi,1 . . .

fi,m

)
πs . Also ist πsfi,s =

(
fi,1 . . .

fi,m

)
πs .

Für s ∈ [1,m] ist folglich

(fi,1 ... fi,m )πs = fi,s = (1 ... 1)πsfi,s = (1 ... 1)

(
fi,1 . . .

fi,m

)
πs ,

und also (fi,1 ... fi,m ) = (1 ... 1)

(
fi,1 . . .

fi,m

)
.

Sei s ∈ [1,m]. Zum einen ist gs,kιsπs = gs,k · 1 = ιs

(
g1,k . . .

gm,k

)
πs . Zum anderen ist für t ∈ [1,m] mit t 6= s

auch gs,kιsπt = gs,k · 0 = 0 = ιs

(
g1,k . . .

gm,k

)
πt . Also ist gs,kιs = ιs

(
g1,k . . .

gm,k

)
.

Für s ∈ [1,m] ist folglich

ιs

( g1,k
...

gm,k

)
= gs,k = gs,kιs

(
1...
1

)
= ιs

(
g1,k . . .

gm,k

)(
1...
1

)
,

und also

( g1,k
...

gm,k

)
=

(
g1,k . . .

gm,k

)(
1...
1

)
.

Schließlich wird für s ∈ [1,m]

(
fi,1 . . .

fi,m

)(
g1,k . . .

gm,k

)
πs =

(
fi,1 . . .

fi,m

)
πsgs,k = πsfi,sgs,k =

(
fi,1g1,k . . .

fi,mgmk

)
πs ,

und folglich

(
fi,1 . . .

fi,m

)(
g1,k . . .

gm,k

)
=

(
fi,1g1,k . . .

fi,mgmk

)
.

Unter Verwendung dessen wird

ιi(fi,j)i,j (gj,k)j,kπk = (fi,1 ... fi,m )

( g1,k
...

gm,k

)
= (1 ... 1)

(
fi,1 . . .

fi,m

)(
g1,k . . .

gm,k

)(1
...
1

)
= (1 ... 1)

(
fi,1g1,k . . .

fi,mgm,k

)(1
...
1

)
=

∑
j∈[1,m] fi,jgj,k .

Es folgt (fi,j)i,j (gj,k)j,k =
(∑

j∈[1,m] fi,jgj,k
)
i,k

.

Zu (3). Bemerken wir zunächst, daß allgemein

( u1
...
um

)
v

(∗)
=

( u1v
...

umv

)
, wie man mit (2) oder direkt, durch Vergleich

nach Komposition mit ιi von links für i ∈ [1,m], sieht.

Dual ist allgemein v (w1 ... wn )
(∗∗)
= (vw1 ... vwn ).



Beachte nun, daß

(1 ... 1 1 ... 1)


f1
...
fk
0...
0

 (∗)
= (1 ... 1 1 ... 1)


ι1
...
ιk
0...
0


(
f1
...
fk

)
= (1 ... 1 1 ... 1)

1 . . .
1

( f1
...
fk

)

= (1 ... 1 1 ... 1) (π1 ... πk )

(
f1
...
fk

)
= (1 ... 1)

(
f1
...
fk

)
(2)
=
∑
i∈[1,k] fi

und analog

(1 ... 1 1 ... 1)


0...
0

fk+1
...

fk+`

 (∗∗)
= (1 ... 1 1 ... 1)


0...
0
ι1
...
ι`


(
fk+1

...
fk+`

)
= (1 ... 1 1 ... 1)


1 . . .

1

(fk+1
...

fk+`

)

= (1 ... 1 1 ... 1) (πk+1 ... πk+` )

(
fk+1

...
fk+`

)
= (1 ... 1)

(
fk+1

...
fk+`

)
(2)
=
∑
i∈[1, `] fi+k .

Ganz analog erhalten wir fi + 0 = (1 1)
(
fi
0

)
= (1 1)

(
1
0

)
fi = (1 1)π1 fi = 1 · fi = fi und 0 + fi = (1 1)

(
0
fi

)
=

(1 1)
(

0
1

)
fi = (1 1)π2 fi = 1 · fi = fi für i ∈ [1, k + `].

Wir haben nun

(
∑
i∈[1,k] fi) + (

∑
i∈[1, `] fi+k) = (

∑
i∈[1,k] fi

∑
i∈[1, `] fi+k )

(
1
1

)
= (1 ... 1 1 ... 1)


f1 0
...

...
fk 0
0 fk+1
...

...
0 fk+`

(1
1

)

= (1 ... 1 1 ... 1)


f1+0

...
fk+0

0+fk+1
...

0+fk+`



= (1 ... 1 1 ... 1)


f1
...
fk
fk+1

...
fk+`


=

∑
i∈[1,k+`] fi .

Hausaufgabe 26 Sei A eine additive Kategorie.

(1) Seien k, ` > 0. Seien fi : X → Y für i ∈ [1, k] und gj : Y → Z für j ∈ [1, `] in A. Man
zeige: (

∑
i∈[1,k] fi)(

∑
j∈[1,`] gj) =

∑
i∈[1,k]

∑
j∈[1,`] figj .

(2) Seien X, Y ∈ Ob(A). Man zeige: Es ist
(
A(X, Y ), +

)
eine abelsche Gruppe, mit neu-

tralem Element 0 = 0X,Y .

(3) Seien m, n > 0. Seien Xi ∈ Ob(A) für i ∈ [1,m] und Yj ∈ Ob(A) für j ∈ [1, n].

Seien
⊕

i∈[1,m] Xi -
-(fi,j)i,j

(f ′
i,j)i,j

⊕
j∈[1,n] Yj in A. Man zeige: (fi,j)i,j + (f ′i,j)i,j = (fi,j + f ′i,j)i,j .



Lösung.

Zu (1). Es wird

(
∑
i∈[1,k] fi)(

∑
j∈[1,`] gj)

HA 26.(2)
= (1 ... 1)

(
f1...
fk

)
(g1 ... g` )

(
1...
1

)
= (1 ... 1)

(
f1g1 ... f1g`...

...
fkg1 ... fkg`

)(
1...
1

)
HA 26.(2)

= (1 ... 1)

(∑
j∈[1,`] f1gj

...∑
j∈[1,`] fkgj

)
HA 26.(2)

=
∑
i∈[1,k]

∑
j∈[1,`] figj .

Zu (2).

Nochmals zur Assoziativität. Seien f1, f2, f3 ∈ A(X,Y ). Gemäß Hausaufgabe 26.(3) ist

(f1 + f2) + f3 = (
∑
i∈[1,2] fi) + (

∑
i∈[3,3] fi) =

∑
i∈[1,3] fi = (

∑
i∈[1,1] fi) + (

∑
i∈[2,3] fi) = f1 + (f2 + f3) .

Nochmals zum neutralen Element. Sei f ∈ A(X,Y ).

Es ist, wie auch schon in Hausaufgabe 26.(3) bemerkt, f + 0 = (1 1)
(
f
0

)
= (1 1)

(
1
0

)
f = (1 1)π1 f = 1 · f = f

und 0 + f = (1 1)
(

0
f

)
= (1 1)

(
0
1

)
f = (1 1)π2 f = 1 · f = f .

Zur Kommutativität. Seien f, g ∈ A(X,Y ). Es wird

f + g = (1 1)
(
f
g

)
= (1 1)

(
0 f
g 0

) (
1
1

)
= (g f )

(
1
1

)
= g + f .

Zum additiv Inversen. Sei f ∈ A(X,Y ).

Nach (Add 2) ist X ⊕X -

(
1 0
1 1

)
X ⊕X ein Isomorphismus. Sei

(
u v
w x

)
sein Inverses. Es wird(

1 0
0 1

)
=
(

1 0
1 1

) (
u v
w x

)
=
(

u v
u+w v+x

)
.

Also ist u = 1, v = 0, und folglich x = 1 und 1 + w = 0.

Mit (1) folgt f + wf = 1 · f + w · f = (1 + w)f = 0 · f = 0.

Wir schreiben w =: −1.

Zu (3). Sei k ∈ [1,m]. Sei ` ∈ [1, n]. Mit (1) wird

ιk
(
(fi,j)i,j + (f ′i,j)i,j

)
π` = ιk(fi,j)i,jπ` + ιk(f ′i,j)i,jπ` = fk,` + f ′k,` .

Also ist (fi,j)i,j + (f ′i,j)i,j = (fi,j + f ′i,j)i,j .

Hausaufgabe 27 Seien R und S Ringe. Sei RMS ein R-S-Bimodul.

Man zeige: Der Funktor

RMS ⊗
S
− : S-Mod → R-Mod

ist additiv. Vgl. Beispiel 85.(3).

Lösung. Wir schreiben F := RMS ⊗
S
−.

Vorbemerkung. Seien X und Y zwei S-Linksmoduln. Seien u, v : X → Y zwei S-lineare Abbildungen. Wir wollen

F (u+ v)
!
= Fu+ Fv

zeigen. Es genügt, dies auf Elementartensoren nachzurechnen, da beide Seiten additive Abbildungen sind.

Sei m ∈M und x ∈ X. Es wird

(m⊗ x)(F (u+ v)) = (m⊗ x)(M ⊗
S
u+ v)

= m⊗ x(u+ v)

= m⊗ (xu+ xv)

= m⊗ (xu) +m⊗ (xv)

= (m⊗ x)(M ⊗
S
u) + (m⊗ x)(M ⊗

S
v)

= (m⊗ x)(Fu) + (m⊗ x)(Fv)

= (m⊗ x)(Fu+ Fv) .



Ende der Vorbemerkung.

Es ist F0 = RMS⊗
S

0 ' 0, da jeder Elementartensor gleich 0 ist, da für m ∈M gilt: m⊗0+m⊗0 = m⊗(0+0) =

m⊗ 0 und also m⊗ 0 = 0.

Seien X und X ′ zwei S-Linksmoduln. Wir betrachten die Inklusionsabbildungen ι1 : X → X ⊕ X ′ und
ι2 : X ′ → X ⊕ X ′ und die Projektionsabbildungen π1 : X ⊕ X ′ → X und π2 : X ⊕ X ′ → X ′. Es genügt
zu zeigen, daß (Fπ1 Fπ2 ) : F (X ⊕X ′)→ FX ⊕ FX ′ monomorph ist.

Es wird

(Fπ1 Fπ2 )
(
Fι1
Fι2

)
= (Fπ1)(Fι1) + (Fπ2)(Fι2) = F (π1ι1) + F (π2ι2)

Vorbem.
= F (π1ι1 + π2ι2) = F idX⊕X′ .

Somit ist (Fπ1 Fπ2 ) monomorph.

Hausaufgabe 28 Sei A eine additive Kategorie und N ⊆ A eine volle additive Teilkategorie.
Sei B eine additive Kategorie. Man zeige.

(1) Es ist A/N eine additive Kategorie. Es ist A R−→ A/N ein additiver Funktor.

(2) Sei A F−→ B ein additiver Funktor mit FX ' 0 für X ∈ ObN . Dann gibt es genau einen

additiven Funktor A/N F̄−→ B mit F̄ ◦R = F .

(3) Seien A -
-F

G
B additive Funktoren mit FX ' 0 und GX ' 0 für X ∈ Ob(N ). Sei F

a−→ G

eine Transformation. Dann gibt es genau eine Transformation F̄ -̄a Ḡ mit āRX = aX
für X ∈ Ob(A).

Lösung.

Zu (1). Zunächst einmal halten wir fest, daß 0A auch in A/N ein Nullobjekt ist, da zu und von diesem Objekt
nur je ein repräsentierender Morphismus existiert. Wir können also 0A/N := 0A wählen.

Zeigen wir, daß die Kategorie A/N additiv ist.

Zu (Add 1). Seien X1 , X2 ∈ Ob(A/N ) = ObA. Wir bilden X1⊕X2 in A, zusammen mit Inklusionsmorphismen
ι1 , ι2 und Projektionsmorphismen π1 , π2 .

Wir behaupten, daß X1⊕X2 zusammen mit den gleichnamigen Restklassen ι1 , ι2 , π1 und π2 eine direkte Summe
ist.

Zu (Sum 1). Sei S ∈ Ob(A/N ) = ObA. Seien S -s1 X1 und S -s2 X2 Morphismen in A, welche Morphismen
in A/N repräsentieren. Dann sind die Gleichheiten (s1 s2 )π1 = s1 und (s1 s2 )π2 = s2 bereits in A gültig, also
a fortiori auch in A/N .

Zu zeigen bleibt die Eindeutigkeit. Sei S -
( s̃1 s̃2 )

X1 ⊕X2 mit s̃1 = ( s̃1 s̃2 )π1 ≡N s1 und s̃2 = ( s̃1 s̃2 )π2 ≡N s2 .

Zu zeigen ist, daß ( s̃1 s̃2 )
!≡N (s1 s2 ), i.e. daß ( s̃1−s1 s̃2−s2 )

!≡N 0.

Wir können (S -s̃1−s1
X1) = (S -u1

N1
-v1 X1) und (S -s̃2−s2

X2) = (S -u2
N2

-v2 X2) faktorisieren. Also
wird

( S
( s̃1−s1 s̃2−s2 ) // X1 ⊕X2 ) = ( S

(u1 u2 )// N1 ⊕N2

(
v1 0
0 v2

)
// X1 ⊕X2 ) ,

und N1 ⊕N2 ∈ ObN . Somit ist in der Tat ( s̃1−s1 s̃2−s2 ) ≡N 0.

Zu (Sum 2). Dual zu (Sum 1).

Zu (Sum 3). Vererbt sich von A.

Dies zeigt die Behauptung.

Zu (Add 2). Sei X ∈ ObA. Bemerken wir zunächst, daß, ausführlich geschrieben,(
1 0
1 1

)
+ NullA,N (X ⊕X, X ⊕X) =

(
1 +NullA,N (X,X) 0 +NullA,N (X,X)
1 +NullA,N (X,X) 1 +NullA,N (X,X)

)
,

wie Komposition der linken Seite mit ιi und πj in A/N für i, j ∈ {1, 2} zeigt.

Da
(

1 0
1 1

)
in A ein Isomorphismus ist, ist nun auch R

(
1 0
1 1

)
=
(

1 0
1 1

)
+ NullA,N(X ⊕ X, X ⊕ X) in A/N ein

Isomorphismus.



Zeigen wir, daß der Funktor A -R A/N additiv ist.

Beachte, daß R auf den Objekten identisch operiert.

Zunächst ist R0A = 0A = 0A/N , wie schon festgestellt.

Seien X1 , X2 ∈ ObA. Es ist zu zeigen, daß R(X1 ⊕X2) -(Rπ1 Rπ2 )
RX1 ⊕RX2 monomorph ist. Da direkte

Summen in A/N nach dem eben Gezeigten wie in A gebildet werden, und da das auch für die Repräsentanten
der Inklusions- und Projektionsmorphismen zutrifft, ist dieser Morphismus gleich

X1 ⊕X2

((
1
0

) (
0
1

))
// X1 ⊕X2 ,

i.e. gleich der Identität, welche insbesondere monomorph ist.

Zu (2). Zur Eindeutigkeit.

Da A -R A/N auf den Morphismen surjektiv abbildet, ist F̄ durch die Bedingung F̄ ◦ R = F eindeutig
festgelegt.

Zur Existenz.

Setze F̄RX = F̄X := FX für X ∈ Ob(A/N ) = ObA.

Setze F̄ (RX -Rf RX ′) := F (X -f X ′) für X -f X ′ in A. Dies ist wohldefiniert, da aus Rf = Rf̃ folgt, daß
wir eine Faktorisierung

(X -f−f̃
X ′) = (X -u N -v X ′)

mit N ∈ ObN haben, und sich folglich

(FX -Ff−F f̃
FX ′) = (FX -F (f−f̃)

FX ′) = (FX -Fu FN︸︷︷︸
' 0

-Fv FX ′) = 0

ergibt, wobei X -
-f

f̃
X ′ in A.

Es ist F̄ ein Funktor, da zum einen für X ∈ ObA

F̄ (RX -idRX =R idX

RX) = F (X -idX
X) = (FX -F idX = idFX

FX)

ist, und sich für X -f X ′ -f
′

X ′′ in A zum anderen

F̄ (RX -(Rf)(Rf ′)
RX ′′) = F̄ (RX -R(ff ′)

RX ′′)

= F (X -ff ′

X ′′)

= F (X -f X ′ -f
′

X ′′)

= (FX -Ff FX ′ -Ff ′

FX ′′)

= (F̄RX -F̄Rf
F̄RX ′ -F̄Rf ′

F̄RX ′′)

ergibt.

Nach Konstruktion ist F̄ ◦R = F .

Schließlich ist F̄0A/N = F̄R0A = F0A ' 0B und

( F̄π1 F̄π2 ) = ( F̄Rπ1 F̄Rπ2 ) = (Fπ1 Fπ2 ) : F (X1 ⊕X2) - FX1 ⊕ FX2

ein Isomorphismus für X1 , X2 ∈ Ob(A/N ) = ObA. Also ist F̄ additiv.

Zu (3). Zur Eindeutigkeit. Da A -R A/N auf den Objekten identisch, und damit insbesondere surjektiv ab-
bildet, ist ᾱ durch die Bedingung ᾱRX = αX für X ∈ ObA eindeutig festgelegt.

Zur Existenz. Wir setzen ᾱX := αX fürX ∈ Ob(A/N ) = ObA. Wir haben die Natürlichkeit von (αX)X∈Ob(A/N )

zu zeigen. Repräsentiert X -f X ′ einen Morphismus gleichen Namens in A/N , so wird in der Tat

(F̄ f)(ᾱX ′) = (Ff)(αX ′) = (αX)(Gf) = (ᾱX)(Ḡf) .
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