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Losung 7

Hausaufgabe 25 Sei A eine additive Kategorie.
(1) Sei m > 0. Seien X3, ..., X,, € Ob(A). Man zeige: (Xi,...,X,,) besitzt eine direkte

Summe.

(2) Seien ¢, m,n > 0. Seien X; € Ob(A) fir ¢ € [1,/], Y; € Ob(A) fir j € [1,m] und
Zy € Ob(A) fiir k € [1,n]. Seien @,y 4 Xi REEIEN Dicim Vi CZDPEN Drepn 21 in
A gegeben. Man Zeige: (fi,j)i,j (gj,k)j,k = (Zje[l,m] fi,jgj,k)i,k .

(3) Seien k, £ > 0. Seien f1, ..., frre: X — Y in A. Man zeige:
(Zie[l,k] fl) + (Zieu,é} fz+k) = Zie[l,kJr@] fi-

Lésunyg.

Zu (1). Wir fithren eine Induktion iiber m.
Fiir m = 0 ist 0 eine direkte Summe wie verlangt: (Sum 1) gilt, da 0 terminal ist, (Sum 1) gilt, da 0 initial ist,
und bei (Sum 3) ist nichts zu zeigen.

Sei nun m > 1 und eine direkte Summe X; & --- & X,,,_1 von (Xi,...,X,,—1) als existent vorausgesetzt,
zusammen mit Inklusionsmorphismen ¢ , ..., ; und Projektionsmorphismen 71 ,..., 7, _; . Wir bilden die
direkte Summe (X1 @ -+ @ X,,,—1) ® X, , zusammen mit Inklusionsmorphismen

1" LIQI

Xl@"'@Xm—li' (X1@©--© Xp1) © Xy und X — (X1@--- @ X 1) © X
sowie Projektionsmorphismen

(X1 @B Xne1) DXy —> X1 @ ® Xon1 und (X1 @@ Xne1) ® X —2 Xy
Wir behaupten, dafl (X1 & -+ & Xp—1) ® X, , zusammen mit

vl firi e [1,m—1]
L =
' vy firi=m

und
miml firi e [1,m—1]
T =
’ my  firi=m
eine direkte Summe von (X7, ..., X,,) ist.

Zu (Sum1). Sei S € Ob A und ein Tupel von Morphismen (S 2 Xi)ien,m) gegeben. Wir setzen
s = ((81 ...smf])sm) 5 — (Xl @"'@Xm—l) o X, .

Es wird sm; = sti/ml = (s1 - sm-1) 7wl = s; fiir i € [1,m — 1] und s, = 75 = 8y, -
Sei umgekehrt §: S — (X1 ® -+ ® X,—1) ® Xy, mit §m; = s; fiir @ € [1,m] gegeben. Dann ist zum einen
SmY = 87y = Sy, . Zum anderen ist §7) = (s1 - sm-1), da Sniw, = §m; = s; fiir ¢ € [1,m — 1]. Insgesamt ist
s=s.

Zu (Sum?2). Dual zu (Sum1), viz.: Sei T € Ob.A und ein Tupel von Morphismen (X; Ly T)icp1,m) gegeben.
Wir setzen
ty
L= <<t : )) : (Xl@"'@Xm—l)EBXm,HT~

ty
)zti fir ¢ € [1,m — 1] und ¢t = 5t =1, -

3 My
Es wird ¢;t = ¢t = ¢ <

tm—1



Sei umgekehrt £ : (X1 @ -+ ® X;p1) ® X,,, — T mit 1;t = t; fiir i € [1,m] gegeben. Dann ist zum einen
t1

4t = 1yt = t, . Zum anderen ist (ft = ( ), da W/t = 1;t = t; fiir i € [1,m — 1]. Insgesamt ist ¢ = ¢.

tm—1

Zu (Sum3). Sei i € [1,m]. Es ist ¢;m; = pfmin =} =1, falls ¢ € [1,m — 1]. Es ist ¢;m; = §nf = 1, falls

i =m.

Seien i, j € [1,m] mit i # j. Es ist ¢;m; = p{mim; = g = 0, falls i € [I,m — 1] und j € [1,m — 1]. Es ist

J
umy = vuimy =0, falls i € [1,m — 1] und j = m. Es ist ¢;7; = iymin; = 0, falls i = m und j € [1,m —1].

Zu (2). Sei i € [1,4]. Sei k € [1,n].

fi,
Sei s € [1,m]. Zum einen ist tsmsfis =1 fis = ts < ' ; > 7s . Zum anderen ist fiir ¢ € [1,m] mit ¢ # s

fi, fi,
aucthwsfi’szo-fi’szozbt( 1'-, )WS.Alsoistwsfiﬁsz( 1"'f )ws.

Fiir s € [1,m)] ist folglich

(fir o fim) s = fig = (Lo 1) mefis = (1..,1)(fi,1..'f‘ )Ws,

fi,
und also (fix - fim) = (1..1) ( bl ; )
91,k
Sei s € [1,m]. Zum einen ist gs xlsTs = gs .k - 1 = Ls ( ' ) 7s . Zum anderen ist fiir t € [1,m] mit ¢ # s
9m,k

91,k . 91,k
auch gs ptsm = gsk - 0 =0 =1 < > . Also ist gs kts = ts ( >
Gm.k Gmk

Fiir s € [1,m] ist folglich

91,k 1 91k 1
LS( . ) B gS)k - gs,kLS <.) B LS( .'. ) <.) ’
Im k 1 9m,k 1
gLk 91,k 1
undalso< )z( )()
9Im,k Im,k 1

Schlielich wird fiir s € [1,m]

fina 91,k fin f fi191,k
. “. Te = T, s = Tf; < . = Ts s
* fim " Gmk s " fiom sGs k sJi,59s k fi,mGmy, s
. fin 91,k fi, 191,k
und folglich = )
fi,fn 9m .,k fi,'mgvnk

Unter Verwendung dessen wird

91,k
i(fig)ig (Gik)jeme = (fin -"fi»m)< : )

9m,k

= e (M ) (™ gl> ()
= (1..1) (fi,lgl,k fi,mgm,) (1)

> jent,m) fi.i 95k -

Bs folgt (fi,j)ij (90)50 = (2 epm fid9ik) -

Uy ULV
Zu (3). Bemerken wir zunéchst, daf§ allgemein < : ) v ®) ( : ) , wie man mit (2) oder direkt, durch Vergleich
Um, Um U
nach Komposition mit ¢; von links fiir ¢ € [1,m], sieht.

Dual ist allgemein v (w1 ... wn) () (vwr ... vwn ).



Beachte nun, daf3

f1 t
: (+) f1 1'-_ f1
(1..11...1) ch = (111.1) [ = (1..11..1) 1
: fr f
0 0
f1 f1 9
- <><><> - (1--»)(3) Y S f
fr T
und analog
0 0
: . Jr+1 Sr+1
(1..11..1) fko+1 (2) (1..11..1) ﬂ < +> = (1..11..1) 1 < +>
Jrre Ty Jte
frte Le
fr41 fr41 9
= ()()( ; ) - <1~-1>( s ) 2 i vk
Jlete frte

Ganz analog erhalten wir f; +0 = (11) ({)’) =(11) ((1)) fi=()m fi=1-fi=fund 0+ f; = (11) (](v)i) _
D fi=)mfi=1-f = fi firi € [1,k +¢].
Wir haben nun

(Zie[l,k] fi) + (Ziep,a fivk) = (Zienmfi Tien, o fivr) (%)
fi O

A
= (1..11..1) (fle (

==
~—

0 fk;ré
f1+0

,+0
= (1 11 1) Of_"fkﬂ

0+fk+z
f1

= (Lerreay| B

fr+e

= Zie[l,k+£] fi-

Hausaufgabe 26 Sei A eine additive Kategorie.

(1) Seien k, ¢ > 0. Seien f; : X = Y fir i € [1,k] und g; : Y — Z fiir j € [1,/] in A. Man
zeige: (Zie[l,k} fi)(zje[u] 9j) = Zie[l,k} ZjE[l,E] figj -

(2) Seien X, Y € Ob(A). Man zeige: Es ist (A(X, Y), +) eine abelsche Gruppe, mit neu-
tralem Element 0 = Oxy .

(3) Seien m, n > 0. Seien X; € Ob(A) fiir i € [1,m] und Y; € Ob(A) fiir j € [1,n].
) (fii)ig . .
Seien €D;e(1 ) Xi T Djcpn Yi in A Man zeige: (fi;)i; + (fi)ij = (fig + [l )i -



Lésung.
Zu (1). Bs wird
S (S 5 HAD) () ) <f1> (o1 0¢) C)

fig1 - f19e 1
L a2
frg1 - frge 1

HA 26.(2) (1.1) (Zje[lzz] flgj>

Zje[l,[] frg;
= Zie[l,k] Zje[u] fig; -

Zu (2).
Nochmals zur Assoziativitit. Seien f1, fa, fz3 € 4(X,Y). Gemif Hausaufgabe 26.(3) ist
(i) +fs = Cicng i) + Qe fi) = Ziepa fi = Ciena fi) + Cicpy fi) = fr+(f2+f5).
Nochmals zum neutralen Element. Sei f € 4(X,Y).
Es ist, wie auch schon in Hausaufgabe 26.(3) bemerkt, f +0 = (11) (5) (11) ((1)) f=0)mf =1-f
wmd 0+ f=(11)(7) =) () f=()mf=1-f=]
Zur Kommutativitit. Seien f, g € 4(X,Y). Es wird
f+g=00() =00 = 6N(E) =g+7
Zum additiv Inversen. Sei f € 4(X,Y).
10
Nach (Add2) ist X @ X —> ( ) X @ X ein Isomorphismus. Sei (4 5) sein Inverses. Es wird
Also ist w =1, v =0, und folglich x =1 und 1 +w = 0.

Mit (1) folgt f+wf=1-f+w-f=1+w)f=0-f=0.
Wir schreiben w =: —1.

f

Zu (3). Sei k € [1,m]. Sei £ € [1,n]. Mit (1) wird
u((fig)ig + (i )ig)me = w(fig)igme + w(fi)igme = fre+ frg-
Also ist (fij)ij + (fi;)ig = (fig+ fi;)ig-
Hausaufgabe 27 Seien R und S Ringe. Sei gMg ein R-S-Bimodul.
Man zeige: Der Funktor

rMs %@ — : S-Mod — R-Mod
ist additiv. Vgl. Beispiel 85.(3).
Lésung. Wir schreiben F := pMg %) —.
Vorbemerkung. Seien X und Y zwei S-Linksmoduln. Seien u,v : X — Y zwei S-lineare Abbildungen. Wir wollen
F(u+wv) L Fu+ Fo

zeigen. Es geniigt, dies auf Elementartensoren nachzurechnen, da beide Seiten additive Abbildungen sind.
Seim € M und x € X. Es wird

(m @ )(F(u+v))

(m®x)(M(§u+v)
= mez(u+tv)



Ende der Vorbemerkung.

Esist FO = RMS%@O ~ 0, da jeder Elementartensor gleich 0 ist, da fiir m € M gilt: m®@0+m®0 = m®(0+0) =

m ® 0 und also m ® 0 = 0.

Seien X und X' zwei S-Linksmoduln. Wir betrachten die Inklusionsabbildungen ¢; : X — X @& X’ und
Lty : X’ = X ® X' und die Projektionsabbildungen 71 : X @ X’ — X und m : X & X’ — X'. Es geniigt
zu zeigen, daf (Fm Fmz): F(X @ X') —» FX @ FX' monomorph ist.

Es wird

L Vorbem. .
(Fm FWQ)(EL;) = (Fm)(Fu1) 4 (Fry)(Fiy) = F(miey) + F(mae) =" F(my1 4 mote) = Fidxex: .

Somit ist (Fmi Frz) monomorph.

Hausaufgabe 28 Seci A eine additive Kategorie und N C A eine volle additive Teilkategorie.
Sei B eine additive Kategorie. Man zeige.

(1) Es ist A/N eine additive Kategorie. Es ist A & A/ ein additiver Funktor.

(2) Sei A L, B ein additiver Funktor mit /X ~ 0 fiir X € Ob. Dann gibt es genau einen
additiven Funktor A/N L Bmit FoR=F.

P
(3) Seien A% B additive Funktoren mit FX ~ 0 und GX ~ 0 fiir X € Ob(N). Sei F % G

eine Transformation. Dann gibt es genau eine Transformation F % @ mit aRX = aX
fir X € Ob(A).

Lésunyg.

Zu (1). Zunichst einmal halten wir fest, daf3 04 auch in A/A ein Nullobjekt ist, da zu und von diesem Objekt
nur je ein repréisentierender Morphismus existiert. Wir kénnen also 04/ := 04 wéhlen.

Zeigen wir, daf die Kategorie A/N additiv ist.

Zu (Add1). Seien X3, Xo € Ob(A/N) = Ob A. Wir bilden X; & X5 in A, zusammen mit Inklusionsmorphismen
t1, to und Projektionsmorphismen 7 , 75 .

Wir behaupten, daBl X1 ® Xy zusammen mit den gleichnamigen Restklassen ¢ , to, 71 und 79 eine direkte Summe
ist.

Zu (Sum1). Sei S € Ob(A/N) = Ob A. Seien S — X; und S —» X, Morphismen in A, welche Morphismen
in A/N reprisentieren. Dann sind die Gleichheiten (s1s2)m; = s1 und (s1s2) o = s3 bereits in A giiltig, also
a fortiori auch in A/N.

Zu zeigen bleibt die Eindeutigkeit. Sei S(LSZ) X1® Xy mit 51 = (5152)m =xn 51 und S = (51 32) T =pr Sa.
Zu zeigen ist, dafl (51 52) éN (81 52), i.e. dafl (51*31 52*52) é/\/ 0.

S2—82

Wir kénnen (S = Xy) = (S =+ Ny 2~ X1) und (S — Xy) = (5& Ny —2» X,) faktorisieren. Also
wird

) ) 'U10
L R P L A L

und N7 & Ny € Ob . Somit ist in der Tat (81—s1 52—s2) =pr 0.

Zu (Sum2). Dual zu (Sum1).

Zu (Sum 3). Vererbt sich von A.

Dies zeigt die Behauptung.

Zu (Add2). Sei X € Ob.A. Bemerken wir zuniichst, daf}, ausfiihrlich geschrieben,

10 _(14Nullg, A (X,X) 04Nullg, p (X, X)
(17) +Nully (X @ X, X & X) = (1+Nunix(x,x) 1+Nullﬁ,x(x,x)> )
wie Komposition der linken Seite mit ¢; und 7; in A/N fiir 4, j € {1,2} zeigt.

Da (%?) in A ein Isomorphismus ist, ist nun auch R(}(l)) = (%?) + Nullg (X & X, X ® X) in A/N ein
Isomorphismus.



Zeigen wir, dafi der Funktor A =, A/N additiv ist.

Beachte, dafl R auf den Objekten identisch operiert.

Zunéchst ist R04 = 04 = 04/, wie schon festgestellt.

. . . (Rmy Rma) . .
Seien X, Xo € ObA. Es ist zu zeigen, da§ R(X; @& X») RX, & RX5 monomorph ist. Da direkte
Summen in A/N nach dem eben Gezeigten wie in A gebildet werden, und da das auch fiir die Repréisentanten
der Inklusions- und Projektionsmorphismen zutrifft, ist dieser Morphismus gleich

() (%))

X1 Xyg —— = X1 © Xy,

i.e. gleich der Identitét, welche insbesondere monomorph ist.

Zu (2). Zur Eindeutigkeit.

Da A—R> A/N auf den Morphismen surjektiv abbildet, ist F' durch die Bedingung F o R = F eindeutig
festgelegt.

Zur Existenz.
Setze FRX = FX := FX fiir X € Ob(A/N) = Ob A.
Setze F(RX i RX'):= F(X I X' fir X X' A. Dies ist wohldefiniert, da aus Rf = RJf folgt, daf
wir eine Faktorisierung i
x hoxy - (x e N X
mit N € ObN haben, und sich folglich

Ff—Ff F(f—f u v
(Fx T pxy = (px YD L pxy - (px S PN TS P = 0
~0
f
ergibt, wobei X — X’ in A.
) f
Es ist F' ein Funktor, da zum einen fiir X € Ob A
— id =Rid i Fidx =id
F(RX =% Rx) = F(X 25 X) = (FX —2X2% px)
ist, und sich fiir X I, X' S, X" in A zum anderen
_ Rf)(Rf’ — R !
Frx DD pxeny — prx MY gy
- r(x L xm
f / ‘f/ "
= F(x L x L xm

F Ff’
— (rx e pxr T pxeny

— (Frx 28 prx' T pRx)
ergibt.
Nach Konstruktion ist Fo R = F.
SchlieBlich ist FOA/N = FR0O4 = FO4 ~ Op und

(F'ﬂ'l Fﬂ'2) = (F'RTH FRFQ) = (Fﬂ’l Fﬂ'z) : F(Xl@Xg) — FX| P FX,y
ein Isomorphismus fiir X7, X2 € Ob(A/N) = Ob A. Also ist F' additiv.

Zu (3). Zur Eindeutigkeit. Da A A, A/N auf den Objekten identisch, und damit insbesondere surjektiv ab-
bildet, ist & durch die Bedingung aRX = aX fiir X € Ob A eindeutig festgelegt.

Zur Ezxistenz. Wir setzen aX := oX fiir X € Ob(A/N) = Ob A. Wir haben die Natiirlichkeit von (X)) x cob(a/n)

zu zeigen. Représentiert X = X' einen Morphismus gleichen Namens in A/A/, so wird in der Tat

(Ff)(aX') = (Ff)(aX') = (aX)(Gf) = (aX)(Gf).
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