M. Kiinzer

Homologische Algebra, SoSe 24
Losung 5

Hausaufgabe 17 (A26) Seien R und S Ringe.

Sel pMg <i rM’g eine R-S-lineare Abbildung zwischen R-S-Bimoduln.
Sei kN % rN' eine R-lineare Abbildung zwischen R-Linksmoduln.

Sei ¢X & sX' eine S-lineare Abbildung zwischen S-Linksmoduln.
Sei ax v, v wie in Lemma 62 gegeben.
Man zeige, dafl folgendes Viereck von Z-Moduln und Z-linearen Abbildungen kommutiert.

ax M,N

R(RMS(? sX, rN) =~ s(sX, rR(rMs, rN))

R(fgh,ml s(h, r(£,9))

s(sX', r(rM's, rRN))

axl7M/7N/

r(rRM's %9 s X', rRN')

Losung. Fir ¢ € r(Ms® X,N) ist paxmun € s(X, rR(M,N)). Fir x € X ist x(pax mun) € r(M,N). Fur
S :
m € M ist
m(z(pax,mn)) = (M@x)p;

vgl. Lemma 62. Analog ist fiir ¢’ € r(Ms® X, N), m’ € M’ und 2’ € X’
s

m/ (2 (¢ axrar n)) = (m @a)e" .

!

Fiir p € g(Mg %i) X, N) haben wir pax p.n s(h, r(f,9)) = ¢(f %@ hy, g)ax: amr N zu zeigen, d.h.

h'(sﬁax,M,N)' r(f,9) = ((f%@h) ) ‘P'Q)O‘X’,M’,N’ € S(X/’ R(M/7N/)) :

!

Sei 2’ € X’. Wir haben 2'(h - (pax mn) - r(f,9)) = ' (((f %@ h) - - g)axs v N+) zu zeigen, d.h.

I (@h(paxan)-g = a'(F@h) @ gaxwrw) € r(M'N).

!

Sei m' € M'. Wir haben m/f - (z’'h(pax mn)) -g = m/ (2’ (((f %@ h)-¢-g)ax: v n1)) zu zeigen, d.h.

!

m/(f - (¢'h(pax mN)) - g9) = m'(zl(((fgh)'@'Q)OéX',M',Nf)) € N.

Die linke Seite wird

m'(f - (2'h(pax m,N)) - 9) m' f(z'h(pax v N))g

— (W f®h)pg.
Die rechte Seite wird
W@ (T OR) b gaxarn) = (0 @) (fEh) o
= (&) DR
— (wfeh)pg.
Das ist dasselbe.
Wir haben also eine Isotransformation von g(= ?—, =) nach g(—, r(=,=)) konstruiert, also zwischen Funktoren

von (S-Mod)® x (R-Mod-S)° x R-Mod nach Z-Mod.



Hausaufgabe 18 (A28) Sei R ein Ring. Man zeige folgende Aussagen.

(1) Sei A eine Menge. Sei fiir jedes o € A ein projektiver R-Linksmodul P, gegeben. Dann
ist [],c4 P projektiv.

(2) Seien R-Linksmoduln X und Y gegeben mit X @& Y projektiv. Dann sind auch X und Y
projektiv.

(3) Ein R-Linksmodul X ist genau dann projektiv, wenn es eine Menge B und einen R-Linksmodul
Y gibt mit X @Y ~ ] sep . Insbesondere ist R®™ projektiv fiir n > 0.

(4) Fiir jeden R-Linksmodul M gibt es einen projektiven R-Linksmodul P und eine surjektive
R-lineare Abbildung P — M.

Ldsung.
Zu (1). Sei folgendes Diagramm von R-Linksmoduln und R-linearen Abbildungen gegeben.

HaEA Pa

)

M ——N

Dabei sei f surjektiv. Zu finden ist eine R-lineare Abbildung [],c 4 Pu L Mmitov- f L U.

Sei 8 € A. Da Pg projektiv ist, konnen wir eine R-lineare Abbildung Pg M wéhlen, fiir welche folgendes
Diagramm kommutiert.

Ps
vs \L
Lgru
!
M —N

Dank universeller Eigenschaft des Coprodukts gibt es eine eindeutige R-lineare Abbildung [, 4 Pa 2 M mit
tg-v=uvg fur g € A.
Fiir p € A wird

g-(v-f) =vg-f=15-u.

Wegen der Eindeutigkeit aus der universellen Eigenschaft des Coprodukts folgt v - f = u, wie verlangt.

Zu (2). Es geniigt zu zeigen, dal X projektiv ist.
Sei folgendes Diagramm von R-Linksmoduln und R-linearen Abbildungen gegeben.

X
f l
M —N

Dabei sei f surjektiv. Zu finden ist eine R-lineare Abbildung X < M mit v - f L

()

Wir betrachten die R-lineare Abbildung X @Y L> N. Da X @Y projektiv ist, konnen wir eine R-lineare

(s)

Abbildung X & Y —= M wiéhlen, die folgendes Diagramm kommutativ macht.

XoY

(%) .
s

M——N
Es ist also (3) = (fj,) - f= (;’)]}) Insbesondere ist u = v - f, wie verlangt.

Zu (3). Vorbemerkung 1: Es ist R ein projektiver R-Linksmodul.



Sei folgendes Diagramm von R-Linksmoduln und R-linearen Abbildungen gegeben.

R
o
M —N

Dabei sei f surjektiv. Zu finden ist eine R-lineare Abbildung R % M mit v - f L

Es ist ru = r - lu. Wir wéhlen m € M mit mf = lu, moglich, da f surjektiv ist. Wir setzen rv := r - m fir
r e R.

Es ist v eine R-lineare Abbildung: Fir s, s’ € Rund r, ' € Rwird (s 7+ s - v =(s-r+§ - 1) -m=
s-(r-m)+s-('"-m)=s-ro+s-rv.

FirreRistr(v-f)=rvf=(r-m)f=r-mf=r-lu=ru Alsoist v- f = u.

Dies zeigt Vorbemerkung 1.

Vorbemerkung 2: Seien R-Linksmoduln P und @ gegeben. Sei P ~ ). Genau dann ist P projektiv, wenn Q)
projektiv ist.

Es geniigt zu zeigen, dafl aus der Projektivitit von P die Projektivitdt von @ folgt. Wir wéhlen einen Isomor-
phismus P % Q.

Sei folgendes Diagramm von R-Linksmoduln und R-linearen Abbildungen gegeben.

Q
M—toN

Dabei sei f surjektiv. Zu finden ist eine R-lineare Abbildung @ < M mit v - f L
Da P projektiv ist, finden wir eine R-lineare Abbildung w: P — M mit w- f = a - u.

P
s
TN

M ——

Seivi=atw:Q— M. Eswirdv-f=a"1 w-f=a""' a-u=u, wie verlangt.

Dies zeigt Vorbemerkung 2.

Vorbemerkung 3: Sei M 25 X eine surjektive R-lineare Abbildung zwischen R-Linksmoduln. Sei X projektiv.
Dann ist M ~ X @ Kern(g).

Da X projektiv ist, finden wir eine R-lineare Abbildung X % M mit v - g = idx .

7

M- x

Wir betrachten die Inklusionsabbildung Kern(g) M.

Nun ist (idps —g-v)-g=9g—g-v-g =g — g-idx = 0. Dank universeller Eigenschaft des Kerns gibt es genau
eine R-lineare Abbildung M % Kern(g) mit w - i = idy; —g - v.

Esisti-w-i=1-(idys —g-v) =i+ 0=1-4. Wegen i injektiv folgt i - w = 1.
Esistv-w-i=v-(idyy—g-v)=v—v-g-v=v—idx v =0=0-i. Wegen ¢ injektiv folgt v - w = 0.

(gw) (v)

Wir haben die R-linearen Abbildungen M ~—% X & Kern(g) und M +—*~ X & Kern(g).
Esist (9w)- () =g -v+w-i=idy =1.

Esist (V) (9w) = (79%0) = (09).

Also sind diese beiden R-linearen Abbildungen sich invertierende Isomorphismen.
Insbesondere ist M ~ X @ Kern(g), wie behauptet. Dies zeigt Vorbemerkung 3.

Sei X ein R-Linksmodul.

Falls wir eine Menge B und einen R-Linksmodul Y haben mit X @Y ~ [] sep R, dann kénnen wir mit der
Vorbemerkung 1 und (1) folgern, da8 ] sep B projektiv ist. Mit Vorbemerkung 2 folgt, dafi X © Y projektiv
ist. Mit (2) folgt, dal X projektiv ist.



Sei nun umgekehrt X projektiv. Fiir z € X haben wir die R-lineare Abbildung g, : R — X : r+— rg, :=1r - x.
Denn fiir s, s € Rundr, v € Rwird (s-r+5"-1")gy, = (s:r+s"-r")x=s-(r-a)+s -(r"a)=srg,+5 1r'gs.

Mit der universellen Eigenschaft des Coprodukts erhalten wir die R-lineare Abbildung [], .y R Zy X mit
Ly g = g, fiir x € X. Diese ist surjektiv, da fiir ein gegebenes zy € X dieses geschrieben werden kann als
(ltzy)g = 1(tay - 9) = 1ga, = zo. Dank Vorbemerkung 3 folgt nun aus X projektiv, da8 [[ .y R ~ X © Kern(g).

Zu (4). Fiir m € M haben wir die R-lineare Abbildung ¢, : R — M : r — rgy, = r-m. Dank (3) ist
P :=[1,,en R projektiv. Mit der universellen Eigenschaft des Coprodukts erhalten wir die R-lineare Abbildung

Pp=J[R% M
meM

mit Ly, - g = gm fiir m € M. Diese ist surjektiv, da fiir mg € M sich (1i,,)g = mg ergibt.

Hausaufgabe 19 (A29) Sei R ein Ring. Man zeige folgende Aussagen.

(1) Sei A eine Menge. Sei fiir jedes o € A ein injektiver R-Linksmodul I, gegeben. Dann ist
[I,ca lo injektiv.

(2) Sind X und Y zwei R-Linksmoduln so, dafl X &Y injektiv ist, dann sind auch X und Y
injektiv.

(3) Aus dem Beweis von Satz 68 wissen wir: Ist z.J ein injektiver Z-Modul, dann ist z( zRg, 7J)
ein injektiver R-Linksmodul.
Man verwende dies, um zu zeigen: Sei n > 1. Es ist Z/n ein injektiver Z/n-Modul.

Lésung.
Zu (1). Sei folgendes Diagramm von R-Linksmoduln und R-linearen Abbildungen gegeben.

HaeA Ia

M N

Dabei sei f injektiv. Zu finden ist eine R-lineare Abbildung M % [Toca la mit f-v L

Sei B € A. Da Ig injektiv ist, konnen wir eine R-lineare Abbildung M 22, Ig wéhlen, fiir welche folgendes

Diagramm kommutiert.
Ig

f

M <—N
Dank universeller Eigenschaft des Produkts gibt es eine eindeutige R-lineare Abbildung M = ]
v-mg =g fiir § € A.
Fir g € A wird

aca Lo mit

(f-v)-mg = f-vg=u-mg.

Wegen der Eindeutigkeit aus der universellen Eigenschaft des Produkts folgt f - v = u, wie verlangt.

Zu (2). Es geniigt zu zeigen, dal X injektiv ist.
Sei folgendes Diagramm von R-Linksmoduln und R-linearen Abbildungen gegeben.

X
o
M~<—N

Dabei sei f injektiv. Zu finden ist eine R-lineare Abbildung M % X mit f - v L U.

Wir betrachten die R-lineare Abbildung N ﬂ XaY.



(vw)

Da X @Y injektiv ist, konnen wir eine R-lineare Abbildung M — X ® Y wihlen, die folgendes Diagramm
kommutativ macht.
XaeY

<V Jeo
f

M~<———N

Es ist also (v0) = f - (vw) = (fv f-w). Insbesondere ist u = f - v, wie verlangt.

Zu (3). Wir wissen: Es ist Q/Z ein injektiver Z-Modul.
Wir wissen dann auch: Es ist z(Z/n,Q/Z) ein injektiver Z/n-Modul.

Es geniigt zeigen: Es ist z(Z/n,Q/Z) < Z/n als Z/n-Modul, d.h. als abelsche Gruppe.

Eine Z-lineare Abbildung von Z nach Q/Z ist durch Angabe eines Elements x € Q/Z bestimmt, indem wir
z € Z nach z - x € Q/Z abbilden. Wir schreiben diese Abbildung

9o L — QJZ : z — zg9, = z-x.

Dank universeller Eigenschaft des Faktormoduls ist eine Z-lineare Abbildung von Z/n = Z/nZ nach Q/Z also
durch Angabe eines Elements z € Q/Z bestimmt, fiir welches w - x = 0 ist fiir w € nZ. Mit anderen Worten,
dafiir sollte n - x = 0 sein.

Wir schreiben diese Abbildung
go * Z/n — Q/Z : (z+nZ) — (24+nZ)g, == z-x.

Es ist

{2€Q/Z:n-2=0} = {E+Z :keZ}.
Also ist

2(Z/n, Q/Z) = {gr g : kEL} = 2(g1,7).

Darin hat g1, 5 die Ordnung n. Folglich haben wir den folgenden Isomorphismus abelscher Gruppen.

k+nZ — gﬁ+Z .

Hausaufgabe 20 Sei C eine Kategorie. Sei darin X Ly 4z gegeben. Man zeige:

1) Ist f - ¢ ein Monomorphismus, dann ist f ein Monomorphismus.

3

(1)
(2) Ist f ein Monomorphismus und eine Retraktion, dann ist f ein Isomorphismus.
(3) Sind f und g Epimorphismen, dann auch f - g.

(4)

4

Es ist f genau dann ein Monomorphismus in C wenn f ein Epimorphismus in C° ist.

Lésunyg.
u

Zu (1). Seien T 5 X oY mit u- f=wv-f gegeben. Wir haben u L vz zeigen.
Eswirdu-f-g=v-f-g. Da f-¢ monomorph ist, folgt in der Tat u = v.

Zu (2). Sei f ein Monomorphismus und eine Retraktion. Wegen letzterem kénnen wir ein X & Y wiihlem mit
g - f =1idy. Es folgt
fr9-f=[f-idy = f=idx-f.
Da f monomorph ist, folgt f-g=1idx .
Folglich sind f und g sich invertierende Isomorphismen.

Zu (3). Seien X NNy T mit f-g-u=f-g-v gegeben. Wir haben u Lo zeigen.

v

Da f epimorph ist, folgt g - u =g - v.



Da g epimorph ist, folgt in der Tat u = v.

Zu (4).

Sei f ein Monomorphismus in C. Zu zeigen ist: Es ist f ein Epimorphismus in C°.
“ !

InCoseiY L X T gegeben mit f-°wu = f-°v. Wir haben u = v zu zeigen.

Esistu-f=f-°u’=f-°v=uv-f. Da f ein Monomorphismus in C ist, folgt in der Tat u = v.

Sei nun f ein Epimorphismus in C°. Zu zeigen ist: Es ist f ein Monomorphismus in C.
u

InCseiT T X Iy gegeben mit v - f =wv - f. Wir haben u Lo zeigen.

v
Esist f-°u=wu-f=v-f=f-°v. Da f ein Epimorphismus in C° ist, folgt in der Tat u = v.
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