M. Kiinzer

Homologische Algebra, SoSe 24
Losung 4
Hausaufgabe 13 (A21.(2))
Seien R, S, T Ringe.
Seien Bimoduln M = ¢Mpgr und N = rNp gegeben.

Man zeige unter Verwendung der Abbildung A,; aus dem Beweis zu Bemerkung 58:
Es gibt auf der abelschen Gruppe sMgr ® grNp eine S-T-Bimodulstruktur, fiir welche
R

s-(m@n)xt = (s-m)Q (nxt)
ist firmeM,ne N,se S, teT.
Losung. Fiir s € S und t € T verfiigen wir iiber die Z-lineare Abbildung

MeN 224 MeN
R R
men +F— (s-m)Q(nx*t).

Sei x = Zie] m; ®n; € M ® N, fiir eine endliche Menge I. Es wird
R

TAsp = (Z m; @ni)Asy = Z(s -m;) @ (n; *t) .

iel iel

Firxz e M ® N und s € S sei
5T 1= XA .

Firz e M® N und s € S sei
Txt = A, .

Schreiben wir x = ), ; m; ® n; € M ® N, fiir eine endliche Menge I, so ist also
R

8-(Zmi®”i) = (Zmi(@ni))\SJ = Z(s.mi)®ni

el el el
und
(E m; @ n;) * E mt®”1/\1t— E m; ® (n; *t) .
el el el

Zu (BiMod 1).
Zu (LMod1). Es ist (M % N, +) eine abelsche Gruppe. Zu (LMod 2). Seien s,s' € Sund 2 = ), ., m; ® n; €
M % N, fiir eine endliche Menge I. Es wird
s-(s-x) = s (Zielmi®ni))
Zzel( m;) @ ny))
( m;)) © n;

(s

iel (( mz) @ 1Ny
s') -
s') -

(s
(

Zze[ m; ® nl)
X .

(s
( /
Zu (LMod3). Sei xz =} ,.,m; ®n; € M %) N, fiir eine endliche Menge I. Es wird

= 1~(Zmi®ni) = Z(l-mﬁ@ni = .

iel i€l



Zu (LMod4). Seien s,s’ € S. Seien x,2’ € M % N. Wir kénnen z = ) ,.;m; @n; und ' = Y, m; @ n;
schreiben fiir disjunkte Mengen I und I'.
Zum einen wird

(s+s)-z = (s+5) O iermi ®n;)

= Der(s+8)-my) @n;
= Yier(s-mits -mi) @n
= Dier((s-mi) @i+ (s"-m;) @ ny)
Dier(s-mi) @mi) + (3¢, (s" - mi) @ ny)
diermi ®@mng) 8" (D0, mi @ ny)

cx+s-x.

Zum anderen wird
s-(@ta) = s ((Liermi ®@ni) + (XLiep mi ©ni))
= s (Xierup mi ®ni)
= Dierur (s mi) @n;
= (icr(s-my) @ni) + (X iep(s-my) @ny)
= 5 (iermi ®ni) s (Xep mi ®n)
= s-o+s-7.

Zu (BiMod 2).
Zu (RMod1). Es ist (M ® N, +) eine abelsche Gruppe.
R

Zu (RMod2). Seien t,t' € Sund z = > .., m; ® n; € M ® N, fiir eine endliche Menge I. Es wird
el R

(wxt)xt' = (O ;crmi ®@mng) xt)*t
= (Qiermi @ (ng*t)) xt’
= D ermi®((nixt)xt)
= Diermi® (nix(t-t'))
= (Xiermi®@ng)*(t-t)
= zx(t-t).

Zu (RMod3). Sei z =Y ,.;m; ®n; € M ® N, fiir eine endliche Menge 1. Es wird
R

r*xl =

(Zmi@)ni)*l = Zmi®(ni*1) =z.

i€l iel

Zu (RMod4).Seien s,s" € S. Seien z, 2’ € M % N. Wir kénnen = ), ., m; @ n; und o’ = Y, ., m; @ n;
schreiben fiir disjunkte endliche Mengen I und I’.
Zum einen wird
xx(t+1)

= (Qiermi®@ng)*(t+1)

= Yiermi @ (nix(t+1))

= DierMmi®(ngxt+mn;*t)

= Yier(mi® (ny*t) +m; @ (n; xt'))

= (Liermi @ (ni*t)) + (Xermi @ (ng *t'))

— (Zie]mi@ni)*t+(2ielmi®ni)*t/

cxt+xxt .

Zum anderen wird
(@+a)«t = ((Xiermi ®ni)+ Qiep mi ®@ni)) *t
= (Xierur mi @ n;) xt
Y icrur Mi @ (ni xt)
iermi @ (nix 1)) + (X p mi @ (1 x 1))
Qicrmi @ng) xt+ (D ;e mi @ny) xt
= zxt+a xt.



Zu (BiMod 3). Sei s € S. Seit € T. Sei v = ) ,.;m; ®n; € M @ N, fiir eine endliche Menge I. Es wird
R

s-(zxt) = s-((O;ermi @ng)*t)
s+ (Xiermi © (ng x 1))
= Yier(s-m;) @ (n;xt)
= (2161(5'm1)®”z)*
(Zzé]ml@nl))*
S x)*

Diese Rechnung zeigt insbesondere im Falle eines einzigen Summanden, dafl

t
t

(s
(

s-(men)*xt :=s-(mMn)*xt) = (s-m)® (n*t)

ist firmeM,ne N,se S, teT.

Hausaufgabe 14 (A20.(2))
Sei R = (R, +,g) ein Ring.
Seien «, 3, v, 0 Ringisomorphismen von R nach R.
Wir betrachten die R-R-Bimoduln ,Rg, Rs; vgl. Hausaufgabe 10.
Man finde Ringisomorphismen ¢, ¥ von R nach R und einen Isomorphismus von
R-R-Bimoduln
oRp ® +Rs = <Ry

Losung. Seie:=a 871 Sei:=6 -~

Wir betrachten die Abbildung

aRﬁX ‘YR5 £> Rﬁ
(rr) = (nr)p=rpTt gy

Behauptung 1: Es ist ¢ R-bilinear.
Fiir r,7,7" € R ist

(r4+7,7)¢ = (r+7)B g’y = (BT BT ) mr'y Tt = BT Ry y T BT R YT = ()R (F )¢
Fiir r,7", 7 € R ist
(r,r'+7)¢ = rB 1 g(+7)y = BT LRy T YY) = BT Ry T BT R YT = () (r, )R

Fiir r,7’ € Rund z € R ist
(rexz,r)p = (r-gazb,r)p
= (r-gaB)Bt-gr'y!
= rftga gyt
= 1B r(@y R )V
— (et
= (r,z-1)p.

1

Dies zeigt Behauptung 1.

Mit der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts erhalten wir die Z-lineare Abbildung

aRﬁ %) fyR(S i> sRﬁ
rear = (rer)e=r87t.gr'y7t

Behauptung 2. Jedes Element von Rg ® ,Rs ist von der Form x ® 1 fiir ein gewisses Element x € R.
R



Sei £ € oRp @ Rs. Wir kbnnen § = ., 7; ® rj schreiben, wobei I eine endliche Menge ist. Es wird
R

f = Zie] 7 @ 7‘2
= Yiermi®rirl
= Y@y Rl
= Yieri®@ryy 1l
= YrixriyTtel
= CigrixriyH)®1.

Dies zeigt Behauptung 2.
Behauptung 3. Es ist ¢ eine R-R-lineare Abbildung. Sei £ € (Rg ® 4R;. Dank Behauptung 2 kénnen wir
R

& =z ® 1 schreiben fiir ein « € R. Seien r,r’ € R. Wir erhalten

(r-&xr)p = (r-(ze@l)*r)p
= ((ra-grz)®(1-r71'0))p
= (ra-gz)3 ' -gr'éy!
= raf ' gapt-pridy!
= reg(@Btgply ) gr'Y
= r- (@7 Ry w0
r-(z®px*r
= r-Epxr.

Da ¢ bereits als Z-linear bekannt ist, zeigt dies Behauptung 3.

Sei
oLt % R & Ry
rBl=rYp <+ r
Behauptung 4. Es ist ¢ -9 =id und ¢ - ¢ = id.

!

Zu ¢ -1 =id. Sei £ € Rg ® ,Rs. Dank Behauptung 2 kénnen wir { = = ® 1 schreiben fiir ein z € R. Wir
R

erhalten

Epp = (@@ )pp = (@7 g1y )Y = 27y = 2f7IfR1 = 2@1 = €.
Zu - Lid. Sei r € .Ry. Wir erhalten

rpp = (rB®1)p = BT Ry = 7.
Dies zeigt Behauptung 4.

Alles in allem ist nun ¢ als Isomorphismus von R-R-Bimoduln nachgewiesen.

Hausaufgabe 15
Seien R, S, T Ringe.

(1) Sei sMp % sM'g eine S-R-lineare Abbildung zwischen Bimoduln. Sei zNp — pN'r
eine R-T-lineare Abbildung zwischen Bimoduln.

Man konstruiere die S-T-lineare Abbildung

uRv
R / !
SMR% rNp — SMR%) rN'1,

fiir welche (m ®@ n)(u ® v) = (mu) ® (nv) ist fir m € M und n € N.
R

(2) Seien ¢Mpg, rNr und rN’7 Bimoduln. Man finde einen Isomorphismus
sMpg % (rRN7 ® grN'7) — sMpg %) rNT © sMg % rN'r

von S-T-Bimoduln, sowie sein Inverses.



Lésung.
Zu (1). Wir betrachten die Abbildung

%)
sMgr x gN7 — SM'R%) rN'r
'_)

(m,n) (m,n)p :=munuv .

Behauptung: Die Abbildung ¢ ist R-bilinear.
Seien m, m’ € M. Seien n, n’ € N. Seir € R.
Es wird

(m+m/n)p = (m+mHueny = (mu+mu)@nv = mu@nv++mu@nv = (m,n)p+ (m',n)e .
Es wird
(myn+n")p = mu@n+n v = mu® (nv+nv) = mu@nv+mu@nv = (m,n)e+ (m,n)p.
Es wird
(mxr,n)p = (mxr)u@nv = (Mu)*xr@nv = Mur-(nv) = mu (r-n)v = (M,r-n)p.

Dies zeigt die Behauptung.
Die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts liefert daraus die Z-lineare Abbildung

URV
sMpg % JYC— SM'R%) rN'7

men +— (Mmen)(ukv) = munu.
R

Fir x € ¢Mr ® rNr kénnen wir x = Ziel m; @ n; schreiben, wobei I eine endliche Menge ist. Es wird
R

(Zmi@)ni)(u%v) = Z(mi®ni)(u%v) = Zm,»u@niv.

il icl il
Wir wollen die S-T-Linearitdt von u ® v zeigen. Da die Z-Linearitdt bereits bekannt ist, geniigt es zu zeigen,

R
daf fiir gegebene s € S, x € sMpr ® rNp und t € T sich (s-x *t)(u ® v) L. (z(u @ v)) * t ergibt. Dazu
R R R

schreiben wir x = )., m; ® n; schreiben, wobei I eine endliche Menge ist. Es wird

(s-z*t)(u%@v) = (s-(Zielmi®nz‘)*t)(U(§U)
= Cier(s - ma) ® (ni 1)) (u @)

= 2ier(s-miu® (n; xtho
= Der(s- (miu)) @ ((ngw) x t)
= D ers (mu@nu)xt
5 (Djermiu@nv) * t
= s~(x(u%@v))*t.

Zu (2). Wir haben die S-T-lineare Abbildung
@ = (M§<(1J) M%(?)) : SMR% (rNT @ rN'7) — SMR% rNT @ SMR% rN'r

Wir haben die S-T-lineare Abbildung

M®(10)
Y = (M(%(Ol)) : SMR%) rNT ® SMR% rN'r — SJV[R(I%(RNTEB rN'T)
R



Es ist

v = (@) (WD)
= (M (o) (M@ (10)+(Me (1)) (M (o1))
= Ma((o)- (1) +Ma((F)- (o)
— Mo (8 +Me ()
= Mo ((58) + (31
= Mo (1)
= M&idyen

Es ist Me(10)
Yop = <M§>((]1)>'<M(§<é) M%(?))

_ ((Mg(l o))~(M§(é)) (Me(1 0))~(M§(g))>
1

1 ))

(M(01))-(M& () (M@(01))-(M@(

<M®<<1 0)(4)) M§<<10>-(?)>>
1 0
0 (1

R
M((01)-(g)) Me(01)-(7))
(]W@l M®O>
— R R
- M@0 M®1
R R
(09)

= idygNvemen' -
R R

Hausaufgabe 16
(1) Wir betrachten den Q**?-Q-Bimodul Q?*!. Wir betrachten den Q-Q3**3-Bimodul Q3.
Wir betrachten den Q**2-Q**3-Bimodul Q2*3.

Man finde einen Isomorphismus von Q?*2-Q**3-Bimoduln
Q2><1 ® @1><3 :> @2><3
Q
Man finde ein Element in Q?*! @ Q'*3, das kein Elementartensor ist.
Q
(2) Seien m, n € Z>;. Man zeige: Jedes Element von Z/m ® Z/n ist ein Elementartensor.
Z

Lésung.
Zu (1). Es ist die Abbildung
Q2x1 x Q1x3 i?) Q23
((32), () = (52) - (brbate)

Q-bilinear und liefert also die Z-lineare Abbildung
Q2><1 ® Q1X3 £> QQX?,
Q
(62) ® (brbaba) > (G1) - (bababs)

Wir iiberpriifen die Q2*2-Q3*3-Linearitit. Sei A € Q?*2 und B € Q3*3. Sei a € Q?*!. Sei b € Q'*3. Auf
Elementartensoren wird

(A-(a®@b)xB)p = (Aa®bB)p
AabB
A-abx B
A-(a,b)px*B.



Seien eq 1= ((1)), eg 1= ((1)) in Q2*1,
Seienfl ;:(100)7]"2; (010) fd _(001) 1nQ1X3
Wir haben die Q-lineare Abbildung

Q2x3 i> Q21 @ Q1*3
Q
(Gra2a3) = Tiena Zjepns Ciiei © -
Stets wird

(razas)ve = Y. > aj@@fe = Y. Y ajef; = (Grazas) .

i€[1,2] j€[1,3] i€[1,2] j€[1,3]
Stets wird
Z Z Cljez®fj @Z/J = Z Z CZjerj /(/) = (g;& féégig)w = Z Z Ci,jei®fj .
i€[1,2] j€[1,3] i€[1,2] j€[1,3] i€[1,2] j€[1,3]

Folglich ist ¢ bijektiv. Damit ist es ein Isomorphismus von Q?*2-Q3*3-Moduln.
Jeder Elementartensor wird unter ¢ auf eine Matrix von Rang < 1 abgebildet. Es ist

(e1®fitea® f2)e = (690)
von Rang 2. Also ist z.B. e; ® f1 + €2 ® f2 kein Elementartensor (sondern Summe aus 2 Elementartensoren).

u (2). Sei z € Z/m @ Z/n. Wir kénnen
7
x = Z(zl +mZ) ® (w; + nZ)
iel
schreiben, wobei I eine endliche Menge ist und wobei z;, w; € Z fiir ¢ € I. Es wird

o= Yler(zi+mL) ® (wi +nZ)
= Yier(zi+mZ) @w; - (1+ni)
= Yier(zi+mZ) xw; @ (14 nZ)

= D erziwi +mZ) ® (1 +nZ)
= (Zzel ziw; + mZ) @ (1 +nZ) ,

und dies ist ein Elementartensor.
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