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Homologische Algebra, SoSe 24
Blatt 3

Hausaufgabe 9 (A21.(1))
Seien R, S, T Ringe. Seien M = gMg und N = rN7; Bimoduln.

(1) Man zeige: Hompg (M, N) ist vermittels m(f + ¢g) := mf + mg fir f, g € Homg(M,N)
und m € M eine abelsche Gruppe.

(2) Man zeige: Es gibt eine S-T-Bimodulstruktur auf der abelschen Gruppe Hompg(M, N)
aus (1), fiir welche
m(s-fxt) = ((mx*xs)f)«t
ist fiir f € Homg(M,N),s€ S, teT, me M.

(3) Man zeige: Es ist w : Homg( gRr, rN7) = rN7: f+— fu:=1f ein Isomorphismus von
R-T-Bimoduln.

Lésung.
Zu (1). Seien f, g € Homg(M, N). Wir haben zu zeigen, dafl f + g wieder eine R-lineare Abbildung ist. Seien
m, m' € M und r, v € R. Es wird

(rem+r"-mY(f+g) = (T-m+r-m)f+r-m+r-mg
r-mf+r-m'f+r-mg+r -mg
re-(mf+mg)+r'-(m'f+m'g)
r-m(f+g)+r"-m'(f+9).

Wir zeigen, da8 (Hompg(M, N), +) eine abelsche Gruppe ist.
Wir zeigen: (f +9g)+h L f+(g+h) fir f, g, h € Homg(M, N). Fiir m € M wird

m((f+9)+h) = m(f+g)+mh
= (] +mg) +mh
mf + (mg + mh)
= mf+m(g+h)
m(f+(g+h)).
Wir zeigen: f+gég+f fir f, g9 € Homg(M, N). Fiir m € M wird
m(f+g) = mf+mg = mg+mf = m(g+f).

Sei 0 € Homp (M, N) die Abbildung, fiir die m0 = 0 ist fiir m € M. Es ist 0 in der Tat eine R-lineare Abbildung,
da fiir m, m’ € M und r, v’ € R sich

(r-m+7r"-m)0 =0=7r-0+7-0=17r-m0+7r"-m0

ergibt.
Wir zeigen: f+0 L f. Firm e M wird

m(f+0) = mf+m0 = mf+0=mf.

Fiir f € Homgr(M, N) sei —f € Homg(M, N) die R-lineare Abbildung, fiir die m(—f) = —mf ist fir m € M.
Es ist —f in der Tat eine R-lineare Abbildung, da fiir m, m’ € M und r, ' € R sich

(remtr’m')(=f) = —(r-mr'm)f = —(rmf+r'm'f) = r-(=mf)+r'-(=m'f) = rm(=f)+r'-m (=)



ergibt.
Wir zeigen: f + (—f) L 0. Fiir m € M wird

m(f +(=f) = mf+m(=f) = mf+(=mf) = 0 = m0.
Zu (2).
Zu (BiMod1). Sei s € S und f € Hompg (M, N). Wir definieren s - f € Homg(M, N) durch
m(s-f) = (mxs)f firme M .
Es ist s- f in der Tat eine R-lineare Abbildung, da fiir m, m’ € M und r, v’ € R sich
(rmar'm/)(s-f) = ((rmtr'm)ss)f = (rmxstr’-m'ss)f = r-(mxs) f+r'-(m'ss)f = rm(s-f)+r"-m'(s-f)

ergibt.
Zu (LMod 1). Es ist (Homp(M, N),+) eine abelsche Gruppe; vgl. (1).
!

Zu (LMod 2). Seien s, s' € S und f € Homp(M, N). Wir zeigen (s- ') - f = s - (s' - f). Sei m € M. Es wird
m((s-s') - f) = (mx(s-s))f = (m*s)xs)f = (mxs)(s'-f) = m(s- (s f)).
Zu (LMod 3). Sei f € Homp (M, N). Wir zeigen 1- f = f. Sei m € M. Es wird
m(1-f) = (mx1)f = mf.

Zu (LMod 4). Seien f, f* € Homgr(M, N). Seien s, s’ € S.
Wir zeigen (s + ') - f=s- f+ 5 - f. Sei m € M. Es wird
m((s+5')-f) = (mx(s+5))f = (mxs+mxs')f = (mxs)f+(mxs')f = m(s-f)+m(s'-f) = m(s-f+5"f).
Wir zeigen s - (f + f7) és.erSof’. Sei m € M. Es wird

m(s-(f+f)) = (mxs)(f+f) = (mxs)f+(mxs)f = m(s-f)+m(s-f) = m(s-f+s-f).
Zu (BiMod 2). Sei t € T und f € Homp(M, N). Wir definieren f x¢ € Hompg(M, N) durch

m(f#t) == mf#t fiir m € M .

Es ist f # ¢ in der Tat eine R-lineare Abbildung, da fiir m, m’ € M und r, ' € R sich
(r-m+r"-m")(fxt) = (r-m+r"-m')fxt = (r-mf+r'-m' f)xt = r-mfrt+r’-m' fxt = r-m(fxt)+r"-m'(f*t)

ergibt.
Zu (RMod 1). Es ist (Homg(M, N),+) eine abelsche Gruppe; vgl. (1).
|

Zu (RMod 2). Seien ¢, t' € T und f € Homp(M, N). Wir zeigen f « (t-t') = (f xt) xt'. Sei m € M. Es wird
m(fx(t-t)) = mfx(t-t') = (mf«t)xt’ = (m(fxt))«t' = m((fxt)xt').
Zu (RMod 3). Sei f € Hompg (M, N). Wir zeigen f *1 ;f Sei m € M. Es wird
m(fx1) = mfx1 = mf.

Zu (RMod 4). Seien f, f' € Homp(M,N). Seien t, ' € T.
Wir zeigen f* (¢t +t') éf*t—&—f*t’. Sei m € M. Es wird

m(f*x(t+t)) = mfxt+t) = mfxt+mfst’ = m(ft)+m(f*t) = m(ft+ f*t).
Wirzeigen(f+f’)*t;f>kt—|—f’*t. Sei m € M. Es wird

m((f+f)xt) = m(f+f )t = (mf+mf )t = mfxt+mf «t = m(fxt)+m(f *t) = m(fxt+ f'*t).



Zu (BiMod 3). Sei f € Homg(M,N). Sei s € S. Sei t € T. Wir zeigen s - (f xt) L (s f)«t. Seim € M. Es wird
m(s- (fxt)) = (mxs)(f+t) = (mxs)frt = (m(s-f))xt = m((s-f))*t).
Wir kénnen also s - f xt:=s- (f xt) = (s- f) * ¢ schreiben und erhalten
m(s-fxt) = (mxs)fxt
fiir m € M, wie der vorstehenden Rechnung zu entnehmen.

Zu (3). Wir betrachten die Abbildung

Homgr(R,N) % gNr
f = fu:=1f.
Wir zeigen: Es ist u eine R-T-lineare Abbildung. Seien f, f’ € Hompg(R, N). Seien r, v’ € R. Seien t, t' € T.
Es wird
(r-fsxt+r-f'«thu = 1 fxt+r"-f xt)
= 1(r-fxt)+ 10" f'xt')
= (Qxr)fxt+1xr)f xt/
= (r-1)f*xt+ " -1)f =t/
= r-1fxt+r - 1f =t/
= r-fusxt+r - fluxt .
Wir betrachten die Abbildung
Hompg(R,N) & grNrp
(nv:ir—=r-n) <« n.

Fiir die Wohldefiniertheit von v ist zu zeigen, dafl nv : r — r - n eine R-lineare Abbildung ist. Seien 7, ¥/ € R.
Seien r, r’ € R. Es wird

(Fr+7 - w) = F-r+7-7)n=7F-(r-n)+7-("-n) =7 -r(nv)+7-r'(nv) .

! !
Nun geniigt es, u-v = idgom, (r,n) Und v-u = idy nachzuweisen. Es folgt dann, daf§ 4 und auch v Isomorphismen
von R-T-Bimoduln sind.

|
Wir zeigen v - u = idy. Sei n € N. Es wird

nv-u) = (nv)u = L(nv) = 1-n = n.

Wir zeigen u - v L idfomp(r,n)- Sei f € Homg(R, N). Sei r € R. Es wird
r(fu-v)) = r((fuv) = r-(fu) = r-(1f) = (r-)f =rf.

Es folgt f(u-v) = f.

Hausaufgabe 10 (A20.(1))
Sei R = (R, +,g) ein Ring.

Seien «, (3, v, 0 Ringisomorphismen von R nach R, auch Ringautomorphismen von R genannt.

(1) Man zeige: Es gibt eine R-R-Bimodulstruktur auf R, fiir welche r -z xs =ra-gx g sf
ist fiir r,s € Rund =z € R.

Dieser Bimodul werde ,Rg geschrieben.

(2) Man finde Ringisomorphismen ¢, ¥ von R nach R und einen Isomorphismus von R-R-
Bimoduln

~

u HomR(aRﬁ, ’YR5) — Ry .



Lésung.

Zu (1).
u (BiMod1). Fiir » € R und = € R setzen wir r -  :=ra g .
u (LMod 1). Es ist (R, +) eine abelsche Gruppe.
u (LMod 2). Seien r, ¥’ € R und z € R. Es wird

(rgr’)-z = (rgr)a-gxr = ra-gr'a-gz = ra-g(r'-z) =r (' z).

Zu (LMod 3). Sei « € R. Es wird
l-2 = la'gz = 1l.gzx = x.

Zu (LMod4). Seien r, v’ € R. Seien z, 2’ € R.
Es wird
(r+7)-x = (r+ra-gz = (ra+r'a) gx = ra-ge+r'a-gr = r-x+r -x

Es wird
r-(x+2") = rag(x+2) = ragr+ra-gr =r-x+r-a2.

Zu (BiMod 2). Fiir s € R und = € R setzen wir x * s := x -g .
u (RMod 1). Es ist (R, +) eine abelsche Gruppe.
u (RMod 2). Seien s, s' € R und z € R. Es wird

z*(s'ps) =a2pr(srs)B =2 rsB-rsB = (x*s) rs'B = (xxs)xs".

u (RMod 3). Sei z € R. Es wird
rzxl = z-glf =25l = x.

u (RMod4). Seien s, s’ € R. Seien z, ' € R.
Es wird

x(s+5) =azr(s+s)8 =axRr(sB+5B) =z rsB+az-prsf = xxs+axs .
Es wird
(x+2")xs = (x+2') 88 =z -s8+a-sB = x*xs+a’ xs.

Zu (BiMod 3). Seien r, s € R. Sei z € R. Es wird

r-(xxs) = r-(x-gsf) = ra-g(x-gsf) = (ra-gz) grsf = (ra-gz)*s = (r-z)*s.
Wir kénnen also r -z x s:=1r- (z*s) = (r-x)*s schreiben und erhalten
r-r*xs = ra-gr-rsi,

wie der vorstehenden Rechnung zu entnehmen.

u(2). Seie:=p-a"t . Seid:=4.
Wir betrachten die Abbildung
Hompg(oRg, 4Rs) — Ry
f = fu=1f
Wir behaupten, daf§ v ein Isomorphismus von R-R-Bimoduln ist.
Wir zeigen: Es ist u eine R-R-lineare Abbildung. Sei f, f' € Homg(oRs, vRs5)-
Seien 7, 1/, 5, s’ € R. Es wird

(r-fsxs+r-f'«shu = 1r -fxs+r-f x5

= Lr-fxs)+ 10" f'*s)
(Ixr)fxs+ (Qxr")f x5

(rB)f xs+ (r'B)f - s

= (Br1)fxs+('B-rl)f x5
(rBa=ta-gr1)f*s+ (rBa"ta-gl)f s
(rfa=-1)f -rs6+ ("Ba=" - 1)f" g s'd

= rfa"l-1f gsé+r'Ba"t-1f -ps's

= rfaly-r1f RS+ 1" Baly g 1f RS0

= re-gfu-gsd+regflu-prsv

= r-fuxs+7r - fluxs .



Wir zeigen: Es ist w injektiv. Sei f € Homp(oRg, +Rs) mit fu = 0. Wir haben f 0 zeigen. Sei r € R. Es wird
rf =(@-1)f =r-1f =ryrlf =ryrfu=ry.g0=0.
Also ist f = 0.
Wir zeigen: Es ist u surjektiv. Sei y € R. Sei
R f
allg = 4Rs
r — xaf = xza 'y -Rpy.
Es ist f eine R-lineare Abbildung, denn fiir 7, v’ € Rund z, 2’ € R wird
(r-z+7r"-2")f = (rapx+ra-ga)f
= (ragz+r'a-raz)aly ry
= raa 'y graly-py+raaly -gr'aly gy
= ry-rza vy ry+r'ypr’aly Ry
= ryraf+r’yraf
= r.axf+r-2'f.

Ferner ist fu=1f=la" 'y py = 1 py=v.

Hausaufgabe 11
Sei M :=7Z/3®7Z/9. Sei X :=7/3.Sei N :=7/9D7Z/27.

(1) Man beschreibe Homgz (M, N) und bestimme damit | Homgz (M, N)|.
(2) Sei
Hx := {f € Homg(M,N) : es gibt u € Homz(M, X) und v € Homz(X,N) mit f =u-v}
Man bestimme |Hx|. Ist Hy eine Untergruppe von Homgz (M, N)?

Lésung.
Zu (1). Es ist
Homgz(M,N) = Homgz(Z/3®Z/9, Z/9® Z/27)
{(gg) ae{0,3,6},be{0,9,18}, c€ {0,1,2,...,8}, d € {0,3,6,...,24} } .

Also ist | Homgz (M, N)| =3-3-9-9 =36 = 729,

Zu (2). Es ist
Homgz(M,X) = Homgz(Z/3DZ/9, Z/3)
{(v) :ue{0,1,2},ve{0,1,2}}.
Es ist
Homyz(X,N) = Homsz(Z/3, Z/9 & Z/27)
= {(zv) : 2€{0,3,6},y€{0,9,18} }.

Wir komponieren.

) H (00)‘ (09) ‘(018) ‘ (30)‘ (39) ‘(318) ‘ (60)‘ (69) ‘(618)‘
(6) || (60) | (60) | (65) | (60) | (66) | (50) | (60) | (65) | (00)
(1) || (@0) | (65) | (61%) | (30) | (55) | (515) | (60) | (59) | (61s)
(2) || (6o) | (618) | (69) | (60) | (61) | (59) | (50) | (315) | (39)
(8) [ (88) T (38) [-(6°) [ (28) | (88) [ (&%) [ (68) | (58) [ (6%)
(1) || (60) | (05) | (6813) | (30) | (35) | (318) | (50) | (63) | (615)
(2) || (60) | (83s) | (65) | (60) | (81s) | (65°) | (30) | (518) | (3°9)
(2) [ (B8) [ (3% | (88) | (68) [ (%) | (88) [ (8) [ (%) | (&)
(1) | (60) [ (8%) | (0s) | (36) | (56) | (81%) | (80) | (8%) | (81%)
() [(88) T (318) 1 (8%) [ (68) [ (649) | (&%) [ 3) [ G0 [ (39)




Wir finden durch Abzéhlen
|Hx| = 1+4-8 = 33.
Hierzu beachte man, dafl die 2-te und die 3-te Zeile dieselben Morphismen enthilt, dito die 4-te und die 7-te,
dito die 5-te und die 9-te, dito die 6-te und die 8-te.
Da |Hx| = 33 kein Teiler von | Homg (M, N)| = 3% ist, ist Hx keine Untergruppe von Homg (M, N).

Hausaufgabe 12

Sei R ein Ring.

Seien R-Linksmoduln M’, M, M" und R-lineare Abbildungen M’ ENY VNSV gegeben.
Sei Kern(g) = M die Inklusionsabbildung. Sei M £ Cokern(f) die Restklassenabbildung.

(1) Man zeige: Es ist M’ ERS VNSV genau dann exakt in der Mitte, wenn f - g = 0 und
t-p =0 ist.

(2) Man zeige: Es ist M’ ENS VEENS VL genau dann kurz exakt, wenn es einen Isomorphismus
M’ % Kern(g) mit u -+ = f und einen Isomorphismus Cokern(f) — M"” mit p-v = g
gibt.

Lésung.

Zu (1). Esist f - g = 0 genau dann, wenn Im(f) C Kern(g).

Es ist ¢ - p = 0 genau dann, wenn jedes Element von Kern(g) unter p : M — M/Im(f) auf 0 abgebildet wird,
d.h. wenn z + Im(f) = 0 fiir € Kern(g), d.h. wenn x € Im(f) fiir z € Kern(g), d.h. wenn Kern(g) C Im(f).

Also ist M’ L M % M" exakt in der Mitte genau dann, wenn Im(f) C Kern(g) und Kern(g) C Im(f), d.h.
wenn f-g=0und ¢-p=0.

Zu (2).

1. Sei zum einen M’ L5 M % M" kurz exakt.

Da f-g = 0 ist, gibt die universelle Eigenschaft des Kerns eine R-lineare Abbildung f’ : M’ — Kern(g) mit
f'-v= f. Da f injektiv ist, ist auch f’ injektiv. Ferner ist M’ f' = M'f's = M'f = Im(f) = Kern(g). Also ist
f! surjektiv. Insgesamt ist f’ ein Isomorphismus von R-Linksmoduln.

Da f - g = 0 ist, gibt die universelle Eigenschaft des Cokerns eine R-lineare Abbildung ¢’ : Cokern(f) — M"
mit p- ¢ = g. Da g surjektiv ist, ist auch ¢’ surjektiv. Fiir m € M ist m + Im(f) € Cokern(f) genau dann
im Kern von ¢, wenn 0 = (m + Im(f))g’ = mpg’ = myg ist, d.h. wenn m € Kern(g) = Im(f) ist, d.h. wenn
m 4 Im(f) = 0 ist. Also ist ¢’ auch injektiv. Insgesamt ist ¢’ ein Isomorphismus von R-Linksmoduln.

2. Seien zum anderen ein Isomorphismus M’ EAN Kern(g) mit f’-1 = f und ein Isomorphismus Cokern(f) <L+ M"
mit p - ¢’ = g vorhanden. Da ¢ injektiv ist, ist auch f injektiv. Da p surjektiv ist, ist auch g surjektiv.

Seim € M. Esist m € Kern(g) genau dann, wenn m € Kern(p-g') = Kern(p) = Im(f). Also ist Kern(g) = Im(f).
Somit ist M’ L M % M” kurz exakt.

g
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