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Hausaufgabe 5 (cf. §1.2.7) Sei R ein Ring. Sei I C R ein Ideal.

(1) Sei M ein R-Linksmodul, fiir welchen zm = 0 ist fiir x € [ und m € M.

Man zeige: M wird vermoge (r + I) - m :=r-m zu einem R/I-Linksmodul, wobei r € R
und m € M.

(2) Sei N ein R/I-Linksmodul. Man zeige: N wird vermége r-n := (r + I) - n zu einem
R-Linksmodul, wobei r € R und n € N.

(3) Seien R/I-Linksmoduln N und N’ gegeben, welche dank (2) auch als R-Linksmoduln
angesehen werden konnen. Sei f: N — N’ eine Abbildung.

Man zeige: Es ist f genau dann R/I-linear, wenn f R-linear ist.
(4) Man bestimme bis auf Isomorphie alle Z/9-Moduln, die 81 Elemente enthalten.

Lésung.

Zu (1).

Wohldefiniertheit der Multiplikation von R/I auf M: Seien r, 7 € R mit r+ I = 7+ I gegeben. Sei m € M. Zu
zeigen ist: r - m L Tm.

Inder Tatist r —7 € Tund alsor-m —7-m=(r—7)-m=0,dh. r-m=7-m.

Zum Uberpriifen der Linksmodul-Axiome schreiben wir kurz [r] :=r + I € R/I fiir v € R.

(LMod 1) Es ist (M, +) eine abelsche Gruppe, da M ein R-Linksmodul ist.

(LMod 2) Esist [r] - ([s] - m)=1[r] - (s-m)=7r-(s-m)=(r-s)-m=[r-s]-m=(r][s]) -mfirr, s € Rund
m € M.

(LMod3) Esist 1)y -m = [1g]-m = 1 -m = m fiir m € M.

(LMod4) Zum einen ist ([r]+[r]) - m=[r+r ] -m=(r+r)m=r-m+r"-m=[r]- m+['] - mfirr, v € R
und m € M.

Zum anderen ist [r] - (m+m/)=r-(m+m/)=r-m+r-m'=[r]-m+[r]-m/ fir r € Rund m, m' € M.

Zu (2). Zum Uberpriifen der Linksmodul-Axiome schreiben wir kurz [r] :=r 4+ I € R/I fiir r € R.

(LMod 1) Es ist (IV,+) eine abelsche Gruppe, da N ein R/I-Linksmodul ist.

(LMod2) Esistr-(s-n)=1[r]-([s] - n)=([r]-[s]) - n=[r-s]-n=(r-s)-nfirr,s € Rund n € N.
(LMod3) Esist 1g-n = [lg]-n=1g/;-n=mn firnec N.

(LMod4) Zum einen ist (r+ ") -n=[r+r]-n=(r]+["]) - n=[] - n+[] - n=r-n+r-n firr,r € R
und n € N.

Zum anderen ist r- (n+n') =[] - (n+n')=[r]-n+[r]-n =r-n+r-n' firr € Rund n, n’ € N.

Zu (3). Zum Uberpriifen der Linearitéitseigenschaften schreiben wir kurz [r] :=r + I € R/I fiir r € R.
Sei f eine R-lineare Abbildung. Seien r, 7 € R. Seien n, n € N. Es wird

([rl-n+[Fl-0)f = (r-ntr-n)f = r-(nf)+7-(0f) = [r]-(nf) +[7]- (0f) -

Also ist f auch R/I-linear.
Sei f nun eine R/I-lineare Abbildung. Seien r, ¥ € R. Seien n, n € N. Es wird

(r-n+7-n)f = (rl-n+[F-0)f = [r]-(nf) +[F]- (0f) = v (nf) +7-(f).
Also ist f auch R-linear.

Zu (4). Unter Verwendung von (3) erkennen wir: Es sind zwei Z/9-Moduln genau dann isomorph, wenn sie
aufgefafit als Z-Moduln isomorph sind.



Wir suchen also bis auf Isomorphie alle Z-Moduln N, fiir welche |N| = 81 ist und fiir welche 9z - n = 0 ist fiir
z € Z und n € N. Kurz, fiir welche |[N| = 81 und 9N = 0 ist.

Nach Klassifikation der endlich erzeugten abelschen Gruppen sind dies (Z/3)®4, (Z/3)%? @ Z/9 und (Z/9)%2.
Hausaufgabe 6 (cf. A8.(2)) Sei R ein Ring.

(1) Seien R-Linksmoduln M und N gegeben. Sei f : M — N eine bijektive R-lineare Abbil-
dung. Man zeige: Es ist auch f~' : N — M eine R-lineare Abbildung.

(2) Sei M ein R-Linksmodul. Seien U C V' C M Teilmoduln.
Man bestimme einen Isomorphismus f : M/V — (M/U)/(V/U).

Lésung.

Zu (1). Seien n, n’ € N und r, v’ € R. Es wird

(rentr’ ) = (e f ) (D) = e f N = ()
Also ist f~! eine R-lineare Abbildung.

Zu (2). Zunéchst einmal halten wir fest, da} V/U C M/U ein Teilmodul ist und wir also den Faktormodul
(M/U)/(V/U) bilden kénnen.

Wir haben die surjektiven R-linearen Abbildungen

PM /U P(M/U)/(V/U)
—_— _—

M M/U (M/U)/(V/U) .

Somit ist auch ihr Kompositum f = pmyu - P(MUY/(v/u) eine surjektive R-lineare Abbildung. Es ist

/
ML gy
m = mf = (mpyv)poasvy oy = (m+U)+ (V/U).
Fiir v e Vist vf = (v+U) + (V/U) = 0. Dank universeller Eigenschaft des Faktormoduls gibt es die R-lineare
Abbildung
f
My L apywiy
m+V = (m+V)f =mf = m+U)+(V/U).
Diese ist surjektiv, da f surjektiv ist.

Wir haben die Injektivitit von f nachzuweisen. Sei m € M mit (m + V) f = 0 gegeben. Wir haben m + V L0
ZU zeigen.

Tatséchlich folgt aus 0 = (m+V)f =(m+U)+ (V/U),daB m +U € V/U ist, alsom € V, alsom+V = 0.

Hausaufgabe 7
(1) Man bestimme alle Z-linearen Abbildungen von Z/9 nach Z/27.

(2) Zu jeder Abbildung aus (1) bestimme man Kern, Bild und Cokern.

Lésung.

Zu (1). Jede Z-lineare Abbildung von Z/9 nach Z/27 ist von der Form Z/9 3a, Z/27 fiir ein a € Z.

Fiir a, b € Z ist dabei (Z/9 3a, Z]27) = (Z/9 3t Z/27) genau dann, wenn 3a =27 3b ist, also wenn a =g b ist.
Also ist jede Z-lineare Abbildung von Z/9 nach Z/27 von der Form Z/9 3a, Z/27 fiir ein a € [0, 8]. Diese

Abbildungen sind paarweise verschieden.

Zu (2). Es ergibt sich folgende Tabelle.



f ‘ Kern(f) ‘ Im(f) ‘ Cokern(f)

z)9% 721 | 2/9 0 (2,)27)/0 ~ 7./27

7)9%7/27 |0 3227 | (Z)27)/(3Z,)27) ~ Z./3
7/9 % 7/27 | 0 32,)27 | (Z/27)/(32,)27) ~ Z/3
7)9 % 7/21 | 37,/9 97./27 | (2/27)/(97.)27) ~ 7./9
7/9 2 7/27 | 0 32/27 | (Z)27)/(3Z,)27) ~ 7./3
7)9 2727 | 0 32,)27 | (Z/27)/(32)27) ~ Z./3
7./9 2 7.)27 | 37,/9 9Z,/27 | (Z/27)/(9Z,/27) ~ Z./9
7/9 25 7)27 | 0 32/27 | (2/27)/(32.,)27) ~ 7./3
7)9 2 7/27 | 0 32/27 | (Z/27)/(3Z/27) ~ 7./3

Hausaufgabe 8

((13)

Wir betrachten die Z-lineare Abbildung f : Z/3 ® Z/27 ——= 7/9 & Z/9.

(1) Man bestimme | Kern(f)|, | Im(f)| und | Cokern(f)].
(2) Wieviele Z-lineare Abbildungen von Z/3 & Z/27 nach Z/9 @& Z /9 gibt es?

Lésunyg.
Zu (1). Fiir (a,b) € Z/3 & Z/27 ist

(a,b)f = (a,0) (73 3) = (-3a+b,3a+3b) € Z/IBZL/I.

Also ist (a,b) € Kern(f) genau dann, wenn (a,b) f = (0,0), i.e. wenn

—3a+b =9 0
3a+3b =9 O,
i.e. wenn
—3a+b =9 0
4b =9 0 5
i.e. wenn
—3a =9 0
b =9 0.

Folglich ist (a,b) € Kern(f) genau dann, wenn b =9 0 und a =3 0 ist. Mit anderen Worten, es ist
Kern(f) = 37/3&9Z/27 = 08 9Z/27 ~ 7/3 .

Somit ist | Kern(f)| = 3.

Es folgt
27 .

[Im(f)] = [(Z/3®Z/27)/ Kem(f)| = |Z/3 & Z/27|/|Kern(f)| = 81/3

Es folgt
| Cokern(f)| = |(Z/9® Z/9)/Im(f)| = |Z/9® Z/9|/|Im(f)| = 81/27

Il
w

Zu (2). Jede Z-lineare Abbildung von Z/3 @ Z/27 nach Z/9 & Z/9 ist von der Form

3a 3b
73 ® 7.)27 M Z)9®1Z)9,

wobei a € [0,2], b € [0,2], c € [0,8], d € [0, 8]. Die genannten Abbildungen sind auch paarweise verschieden.

Also gibt es
3.-3.-9.9 = 35 = 729

Z-lineare Abbildungen von Z/3 & Z/27 nach Z/9 & Z/9.
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