M. Kiinzer Abgabe im Tlias bis Fr 25.04.2025 oder in der Ubung

Gruppentheorie, SoSe 25
Blatt 1

Hausaufgabe 1

(1) Wir betrachten die S3-Menge S3 via Konjugation. Man bestimme die Bahnen.
(2) Wir betrachten die S3-Menge S3 via Linksmultiplikation. Man bestimme die Bahnen.

(3) Man finde eine Gruppe G und eine G-Menge M, welche 4 Bahnen paarweise unterschied-
licher Grofle hat.

Hausaufgabe 2 (A2)

(1) Sei I eine Menge. Sei G; eine Gruppe fiir i € I. Man zeige, dal das cartesische Produkt
G := [.c; Gi mit der Multiplikation (g;);-(g;): == (gi-9;)i fiir (¢:):, (¢;)i € G eine Gruppe
wird, genannt das (dufere) direkte Produkt der Gruppen G; fiir i € 1.

(2) Fiir n > 0 und eine Gruppe G schreiben wir G*" := [[,.(, ,; G, mit G*? = 1. Betrachte

den Gruppenmorphismus § : G — G x G, g — (g,¢). Unter welcher Bedingung an G ist
MG LG xG?

(3) Sei G eine Gruppe. Sei n > 0. Seien U; < G fiir ¢ € [1,n].
Sei [w;, uj] =1fiir4, j € [1,n] mit i # j und u; € U;, u; € U;.
Man zeige, dafl dann der Gruppenmorphismus [ | Ui = G, (u;); ¥ uqp-. .. u, existiert.
Wann ist dieser injektiv?

i€[1,n

(4) Sei G eine Gruppe. Seien N < G und M < G. Sei NN M =1 und NM = G. Man zeige
die Existenz des Gruppenisomorphismus N x M = G, (n,m) — nm. Ist die Aussage
noch richtig, wenn die Normalitéit der Untergruppe M nicht verlangt wird?

Hausaufgabe 3
Sei G eine Gruppe. Seien G-Mengen M und N und eine G-Abbildung M N gegeben.
Wir schreiben M und N fiir die jeweilige Menge der Bahnen.
(1) Man zeige die Wohldefiniertheit der Abbildung f: M — N, Gm — f(Gm) := Gf(m).
(2) Man zeige: Ist f surjektiv, dann auch f.
(3) Man zeige: Ist f injektiv, dann auch f.
Hausaufgabe 4 (A4) Seien G und H Gruppen.

Sei M = (M,«a) eine G-Menge. Sei N = (N, 3) eine H-Menge. Als G-Menge sei G’ mit der
Konjugation ausgestattet. Man zeige.

(1) Es ist M x N eine (G x H)-Menge via (g,h) - (m,n) := (gm,hn) fir g € G, h € H,
meée M, n e N.

(2) Esist app(M, N) eine (G x H)-Menge via ((g,h)f)(m) := h f(g m) fir g € G, h € H,
f € Abb(M> N)

(3) Die Menge der Untergruppen von G ist eine G-Menge.

(4) Es ist Pot(M) eine G-Menge. Ist 2 eine G-Teilmenge von Pot(M), dann auch die Menge
Qax der maximalen Elemente von €.
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