Gruppentheorie

Matthias Kiinzer

Universitat Stuttgart

7. Oktober 2026



Inhalt

1 G-Mengentheorie 11
1.1 Operationen von Gruppen . . . . . . . . . . . . . e 11

1.2 Zentralisator . . . . . . .. 16
1.3 Fixpunkte . . . . . .. 18
1.4 Primitivitdt . . . . . . L 19
1.5 Bahnenalgorithmus . . . . . . . . . . . e 22

2 Anwendungen der G-Mengentheorie 27
2.1 Sylow ..o 27
2.2 Normalteilererzeugnis . . . . . . . . . ... e 29
2.3 Einfachheit . . . . . . . . . e 30
2.3. 1 Iwasawa . . . . . ... e e e 30

2.3.2 Einfachheit von A, firm =5 . . . . . . . . . . 31

2.3.3 Einfachheit von PSL, (F) fir (n, |F|) €{(2,2), (2,3)} . . . . ... ... ... ... 33

2.4 Présentationen . . . . . . ... e e 34
2.4.1 Freie Gruppen . . . . . . . ... 34

2.4.2 Endliche Prisentationen via Erzeuger und Relationen . . . . .. .. ... ... .. 37

2.4.3 Bahnenalgorithmus fiir Relationen . . . . . ... ... ... . 000 41

3 Erweiterungen 44
3.1 Jordan-Holder . . . . . . . . .. 44

3.2 Auflosbar, iiberauflosbar, nilpotent . . . . . . .. ... oL Lo 51
3.3 Semidirekte Produkte . . . . . ... 60
3.4 Schur-Zassenhaus . . . . . . . ... 66
3.4.1 Die ersten beiden Cohomologiegruppen . . . . . . . . ... . ... ... ... 66

3.4.2 Schur . . . .. 74

3.4.3 Zassenhaus . . . . . ... e 81

4 Kleine Untergruppen 86
4.1 Die Frattiniuntergruppe . . . . . . . . . . . e 86
4.2 Eine Bemerkung . . . .. . 89
4.3 Die Fittinguntergruppe . . . . . . . . . . L e 90
4.4 Die erweiterte Fittinguntergruppe . . . . . . . . . . . L Lo o 93

A Aufgaben und Lésungen 101
A1 Aufgaben . . . .. 101



Verzeichnis der Sidtze und einiger sonstiger Aussagen

Lemma 21
Lemma 33

Algorithmus 34

Satz 39
Lemma 44
Satz 49
Satz 50
Satz 56
Lemma 64
Lemma 72
Satz 73
Satz 86
Satz 88
Satz 91
Lemma 108
Lemma 94
Lemma 119
Satz 123
Lemma 130
Satz 137
Satz 154

§1.2
§1.5
§1.5
§2.1
§2.3.1
§2.3.2
§2.3.3
§2.4.2
§3.1
§3.1
§3.1
§3.2
§3.2
§3.2
§3.4.1
§3.3
§3.4.3
§3.4.3
§4.1
§4.3
§4.4

17
23
23
28
30
32
33
38
44
49
50
o6
o7
59
70
61
81
82
87
92
98

Bahnenlemma

Lemma von Schreier iiber Zentralisatorenerzeuger
Bahnenalgorithmus

Satz von Sylow

Iwasawa-Kriterium

Einfachheit der alternierenden Gruppe
Einfachheit der projektiven speziellen Gruppe
Universelle Eigenschaft einer endlich priisentierten Gruppe
Schmetterlingslemma

Lemma von Schreier iiber Subnormalreihen

Satz von Jordan und Holder

Kommutatorreihe

Zentralreihen

Sylowzerlegung nilpotenter Gruppen

Restriktion und Corestriktion auf H' und H?
Universelle Eigenschaft des semidirekten Produktes
Lemma von Frattini

Satz von Schur und Zassenhaus

Frattinigruppe einer p-Gruppe

Zentralisator der Fittinggruppe

Zentralisator der erweiterten Fittinggruppe



Vorwort

Automorphismengruppen

Jedes mathematische Objekt X hat eine Automorphismengruppe Aut(X), bestehend aus
den invertierbaren Morphismen von X nach X. Ist X von Interesse, so hilft oft Aut(X)
beim Studium von X. Ist X nicht von sonderlichem Interesse, so kann trotzdem Aut(X)
betrachtenswert sein.

Es hat e.g. die Korpererweiterung C|R die Automorphismengruppe {idc, k} ~ Cs,
wobei k(z) := Z das komplex Konjugierte zu z € C bezeichnet.

Es hat e.g. die Menge {1,2,3,4,5} als Automorphismengruppe die symmetrische Grup-
pe S5 .

Es hat e.g. fiir einen Kérper K und n > 0 der Vektorraum K" die Automorphismengruppe
GL,(K).

Es hat e.g. die Gruppe S5 die Automorphismengruppe Aut(Ss) ~ S; .

Man abstrahiert von Automorphismengruppen zu Gruppen, um einen flexibleren Forma-
lismus zur Verfiigung zu haben, in welchem auch dann Untergruppen und Faktorgruppen
gebildet werden diirfen, wenn diese nicht unmittelbar als Automorphismengruppen auf-
treten.

Analyse von Gruppen

Gruppen sollen analysiert werden, indem sie als aus kleinstmdéglichen Bestandteilen zu-
sammengesetzt beschrieben werden.

Diese Bestandteile heiflen Kompositionsfaktoren. Wie Gruppen aus diesen zusammenge-
setzt sein konnen, versucht die Erweiterungstheorie zu beschreiben.

Betrachten wir einmal die symmetrische Gruppe S; . Das Signum ist ein surjektiver Grup-
penmorphismus von S; nach {—1,+1} ~ Cy. Der Kern des Signums ist die alternierende
Gruppe Aj. Diese stellt das kleinste nichtabelsche Beispiel einer einfachen Gruppe dar,
i.e. einer Gruppe ohne nichttriviale Normalteiler. Die Kompositionsfaktoren von S5 sind
As und C,.

Ss

&

As

| As
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Zwar ist S5 nicht als direktes Produkt Ay x Cy rekonstruierbar, wohl aber noch als semi-
direktes Produkt,
S5 ~ A5 X CQ ,

zu dessen Bildung eine Operation von Cy auf Ajs zu beriicksichtigen ist.

Betrachten wir ferner die Gruppe GL,(K). Sei hierbei K ein endlicher Koérper und
n > 2. Die Determinante gibt einen surjektiven Gruppenmorphisms von GL,(K) nach
K ~ {0} = GL;(K). Der Kern der Determinante ist die Gruppe SL,(K). Die darin
liegenden Diagonalmatrizen mit konstanter Diagonale bilden das Zentrum Z(SL,(K))
dieser Gruppe, was darin ein i.a. nichttrivialer Normalteiler ist. Die Gruppen GL;(K)
und Z(SL,(K)) sind abelsch, sogar zyklisch, ihre Kompositionsfaktoren mithin zyklisch
von Primordnung. Schliefllich ist die Faktorgruppe PSL,, (K) := SL, (K)/Z(SL,(K)) eine
einfache Gruppe, solange nur (K,n) ¢ {(F,2), (F5,2)} ist. Somit hat diesenfalls die
Gruppe GL,(K) als Kompositionsfaktoren PSL, (K) und weitere zyklische Gruppen von
Primordnung.
GL, (K)
‘abelsch
L, (K)
‘PSLn(K)
Z(SLn(K))
‘abelsch
1

Es ist zwar

GL,(K) =~ SL,(K) x GL(K) ,

jedoch ist i.a. dann
Z(SL,(K)) —> SL,(K) -+ PSL,(K)

eine nichtspaltende Erweiterung, i.e. SL,(K) ist nicht als semidirektes Produkt seiner
Untergruppe Z(SL,,(K)) und seiner Faktorgruppe PSL,,(K) schreibbar. Die Tatsache, daf3
Z(SL,(K)) zentral in SL, (K) liegt, hat hierbei auch nicht geholfen.

Charakterisierung von Gruppen iiber Erzeuger

Man kann eine Gruppe vollstindig beschreiben, wenn man, grob gesprochen, ein Tupel
von Gruppenerzeugern vorgibt und dazuhin eine hinreichende Menge von Relationen, i.e.
von Produktausdriicken in diesen Erzeugern oder ihren Inversen, welche in dieser Gruppe
Produkt 1 haben.

So etwa ist die Gruppe

S := (51, 89,835,581 : 80,585,855, 5%, (5150)%, (5253)%, (5354)%, (5183)%, (5154)%, (5254)%)

erzeugt von den Elementen s, sy, s3, s4; in ihr gelten die Gleichungen s? = 1, 53 = 1,
s2=1,..., (s284)? = 1; und zu jeder Gruppe, die von Elementen 3;, 35, 33, 5, erzeugt



wird, fiir welche die entsprechenden Gleichungen gelten, gibt es genau einen Gruppen-
morphismus von S, welcher s;— §; abbildet fiir i € [1,4].

Konstruiert wird diese Gruppe S als Faktorgruppe der freien Gruppe auf der Menge
{51, 82, 83, s4 } modulo dem von den Relationen s3, s3, s3, ... , (s254)* erzeugten Nor-

malteiler.

Insbesondere erhalten wir den Gruppenmorphismus S — S5, der s; — (i, i+ 1) abbildet
fiir ¢ € [1,4]. Dieser ist sogar ein Isomorphismus. Damit haben wir S5 in Erzeugern und
Relationen beschrieben.

Fiir eine gegebene endliche Gruppe G sucht man nun einen solchen Isomorphismus von
einer geeigneten durch Erzeuger und Relationen gegebenen Gruppe nach G. Hierzu 148t
man eine freie Gruppe, i.e. eine mit Erzeugern ohne Relationen, auf G operieren und
wendet den Bahnenalgorithmus an, um den Zentralisator von 14 unter dieser Operation
zu berechnen und daraus die benétigten Relationen abzuleiten.

Organisatorisches

Inhaltlich orientieren wir uns an bekannten Darstellungen der Materie; cf. [2], [4]. Die
Verantwortung fiir Fehler und Unklarheiten im vorliegenden Skript trage ich natiirlich
selbst. Fiir diesbeziigliche Hinweise bin ich dankbar.

Vorausgesetzt werden elementare Kenntnisse iiber Gruppen aus der Linearen Algebra
und der Algebra, insbesondere die Begriffe der Gruppe, der Untergruppe, der Neben-
klassen, des Normalteilers, der Faktorgruppe, des Gruppenmorphismus; cf. e.g. [7, §3.2].
Sylowsétze und Jordan-Holder werden nochmals angesprochen. Der Hauptsatz iiber end-
lich erzeugte abelsche Gruppen wird in den Ubungen wiederholt, nach Herleitung des
Elementarteilersatzes iiber Z; cf. auch e.g. [9, §1].

Auf Ubungen und Lésungen wird im Skript manchmal Bezug genommen, sie sind daher
als Bestandteil des Skripts anzusehen.

Dank geht an MONIKA TRUONG fiir Diskussionen iiber Jordan-Hélder und weitere Hin-
weise. Dank geht an MAXIMILIAN HOFMANN fiir ausgearbeitete Losungen zu Aufgaben
und weitere Hinweise. Dank geht an ALISA BARANSEGETA, JONAS DALLENDORFER,
NADINE HILLIGARDT, CARLO KLAPPROTH, VERONIKA KLEIN, NORA KRAUSS und
SEBASTIAN NITSCHE fiir Korrekturen und Hinweise. Dank geht an JASMIN HAAS und
MAXIMILIAN KOTTE fiir Korrekturen und Hinweise. Dank geht an ELIAS SCHWESIG fiir
zahlreiche Korrekturen und Verbesserungsvorschlédge. Fiir weitere Hinweise auf Fehler und
Unklarheiten bin ich dankbar.

Stuttgart, im Wintersemester 2015/16 und im Sommersemester 2025



Matthias Kiinzer



Konventionen. Seien X, Y, Z Mengen. Seien G und H Gruppen.

e Sind a, b € Z, so schreiben wir [a,b] := {z € Z : a < z < b} fiir das ganzzahlige Intervall.

o Ist p > 0 eine Primzahl und = € Z \ {0}, so schreiben wir v,(z) := max{«a € Zo : © € p*Z} fiir
die Bewertung (engl. valuation) von z bei p. Wir setzen noch v,(0) = 4o0.

e Ist n € Z und p € Z~( prim, so schreiben wir n[p] := p'»(") fiir den p-Anteil von n.
e Sind a, b, x € Z, so bedeute a =, b, dal a — b € zZ ist.
e Es stehe “fiir x € X” kurz fiir “fiir alle z € X7

e Ist A eine Aussage, so sei 04 = 1, falls A wahr ist, und 94 = 0, falls A falsch ist. Fiir z, 2’ € X
schreiben wir oft 0,y 1= Op—y .
e Esbedeutet Y C X, daB Y C X und Y # X ist.

e Sei Pot(X) die Potenzmenge von X, i.e. die Menge aller Teilmengen von X.

e Sei I eine Menge und sei Y; C X fiir ¢ € I. Schreiben wir | |, Y; fiir |J

dadurch zum Ausdruck, da ¥; NY; = 0 ist fiir 4, j € I mit i # j.

se1 Yi, so bringen wir

e Ist X endlich, so bezeichne | X| die Anzahl ihrer Elemente.

e TFiir k > 0 schreiben wir X *¥ := [Licpm X ={(@i)iepn * z € X firi € [1,k] }.
e Es bezeichnet id = idx die identische Abbildung von X nach X.

e Sei app(X,Y) die Menge der Abbildungen von X nach Y.

e Sei f : X —Y eine Abbildung. Sei X’ C X, Y/ C Y und f(X’) C Y’. Wir schrei-
ben f|% : X' —Y', 2/ f(2') fiir die Einschrinkung. Ist Y’ = Y, so schreiben wir auch
flxr == fl% . Ist X’ = X, so schreiben wir auch f|¥ := f|% .

o Ist f : X — Y Dijektiv, so bezeichnet hiufig f~ := f~! : Y — X ihre Umkehrabbildung, i.e.
f_Of:idX und fof_ =idy.

e Ist f: X XY — Z eine Abbildung und sind X’ C X und Y’ C Y, so schreiben wir f(X',Y”’) :=
{fl@,y): 2/ eX yeY}

e Eine Aquivalenzrelation auf X heifit diskret, wenn ihre Aquivalenzklassen alle einelementig sind;
sie heif3t verklumpt, wenn ihre einzige Aquivalenzklasse gleich X ist.

e Sei (X, <) ein Poset, i.e. eine teilgeordnete Menge (partially ordered set).

Es heifit z € X minimal, falls es kein y € X mit y < z gibt. Es heifit x € X initial, falls z < z
fir alle z € X gilt. Es heifit x € X maximal, falls es kein y € X mit x < y gibt. Es heifit x € X
terminal, falls z < z fiir alle z € X gilt. Es existieren hochstens ein initiales und hoéchstens ein
terminales Element in X. Fiir a € X schreiben wir X5, :={z € X : x > a}, etc.

e Die Gruppe G werde, wenn nichts anderes festgelegt wird, multiplikativ geschrieben, mit multipli-
kativ neutralem Element 1 = 14 .

e Sei G endlich. Es heift |G| auch die Ordnung von G. Fiir g € G heifit |(g)| auch die Ordnung von
g. Es heiit exp(G) :=kgV([{g)| : g € G) der Exponent von G. Es ist exp(G) ein Teiler von |G|.

o Fir eine endliche Gruppe G schreiben wir n(G) :={p > 0 prim : |G| =, 0}.

e Es bedeutet U < G, dafl U eine Untergruppe von G ist. Es bedeutet U < G, dafl U < G und
U # G ist; es heit dann U echte Untergruppe von G.

e Es bedeutet N < G, da3 N eine normale Untergruppe von G ist, auch Normalteiler genannt. Es
bedeutet U <G, daBB U < G und U # G ist.



Eine Gruppe G mit |G| > 1 heifit einfach, wenn 1 und G die einzigen Normalteiler von G sind.
Fiir U < G mit G/U endlich schreiben wir [G : U] := |G/U]| fiir den Index von U in G.

Fiir g € G bezeichne hiufig g~ := g~ ! das Inverse zu g, i.e. gg~ = 1 = g~ g. Gesprochen wird g~
als “g invers”.

Firge G,aeZund b € Zy sei g“b = g(“b).
Fiir g, z € G ist 9% := gxg~. Gesprochen wird 9z als “z links hoch ¢g”.
Fiir g, h € G ist [g,h] := g~ h~ gh der Kommutator von g und h.

Es bezeichnet manchmal G ——+ H einen injektiven Gruppenmorphismus, G —+ H einen surjek-
tiven, G = H einen bijektiven.

Ein Gruppenmorphismus f : G — H wird trivial genannt, wenn f(g) = 1 ist fiir alle g € G. Wir
schreiben diesenfalls auch f =!=!g y.

Ein Gruppenmorphismus von G nach G heiit Endomorphismus. Ein bijektiver Endomorphismus
heiffit Automorphismus.

Sei G—f> H ein Gruppenmorphismus. Sein Kern werde Kern(f) < G, sein Bild Im(f) < H
geschrieben.

Eine Sequenz von Gruppen und Gruppenmorphismen G’ —+ G -+ G” heiBt exakt bei G, wenn
Kern(v) = Im(u) ist. Eine solche exakte Sequenz heifit rechtsexakt, falls v surjektiv ist; linksexakt,
falls w injektiv ist; kurz exakt, falls w injektiv und v surjektiv ist.

Diesenfalls heifit G auch Erweiterung von G’ mit G”.

Wird eine abelsche Gruppe A additiv geschrieben, dann heifit ihr additives neutrales Element
0 =04 . Es bezeichnet A* := A\ {0}.

Eine abelsche Gruppe A heifit endlich erzeugt, wenn es ein n > 0 und einen surjektiven Gruppen-
morphismus f : Z"™ —+— A gibt.

Man sagt diesenfalls auch, A sei von den Elementen f(e1), ..., f(e,) erzeugt.

Es bezeichnet Sx die symmetrische Gruppe auf X, bestehend aus den Bijektionen von X nach X,
mit der Komposition (o) als Multiplikation und mit 1s, = idp; ) = id. Fiir n > 0 schreiben wir
auch S, := Sy, . Wir verwenden die Zykelschreibweise, nach der e.g. (1,5,2)(3,4) so abbildet :
1—=5,5—2,2—1,3—4, 4~ 3. Ein 2-Zykel heif}t auch Transposition.

Sei n > 2. Der Kern des Signummorphismus sgn : S,, — U(Z) = {—1,+1} ist die alternierende
Gruppe A, .

Sei n > 1. Es bezeichet C,, die zyklische Gruppe von Ordnung n, in welcher ein Erzeuger von
Ordnung n existiert. Es ist C,, isomorph zur additiven Gruppe von Z/nZ.

Sei A ein Ring. Es bezeichnet U(A) := {a € A : esgibt ein b € A mit ab=1 und ba =1} die
Einheitengruppe von A.

Sei R ein kommutativer Ring. Seien n, m > 0. Sei R™*" die Menge der m x n-Matrizen. Fiir
i€ [l,m]und j € [1,n] ist ¢; ; € R™*™ das Element, das an Position (i,j) den Eintrag 1 hat,
ansonsten iiberall den Eintrag 0.

Sei E,, := Eie[l’n]
Sei diag(A1,..., Ap) = Zie[l’n] Aie; i, wobel \; € R fiir i € [1,n].

Sei R™ := R™ ! Fiir i € [1,m)] ist e, € R™ das Element, das an Position i den Eintrag 1 hat,
ansonsten iiberall den Eintrag 0, genannt der i-te Standardbasisvektor. I.e. e; =€; 1.

e;; € R™*™ die Einheitsmatrix.
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e Sei R ein kommutativer Ring. Es bezeichnet

GLn(R) = UR™") = {M € R™" : det(M) € U(R) }

die Gruppe der invertierbaren Elemente aus R™"*™. So zum Beispiel kann U(R) = GL;(R) identi-
fiziert werden. Es bezeichnet

SL,(R) = {M e R : det(M)=1}
den Kern des Gruppenmorphismus det : GL,, (R) — U(R). Ferner bezeichnet

Sei K ein Korper. Sei V' ein K-Vektorraum. Es bezeichnet GL(V) die Gruppe der bijektiven
K-linearen Abbildungen von V nach V', mit der Komposition als Multiplikation. Es ist also GL(K™)
isomorph zu GL,,(K) vermoge des Isomorphismus, der einem Element ¢ € GL(K™) die beschrei-
bende Matrix beziiglich Standardbasis zuordnet.

Ist S C G, dann ist (S) < G das Untergruppenerzeugnis von S in G, i.e. unter den Untergruppen
von G, die S enthalten, die initiale. Mit anderen Worten, (S) ist der Schnitt aller Untergruppen
von G, die S enthalten. Abermals mit anderen Worten, (S) ist die Menge aller endlichen Produkte
in den Elementen von S und ihrer Inversen. So ist e.g. (§) = {1} =: 1.

Fir U,V < Gist [U V] = ([u,v] : v e U, v e V). Beachte [U, V]| = [V,U]. Speziell ist
G =[G, G] die Kommutatoruntergruppe von G ; cf. Aufgabe 13, Definition 82.



Kapitel 1

(G-Mengentheorie

Sei G eine Gruppe.

1.1 Operationen von Gruppen

Definition 1 Ein Paar (M, «) bestehend aus einer Menge M und einem Gruppenmor-
phismus « : G — Sy, heifit G-Menge. Hierbei heifit o Operation von G auf M.

Wir schreiben oft kurz M := (M, a) und gm = g - m = (a(g))(m).
Ist « injektiv, so heifit M eine treue G-Menge.

Bemerkung 2 Sei M eine Menge.

(1) Sei gegeben ein Gruppenmorphismus « : G — Sy, . Dieser liefert die Abbildung
w:Gx M— M, (g,m) — a(g)(m) =: g-m = gm. Fiir diese gilt

1-m = a(l)(m) = idy(m) = m

und
g-(h-m) = (a(g) o a(h))(m) = a(gh)(m) = (gh)-m
firmée M und g, h € G.

(2) Sei nun gegeben eine Abbildung p: G x M — M, (g,m) — g-m = gm, fiir welche

g-(h-m) = (gh)-m

fir m € M und g, h € G gelten. Dann wird fiir ¢ € G die Abbildung M — M,
m+— g -m beidseitig invertiert von der Abbildung M — M, m+— g~ -m, da zum

11
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einen g- (¢~ -m) = (g9~ )-m = 1-m = m und zum anderen g~ - (g-m) = (¢"g)-m =
1-m =m ist fiir m € M. Somit ist die Abbildung

a: G —Sy, g+ (m—>g-m)

wohldefiniert. Sie ist ein Gruppenmorphismus, da (a(g) o a(h))(m) =g - (h-m) =
(gh) - m = a(gh)(m) ist fiir m € M, mithin a(g) o a(h) = a(gh) fir g, h € G.

Kurz, man kann zur Konstruktion einer G-Operation auf M wahlweise direkt einen Grup-
penmorphismus « : G — Sy, als Operation angeben wie in (1) oder in Definition 1, oder
aber man kann eine Abbildung p: G x M — M angeben mit den in (2) beschriebenen
Eigenschaften.

Beispiel 3

(1)

Sei n > 0. Es ist [1,n] eine S,-Menge via idg, : S, —S,,, i.e. via 0 -7 = (i) fur
o€ S,und i€ [1,n].

Sei U < S, . Betrachte den Einbettungsmorphismus ¢ : U — S,,. Dann ist [1,n] =
([1,n],¢) eine treue U-Menge.

Sei H eine Gruppe. Sei ¢ : H — G ein Gruppenmorphismus. Sei M = (M, «) eine
G-Menge. Nach Einschrinkung auf H entlang ¢ wird (M, « o ¢) eine H-Menge.
Manchmal schreibt man diese M|, oder M Jg.

Wir haben e.g. in (1) die S,-Menge [1,n] entlang ¢ auf U eingeschrénkt.
Ist U < G, dann ist die Faktormenge G /U eine G-Menge via g-2U := gzU firx, g €

G.Dal-zU = zU und da g-(h-zU) = ghaU = (gh)-zU fiir g, h, * € G ist, definiert
dies in der Tat eine G-Menge mit Operation a : G — Sg,v , g+ (2U — gz U).

Insbesondere wird fiir U = 1 so GG zu einer G-Menge via Linksmultiplikation.

Es ist € G genau dann in Kern(«) enthalten, wenn fiir g € G gilt, dal xgU = gU,
ie. g xgU = U, ie. g xg € U, i.e. x € 9U ist. Also ist Kern(a) = [, .o 9U.
Insbesondere ist G/U treu genau dann, wenn (), U = 1 ist.

geG

Sei K ein Korper. Sei V' ein K-Vektorraum. Via a : GL(V) — Sy, o+ ist V
eine GL(V)-Menge, i.e. via ¢ - v = @(v) fiir ¢ € GL(V) und v € V. Ist H eine
Gruppe und v : H — GL(V) ein Gruppenmorphismus, so wird V], = (V,a 0 ~)
auch zu einer H-Menge; cf. (2).

Es ist G eine G-Menge via Konjugation, i.e. via g @ x := % fiir g,z € G. Da
lex=xund da ge(hexz)= 9"r)= 9% = (gh) ex fiir g, h, v € G ist, definiert
dies in der Tat eine G-Menge mit Operation §: G — Sg, g+ (v + %).
Vorsicht, die G-Mengen-Multiplikation (e) ist nicht die Gruppenmultiplikation.

Es ist g € G genau dann in Kern(f) enthalten, wenn fiir z € G gilt, dafl % = x, i.e.
gr = zg ist. Also ist Kern(f) ={g € G : gz = zg fir x € G} = Z(G) das Zentrum
von G.
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Definition 4 Seien G-Mengen M und N gegeben.

Eine Abbildung a : M — N heif}t eine G-Abbildung oder ein Morphismus von G-Mengen,
wenn g - a(m) = a(g-m) fir g € G und m € M gilt.

Eine bijektive G-Abbildung von M nach N heiit G-Bijektion oder Isomorphismus von
G-Mengen, angedeutet durch M =~ N. Existiert ein Isomorphismus von G-Mengen von
M nach N, so heilen M und N isomorph, geschrieben M ~ N.

Eine G-Menge isomorph zu G/1 heiit regulir. So z.B. ist GG, gesehen als G-Menge via
Linksmultiplikation, regulér.

Eine G-Menge isomorph zu G /G heifit trivial; cf. Beispiel 3.(3). Eine G-Menge M ist also
genau dann trivial, wenn |M| =1 ist.

Beispiel 5 Sei U < V < G. Dann ist f : G/U — G/V, gU — gV eine wohldefinierte
surjektive G-Abbildung. Wohldefiniert ist f, da fiir ¢ € G und v € U auch guV = gV
ist. Surjektiv ist f nach Konstruktion. Es ist f eine G-Abbildung, da fiir z, g € G sich
flzgU) = xgV = xf(gU) ergibt.

Beispiel 6 Sei M eine G-Menge. Betrachte G als G-Menge via Linksmultiplikation; cf.
Beispiel 3.(3). Sei m € M.

Es ist G — M, g gm eine G-Abbildung.

Bemerkung 7 Seien G-Mengen M, N, P gegeben.

(1) Esist idys eine G-Abbildung.

(2) Sind M —%+ N %+ P beides G-Abbildungen, dann auch M 2% P,

(3) Ist M -~ N eine bijektive G-Abbildung, dann auch a~ wegen

a~(gm) = a (g-ala”(m))) = a"(alg-a”(m))) = g-a”(m)
fiir g € G und m € M. Ist M ~ N, so folgt also N ~ M.

Definition 8 Sei M eine G-Menge. Eine Teilmenge N C M heifit G-Teilmenge, wenn
fir g € G und n € N auch gn € N liegt. Diesenfalls ist N via G — Sy, g (n+>gn)
wieder eine G-Menge. Wir haben die G-Abbildung N — M, n+——n.
Beispiel 9

(1) Sei k > 0. Seien G-Mengen M; fiir i € [1, k] gegeben. Es wird M := Hie[l’k] M;
mittels o : G — Sypr, g ((my); + (gmy;);) eine G-Menge.
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(2) Sei k > 0. Sei M eine G-Menge. Schreibe M** := [, ., y M. Sei

€|
M**®7 = {(m;); € M** - m; #m; fiiv i, j € [1,k] miti#j}.

Es ist M**7 eine G-Teilmenge von M **.

Definition 10 Sei M = (M, a) eine G-Menge. Eine Aquivalenzrelation (~) auf M heifit
G-Aquivalenzrelation, falls fiir m, m’ € M und g € G aus m ~ m’' auch gm ~ gm’ folgt.

Schreibe M := M/(~). Schreibe m fiir die Aquivalenzklasse von m. Ist (~) eine G-Aqui-
valenzrelation, dann ist M vermoge g - m := gm fiir ¢ € G und m € M eine G-Menge.
Denn es ist 1m = m und g(hm) = ghm = ghm = (gh)m fir m € M und g, h € G, was
die Operation & : G — Sy;, g+— (m+— gm) liefert.

Wir haben die G-Abbildung r : M — M, m — .

Beispiel 11 Sei eine G-Abbildung f : M — N zwischen G-Mengen gegeben.
Es ist f(M) eine G-Teilmenge von N.

Sei die Aquivalenzrelation (~) auf M definiert durch
m ~ m = f(m) = f(m')
fiir m, m’ € M. Es ist (~) eine G-Aquivalenzrelation, da fiir ¢ € G und m, m’ € M mit
m ~m’ auch f(gm)=gf(m)=gf(m') = f(gm’) und somit gm ~ gm’ gilt.
Es ist _ _
fro M — f(M)

m - f(m)

eine G-Bijektion. Denn da m ~ m' genau dann gilt, wenn f(m) = f(m’), ist f wohldefi-
niert und injektiv. Nach Konstruktion ist f zudem surjektiv.

N,

f
- I
M ——= f(M)
Definition 12 Sei M eine G-Menge.

M N

~

(1) Wir definieren eine Aquivalenzrelation (~) auf M durch
m ~ m' = es gibt ein g € G mit gm =m’ .
Wir erkennen (~) als reflexiv dank 1, als symmetrisch dank Inversem und als tran-
sitiv dank Produkt.

Es ist (~) eine G-Aquivalenzrelation, mit zugehériger trivialer Operation
':G—=Sy;. Denn sind m, m’ € M und g € G mit gm = m' gegeben, dann
ist fiir x € G auch *gxm = xm'.
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(2) Die Bahn unter G oder G-Bahn von m € M sei die Aquivalenzklasse
Gm = {gm : g€ G}
von m. Es ist Gm eine G-Teilmenge von M.

(3) Es heifit M transitiv, wenn M aus genau einer Bahn besteht.

Beispiel 13 Sei G als G-Menge via Konjugation aufgefafit; cf. Beispiel 3.(5).

Die Bahnen von G unter dieser Operation von G heiflen Konjugationsklassen. Ist x € G,
so schreiben wir % := { % : g € G'} fiir die Konjugationsklasse von .

Bemerkung 14 Sei M eine transitive G-Menge.
(1) Die einzigen G-Teilmengen von M sind () und M.

(2) Ist M — T eine surjektive G-Abbildung in eine G-Menge T, dann ist auch T tran-
sutiv.

Beweis.

Ad (1). Sei X C M eine G-Teilmenge. Ist X # 0, so konnen wir € X wihlen, und es
wird M =Gx C X, ie. M = X.

Ad (2). Seien t, t' € T gegeben. Wihle m, m’ € M mit f(m) =t und f(m’) = t'. Da
M transitiv ist, konnen wir g € G mit gm = m’ wihlen. Es wird gt = gf(m) = f(gm) =
f(m,) = t,. o

Definition 15 Sei k > 0.
Eine G-Menge M heifit k-fach transitiv, wenn M**7 transitiv ist.

E.g. ist M einfach transitiv genau dann, wenn M transitiv ist.

Bemerkung 16 Sei M eine G-Menge. Sei 0 < k < (0. Ist M eine {-fach transitive
G-Menge, so ist sie auch k-fach transitiv.

Beweis. Wegen der (-fachen Transitivitat von M ist |M| > ¢. Die G-Abbildung

MXZ,?E . MXk’7é
(mi)ie[l,f] — (mi>i€[17k]

ist mithin surjektiv. Aus der Transitivitit von M*%7 folgt also die Transitivitit von
M*%7: cf. Bemerkung 14.(2). o
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Beispiel 17

(1) Sein > 0. Esist [1, n] eine n-fach transitive S,-Menge, da fiir jedes Tupel paarweiser
verschiedener Elemente aus [1,n] ein — sogar genau ein — Element aus S,, existiert,
das (1, 2,..., n) auf dieses Tupel schickt.

Da die S,,-Abbildung S,, — [1, n]*™ 7, pr— (p(i)); nicht nur surjektiv, sondern auch
injektiv ist, ist [1,n]*™7 {ibrigens nicht nur transitiv, sondern sogar reguliir; cf.
Beispiel 6.

(2) Die alternierende Gruppe Ay < Sy ist gegeben durch

Ay = {id, (1,2)(3,4),(1,3)(2,4), (1,4)(2, 3),
(1,2,3),(1,2,4),(1,3,2),(1,3,4), (1,4,2),(1,4,3),(2,3,4),(2,4,3)} .

Die Ay-Menge [1,4] ist 2-fach transitiv, da

Ay(1,2)
= {(c(1),0(2)) : 0 €Ay}
= {(1 2)?(271)7(374)7(4a3)a
(2,3),(2,4),(3,1),(3,2),(4,1),(4,2),(1,3),(1,4)}
W

Cf. auch Aufgabe 5.

Es ist aber [1,4] keine 3-fach transitive A;-Menge, da (1, 2, 3) nicht mittels eines
Elements aus Ay nach (1, 2, 4) multipliziert werden kann.

Ubrigens ist [1,4]**7 auch regulir, wie der Isomorphismus Ay [1,4]*>7,
o+ (o(1), 0(2)) zeigt; cf. Beispiel 6.

1.2 Zentralisator

Sei M = (M, «) eine G-Menge; cf. Definition 1.

Definition 18 Sei N C M eine Teilmenge. Sei
Co(N) =={geG :gn=nfirne N}
der Zentralisator (oder Stabilisator) von N ().

Da 1n = n ist und da aus g, h € Cg(N) folgt, dal h~n = n und also auch gh™n = n ist
fir n € N, ist Cg(N) < G.

Insbesondere ist C (M) = Kern(a) < G.
Fiir m € M schreiben wir auch Cg(m) := Cg({m}).

Ist N C @G, so bezeichnet Cg(N) den Zentralisator von N als Teilmenge von G, gesehen
als G-Menge via Konjugation; cf. Beispiel 3.(5).

!Das C in Cg(N) steht fiir engl. centraliser.
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Bemerkung 19 Sei N C M eine Teilmenge. Sei x € G. Schreibe tN == {xn : n € N }.
Es ist

Ce(zN) = *Ca(N) .

Beweis. Es ist g € Cg(xN) genau dann, wenn gan = zn fir n € N, i.e. 2~ gazn = n fir
n € N, ie z gx € Cg(N), i.e. g € “Cg(N). o

Beispiel 20 Betrachte G als G-Menge via Konjugation.
Esist Z(G) .= Cg(G) ={z€ G : g=gfirge G} ={z2€ G : zg=gzfirge G}

das Zentrum von G.

Lemma 21 (Bahnenlemma) Seim € M.

Wir haben die G-Bijektion

Beweis. Schreibe C' := Cg(m).

Es ist ,, wohldefiniert und injektiv, da fiir g, ¢ € G genau dann gm = gm ist, wenn
m =g gmist,ie g geC, ie g gC=C,1ie gC=gC.

Es ist (,, surjektiv.

Es ist (3, eine G-Abbildung, da fiir h € G und g € G sich S,,(hgC) = hgm = hfS3,,(9C)
ergibt. o

Cf. auch Beispiel 11.

Korollar 22 Ist G endlich und M transitiv, so ist |M| ein Teiler von |G|.

Beweis. Sei m € M. Es ist |G| = |Gm| - |Cq(m)| = |M] - |Cq(m)|; cf. Lemma 21. -

Bemerkung 23 Sei M transitiv. Sei m € M.

Sei f: M —T eine surjektive G-Abbildung in eine G-Menge T'. Dann gelten (1,2, 3).
(1) Esist Ca(m) < Cq(f(m)) <G.
(2) FEsist Cq(m) = Cg(f(m)) genau dann, wenn f bijektiv ist.

(3) Es ist Cq(f(m)) =G genau dann, wenn T trivial ist.
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Beweis. Es ist T transitiv; cf. Bemerkung 14.(2). Also ist 7' isomorph zu G/Cg(f(m))
geméafl Lemma 21.

Ad (1). Fir g € G folgt aus g € Cg(m), da gf(m) = f(gm) = f(m) und also g €
C(;(f(m)) ist.

Ad (2). Sei f injektiv. Ist g € Cg(f(m)), dann folgt aus f(gm) = gf(m) = f(m), daBl
gm =m und also g € Cg(m) ist. Also ist Cg(m) = Ca(f(m)); cf. (1).

Sei umgekehrt Cg(m) = Cg(f(m)). Sind g, h € G gegeben mit f(gm) = f(hm), dann ist

gf(m) = hf(m), also h=gf(m) = f(m), ako h~g € C(f(m)) = Ca(m), also h~gm = m
und somit gm = hm . Also ist f injektiv.

Ad (3). Ist T trivial, dann ist |T'| = 1 und also Cg(f(m)) = G.
Ist umgekehrt Co(f(m)) = G, dann ist T isomorph zu G/G, i.e. trivial. -

1.3 Fixpunkte

Sei M eine G-Menge.

Definition 24 Sei A C G eine Teilmenge. Sei
Fixa(M) == {meM :am=mfirac A}

die Menge der Fizpunkte von M unter A. Ist A = {g} fiir ein g € G, so schreiben wir
auch Fix, (M) = Fixggy (M).

Bemerkung 25 Seix € G. Sei A C G. Es ist Fix(za) (M) = x Fixa(M).

Beweis. Es ist m € Fixey(M) genau dann, wenn “a - m = m fir a € A, i.e. wenn
axr~m =z "m fiir a € A, i.e. wenn x-m € Fixs(M), i.e. wenn m € x Fix,(M). o

Lemma 26 (Cauchy) Seien G und M endlich.
Seit:=|{ % : g€ G}|. Wihle g; € G firi€ [1,t] mit G = ;e “0i -
Dann ist

Fix
{Gm :meM} = |G‘Zyleg Z' ol

9eG ie[1,1] C Ggl)’
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Bewezs.

Zeigen wir die erste Gleichheit. Sei ¢ :== [{Gm : m € M }|. Wahle m; € M mit M =
Llicj1.qg G- Es wird

dgec | Fixg(M)] = [{(g,m) € Gx M : m € Fixy(M) }|
= |(gm)eGXx M : gm=m}
= [{(g.m) e GXxM:ge Cq(m)}
= Ymem |Cal(m)]

= |G em |Gm[™

= |G|Zie[1,£] |Gm;||Gm,| !

= |G]-¢.

| Fixg (M)] = [ zu zeigen

Zeigen wir die zweite Gleichheit. Es geniigt, @ > ot

fir i € [1,t]. Geméf Bemerkung 25 ist

g€ %

) B.25 .
296 Gg; ’ FIXQ(M)‘ = de Gg; ‘ F1X9¢ (M)|
= | %l - | Fix, (M)

= |Gl |Calgi)|™ - [ Fixg, (M)] .

Lemma 26 ist auch ein Spezialfall der Frobenius-Reziprozitéit aus der Charaktertheorie,
sofern diese bekannt sein sollte. Sei dazu o.E. M transitiv. Es ist g — | Fix,(M)| der Cha-
rakter des zu M gehorigen Permutationsmodul, welcher sich aus dem trivialen Charakter
von Cg(m) durch Induktion nach G ergibt, wobei m € M zu wéhlen ist. Da das Skalarpro-
dukt des trivialen Charakters von Cg(m) mit sich selbst gleich 1 ist, gilt dies dank dieser
Reziprozitit auch fiir das Skalarprodukt dieses Charakters mit dem trivialen Charakter
von G.

1.4 Primitivitit
Sei M = (M, «) eine G-Menge; cf. Definition 1.

Definition 27 Sei M nichttrivial und transitiv.

(1) Es heifit M primitiv, wenn fiir jede surjektive G-Abbildung f : M — T in eine
G-Menge T entweder f bijektiv ist oder T trivial ist.

(2) Eine nichtleere Teilmenge B C M heifit Block von M, wenn fiir ¢ € G entweder
gB = B oder gBN B = () ist.
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Grob gesprochen: Eine transitive G-Menge hat nur die unvermeidbaren Teilobjekte; cf. Be-
merkung 14.(1). Eine primitive G-Menge hat zudem nur die unvermeidbaren Faktorobjekte.

Beispiel 28 Sei GG endlich. Dann ist M endlich. Ist |M| prim, dann ist M primitiv. Denn
ist f : M —T eine surjektive G-Abbildung in eine nichttriviale G-Menge T und ist
m € M, soist Cg(m) < Ce(f(m)) < G nach Bemerkung 23.(1, 3), folglich [G : Co(f(m))]

L.21

ungleich 1 und Teiler der Primzahl [G : Cg(m)] "= |M|, folglich [G : Cg(f(m))] =
|G : Cg(m)], i.e. Ca(m) = Cq(f(m)), i.e. f bijektiv; cf. Bemerkung 23.(2).

Lemma 29 Sei an M nichttrivial und transitiv.

Die folgenden Aussagen (1,2,3,4,5) sind dquivalent.
(1) Es ist M primitiv.
(2) Es gibt auf M keine G-Aquivalenzrelation, die weder diskret noch verklumpt ist.
(3) FEs gibt in M keinen Block B mit |B| > 1 und B C M.
(4) Fiir ein m € M ist Cg(m) mazimal in der Menge der echten Untergruppen von G.
(5)

5) Fiir jedes m € M ist Cg(m) mazimal in der Menge der echten Untergruppen von G.

Beweis.
Ad (5) = (4). Da M transitiv ist, ist M # ().

Ad (4) = (5). Fir z € G und my € M ist Cg(xmy) = “Cg(myg), sodall aus Cg(mg)
maximal folgt, dafl auch Cg(xmg) maximal ist; cf. Bemerkung 19. Dank Transitivitét
von M folgt also aus Cg(my) maximal fiir ein my € M, dal Cg(m) maximal ist fiir alle
m € M.

Ad (5) = (1). Sei f : M — T eine surjektive G-Abbildung in eine nichttriviale G-Menge
T. Wir haben f als bijektiv nachzuweisen.

Sei m € M. Es ist Cg(m) < Cg(f(m)) < G cf. Bemerkung 23.(1). Da T nichttrivial
ist, ist Cq(f(m)) < G; cf. Bemerkung 23.(3). Da Cg(m) maximal ist, folgt Cg(m) =
Ce(f(m)). Mithin ist f bijektiv; cf. Bemerkung 23.(2).

Ad (1) = (5). Sei m € M gegeben. Es ist Cg(m) < G, da sonst M = Gm = {m} folgte,
mithin M trivial wére, was nicht der Fall ist.

Annahme, es gibt Cg(m) < U < G. Dann ist G/U nichttrivial. Wir erhalten als Kom-
positum von M =~ G/Cg(m)— G/U eine surjektive, nichtinjektive G-Abbildung; cf.
Beispiel 5, Lemma 21. Dies steht im Widerspruch zur Primitivitdt von M.

Ad (-1) = (—2). Sei M nicht primitiv. Dann gibt es eine surjektive, nichtinjektive
G-Abbildung f : M — T mit T nichttriviale G-Menge. Fir m, m' € M setzen wir
m~m' = f(m)= f(m'). Dann ist (~) eine G-Aquivalenzrelation; cf. Beispiel 11. Da f
nichtinjektiv ist, ist (~) nicht diskret. Da T" nichttrivial ist, ist (~) nicht verklumpt.
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Ad (=2) = (—1). Sei (~) eine G-Aquivalenzrelation auf M, die weder diskret noch ver-
klumpt ist. Schreibe M := M/(~) und m fiir die Aquivalenzklasse von m € M. Wir haben
die surjektive G-Abbildung M — M, m — m; cf. Definition 10. Es ist M nichttrivial,
da (~) nicht verklumpt ist. Es ist diese Abbildung nicht bijektiv, da (~) nicht diskret ist.

Ad (—2) = (—-3). Sei (~) eine G-Aquivalenzrelation auf M, die weder diskret noch ver-
klumpt ist. Fiir m € M und g € G gibt die Multiplikation mit g eine Bijektion von der
Aquivalenzklasse von m zur Aquivalenzklasse von gm. Somit ist jede Aquivalenzklasse
von (~) ein Block. Sei B eine Aquivalenzklasse von (~), mithin ein Block. Es ist |B| > 1,
da (~) nicht diskret ist. Es ist B C M, da (~) nicht verklumpt ist.

Ad (—3) = (—2). Sei B C M ein Block mit |B| > 1. Fiir m, m’ € M gelte m ~ m/, wenn
es ein g € G gibt mit gm € B und gm’ € B. Es ist (~) eine Aquivalenzrelation, denn Re-
flexivitat folgt aus M transitiv, Symmetrie folgt aus der Konstruktion, und Transitivitat
ergibt sich, da fir m, m’, m"” € M und g, h € G aus gm, gm’ € B und hm/, hm"” € B
auch gm’ € BN gh™ B, also B = gh™ B und somit gm” € gh™B = B folgt. Es ist (~)
eine G-Aquivalenzrelation, da fir m, m’ € M und ¢, z € G aus gm, gm’ € B auch
gz~ (zm), gz~ (zm’) € B folgt. Es ist (~) nicht diskret, da |B| > 1. Es ist (~) nicht ver-
klumpt, da B C M und infolgedessen fiir m € M\ B, b € B und g € G nicht gm, gb € B
gelten kann, da ansonsten aus b € BN g~ B auch B = g~ B > m folgte. o

Lemma 30 Sei M zweifach transitiv. Dann ist M primitiv.

Beweis. BEs ist M*%7 #£ (), also |[M| > 2 und somit M nichttrivial. Es ist M transitiv; cf.
Bemerkung 16.

Annahme, M ist nicht primitiv. Dann gibt es eine G-Aquivalenzrelation (~) auf M, die
weder diskret noch verklumpt ist; cf. Lemma 29. Wahle m, m’, m” € M mit m # m’ und
m ~m' & m”. Da M zweifach transitiv ist, gibt es ein g € G mit g(m,m’) = (m,m”), i.e.
mit gm = m und gm’ = m”. Dann aber ist m” = gm’ ~ gm = m, und wir haben einen
Widerspruch. o

Beispiel 31 Sei n > 2. Sei G :=S,,. Sei M := [1,n]; cf. Beispiel 3.(1). Es ist Cg,(n) =
S[l,n—l] = Snfl .

Es ist [1,n] eine n-fach transitive S,-Menge; cf. Beispiel 17.(1). Da n > 2, ist [1,n]
auch eine 2-fach transitive S,-Menge; cf. Bemerkung 16. Folglich ist [1,n] eine primiti-
ve S,-Menge; cf. Lemma 30. Also ist S,,_; < S,, eine maximale echte Untergruppe; cf.
Lemma 29. Ist n prim, dann ist dies auch von vornherein klar.

Beispiel 32 Sei K ein Korper.
Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit n := dimg V' > 2.
Es ist V eine GL(V')-Menge; cf. Beispiel 3.(4). Es ist V* C V eine GL(V)-Teilmenge.

Fiirv, o € V*seiv ~ @, wenn es ein A € K* gibt mit Av = 0. Es ist (~) eine Aquivalenz-
relation, reflexiv dank 1, symmetrisch dank A~, transitiv dank Produkt. Es ist (~) eine
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GL(V)-Aquivalenzrelation, da fiir o € GL(V), fiir v, o € V* und A € K* aus \v = 0
folgt, daBl Aa(v) = a(Av) = () ist.

Schreibe P(V) := V> /(~) fiir die resultierende GL(V)-Menge. Fiir v € V* ist die Aqui-
valenzklasse v die von v aufgespannte Gerade in V', ausgenommen 0. Geometrisch gesehen
ist P(V') der projektive Raum von V.

Durch Einschrinkung wird P(V') zu einer SL(V')-Menge; cf. Beispiel 3.(2).
Wir wollen P(V) als zweifach transitive SL(V')-Menge erkennen.

Zunichst ist P(V)*37 #£ 0, da |[P(V)| > 2, da dimg V > 2.

Fir v, v € P(V) mit v # ¢’ ist (v,v') linear unabhéngig, sodafl wir (v,v’) zu einer Basis
(v1, vg, ..., v,) von V erginzen kénnen, wobei v; = v und vy = v'.

Fir w, w' € P(V) mit w # @ ist (w,w’) linear unabhéngig, sodafl wir (w,w’) zu einer
Basis (w;, wa, ..., w,) von V erginzen konnen, wobei w; = w und wy = w'.

Es gibt genau ein o € GL(V) mit a(v;) = w; fir i € [1,n].

Es gibt genau ein f € GL(V) mit S(v1) = wy/det(a) und S(v;) = w; fir i € [2,
Es ist det(f8) = det(a)/det(a) = 1, ie. p € SL(V). Es ist 8- (0,0") = (- (1, 02)

(w1 / det(a), wy) = (w1, wy) = (w,w").

Folglich ist P(V') eine zweifach transitive und damit auch primitive SL(V)-Menge; cf.
Lemma 30.

Sei m > 2. Wir schreiben auch P !1(K) := P(K™). Es ist also auch P" (K eine
zweifach transitive und somit primitive SL,,(K)-Menge.

1.5 Bahnenalgorithmus

Sei GG endlich erzeugt, i.e. sei es uns moglich, eine endliche Teilmenge S C G zu wéhlen
mit
G = (9).
Schreibe S* : = SU{s™ : s €S, |(s)| =0 }.
Dann ist jedes Element von G schreibbar als ein Produkt von Elementen aus S*.
Falls G endlich ist, dann ist S = S*.
Sei M eine G-Menge.

Sei m € M gegeben mit Gm endlich.

Der Bahnenalgorithmus wird zugleich die Berechnung von Gm und von Erzeugern
von Cg(m) liefern.



23

Lemma 33 (Schreier)

Wihle T C G mit Tm = Gm, mit |T| = |Gm| und mit 1 € T

Sei 7 1 G—T festgelegt durch T(g)m = gm fir g € G. Insbesondere ist T(t) = t fir
t €T, speziell auch (1) = 1.

Dann ist
Ca(m) = (r(xt) at : € S* teT)

Beweis.

Ad >. Es ist xtm = 7(xt)m, i.e. 7(xt)"2xtm = m, i.e. 7(xt) 2t € Cq(m) fiir x € ST und
teT.

Ad <. Sei g € Cg(m). Schreibe g = xp g1 - ... mit k > 0 und z; € S* fiir i € [1, k).

Wir setzen rekursiv ¢; := 1 und ;1 := 7(x;t;) fiir ¢ € [1, k|. Schreibe y; := 7(z;t;) " z;t; =
tixit; fiir i € [1,k]. Es wird

Y = YY1 ---Y2h
= (t];+1xktk)(t];xk—ltk—l) L (tgl'gtg)(t;l‘ltl)
= t,;_lxkxk_l-...-a:gxl

= 19 -

Da, wie schon gesehen, y € Cg(m) liegt, ist m = ym = ¢, ,gm = t,_ ;m, also ty1m =
m = 1-m und somit ¢, = 7(1) = 1. Es folgt

g =19y € <T(:L‘t>_$tZZL‘ESi,t€T>.

Algorithmus 34 (Bahnenalgorithmus)
Setze
No == {m}
und fiir ¢ > 0 rekursiv
Nigp = {an : €S, ne€ N;, an ¢ |_|h€[0ﬂ.] Ny}

Setze
TQ = {]_} .
Beachte Tom = Ny .

Setze fur ¢ > 0

Tiv1 = {at: re St teT,, xtm € Nijq '}

Induktiv nehmen wir 7; m = N; an. Es folgt Tz’+1 m = N;y1. Wahle T}, C Tiﬂ so, dafl
Tiy1 — Nij1, t—tm bijektiv ist. Le. fiir alle i € N, gibt es genau ein ¢ € Tj,; mit
tm = n. Insbesondere folgt auch T;,1m = Nj;q .

Fiir i > 0 schreiben wir Ny := |cpoq Nn und Tjoy) = [pepoq Th -
Eg ist Ny ={an :2€ ST, neN;, an ¢ Ny, }-
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Fiir gegebenes 7 > 0 folgt aus N; = () auch N;; = (). Also gibt es genau ein
Jj =0

mit N; # () firi < jund N; =0 firi > j + 1.

Sei g € G. Schreibe gm = zyxp_y-...-xym mit £ > 0 und x; € S* fiir i € [1,4]; sei hierfiir
¢ minimal. Wir behaupten gm é N, . Wir wollen induktiv z; z;_1 - ... - x1m é N; zeigen
fiir ¢ € [0, ¢]. Die Aussage ist richtig fiir i = 0. Sei die Aussage richtig fiir ein ¢ € [0, ¢ — 1].
Es wird x4 2221 - ... - z1m & Njgg, da sonst Tipy T Ti—y - ... - Ty = Y Yp—1 - - - -~ Y11
wiire fiir ein k € [0,4] und gewisse y;, € S* fiir h € [1, k], woraus gm = xyxp_1-...-2ym =
TeXpq oo Tiza Yk Yk—1 - --- - y1m folgte, was wegen der Minimalitdt von ¢ nicht so ist.
Folglich ist x; 1 x; ;-1 - ... - xym € N;;1 . Dies zeigt die Induktion. Die Behauptung folgt

hieraus fiir i = £.
Insbesondere ist Ny j = Gm.

Somit gibt es fiir jedes g € G genau ein t € Tjp ;) mit tm = gm. Sei 7 : G — Tjp ;) mit
gm = T1(g)m fiir g € G.

Sei R:={uat :zeS* te Tio,j) }- Geméf Lemma 33 ist

~

Ce(m) = (r(at) at : x € S5, te€Tpy) = (t(r)r:reRr).

Fiir r € RN Tio,j) ist 7(r)"r = 1. Fiir

~

R D R D R\Tpy

ist also immer noch

Cg(m) = (7(r)"r : r€R).

Zur Durchfithrung des Algorithmus erstelle man in der Praxis wie folgt einen Baum,
bestehend aus Elementen von M als Ecken und hinzugefiigten Kanten. Man arbeite die
Schritte von rechts nach links ab. Innerhalb eines Schritts arbeite man von oben nach
unten.

Schritt 0. Beginne rechts mit m als Wurzel. Es ist No = {m}. Es ist To = {1}.

Schritt 1. Multipliziere m mit den Elementen von S*. Verbinde m nach links mit den
Produkten, wobei auf den Kanten die benétigten Faktoren aus S* notiert werden. Ele-
mente, die dabei entstehen und die bereits vorher in den Schritten 0 bis 1 aufgetreten sind,
werden markiert. Die unmarkierten entstandenen Elemente bilden N; . Ferner besteht T}
aus den auf den Kanten von einem unmarkierten entstandenen Element zur Wurzel m
notierten Gruppenelementen.

Schritt 2. Multipliziere die Elemente von N; mit den Elemente von S*. Verbinde die
Elemente von N; nach links mit den aus ihnen hervorgegangenen Produkten, wobei auf
den Kanten die benétigten Faktoren aus ST notiert werden. Elemente, die dabei entstehen
und die bereits vorher in den Schritten 0 bis 2 aufgetreten sind, werden markiert. Die
unmarkierten entstandenen Elemente bilden N, . Ferner besteht 75 aus den Produkten
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der auf den Kantenziigen von einem unmarkierten entstandenen Element zur Wurzel m
notierten Gruppenelementen.

Schritt 3. Multipliziere die Elemente von N, mit den Elemente von S*. Verbinde die
Elemente von N nach links mit den aus ihnen hervorgegangenen Produkten, wobei auf
den Kanten die benétigten Faktoren aus ST notiert werden. Elemente, die dabei entstehen
und die bereits vorher in den Schritten 0 bis 3 aufgetreten sind, werden markiert. Die
unmarkierten entstandenen Elemente bilden Ns. Ferner besteht 75 aus den Produkten
der auf den Kantenziigen von einem unmarkierten entstandenen Element zur Wurzel m
notierten Gruppenelementen.

Usf.
Dies setzen wir so fort, bis sich fiir ein j > 0 dann N; # (), aber N;,; = () ergibt.
Dann besteht Gm aus den unmarkierten Elementen des Baums.

Fiir jedes markierte Element des Baums nehmen wir das Produkt r der auf dem Kantenzug
von diesem Element nach m notierten Faktoren. Dieses markierte Element tritt rechts oder
oberhalb von sich bereits unmarkiert im Baum auf. Das Produkt der auf dem Kantenzug
von diesem unmarkierten Element nach m markierten Faktoren ist 7(r). Bilde 7(r) 7.
Sodann ist Cg(m) erzeugt von den so entstandenen Elementen 7(r) .

Oft kann durch direkte Betrachtung das so gewonnene Erzeugendensystem von Cg(m)
noch reduziert werden.

Beispiel 35 Sei G := ((1,2,3,4),(1,3)) < S;.Sei S :={(1,2,3,4),(1,3)}. Esist ST = S,
da alle Elemente von S endliche Ordnung haben.

Sei M := [1,4]; cf. Beispiel 3.(1). Sei m = 1.

Durchfiihrung des Bahnenalgorithmus, Algorithmus 34, liefert folgenden von rechts nach
links erstellten Baum.

(1,2,3,4)

r

(1.,3) (1,2,3,4)

=
o]
—_

(1,2,3,4)

4
(1,2,3,4) (13)

/

(1,3)

=
w

(1,3)

=

Somit ist M transitiv.
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In der Notation von Algorithmus 34 ist j = 2 und

€T el €Ty
7\ 7\

A~ - ~
1—1[0,2] = { id ) (17273a4)7 (173)7 (172a374) ° (1?3)}
=193

Ferner ist Cg(m) erzeugt von folgender Liste von Elementen.

(1,3)" 0 ((1,2,3,4) 0 (1,2,3,4)) = (2,4)
(1,2,3,4)" 0 ((1,3) 0 (1,2,3,4)) = (2,4)
id”0((1,2,3,4)0(1,2,3,4) 0 (1,3)) = (2,4)
((1,2,3,4) 0 (1,3))" 0 ((1,3) 0 (1,2,3,4) o (1,3)) = (2,4)
id”o((1,3)0(1,3)) = id
Folglich ist Cg(m) = ((2,4)).
Insbesondere ist |Cg(m)| = 2 und |Gm| = 4, woraus wir |G| = |Gm| - |Cg(m)| = 8

entnehmen; cf. Lemma 21.

Ist die Ordnung von Cg(m) an dieser Stelle noch nicht ablesbar, so kann das Verfahren
fortgesetzt werden, indem m’ € M ~ {m} gew#hlt und die Operation von Cg(m) auf
M ~ {m} betrachtet wird. Diese Iteration des Bahnenalgorithmus nennt man Schreier-
Sims-Algorithmus.



Kapitel 2

Anwendungen der G-Mengentheorie

2.1 Sylow

Wir folgen [1, (5.17), §6].
Sei GG eine endliche Gruppe. Sei p > 0 eine Primzahl.

Definition 36

(1) Eine endliche Gruppe H heiBt p-Gruppe, falls |H| = |H|[p] ist, i.e. falls |H| eine
Potenz von p ist.

(2) Es heifit U < G eine p-Untergruppe, falls U eine p-Gruppe ist.

(3) Es heifit P < G eine p-Sylowuntergruppe, kurz: p-Sylowgruppe, falls |P| = |G|[p] ist,
i.e. falls P eine p-Untergruppe von G und [G : P] teilerfremd zu p ist.

(4) Die Menge der p-Sylowuntergruppen von G wird mit Syl,(G) bezeichnet. Es ist
Syl,(G) eine G-Teilmenge von Pot(G) im Sinne von Aufgabe 4.(7).

Lemma 37 Sei M eine nichtleere endliche G-Menge.
Gebe es fiir jedes m € M eine p-Untergruppe P(m) < G mit Fixp(,) (M) = {m}.
Dann ist M transitiv und |[M| =, 1.

Beweis. Wihle n € M. Betrachte die G-Teilmengen N := Gn und N’ := M ~. Gn von M.
Dies sind insbesondere P(n)-Teilmengen der P(n)-Menge M |p(,) . Es ist Fixp,) (M) =
{n}. Dank Aufgabe 7.(1) ist

IN| =p |Fixpm)(N)| = {n}ON| = [{n}| =1

27
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und

IN'| =p |Fixpey(N)| = {n}ON| = (0] = 0.
Da N zudem eine transitive G-Menge ist, bleibt N = M zu zeigen, i.e. N’ = 0.
Annahme N’ # (). Wahle n' € N'. Es ist Fixp(,/)(M) = {n'}. Folglich ist mit Aufgabe 7.(1)

IN'| = |Fixpe)(N)| = [} nN'| = {n'}| =1,

im Widerspruch zu |[N'| =, 0. o

Lemma 38 Sei Q:={U < G : U ist eine p-Untergruppe von G }. Es operiert G auf €
via Konjugation; cf. Aufgabe 4.(7).

Sei Qnax C Q die G-Teilmenge der maximalen Elemente von (), i.e. die Menge der maxi-
malen p-Untergruppen von G. Dies ist eine G-Teilmenge von Q) ; cf. Aufgabe 4.(8).

Es ist Quax # 0.
Fiir Q € Qmax st Fixg(Qmax) = {Q}-

Beweis. Da 1 € Q liegt und da € endlich ist, ist Quay # 0.
Zeigen wir Fixg(Qmax) = {Q}.
Ad D. Da 9Q = Q fiir g € Q ist, ist Q) € Fixg(Qmax)-

Ad C. Sei P € Fixg(Qmax) gegeben, ie. sei 9P = P fiir g € @, i.e. sei Q < Ng(P); cf.
Aufgabe 4.(6). Dann ist PQ < G mit |PQ| = |P|-|Q|/|P N Q|; cf. Aufgabe 12.(1,2).
Insbesondere ist |PQ)| eine Potenz von p.

Annahme, es ist P # ). Wegen Maximalitdt von () ist dann auch ) € P. Somit ist
PQ > P, im Widerspruch zur Maximalitidt von P. 0
Satz 39 (Sylow) Sei an die endliche Gruppe G und die Primzahl p > 0 erinnert.

(1) Es st Syl,(G) # 0.

(2) Esist Syl,(G) eine transitive G-Menge unter der Konjugationsoperation.

(3) Esist |Syl(G)] =, 1.
Fiir P € Syl (G) ist dabei | Syl,(G)| = |G|/|Ng(P)|, was |G|/|G|[p] teilt.

(4) Sei U < G eine p-Untergruppe. Dann gibt es ein P € Syl,(G) mit U < P.
Beweis. Sei (. die Menge der maximalen p-Untergruppen von G'; cf. Lemma 38. Dank

Lemma 38 koénnen wir Lemma 37 verwenden um zu schlieSen, dafl €2, transitiv und
|Qnax| =, 1 ist.
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' !
Wir zeigen Sylp(G) = Quax - Zu zeigen ist dazu nur Sylp(G) D Qax -

Annahme, es gibt ein @ € Qpax mit |Q| < |G][p]. Sei N := Ng(Q); cf. Aufgabe 4.(6). Es
ist [G : N| = |Qmax| =p 1; cf. Lemma 21. Also ist |N|[p] = |G|[p], mithin [N : Q] =, 0.
Folglich gibt es in N/Q eine Untergruppe von Ordnung p; cf. Aufgabe 7.(2). Deren Urbild
in NV ist eine Untergruppe von G von Ordnung p-|Q)|, die @ enthilt; cf. Aufgabe 17. Dies
steht aber im Widerspruch zu @ € Qpuax -

Nun folgt (2) aus Qp.x transitiv. Es folgt (3) aus [Quax| =, 1 sowie aus Lemma 21 und
P < Ng(P); cf. Aufgabe 4.(6). Insbesondere folgt (1). Es folgt (4) aus der Konstruktion
von ax - o

Cf. auch [8, Satz 13].

Beispiel 40 Es ist Syl;(Ss) = { ((1,2,3)), ((1,2,4)), ((1,3,4)), ((2,3,4)) }. Somit ist in
der Tat | Syl3(S4)| =4 =3 1; cf. Satz 39.(3).

Korollar 41 Sei P € Syl (G) gewdhlt; cf. Satz 39.(1).
Genau dann ist P 4 G, wenn | Syl,(G)| = 1 ist.

Beweis. Ist P < G, dann ist Syl (G) = { 9P : g € G } = {P} gemiB Satz 39.(2) und also
| SyL,(G)| = 1.

Ist andererseits | Syl (G)| = 1, dann ist Syl (G) = {P}. Sei g € G. Da |9P| = |P|, folgt
IP € Syl (G) = {P} und also 9P = P. Daher ist P < G. -

2.2 Normalteilererzeugnis

Bemerkung 42 (und Definition)
Ser G eine Gruppe. Sei T C G. Sei
“ry = () N.

TCNLG

das Normalteilererzeugnis von T in G.
Es liegt T C 9(T) < G. Es liegt “{T) in jedem Normalteiler von G, der T enthilt.
Kurz, (T} ist initial unter den Normalteilern von G, die T enthalten.

Es ist G(T) = (Uyeq 9T). Also ist jedes Element von G{T) ein Produkt von Konju-
gierten von Elementen von T und threr Inversen.

!
Beweis. Wir haben “{T) < G zu zeigen. In der Tat ist der Schnitt einer beliebigen
Menge von Normalteilern einer Gruppe wieder ein Normalteiler dieser Gruppe.
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Nach Konstruktion liegt “{T) in jedem Normalteiler von G, der T enthiilt.
Wir haben (T} = (Ujeq 9T) zu zeigen.

!
Zu <. Es enthélt ({J,cq 9T') die Teilmenge 7" und ist invariant unter Konjugation.

!
Zu >. Esist T C “(T). Da 9{T) < G ist, ist auch 9T C “{T) fiir ¢ € G. Da
(T} < G ist, folgt schliefllich (Ugee 9T < GT). o

2.3 Einfachheit

2.3.1 Iwasawa

Sei G eine Gruppe.

Definition 43

(1) Ist 1 < G und enthélt G nur die Normalteiler 1 und G, dann heifit G einfach.

(2) Wir erinnern an die Kommutatoruntergruppe G = ([z,9] : =,y € G) < G.
Ist G = GW, so heifit G perfekt; cf. Aufgabe 13.

Lemma 44 (Iwasawa-Kriterium)

Sei M = (M, «) eine primitive G-Menge. Seim € M.
Schreibe K = Kern(a) und C := Cg(m).

Sei A < C mit A abelsch und “{ A) = G. Dann gelten (1,2).

(1) Sei N < G gegeben mit N £ K. Dann ist GV < N.

(2) Ist G perfekt, dann ist G/K einfach. Kern(a) —— Cg(m) —— G —= Sy
—— ——
- K —-C
Beweis. A

Ad (1). Es ist e 9C = (N,eq Calgm) = K wegen der Transitivitdt von M ; cf. Be-

merkung 19. Aus N < G und N € K folgt also N € C. Da C eine maximale echte
Untergruppe von G ist, folgt G = NC'; cf. Lemma 29, Aufgabe 12.(2).

Sei g € G. Sei a € A. Schreibe g = nc mit n € N und ¢ € C. Es wird %a = n(cac™)n~ =
n- ““n- - (cac”) € NA. Folglich ist 9A < NA.

Es folgt G = 9(A) = (Ujeq “4) S NAK G, also NA=G.
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Nun ist aber G/N = NA/N ~ A/(ANN) abelsch; cf. Aufgabe 12.(2). Also ist GV < N ;
cf. Aufgabe 13.(4).

Ad (2). Da M nichttrivial und transitiv ist, ist G/K # 1.

Jeder Normalteiler von G/K ungleich 1 ist von der Form N/K mit K < N < G; cf.
Aufgabe 17. Wir haben N = G 7 zeigen.

Wegen G perfekt und wegen (1) ist aber G = GV < N < G, also N = G. o

2.3.2 Einfachheit von A, fir n > 5

Lemma 45 Sein > 2. Es wird A, von {o € A, : o ist 3-Zykel } erzeugt.

Beweis. Induktion iiber n. Es ist Ay = 1.

Sein > 2. Sei p € A1 gegeben. Ist p(n+1) =n+ 1, dann ist p € A,,, also Produkt von
3-Zykeln.

Sei p(n+ 1) # n+ 1. Wir wahlen ¢ € [1,n + 1] N~ {n + 1, p(n + 1)}, moglich, da n > 2.
Dann ist mit p' := (p(n+1),n + 1,¢) o p wieder p'(n 4+ 1) =n+ 1. Also ist p’ € A,, und
somit Produkt von 3-Zykeln. Folglich ist auch p Produkt von 3-Zykeln. o

Lemma 46 Sein > 5. Sei N < A, . Enthdlt N einen 3-Zykel, dann ist N = A,, .

Beweis. Sei (a,b,¢) € N mit a, b, ¢ € [1,n] mit |{a,b,c}| = 3. Fir o € A, ist %(a,b,c) =
(o(a),o(b),o(c)). Da A,, auf [1,n] dreifach transitiv operiert, liegen alle 3-Zykel in A,
cf. Aufgabe 5. Also ist N = A, ; cf. Lemma 45. 0

Lemma 47 Sein > 5. FEs ist A, perfekt.

Beweis. Dank Lemma 46 bleibt also zu zeigen, daf3 AV einen 3-Zykel enthélt.
Es ist [(1,2,3), (3,4,5)] = (1,3,2) 0 (3,5,4) 0 (1,2,3) 0 (3,4,5) = (2,5,3) € AV.

Lemma 48 Fs ist Ay einfach.

Beweis. Es operiert G := Aj dreifach transitiv und treu auf [1,5]; cf. Aufgabe 5. Also
operiert G primitiv auf [1,5]; cf. Bemerkung 16, Lemma 30.

Esist Ay = Cg(h) =: C.

Es ist A = ((1,2)(3,4),(1,3)(2,4)) = “id U 91,2)(3,4) < C. Es enthilt “(A) die
Elemente (1,2)(3,4), &2A5)(1,2)(3,4) = (1,2)(3,5) und (3 >(1,3)(2,4) = (1,3)(4,5).
Also ist “(A) = G; cf. Aufgabe 14.

Somit folgt die Einfachheit von A; aus Lemma 44.(2). o
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Da wegen Index 5 ohnehin klar ist, daff A, eine maximale echte Untergruppe in Aj ist,
wurden die allgemeinen Zusammenhénge fiir primitive Operationen in Lemma 48 nicht
wirklich benétigt und sollen hiermit nur illustriert werden.

Satz 49 (Einfachheit der alternierenden Gruppe)
Es ist A,, einfach fiirn > 5.

Bewess. Induktion tiber n > 5. Fir n = 5 ist dies Lemma 48.

Sei n > 6.

Behauptung 1. Fir N < A, ist |N| ein Teiler von n.

Esist NNA,_1 <A,_1, dank Induktion also NNA,_;=1oder NNA,_1 =A,_:.

Ist NNA,_1 =A,_1, dann enthélt /V einen 3-Zykel, dan — 1> 3. Also ist N = A, ; cf.
Lemma 46. Dies ist ausgeschlossen.

Ist NNA,_1 =1, dann ist
An—l ~ An_l/(NﬂAn_l) ~ NAn_l/N < An/N,

cf. Aufgabe 12.(2). Es folgt, daf3 |A,,_;| ein Teiler von [A,, : N]| ist. Somit ist |/V| ein Teiler
von |A,|/|An—1] = n.

Dies zeigt Behauptung 1.
Behauptung 2. Sei N <A, . Dann ist N < M := N o W2N <A, und auch M <8, .
Esist 02N g 02A, = A, , denn fiir p € N und & € A,, erhalten wir

(1,2), — _
R 2) = (120212 = (2epe) € AN

Esist M = No 02N = AN o N Q A, ; cf. Aufgabe 12.(2,3). Es ist

M| = [N|-|"2N|/INn G2N]
Beh. 1
< n-n
< n-((n=1)-2)
< n-((n=1)-(n=2))(n-3)/2
< nl/2
= |Agl;

cf. Aufgabe 12.(1).

Es bleibt "M = M zu zeigen fiir 0 € S,,. Falls 0 € A,,, ist ‘M = M wegen M < A, .
Falls 0 € S, N A,,, dann sei 0/ := 00 (1,2) € A,,, womit dann o = ¢’ o (1,2) und also

Y — O'(No (1’2)N) _ 0’0(1,2)(]\[0 (1,2)N) — U'((l,Q)NON) _ o"M - M.
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wird wegen M < A,, . Dies zeigt Behauptung 2.

Annahme, es gibt 1 < N < A,,. Dank Behauptung 2 ist o.E. auch N <S,, .

Die folgende Fallunterscheidung ist nicht disjunkt.

Fall 1: Es gibt in N ein Element, welches einen Zykel von einer Linge k£ > 3 enthélt.
Dann gibt es darin auch ein Element p, welches den Zykel (1,2, 3, ..., k) enthilt. Es wird

N 3 [p,(1,2)] = [(1,2,3,...,k),(1,2)] = (1,2,3,...,k)" 0 (2,1,3,...,k) = (1,2,k),
was mit Lemma 46 zu N = A, fithrte, was aber nicht so ist. Fall 1 tritt also nicht auf.
Fall 2: Es gibt ein Element in NV, das aus zwei Transpositionen besteht.
Dann liegen auch (1,2)(3,4) und (1,2)(3,5) in N. Es folgt

N 3 [(17 2)<3’ 4)7 (17 2)<3’ 5)] = [(3’ 4)7 (37 5)] = (37 4, 5) )

und wir sind in Fall 1, welcher nicht auftritt. Also tritt auch Fall 2 nicht auf.

Fall 3: Es gibt ein Element in N, dessen Zykeldarstellung mindestens drei Transpositionen
aufweist.

Also gibt es darin auch ein Element p, welches (1,2)(3,4)(5,6) enthélt. Dann ist
N 3> [(2,4,6),p] = [(2,4,6),(1,2)(3,4)(5,6)] = (1,3,5)(2,6,4) ,

und wir sind in Fall 1, welcher nicht auftritt. Also tritt auch Fall 3 nicht auf.

Wir haben einen Widerspruch. o

2.3.3 Einfachheit von PSL,(F) fiir (n,|F|) € {(2,2), (2,3) }

Satz 50 (Einfachheit der projektiven speziellen Gruppe)
Sei I ein Korper. Sein > 2. Sei (n,|F|) & {(2,2), (2,3) }.

Wir erinnern an PSL,(F) = SL,(F)/Z(SL,(F)).

FEs ist PSL,(F) einfach.

Beweis. Es ist G := SL, (F') perfekt; cf. Aufgabe 18.
Es ist M := P""!(F) eine primitive G-Menge; cf. Beispiel 32.

1

Sei m :=¢ = <0> € M. Sei C:=Cg(m) = (p1) < SL,(F).
0

Wir haben den Gruppenmorphismus C'— GL,_1(F), (2i;)ijepn > (Tij)ije2.n) -

Sei A := ((I)E:ll) < C sein Kern. Es ist A abelsch.
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Esist “(A) = G; cf. Aufgabe 18.(3).
Es ist der Kern K der Operation von G auf M gleich Z(G) ; cf. Aufgabe 11.(5).
Also zeigt Lemma 44.(2), dal G/K = PSL,,(F') einfach ist. o

2.4 Prasentationen

2.4.1 Freie Gruppen

Sei X eine Menge. Sei X* := XUX = {(x,4) : * € X, i € {1,2}}. Schreibe 2 := (x,1)
und x7! = (z,2) fiir r € X.

Spater wird ! in der Tat die Rolle des Inversen von z1! spielen.

Sei Fy(X) die Menge der endlichen Wérter in X*. Ein Element von Fy(X) ist also von
der Form z{'z5* ... 25 mit n € Z>o, x; € X und ¢; € {—1,+1} fiir i € [1,n]. Das leere

Wort werde zur Kenntlichmachung mit () bezeichnet.

Sind u, v € Fy(X), so bezeichne uv deren Aneinandersetzung.
Es ist wvw := (uwv)w = u(vw) fir u, v, w € Fy(X).

Sei auf Fy(X) die Relation (~) dadurch erklirt, dafl fir u, v € Fy(X), z € X und
e € {—1,+1} gelte, daB uzz==v ~~ uv ist.

Sei (=) die Aquivalenzrelation auf Fo(X), die von (~) erzeugt werde. Diese wollen wir
nun auch konkret beschreiben.

Sei dazu auf Fy(X) die Relation ( 2) dadurch erklart, daf§ fiir u, v € Fy(X) genau dann
uZ v gelte, wenn u ~ v oder u = v ist.

Fir u, v € Fy(X) ist also u = v genau dann, wenn es n € Zs; und w; € Fy(X) fiir
i € [1,n] und w; € Fy(X) fiir ¢ € [1,n — 1] so gibt, daB, pars pro toto fiir n = 4,

u o= w T w
wy Z |t|U’1
|z|02 = W)
wy Z lz‘v’Z
l|u3 = wh
vo= wy Z |z|ug
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ist. Bezeichne [u] die Aquivalenzklasse von u € Fy(X). Sei
F(X) = Fo(X)/(=) = {lu : ueF(X)}
die Menge der Aquivalenzklassen auf Fy(X) beziiglich (). Wir haben die Abbildung

X 5% FX)
r — [z7].

Bemerkung 51 Die Abbildung

F(X) x FX) % FX)
([u] » []) :

Multiplikation genannt, ist wohldefiniert.

Beweis. Wir haben Repriasentantenunabhéngigkeit zu zeigen. Es geniigt zu zeigen, dafl
aus u ~» U bereits [uv] = [av] folgt und dafl aus v ~» ¥ bereits [uv] = [ud] folgt, wobei
u, w, v, 0 € Fy(X).

Zeigen wir ersteres; zweiteres ist dann analog zu behandeln.

Seien also u, @, v € Fy(X) mit u ~» @ gegeben. Dann gibt es v/, u” € Fy(X), x € X und
e € {—1,+1} mit u = v'z°z~u” und @ = v'v”. Dann aber ist auch

w = vtz v ~ v = av,

insbesondere also [uv] = [tv]. o

Lemma 52 (und Definition)

Zusammen mit der Multiplikation von Bemerkung 51 ist F(X) eine Gruppe, genannt die
freie Gruppe auf X.

Hierbei ist 1 = 1p(x) = [0]. Ferner ist [2°]” = [27°] fir x € X und € € {—1,+1}.
Beweis. Wir verwenden Aufgabe 1.

Zur Assoziativitat. Es wird

fir u, v, w € Fo(X).
Zum Einselement. Es wird [u][0] = [u] = [u] fiir u € Fy(X).
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Zum inversen Element. Sei u € Fy(X) gegeben. Schreibe v = a7 ...25» mit n € Zq,
xz; € X und ¢; € {—1,+1} fiir i € [1,n]. Setze v := z,,** ... 2 °'. Es wird

w = ait...asrx o
S L N N B St
S S i U Pt
~
~ o xta
~ ,
sodaB [u][v] = [uv] = [0] = 1 ist. o

Lemma 53 (Universelle Eigenschaft einer freien Gruppe)
Sei G eine Gruppe. Sei f: X — G eine Abbildung.
Dann gibt es genau einen Gruppenmorphismus f :F(X) — G mit fo L= f.

rx) -

Y

f(laf D) = fla)™ - flan)™,
wobein € Zsgy, x; € X und g; € {—1,+1} firi € [1,n].

Hierber ist

Beweis.

Zur FEindeutigkeit. Sei h : F(X)— G ein Gruppenmorphismus mit h o = f, i.e. mit
h([z™]) = f(z) fir z € X. Es folgt h([z7']) = R([z™]7) = h([zT'])” = f(z)"; cf.
Lemma 52. Also ist

W[5t a]) = h([af'] - fagr]) = h([at']) - h(ai]) = fle)™ - fan)™

fir n € Zso, x; € X und ¢; € {—1,+1} fiir ¢ € [1,n]|. Somit ist A durch Angabe von f
festgelegt.

Zur Eristenz. Wir definieren zunéchst f : Fo(X) — G durch

flafoa) = fle)™ - fla)

firn € Zso, x; € X und ¢; € {—1,+1} fiir i € [1,n].
Wir wollen zeigen, da$ f : F(X) — G, [u]— f(u) als Abbildung wohldefiniert ist.
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Seien v, w € Fy(X), z € X und € € {—1,+1}. Wir haben

floatz=*w) = fluow) .

zu zeigen. Schreibe v = 9t ...y und w = 2,7 ... 2%, wobei k, £ € Zg, s, zj € X
und o, B; € {—1,+1} fiir i € [1,k] und j € [1,¢]. Wir erhalten in der Tat

florse=2w) = flp™ .. y&atzea™ . 2"
= f(yl)o‘l (yk)o"‘f(x)ef( ) f(2) L f(z)
= fly)™ o fly)™ f () - flz0)™
= fly™ .. ’“Zlﬁl L2 %)
= flow) .

Es ist f([z1!]) = f(z™) = f(z) fiir 2 € X, ie. for= [,

Bleibt zu verifizieren, dafl f ein Gruppenmorphismus ist. Seien v, w € Fy(X) in der
Notation von eben gegeben. Dann wird

A ) = 10 o

= fly™ . u) - f(a? ™)
(yl)al o flye) ™ f(z)P e f(ze)P
(y° .. ’“2’151 .. 2P)
(
(
(

Notation 54 Fiir z € X schreiben wir unter Miflbrauch von Notation kurz

= (z) = [z7].
Damit schreibt sich insbesondere = = [z~ = [z7!] fiir z € X und also [z]'...z5"] =
(23] - ..o fxir ] =2t - .. - asr, wobel n € Zsg, x; € X und ¢; € {—1,+1} fiir i € [1,n].

2.4.2 Endliche Prasentationen via Erzeuger und Relationen

Notation 55 Seien n, m > 0.

Sei X = {x1,...,2,} eine endliche Menge, wobei z; # z; fiir i, j € [1,n] mit ¢ # j.
Seien 11, ..., 1y € F(X).
Schreibe

(1, @ 11, ) = F(X)/ YO, )
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Die Elemente x; fir ¢ € [1,n| heilen Erzeuger. Die Elemente r; fiir j € [1,m] heifilen
Relationen. Die eben definierte Gruppe heifit durch diese Erzeuger und diese Relationen
endlich prdsentiert.

Nach Konstruktion ist das Bild einer Relation r; in (xy,...,2, : 71,..., 1y ) unter der
Restklassenabbildung von F(X) nach (zy,...,2, : r1,..., 7 ) gleich 1.

Unter Milbrauch von Notation schreiben wir fiir ¢ € [1,n] das Bild eines Elements z;
unter dieser Restklassenabbildung wieder

zio= 2 ) T2 T )
Die beiden Surjektionen

Fo(X) — FX) — (@1, .,Zp 1,0y )

u o u] o W] )
zeigen, daf} in dieser Notation jedes Element in (xy,...,x, : r1,..., 7y ) von der Form
wiloxpt mit k€ Zoo und i € [1,n], g5 € {—1,+1} fiir j € [1, k] ist.

Satz 56 (Universelle Eigenschaft einer endlich prisentierten Gruppe)
Wir befinden uns weiterhin in der Situation von Notation 55.
Sei G eine Gruppe. Sei f: X — G eine Abbildung.

Wir erinnern daran, daf$ der Gruppenmorphismus f : F(X)— G ein Element

€1

— €k
y = 2y ...

. xik

firk € Z>o und i; € [1,n], e; € {—1,+1} fir j € [1,k] auf

f(y) = f(xi1>€1 Tt f(xlk>€k

schickt; cf. Lemma 53.
Sei an f dazuhin A

f(r;) = 1lg fir j € [1,m)]
vorausgesetzt.

Dann gibt es genau einen Gruppenmorphismus f : (T1,ee @y Ty T ) — G mit

f(x;) = f(x;) firie [1,n].

x; S I O S o e e

| L

T X={z1,...,2,}



39

Bewezs.

Findeutigkeit. Sei h : (xy,...,2, : r1,...,Tm) — G ein Gruppenmorphismus mit
h(x;) = f(z;) fiir i € [1,n]. Dann ist

h<xf11 et xf:) = h(xil)sl Tt h<xlk)€k = f(xil)el et f(xlk)gk )

wobel k € Zzo und i; € [1,n], ¢; € {—1,+1} fiir j € [1,k]. Also ist h durch Angabe von
f festgelegt.

Existenz. Wir verfiigen iiber den Gruppenmorphismus f : F(X) — G mit f(z;) = f(z;)
fir i € [1,n]; cf. Lemma 53. Nach Voraussetzung ist f(r;) = 1 fiir j € [1,m], ie.
{ri,...,rm} C Kern(f) < F(X). Also ist *({r,...,r}) < Kern(f); cf. Bemer-
kung 42.

Somit ist der Gruppenmorphismus

(T1, o s ) = FOO/TOry ) L G
w O r ) f(w)

wohldefiniert. Er schickt z; nach f(z;) = f([z}]) = f(a;) fiir i € [1,n). -

Beispiel 57 Sei Dg := (a, b : a*, b?, (ba)?).

In Dy ist jedes Element von der Form a*bt - ... - a*b*, wobei £ > 0 und iy, ji € Z fiir
ke[1,4.

Dabei ist 0.E. it € [0, 3] und ji € [0,1] fiir k € [1,¢]. Denn aus a* = 1 folgt a= = a?, und
aus b? = 1 folgt b~ = b.

Ferner ist baba = 1, und also auch ba = a~b = a3b.

Somit ist in Dg jedes Element von der Form a’0’ mit i € [0,3] und j € [0,1]. Denn in
einem Produkt von Elementen a und b kénnen wir unter Verwendung von ba = a®b die
Faktoren b nach rechts tauschen; e.g. wird baabab = a3babab = a3a3bbab = a*1ab = a’b.
Insbesondere ist |Dg| < 8. Vorsicht, bislang wissen wir nur, dafl wegen a* = 1 die Ordnung
|(a)| ein Teiler von 4 ist. Genauso wissen wir bislang nur, daf8 |(b)| ein Teiler von 2 ist.

Sei

{CL?b} i’ S4
a — (1,2,3,4)
b — (1,3).

~

Betrachten wir f : F({a,b}) — S4, so wird

flaty = f(a)* — (1,2,3,4)* ~ id
) = f)? = (1,3) ~ id
f(ba)?) = (FB)e fl@) = ((L234)0(1,3)* = id.

=(1,4)(2,3)
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Also gibt Satz 56 den Gruppenmorphismus

Dy L. 8,
a — (1,2,3,4)
b — (1,3).

Sein Bild ist die 2-Sylowgruppe H := ((1,2,3,4), (1,3)) von S, , hat also Ordnung 8; cf.
Beispiel 35. Insbesondere ist |Dg| > 8.

Zusammengenommen ist also |Dg| = 8.
Es folgt, daf f|” : Ds— H ein Gruppenisomorphismus ist.

Es ergibt sich auch, daf in Dg aus At = it mit i, i € [0,3] und j, j € [0,1] folgt, daB
i =14 und j = j. Insbesondere ist |(a)| = 4 und [(b)| = 2.

Es heifit Dg auch die Diedergruppe von Ordnung 8.

Im allgemeinen kann man von einer endlich prisentierten Gruppe die Ordnung nicht be-
stimmen. Noch nicht einmal das Wortproblem, zu entscheiden, ob ein gegebenes Element
einer solchen Gruppe gleich 1 ist, ist allgemein 16sbar.

Beispiel 58 Sei

{CL, b} L DB
a B a
b —— ab.

Betrachten wir 4 : F({a,b}) — Dg, so wird

(a*)
(b?)
a((ba)?) = (u

a)! = a =1
) (ab)> = abab = aa®bb = 1
bu(a))> = (aba)> = abaaba = aa*a®bba = 1.

S S
I
I

I
£

Dy — Dy
a — a
b — ab.

Da Dg = (a,b) = (a,ab) ist, ist @ surjektiv. Da eine Selbstabbildung einer endlichen
Menge vorliegt, ist u bijektiv, also ein Gruppenisomorphismus von Dg nach Dg, auch
Automorphismus von Dg genannt.

Automorphismen, die durch Konjugation mit einem Gruppenelement entstehen, heiffen
inner. Nun wird aber #*b = %b = a'ba~* = a?b # ab fiir alle i € [0,3] und j € [0,1]. Also
ist @ nicht inner.
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Beispiel 59 Sei n > 1. Setze
s firi e [1,n—1]
Spn = < S1,.vySne1 ¢ (8i8i41) fiirdi € [1,n — 2] >
(s;8;)*  fird, j € [L,n—1] mit [i — j| > 2

Es ist
SP,n - Sn
si — (i,i+1) firie[l,n—1].

Dies verifizieren wir in Aufgabe 22.

2.4.3 Bahnenalgorithmus fiir Relationen

Bemerkung 60 Seien F' und G Gruppen. Sei ¢ : F'— G ein Gruppenmorphismus.

Es ist G eine G-Menge via Linksmultiplikation. Durch FEinschrdinkung entlang ¢ wird G
zu einer F-Menge. Cf. Beispiel 3. Fir diese ist

Cr(lg) = Kern(yp) .

Beweis. Sei f € F gegeben. Esist f € Cr(1g) genau dann, wenn 1g = f-1g = ¢(f) - 1¢g =
©(f) ist, i.e. wenn f € Kern(yp) ist. -
Algorithmus 61 Sei G eine endliche Gruppe.

Sein>0und {g; : i€ [l,n]} mit G={(g; : i€[l,n]).

Sei {g; : i € [1,n]} eine Menge mit g; # g, fiir ¢, j € [1,n] mit i # j.

Wir verfiigen dank universeller Eigenschaft einer freien Gruppe, cf. Lemma 53, iiber den
surjektiven Gruppenmorphismus

F:=F{g: :ie[l,n]}) 2
G +— g fur ¢ € [1,n] .

Betrachte G als G-Menge via Multiplikation; cf. Beispiel 3.(3). Durch Einschrankung
entlang ¢ wird G' dann zu einer F-Menge; cf. Beispiel 3.(2).

Bestimme mittels Bahnenalgorithmus, Algorithmus 34, ein m > 0 und eine endliche
Teilmenge { k; : j € [1,m]} C Cp(1lg) P20 Kern(p) mit

Kern(p) = (k; : je€[1,m]).

Dann ist insbesondere
Kem(p) = "(k; < j e [Lm]) .

Somit erhalten wir den Isomorphismus

(g1 ln ks k) = G
giKern(p) +—— g fir i € [1,n] .
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Oft kann die in Algorithmus 61 gefundene Liste von Relationen noch mittels folgender
Bemerkung 62 reduziert werden.

Bemerkung 62 Sei F' eine Gruppe. Sei X' C X C F. Seieny, z € F. Sei
BEX) = 2P(X) .
fir ein f € F. Dann ist
FIXU{Y) = F(XUfz)) .

Ist z =1, dann ist insbesondere (X U{y}) = F(X).

!
Beweis. Es geniigt, (X U{y}) C (X U{z}) zu zeigen.

!
Schreibe N := { X U {z}) < F. Wir haben X U {y} C N zu zeigen.

!

Es geniigt, y € N zu zeigen.

Esist fy = 2t und also y = fztf firein t € ¥{X') < F{X) < N.Da z € N liegt,
folgt 2t € N und also y € N. o

Beispiel 63 Betrachte G := ((1,2,3,4),(1,3)) < S4.
Wir kennen schon aus Beispiel 57 den Isomorphismus

Dg = (a,b:a* V?, (ba)*) =~ G, ar+— (1,2,3,4), b+ (1,3).

Wir wollen diesen abermals herleiten, diesesmal unter Verwendung von Algorithmus 61.

Wir haben den surjektiven Gruppenmorphismus

F = F({a,b}) & G

vermoge dessen G zu einer F-Menge wird. Zur Berechnung von Cr(1g) = Cg(id) erstellen
wir folgenden Baum.
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1 4,3,2
(1,4)(2,3) \

2
w6y /L3
//b/ \
2)(3.4
L3)249)]| 1234

(2,4) ———(1,4)(2,3) /

(1,4,3,2)

4)

(1,2,3,4)

\/

v /

Wir erkennen hier durch Ablesen der unmarkierten Stellen auch: Es ist
= {id, (1,2,3,4), (1,3), (1,3)(2,4), (1,2)(3,4), (1,4)(2,3), (1,4,3,2), (2,4)} .

Die markierten Stellen, von oben nach unten gelesen und von rechts nach links, liefern die
folgenden Relationen.

v’ , b aba, a b*a, (ba*)"a’b, a *(bab), a*, (ab)"ba®, (ba) aba®, a *b*a?
Nun wenden wir Bemerkung 62 an.

All diese Relationen aufier 4> und a* modulo dem von a* und b? erzeugten Normalteiler
vereinfacht, ergibt folgende Liste von Relationen.

b2, baba , a*ba’b, abab, a', ba*ba®, adbaba’

All diese Relationen auBer b2, a*, (ba)? modulo dem von b2, a*, (ba)? erzeugten Normal-
teiler vereinfacht, ergibt folgende Liste von Relationen.

v*, baba, o
Somit ist in der Tat

Ds = {(a,b: a*, V?, (ba)?



Kapitel 3

Erweiterungen

3.1 Jordan-Hoélder

Sei GG eine Gruppe.

Lemma 64 (Schmetterlingslemma)

Set A B<G. Set AA Q4B <G.
/G\
Lf 7/

A A

Dann st

(ANB)(BNA) <« BNnpB
ABNA) <& ABNHB)
(ANB)A" < (BNB)A".

Wir haben die folgenden Isomorphismen.

(ANB)(BNA)

(BN B)/(( ) 2 (A(BNB))/(ABNA))
t((AnB)BNA)) — =

(( ))
x(( )

(A(BNA))
ANB)(BNA
(ANB)(BNA)

(BN B)/ . ((BNB)A)/((An B)A)

(ANnBHA)
Insbesondere ist
(ABBNB"))/(ABNA)) ~ (BNB)A)/((AnB)A).

44
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A(BN B (BNB)A )A
A(BN A (AN B)A
™~ o
BNB
(ANB)(BNA)
B B
A(BN B NB)A

BNnpB

A(BN A B)A’

\/
~_ | _—

A (ANB)(BNA) A
Beweis. Wegen A < Bist AN B’ < BN B'. Dito ist BN A’ < BN B'. Insgesamt ist also
(ANB)(BNA)<BNB; cf. Aufgabe 12.(3).

Wegen A < Bund BNA 4 BNB < Bist ABNA) < A(BNnB') < B; cf
Aufgabe 12.(2). Ist a € A,y € BN B und ist @ € A und x € BN A’, dann ist (“¥az) =
Wg - Wy € A(BNA'), da “a € A wegen A < B und da z := Y% € BN A’ und mithin
Wy =aqza~ =a(%) z€ A(BNA’) wegen A < B. Also ist A(BNA") < ABNB).

Es geniigt, den Isomorphismus ¢ zu zeigen.
Wohldefiniertheit. Es ist (AN B')(BNA") < A(BNA).

Injektivitéit. Sei x € BN B’ mit :C(A(BOA’)) = 1 gegeben. Dann ist x = ay mit a € A und
y € BNA'. Esista = 2y~ € B', insgesamt also a € ANB’. Alsoist z((ANB')(BNA)) =

Surjektivitat. Sei y € A(BNB') = (BN B’)A gegeben; cf. Aufgabe 12.(2). Schreibe y = za
mit 2 € BN B und a € A. Dann ist y(A(BNA')) =za(A(BNA)) =z(A(BNA)). -

Definition 65 Eine Subnormalreihe von G ist ein Tupel von Untergruppen (U;)ic(o,s von
G fiir ein s > 0, fiir welches G = Uy und U; & U; 44 fiir i € [0,s — 1] und Uy = 1 gilt.

G=U>U > ..U U =1

Die Faktorgruppen U; /U,y fiir i € [0, s — 1] heiflen Subfaktoren dieser Subnormalreihe.
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Definition 66 Seien (U;)icjo,s und (V});c04 Subnormalreihen von G.

(1) Die Subnormalreihe (U;)cpo,s heifit strikt, wenn U; > U1y ist fiir i € [0,s — 1].

(2) Die Subnormalreihe (U;)icjo,s heiBt Kompositionsreihe von G, wenn U; /Uiy eine
einfache Gruppe ist fiir i € [0,s — 1]. Die Subfaktoren einer Kompositionsreihe
heiflen auch Kompositionsfaktoren.

(3) Es heiBt (Vj);epo,q Verfeinerung von (Uj)icpos , geschrieben (Us)icp.s < (V})je04:
wenn es eine injektive monotone Abbildung p : [0,s] — [0,¢] gibt mit p(0) = 0,
p(s) =t und U; = Vi, fiir i € [0, s]. Sei (<) = () \ (=).

(4) Die Subnormalreihen (U;)icpo,) und (V;) epo,q heiflen dquivalent, wenn es eine bijek-
tive Abbildung o : [0, s — 1] — [0, — 1] gibt mit

Ui/Uir1 =~ V(i) /Va(iy+1
fiir i € [0, s — 1]. Diesenfalls ist insbesondere s = t.
(5) Sei a: [0, 5] — [0, s] die injektive monotone Abbildung mit Bild
{i€]0,s—1] : U; > Uiy }U{s}.
Die Subnormalreihe (Uy(j))jefo,s) von G heiit die Striktifizierung von (U;)icjo,s -

Dabei ist { Uy : 7€ (0,5} ={U; : i €[0,s]}.
Ferner ist Uy(j11) = Uag)+1 < Uag) fiir j € [0,5 — 1]. Insbesondere ist (Uaj))jclo,s)

eine strikte Subnormalreihe.
Beispiel 67
(1) Esist (Ss, Az, 1) eine Kompositionsreihe von Sj .

(2) Betrachte Dg = (a, b : a*, b, (ba)?); cf. Beispiel 57. Es sind (Dg, (a), (a®),1) und
(Dg, {(a®b), (a®),1) Kompositionsreihen von Dg. Beachte (a) % (a?,b).

(3) Esist
(S1) Ar, (LG4, (1,3)2.4), (L2)E ), 1)

J/

-

=:Vy
eine Kompositionsreihe von Sy .
Denn es ist sogar Vy = {id, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)} < S,.
Man beachte noch: ((1,2)(3,4)) € Sy4.

Diese Kompositionsreihe ist also eine Verfeinerung der Subnormalreihe

(S47 <(172)<374>7 (173>(2>4)>’ 1)
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(4) Sein > 5. Esist (S,,, A,,, 1) eine Kompositionsreihe von S,, . Cf. Satz 49.

(5) Esist
(GLy(F2) , (SLa(Fy), (010)), SLo(Fr), ((520)) 1)

eine Kompositionsreihe von GL3(F7); cf. Satz 50. Darin treten, bis auf Isomorphie,
die Kompositionsfaktoren Cs, Cy, PSL3(F7), Cs auf.

Bemerkung 68 Die Menge der strikten Subnormalreihen von G, zusammen mit (), ist
teilgeordnet. Fine Subnormalreihe darin ist genau dann maximal, wenn sie eine Kompo-
sitionsreihe 1st.

Beweis. Es ist (X) reflexiv dank Identitdt und transitiv, da das Kompositum injektiver
Abbildungen injektiv ist. Sie ist identitiv, da eine injektive monotone Abbildung von [0, s]
nach [0, s] bereits die Identitét ist.

Sei (U;)icpo,¢ eine strikte Subnormalreihe von G.

Sei (U;)icpo,s) maximal. Angenommen, es ist (U;);c[o,s) keine Kompositionsreihe. Dann gibt
es ein i € [0,s — 1] mit U;/U;41 nicht einfach. Sei 1 < N/U;y < U;/Uiyq , wobei
Uiy1 < N < Uy cf. Aufgabe 17.(3). Sei

U; falls 5 € [0, 1]
Vi = N falls j =i+ 1
Uj,1 fallSjE[Z+2,S+1] .

Dann ist (V});e0,s+1] €ine Subnormalreihe. Via p : [0,5] —[0,5 + 1], k+—Fk + Orzit1
erkennen wir (Us)icjo,5 < (Vj)jeo,s+1], im Widerspruch zur Maximalitét von (U;)cpo,s)-

Sei (U;)icpo,s) eine Kompositionsreihe. Angenommen, sie sei nicht maximal.

Sei (Us)ico,s) =< (Vj)jepy - Wahle eine dies belegende injektive monotone Abbildung
p : [0,s] —[0,t]. Diese ist nicht surjektiv, da sie diesenfalls gleich idy 4 wére, was we-
gen (Us)icp,g) # (Vj)jep,y nicht moglich ist. Sei j € [0,¢] nicht im Bild von p. Dann
gibt es genau ein i € [0,s] mit p(i) < j < p(i +1). Sei j° := p(i) + 1. Es folgt
U, = ‘/p(z) > ‘/j’ = ‘/J > va(i-{-l) = Ui—i—l; wobei wegen U, > Ui—l—l auch U; > ‘/j’ > Ui+1
ist. Also ist 1 # Vj//U;y1 < U; /Uity , somit U;/U;1q nicht einfach, und wir haben einen
Widerspruch. o

Bemerkung 69 Ist G endlich, dann ist auch die Menge der Subnormalreihen von G
endlich. Also liegt jedes Element dieser Menge unter einem (=<)-maximalen. Da es eine
strikte Subnormalreihe von G gibt, viz. (G, 1) falls G # 1 resp. (1) falls G = 1, hat G also
wenigstens eine Kompositionsreihe.

Dagegen hat e.g. Z = (Z,+) keine Kompositionsreihe, da Z keine einfache Untergruppe
hat.
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Bemerkung 70 Aquivalente Subnormalreihen von G haben dquivalente Striktifizierun-
gen.

Beweis. Seien (U;)icjo,s) und (V})jej0,q dquivalente Subnormalreihen von G.
Sei v : [0, 8 — 1] — [0, s — 1] injektiv, monoton und mit Bild {i € [0,s —1] : U; > U; 41 }.
Sei 3: [0, — 1] — [0,¢ — 1] injektiv, monoton und mit Bild {j € [0,t —1] : V; > Vj;1 }.
Sei 0 : (0,5 — 1] — [0, — 1] eine Bijektion mit U; /U1 ~ V) / Vo4 fiir i € [0,5 — 1].
Fir ¢ € [0,s — 1] ist U; = U1 genau dann, wenn V,;) = V,;)41 ist. Also schriankt o
ein zu einer Bijektion & von Bild(a) = {i € [0,s — 1] : U; > U;41 } nach Bild(g) =
{jelo,t—1] : V; > V41 }. Somit gibt es eine Bijektion & : [0,5 — 1] — [0, — 1] mit
fodg=o0coa.

s — 1] —2=1[0,t — 1]

/ Bild(o) —Z— Bild () \B
aBlld(a)T szBild(ﬂ)/

[078_1] z [O’tv_]-]
Fir k € [0,5 — 1] wird Uy k41) = Ua(r)+1 und also
Uat)/Uatk+1) = Ua@e)/Ua(i)+1
Votatm)/ Vata(k)+1

Vo)) / Vae (k) +1
= Vaew)/Vawm+1) -

1R

Folglich sind die Striktifizierungen (Uax))refo,s) und (Va(e))eep, i) dquivalent. o

Bemerkung 71 Seien (U;)icjo,s) und (V;)jepo Subnormalreihen von G.
Betrachte die folgenden Aussagen.

(1) Es st (V;)jep,y eine Verfeinerung von (Us)icp.s -

(2) Esist{U; : 1€[0,s]} C{V, : jel0,t]}.

Es ist (1) = (2).

Ist (U)icpo,s strikt, dann ist (1) < (2).

Beweis. Gibt eine injektive monotone Abbildung p : [0, s] — [0, ] mit p(0) = 0, p(s) =t
und U; =V, fiir i € [0, s], dann ist U; € {V} : j € [0,] } fiir 7 € [0, s].

Sei nun (U;)icpo,s strikt und {U; : i € [0,s]} € {V; : j € [0,t] }. Dann konnen wir fiir
i € [0,s] einen Wert p(i) € [0,¢] wéhlen mit U; =: V,,;y , wobei insbesondere p(0) := 0 und
p(s) :=s. Da (U;)icpo,¢ strikt ist, wird p monoton und injektiv. -
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Lemma 72 (Schreier) Seien (U;)icjo,s und (V;)jepo Subnormalreihen von G.
(1) Es gibt eine Verfeinerung (Up)rejo,sq) von (Us)icpo,s) und eine Verfeinerung (V})sejo,sn
von (V) e, derart, daf$ (Ug)kepo,s und (V) ocpo,s Gquivalent sind.
Kurz, zwet Subnormalreihen von G haben dquivalente Verfeinerungen.

(2) Sind (Us)icpo,s) und (V})jecp,q strikt, so haben sie dquivalente Verfeinerungen, die
strikte Subnormalreihen sind.

Beweis. O.E. ist G # 1.

Ad (1). Betrachte folgende Abbildungen.

Die Bijektion ¢ : [0, st—1] —» [0, s—1] %[0, t=1], k(1 (k), @2 (k) mit k = to; (k)+@a (k).
Die Bijektion 1) : [0, st—1] — [0,£—1]x[0, s—1], £ (b1 (€), o (€)) mit £ = s/1 (£) 4102 (£).
Die Bijektion 7 : [0,5 — 1] x [0, — 1] — [0, — 1] x [0, s — 1], (¢,7) — (, 7).

O Z N

Die injektive monotone Abbildung « : [0, s] — [0, st], i — ti.

Die injektive monotone Abbildung £ : [0,t] — [0, st], j — sj.

Sei Uy, := U, (k)41 (Upy (k) N Vigo (i) fiir k € [0, st — 1]. Sei U, := 1.

Sei V) := (Vi) N Uyy(0)) Vs (041 fiir £ € [0, st — 1]. Sei V, := 1.
Behauptung. Sei k € [0, st —1]. Es ist Up, 1 = Uy, ()41 (Up, k) N Vipo (k) 1)-
Ist k #; —1, dann ist

U1 = Upitern+1 (U er1) N Vi (1))
= Upyb)+1(Upi (k) N Vipa(ky41) -

Ist k =, —1 und k # st — 1, dann ist

Ullc+1 = U@l(k+1)+1(Uw1(k+1) N V<P2(k+1)>
U<p1(k)+2(U<P1(k)+1 N Vb)

Upy (k)41

Ug (k) +1(Uppr(v) N Vi)

= Upyby+1(Upi (k) N Vi (iy41) -

Ist k = st — 1, dann ist k =t(s — 1) + (¢t — 1) und also
UIQH =1= US<U871 N VZ) = U<,D1(/€)+1(Uso1(k) n V‘PQ(IC)"Fl) .

Dies zeigt die Behauptunyg.
Es ist (UL)ke[o,s €ine Subnormalreihe. Denn fiir & € [0, st — 1] wird dank Behauptung

U1 = Upi+1(Upi ) 0 Vigay41) < Uy )41 Uy k) N Vo)) = U 5
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cf. Lemma 64. Es ist (U},)repo,s €ine Verfeinerung von (U;)icjo,s) - Denn fiir i € [0, s — 1] ist
Uiy = Ui = Upy(is1(Upy ity VVipnary) = Uin(UinVg) = U .

Ferner ist U}, , =U;, =1=U;.

Genauso ist (V)0 eine Subnormalreihe von G' und dabei eine Verfeinerung von
(‘/j)je[ovt] :

Wir haben die Bijektion o := ¢ lo70p:[0,st — 1] —[0,st —1]. Sei k € [0, st — 1]. Es
wird

(Wr(o(k)),v2(0(k))) = v(o(k)) = v (7(p(k) = T(pk) = (p2(k), pr(k)) .

Also wird

Ul::/UI::H ( p1(k) +1 wl(k ) M vs@z(k ))/( w1(k) +1 301 (k) M sz(k +1 )
( <P2(k 1)/(( e1(k)+1 1 Vm k) +1)
= ( pa(k) [ Vea(k)+1 /(( a(k) NV Upy (k)4+1) Vipa (k) + 1)
= (Vo ﬂ Uwz )V o)1)/ (Vi ot ﬂ Upa(o)+1) Vi (o)) +1)
= Vi Ve -

Ad (2). Sei (U})kepp.q) die Striktifizierung von der im Beweis zu (1) konstruierten Subnor-
malreihe (U})kepo,s1 - Sei (V))eecp,p die Striktifizierung von der im Beweis zu (1) konstru-
ierten Subnormalreihe (V)ec(0,s4 -

Es sind (U})kep.a) und (V))eejop dquivalent; cf. Bemerkung 70.

Esist {U; : i €[0,8]} C{U} : ke[0,st]} ={U} : k€[0,a]}. Da (Ui)icpq strikt ist,
folgt (Us)icpo,s] < (U/{)ke[o,a] : cf. Bemerkung 71.

Genauso ist (V}) epo.q < (Ve/>£e[0,b]' ’

Satz 73 (Jordan, Holder) Weiterhin ist G eine Gruppe.
Seien (U;)ico,s) und (V})je.q Kompositionsreihen von G.
Dann sind (U;)icpo,s) und (V})jep, dquivalent; cf. Definition 66.

Sei daran erinnert, dafs, falls G endlich ist, eine Kompositionsreihe von G existiert; cf.
Bemerkung 69.

Beweis. Geméaf Lemma 72 haben (U;)icpo,s) und (Vj);epo,q dquivalente Verfeinerungen,
die strikte Subnormalreihen sind. Da (U;)co,s) eine Kompositionsreihe ist, ist sie gleich
dieser ihrer Verfeinerung; da (V});ejo,q eine Kompositionsreihe ist, ist sie gleich dieser ihrer
Verfeinerung; cf. Bemerkung 68. Also sind bereits (U;)icjo,s) und (V});je0,q dquivalent. o
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3.2 Auflésbar, iiberauflésbar, nilpotent
Sei GG eine endliche Gruppe.

Definition 74

(1) Gibt es eine Subnormalreihe (U;);cjo,s von G mit U; /U4y abelsch fiir i € [0,s — 1],
dann heifit G' auflosbar.
Eine solche Subnormalreihe heifit dann aufiésende Reihe von G.

(2) Gibt es eine Subnormalreihe (U;);cpo, von G mit U;/U;yq zyklisch fiir i € [0,5 — 1]
und U; < G fiir @ € [0, s|, dann heiBt G dberauflosbar.
Eine solche Subnormalreihe heifit dann dberaufiésende Reihe von G.

(3) Gibt es eine Subnormalreihe (U;)icps von G mit U; < G fir ¢ € [0,s] und
Ui/Uit1 < Z(G/U;4y) fiir i € [0, s — 1], dann heifit G nilpotent.

Eine solche Subnormalreihe heifit dann nilpotent aufiésende Reihe von G.

Bemerkung 75 FEs ist G genau dann auflosbar, wenn jeder Kompositionsfaktor von G
eine zyklische Gruppe von Primordnung ist.

Beweis. Ist jeder Kompositionsfaktor von G eine zyklische Gruppe von Primordnung,
dann ist jede Kompositionsreihe von G auflosend.

Sei umgekehrt G auflésbar. Sei (U;)icpo,s eine auflésende Reihe von G, o.E. strikt. Sei
(V})jep4 eine Kompositionsreihe, die diese verfeinert; cf. Bemerkung 68, Bemerkung 69.
Dann ist jeder Subfaktor von (V});c[04 isomorph zu einem Subfaktor einer Subnormalreihe
von U; /U, fiir ein ¢ € [0, s—1], mithin abelsch; cf. Aufgabe 17. Da alle einfachen endlichen
abelschen Gruppen zyklisch von Primordnung sind, ist somit jeder Kompositionsfaktor
von G zyklisch von Primordnung; cf. Aufgabe 31.(2). o

Bemerkung 76
(1) Sei p eine Primzahl. Ist G eine p-Gruppe, so ist G nilpotent.

(2) Ist G > 1 und G nilpotent, so ist Z(G) > 1.

Beweis.
Ad (1). Induktion tiber |G|. Ist |G| = 1, so ist nichts zu zeigen.

Sei |G| > 1. Dann ist Z(G) # 1; cf. Aufgabe 31.(1). Nach Induktion ist G/Z(G) nilpotent.
Also ist G nilpotent; cf. Aufgabe 32.(6).

Ad (2). Sei (U;)iepo,s) eine nilpotent auflésende Reihe, o.E. strikt. Wegen G > 1 ist s > 1.
Esist Us_y > Us =1 und Us_1/Us < Z(G/Us), also Us_; < Z(G). 5
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Bemerkung 77 Wir haben die Implikationen

G abelsch = G nilpotent = G iiberauflosbar = G auflésbar .

Beweis. Ist G abelsch, so hat G die nilpotent auflosende Reihe (G, 1).

Sei GG nilpotent. Zu zeigen ist, da} G {iberauflosbar ist. Sei also eine nilpotent auflésende
Reihe (U;)icpo,s) von G gegeben.

Wir wollen mit Induktion zeigen, da§ G/U; iiberauflosbar ist fiir ¢ € [0, s|. Dies trifft fir
i =0 zu. Sei i € [1,n] und sei G/U;_; iiberauflosbar. Wir haben G/U; als iiberauflésbar

nachzuweisen.
DaU;_1/U; < Z(G/U;) und da G/U;_, ~ (G/U;)/(U;-1/U;), folgt dies mit Aufgabe 32.(4).

Insbesondere ist nun G ~ G/U; als iberauflosbar nachgewiesen.

Ist G iiberauflosbar, dann ist G auflosbar. o

Beispiel 78

(1)

(3)

(4)

Es hat S3 die Normalteiler S3, Az und 1.
Es ist Sg iiberauflosbar, da S3/As ~ Cy und Az ~ Cj.

Es ist S3 nicht nilpotent, da Z(S3) = {id} ist; cf. Aufgabe 20.(2), Bemerkung 76.(2).
Beachte, daf nichtsdestoweniger S3/A3 und Az nilpotent sind.

Es hat A, die Normalteiler Ay, V := ((1,2)(3,4), (1,3)(2,4)) und 1; und
nur diese. Denn das Normalteilererzeugnis eines Elements von Ordnung 2 dar-
in ist gleich V; das Normalteilererzeugnis eines Elements von Ordnung 3 dar-
in ist gleich Ay. Fiir letzteres beachte man, dafi fir {a,b,c,d} = [1,4]
stets (a,b,c) via (b,c,d) konjugiert ist zu (a,c,d), wobei (a,b,c) o (a,c,d) =
(b, ¢, d) ist, sodafl das Normalteilererzeugnis von (a, b, c) die achtelementige Menge
Ad(a, b, c) L A4(b, c,d) enthilt.

Insbesondere ist (A4, V, 1) eine Subnormalreihe von Ay .
Es ist A4 auflosbar, da Ay /V ~ C3 und V ~ Cy x Csy; cf. Aufgabe 2.(3).

Es ist A4 nicht iiberauflosbar, da V' nicht zyklisch ist und wir also keine Reihe von
Normalteilern von A, finden kénnen, deren letzter Subfaktor zyklisch ist. Beachte,
daf nichtsdestoweniger A;/V und V iiberauflosbar sind.

Sei n > 5. Es hat S,, die Kompositionsreihe (S,,, A, , 1); cf. Satz 49. Somit hat S,,
die Kompositionsfaktoren Cy und A,, , die nicht beide zyklisch von Primzahlordnung
sind, da |A,,| = 0. Folglich ist S,, nicht auflosbar; cf. Bemerkung 75.

Sei K ein endlicher Korper. Sei char K =: p > 0. Sei |K| = p* =: ¢, wobei a > 1.
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Sei n > 2. Sei (n,p*) & {(2,2),(2,3)}. Es hat GL,(K) die Subnormalreihe
(GL,(K),SL,(K),Z(SL,(K)), 1). Da diese zu einer Kompositionsreihe verfeinerbar
ist, hat GL, (K) den Kompositionsfaktor PSL, (K); cf. Satz 50. Es ist

|PSL,(K)| = (¢"—")(¢"—q¢") ...~ (" —¢"") - (¢ — 1)~ |Z(SL,(K))[ " .

Da Z(SL,(K)) ~{x € U(K) : 2" =1} < U(K) ist, ist |Z(SL,(K))| ein Teiler von
q — 1. Folglich ist |PSL, (K)| teilbar durch (¢ 4+ 1)¢ und also nicht prim. Somit ist
GL,(K) nicht auflésbar; cf. Bemerkung 75.

(5) Sei K ein endlicher Korper. Sei char K =: p > 0. Sei |K| = p®, wobei o > 1.
Sein > 1. Sei

B = {(ai,j)iyj € GLn(K) Qi = 0 fir n 2 1 >j 2 1} < GLn(K)
die Untergruppe der oberen Dreiecksmatrizen. Sei
U = {(a;;)i; € GL(K) : a;; =0firn>i>j>1lunda;; =1firie[l,n]} < B

darin die Untergruppe der unipotenten oberen Dreiecksmatrizen.
Es ist U der Kern des surjektiven Gruppenmorphismus
B — U(K)*"
(aij)ij F— (az‘,z‘)z’e[l,n} .
Da |Ul = p*(=Y/2 ist U nilpotent, folglich auflésbar; cf. Bemerkun-

gen 76.(1) und 77. Es ist U(K)*" abelsch, folglich auflosbar. Also ist B auflosbar;
cf. Aufgabe 32.(1).

Definition 79 Sei U < G.

Es heifit U eine charakteristische Untergruppe von G, geschrieben U € G, wenn o(U) = U
ist fiir o € Aut(G).

Hierfiir gentigt es, wenn a(U) < U ist fiir & € Aut(G). Denn daraus folgt U < o~ (U) fiir
a € Aut(G). Oder aber man verwendet die vorausgesetzte Endlichkeit von G.

Wir schreiben U « G fiir (U € G und U < G).

Beispiel 80 Sei V := ((1,2)(3,4), (1,3)(2,4)) < S4; cf. Beispiel 67. Esist V ~ Cy x Cy;
cf. Aufgabe 2.(3).
Wir haben den inneren Automorphismus auf S, , der durch Konjugation mit (1, 2) gegeben
ist. Dieser schrénkt ein zu einem Automorphismus a € Aut(V). Sei U := ((1,3)(2,4)) <
V. Es ist

o(U) = ("1,3)(2,4)) = ((1,4)(2.3)) # U
Also ist U 'V, wohl aber U Q V.
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Bemerkung 81

(1) Sei U < G. Da genau dann U < G ist, wenn «(U) = U ist fiir alle a € Inn(G),
haben wir die Implikation U € G = U < G; cf. Aufgabe 23.

(2) Ist U 4V < G, dann ist U < G. Denn fir g € Gist « : V—V, z+— % in
Aut(V), sodal 9U = a(U) = U folgt.

(3) Ist U 4V 4 G, dann ist U € G. Denn fiir f € Aut(G) ist a := 8|} € Aut(V),
sodal 5(U) = a(U) = U folgt.

(4) Es ist Z(G) € G. Denn fiir o € Aut(G) ist a(Z(G)) < Z(G) ; cf. Aufgabe 34.(3).

(5) Sind U, V € G, dann ist [U, V] € G. Denn fir a € Aut(G) ist o[U,V]) =
[a(U),a(V)] = [U,V]; cf. Aufgabe 34.(1).

(6) Ist UG und U < V < G mit V/U €G/U gegeben, dann ist V € G. Denn
fir o € Aut(G) ist & : G/U —G/U, gU+r—a(gU) := a(g)U wegen a(U) = U
wohldefiniert und also in Aut(G/U) enthalten. Wegen V/U € G/U ist (V) /U =
a(V/U) =V/U und also a(V) = V.

(7) Ist p > 0 prim und ist Syl ,(G) = {P}, dann ist P € G, denn fiir o € Aut(G) ist
la(P)| = |P| = |G|[p], also a(P) € Syl,(G) = {P}, also a(P) = P.
Definition 82

(1) Setze rekursiv G := G und GV = (GO)V = [GW G fiir i > 0. Cf. auch
Aufgabe 13. Es wird G® als “G rund i” gelesen.

(2) Setze rekursiv G := G und G+ := [GF) @] fiir i > 0. Es wird G als “G eckigi”
gelesen.

(3) Setze Gl := 1. Bei Vorliegen von GVl G G definieren wir rekursiv GVl g G+l g @
durch GV *'l/Gll .= Z(G/GY) fiir i > 0; cf. Aufgabe 17.(3). Es wird Gl als “G
invers eckig ¢” gelesen.

Bemerkung 83

(1) Esist GV = GY = [G,G]. Es ist G® = [GY,GW]. Es ist GBI =[GV G].
Es ist G = 7(@G).

(2) Esist G 4G und G 4 G und G¥l < G fiiri > 0.
(3) Esist GY < G fiiri > 0.

(4) Seii > 0. Sei x € G. Es ist v € G genau dann, wenn G € Z(G/GV), i.e.
wenn [z, G] C GVl ist.
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(5) Esist (G)Z(G)) = G¥"*Z(G) fiiri > 0.
(6) Seien i, j > 0. Genau dann ist G} < GV wenn G < GVl st

(7) Seii > 0. Es ist G < Gl

Beweis.

Ad (2). Es folgen G') € G und G € G fiir i > 0 aus iterierter Anwendung von Bemer-
kung 81.(5).

Es folgt GVl € G fiir i > 0 aus iterierter Anwendung von Bemerkung 81.(4) unter Ver-
wendung von Bemerkung 81.(6).

Ad (3). Induktion iiber i > 0. Aus G® < G folgt GUHY = [GO GD] < [GH, GY] <
Gl G) = G+

Ad (5). Schreibe Z := Z(G). Induktion iiber i > 0. Fiiri = 0ist (G/2)°l = Z/7Z = GI'/Z.
Sei die Gleichung fiir ein ¢ > 0 gezeigt. Wir wollen sie fiir < + 1 zeigen.

Sei v € G. Bsist 7 € (G/Z)"*+' dank (4) und Induktion genau dann, wenn [zZ, G/Z] C
(G/2)il = GV Z ist, i.e. wenn [r,G] C GliHllist, ie., dank (4), wenn o € G+ ist.

Ad (6). GemaB (4) ist GI! < GV+!l genau dann, wenn G+l =[Gl G] < GVl ist.
! ) .
Ad (7). Zu zeigen ist GITY = [GF G] < GU. Sei » € GU! und ¢ € G. Es geniigt,

L .
[z, 9] € G zu zeigen. Wegen [z, g] = 27 (g”zg) folgt dies aber aus GI! < G; cf. (1). o

Beispiel 84 Sei K ein endlicher Korper.
. lab 1% %
Sei G = { (8(1)§> € GL3(K) : a,b,ce K} = (8(1)%{).

. . labd luw 1 0 aw—cu .
Wir rechnen: Es ist [(01¢) (0lw || = (01 0 fiir a, b, ¢, u, v, w € K.
001 001 00 1

Es ist Gl = G.
. 100 10 % )
Esist G = [G,G] = { (8[1)(13) €eGL3(K) :be K} = (8[1)(13), wofiir man in der Rechnung
a € K, w=1und u = 0 setzen kann.
Es ist G = [G[1 G| = 1, wie die Rechnung mit @ = 0 und ¢ = 0 zeigt.

Es ist G0 =

10 % lab
Es ist Gl = Z(G) = (8(1)?), da laut Rechnung genau dann (8(1)5) mit jedem anderen
Element von G kommutiert, wenn aw — cu = 0 ist fiir u, w € K, was aber a = 0 und
c = 0 erzwingt.

Es ist G2l = G, da fiir # € G die Bedingung [z, G] € G'l aus Bemerkung 83.(4) dank
Rechnung keine Einschrénkung darstellt.
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Da |K| = p® fiir p := char(K) und a > 1 geeignet, ist G als p-Gruppe von vorneherein
als nilpotent bekannt; cf. Bemerkung 76.(1). Davon haben wir hier aber keinen Gebrauch
gemacht.

Beispiel 85 Sei B == {(§%) € GLy(F;) : a,c € FJ, b€ F;} < GLy(F;); cf. Bei-
spiel 78.(5). Kurz, B = (7).

Damit (82’) € Z(B) liegt, muf ( C) (62) = ( ( ) sein fiir z, z € F;* und y € F3,
i.e. ay + bz = xb + yc. Es erzwingt die Wahl (z,y,2) = (1,1,1), dal a + b = b + ¢ ist;
es erzwingt die Wahl (z,y,z) = (—1,1,1), dal a + b = —b + ¢ ist; folglich ist a = ¢ und
b= 0. Mithin ist B' = Z(B) = ((75_9)).

Gemifl Bemerkung 83.(4) ist nun ein Element (812) € B genau dann in B[, wenn
[(62).B] € BM = ((75_Y)) liegt. Wir rechnen: Fiir (§%) € Bist [(§2), (§%)] € (01)- Es
folgt, daf3 ( ) genau dann in Bl liegt, wenn dieser Kommutator stets gleich (0 1) ist,

d.h. wenn (32) € Z(B) = B liegt. Also ist BI?l = Bl

Dies wiederholt sich nun, weswegen wir
1 = Bl « Bl — pgl2l — BBI =

erhalten, wobei allerdings B!'l < B ist.

Satz 86 (Kommutatorreihe) Weiterhin ist G eine endliche Gruppe.

Die Aussagen (1,2) sind dquivalent.
(1) Es ist G aufiosbar.

(2) Es gibt eini >0 mit G = 1.

Diesenfalls sei m := min{i >0 : GO =1} ; es heifit die Subnormalreihe (G™)icjo.m die
Kommutatorreihe von G; diese ist eine auflosende Reihe von G.

Bewezs.

Ad (1) = (2). Sei (U)icp, eine auflosende Reihe von G. Wir behaupten G % U, fir
;€ [0, s]. Induktion iiber i € [0,s]. Es ist G = G = U. Sei nun G® < U fiir ein

€ [0,s — 1]. Es ist U;/U;;; abelsch. Also ist [z,y|U;y1 = [2Uir1, yUipa] = 1U;4 fiir
x,y € U;. Es folgt GWHY = [GW) GD] < [U;, U;] < Uiy . Dies zeigt die Behauptung. Fiir
i = s liefert diese G® < U, =1, i.e. GO =

Ad (2) = (1). Esist GO € G, also G < G fiir i > 0; cf. Bemerkung 83.(2). Es ist
G /GU+Y abelsch; cf. Aufgabe 13.(2). Also ist (G®);c(o.m eine auflssende Reihe von G. o

Bemerkung 87 Sei G auflosbar. Versucht man zu zeigen, daf§i G iiberauflosbar ist, so
scheitert man aus mehreren Griinden.
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Zum ersten gibt es ein Gegenbeispiel, cf. Beispiel 78.(2).

Zum zweiten ist in der Kommutatorreihe (G¥);c(o,m zwar G < G fiir i € [0, m], dafiir
aber G /GU+Y) i.a. nicht fiir jedes i € [0,m — 1] zyklisch. Also folgt damit nicht, dafi G
iiberauflésbar ist.

Zum dritten ist in einer Kompositionsreihe (U;)icjo,s] zwar U; /Uiy zyklisch, zudem von

Primordnung; cf. Bemerkung 75. Aber Uj ist i.a. nicht fiir jedes i € [0, s] ein Normalteiler
von G. Also folgt damit nicht, dafl G iiberauflosbar ist.

Satz 88 (Zentralreihen) Weiterhin ist G eine endliche Gruppe.
Die Aussagen (1,2,3) sind dquivalent.

(1) Es ist G nilpotent.

(2) Es gibt eini >0 mit G = 1.

(3) Es gibt ein j > 0 mit GVl = G.

Sei G nilpotent. Dann ist
uw = min{i>0:G"=1} = min{j>0: G'=G};

es heifit die Subnormalreihe (G[i]>i6[0,u] die absteigende Zentralreihe von G ;
es heifit die Subnormalreihe (G]ufi[)ie[o,u] die aufsteigende Zentralreihe von G.

Es ist GU1 < Gl fiir i € [0, u).

Beweis. Schreibe Z = 7Z(G).

Ad (1) = (3). Induktion iiber |G|. Sei |G| > 1. Es ist Z > 1, also |G/Z| < |G|; cf.
Bemerkung 76.(2). Es ist auch G/Z nilpotent; cf. Aufgabe 32.(7). Mit Induktion gibt
es ein j' > 0 mit (G/Z2)V'l = G/Z. Dank Bemerkung 83.(5) ist (G/Z)V'l = GV'+'/7.
Insgesamt folgt G = GV'+1L.

Ad (3) = (1). Induktion iiber |G/|. Sei |G| > 1. Sei t > 0 minimal mit G!l = G gegeben. Es
ist t > 1. Esist GIl=Z > 1. Esist (G/2)" 'l = GM/Z = G/Z dank Bemerkung 83.(5).
Mit Induktion ist G/Z nilpotent. Also ist G nilpotent; cf. Aufgabe 32.(6).

!
Ad (2) = (3). Sei s minimal mit GI¥ = 1. Wir behaupten G711 < GVl fiir j € |0, 5.
Induktion iiber j € [0, s]. Aus G~ < GVl folgt G711 < GH1L sofern j € [0, 5 — 1]; cf.
Bemerkung 83.(6). Dies zeigt die Behauptung. Fiir j = s folgt G = GI% < GFl < G, also
Gl = G. Insbesondere ist dann min{i >0 : Gl =1} =s>min{j >0 : GVl =G}.

|
Ad (3) = (2). Sei t minimal mit Gl = G. Wir behaupten Gl > Gl fir i € [0,1].
Induktion iiber i € [0,]. Aus GI~l > Gl folgt GI="=1l > Gl+Y sofern i € [0,¢ — 1]; cf.
Bemerkung 83.(6). Dies zeigt die Behauptung. Fiir i = ¢ folgt 1 = GI° > Gl > 1, also
G = 1. Insbesondere ist dann min{j >0 : GVl=G} =t >min{i >0 : G =1}.
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Fiir G nilpotent zeigt dies auch

min{i>0: Gl =1} =min{j>0: G =G} = u
= A

und G < Gl fiir i € [0, u]. o

Beispiel 89 (Fortsetzung) Im Lichte von Satz 88 sehen wir nun folgendes.

(1) In Beispiel 84 wurde gezeigt, daB8 die dortige Gruppe G nilpotent ist, da G2 = 1
ist. Alternativ folgt G nilpotent auch aus G2l = G.

(2) In Beispiel 85 wurde gezeigt, daf die dortige Gruppe B nicht nilpotent ist, da
Bl < B fiir alle j > 0.

(3) Fir ein Beispiel, in welchem sich die absteigende und die aufsteigende Zentralrei-
he unterscheiden, und beide zeigen, dafl die betrachtete Gruppe nilpotent ist, vgl.
Aufgabe 36.(2).

Lemma 90 Sei p eine Primzahl. Set N < G.

(1) Wir haben die surjektive Abbildung

PG,N

Syl,(G)  ——  SylL,(G/N)
Q —— (&N)/N

(2) Ist N < Z(G), so ist die Abbildung p N bijektiv.

Beweis.

Ad (1). Fiir die Wohldefiniertheit von pg y haben wir fiir @ € Syl (G) zu zeigen, daf8 auch
(QN)/N € Syl,(G/N) ist; cf. auch Aufgabe 17.(2).

Wiihle P € Syl (N); cf. Satz 39.(1). Wihle Q € Syl (G) mit P < Q; cf. Satz 39.(4).

Fiir die Wohldefiniertheit von pgy haben wir fir @ € Syl (G) zu zeigen, dafi auch
(QN)/N € Syl,(G/N) ist; cf. auch Aufgabe 17.(2).

Wihle z € G mit *Q = @ ; cf. Satz 39.(2). Esist “M(QN)/N) = (aN)((QN)/N)(aN)~ =
(x(@QN)x™)/N = HQN)/N = (*Q*N)/N = (QN)/N. Somit kénnen wir uns darauf

beschréinken, (QN)/N 2 Syl,(G/N) zu zeigen.

Wegen Q NN < Q ist QN N eine p-Gruppe. Wegen P < CZQ N < N und wegen
P € Syl,(N) folgt P = QNN. Somit ist (QN)/N ~ Q/(QNN) = Q/P; cf. Aufgabe 12.(2).
Folglich ist [(QN)/N| = |G/P| = [01/IP| = |GI[pl/IN|[p] = |G/N][p] und daher auch
(QN)/N € SyL,(G/N).
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Zeigen wir die Surjektivitdt von pg . Sei K/N € Syl (G/N), wobei N < K < G
cf. Aufgabe 17.(1). Da auch (QN)/N € Syl,(G/N) ist, gibt es ein y € G mit K/N =
YN((QN)/N) = (YQN)/N; cf. Satz 39.(2). Da auch ¥Q € Syl,(G) liegt, zeigt dies K/N =
pa,n(YQ).

Ad (2). Dank (1) gentigt es, die Injektivitdt von pg y zu zeigen.

Seien Q, Q" € Syl,(G) mit QN/N = Q'N/N gegeben. Zu zeigen ist Q - Q'. Es ist
QN = Q'N. Wegen Q, Q" < QN < G sind auch Q, Q" € Syl (QN). Folglich gibt es
g € Qundn € N mit 1"Q = @Q’; cf. Satz 39.(2). Wegen N < Z(G) ist aber 'Q) = Q) = Q.
Also ist Q' = Q. o

Satz 91 (Sylowzerlegung nilpotenter endlicher Gruppen)
Weiterhin ist G eine endliche Gruppe.

Schreibe T(G) :={p € Z~o : p prim, |G| =, 0}.

Sei {:= |(Q)|. Schreibe m(G) ={p; : 1 € [1,{] }.

Fiir jedes i € [1,£] wihlen wir ein Q; € Syl, (G) ; cf. Satz 39.(1).
Die folgenden Aussagen (1,2,3,4) sind dquivalent.

1) FEs ist G nilpotent.

(1)

(2) Esist |Syl,(G)| =1 firp € n(G).

(3) Wir haben den Gruppenisomorphismus [];c;y g Qi =G, (@:)i—a1 "¢z q.
(4)

4) Esist G = [ q Qi -

Beweis.

Ad (4) = (1). Als p-Gruppe ist @; nilpotent fiir jedes i € [1,/]; cf. Bemerkung 76.(1).
Ferner ist ein endliches direktes Produkt nilpotenter endlicher Gruppen nilpotent; cf.
Aufgabe 35.(5). Also ist G isomorph zu einer nilpotenten Gruppe, mithin selbst nilpotent.
Ad (1) = (2). Sei (Uj)jep,s eine nilpotent auflésende Reihe von G, i.e. sei Uy = G, sei
Us=1,sei U; <G ftir j €0,s] und sei U;/U;11 < Z(G/U;4q) fur j € [0,s — 1].

Sei i € [1,4.

Wir wollen mit Induktion zeigen, dafl G/U; genau eine p;-Sylowgruppe hat fiir j € [0, s].
Dies trifft fiir j = 0 zu. Sei j € [0, s — 1] und habe G/U; genau eine p;-Sylowgruppe. Wir
haben zu zeigen, daB8 G/U;4; genau eine p;-Sylowgruppe hat.

Da U;/U;j+1 < Z(G/Uj4y) ist und da (G/U;j41)/(U;/Uj41) ~ G/U; ist, folgt dies mit
Lemma 90.(2).

Fiir j = s zeigt dies nun insbesondere, daf | Syl, (G)| = 1 ist.
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Ad (2) = (3). Nun ist Syl (G) = {Q;} und also Q; < G fiir i € [1,/]; cf. Satz 39.(2).

Wir behaupten, es ist |Q1Qz2-...-Qi| = |Q1]|Q2| ...+ |Q:i] und (Q1-...-Q;—1)NQ; = 1 fiir
i € [1,/]. Induktion tiber ¢ € [1,/]. Fiir i = 1 gelten beide Gleichungen. Sei i € [1,¢ — 1]
gegeben. Sei |Q;-...-Q;| = |Q1]-. . .-|Q;| bekannt. Zunichst sind |Q1-...-Q;| = [@Q1]-- . .-|Q;]
und |Q;11| teilerfremd, woraus wir (Qq ... @;) N Q11 = 1 ersehen. Weiter folgt

A12.(1) ’Ql e Qi’ ) |Qi+1|

|Q1Q1Qz+1| - - |Q1Qz||@z+1| = |Q1||Qz||@z+1| .

Q1. Q)N Qiya|
Dies zeigt die Behauptung.

Seien, j € [1,£] mit i # j gegeben. Da fiir ¢; € Q; und ¢; € Q; sich [¢;:, ¢;] = % (q; )g; =
¢ Y € QiNQ; =1 ergibt, ist [Q;, Q;] = 1.

Damit und mit obiger Behauptung erhalten wir dank Aufgabe 2.(3) nun den injektiven
Gruppenmorphismus

f
Hie[l,ﬁ] Qi = G
()i — @1q2--..-q .
Schliefilich ist

Beh.
|Hie[1,é] Qi = Hie[l,e} Qi = Hie[u] Gllpi] = |G|

Also ist f ein Gruppenisomorphismus.

Ad (3) = (4). Dies gilt a fortiori. o

3.3 Semidirekte Produkte

Definition 92 Sei H eine Gruppe. Sei N eine Gruppe. Sei o : H — Aut(N) ein
Gruppenmorphismus. Schreibe auch (a(h))(n) =: "n fiir h € H und n € N. Beachte
Mnn') = M '’ und " =1 und "n = "n) und 'n =n fir n, ' € N und h, b’ € H.

Wir definieren auf der Menge N x H eine Multiplikation durch
(n,h) (W' 1) = (n,h) . (W, B) == (n"n' hh).

fir n,n” € Nund h, b € H.
Da dann
(n,h)(1,1) = (n,h)
und
((n7 h) (n/’ h/))(n//’ h//) — (n hrl//, hh/)(n//7 h//) — (n hrll hh,//’,l///7 hh/h//)
(n7 h)(n/ h,’fl//, h/h//) — <n7 h)((n/7 h/)(n//7 h//))

sowie

(n,h)(" (n7),h7) = (1,1)
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ist fiir n, n/, n” € N und h, b/, b € H, wird die Menge N x H ausgestattet mit ( - )

dank Aufgabe 1 zu einer Gruppe, genannt (duferes) semidirektes Produkt von N mit H
mittels a und geschrieben
N X H .

Oft schreiben wir kurz N x H := N X H.

E.g. ist M(n,1) = (1,h)(n,1)(1,h7) = (",1) fir n € N und h € H.
Wir haben die kurz exakte Sequenz von Gruppen und Gruppenmorphismen

L

N - NxH A H
n +— (n,1)
(n,h) +—> h.

Wir haben den Gruppenmorphismus o : H — N X H, hi— (1,h). Esist poo =idy .

Bemerkung 93 Seien H und N Gruppen. Es ist N XH =NxH. In diesem Sinne
verallgemeinert das semidirekte Produkt das direkte Produkt; cf. Aufgabe 2.(1).

Lemma 94 (Universelle Eigenschaft des semidirekten Produktes)

Sei H eine Gruppe. Sei N eine Gruppe. Sei o : H — Aut(N) ein Gruppenmorphismus.
Schreibe wiederum auch (a(h))(n) =: "n fir h € H und n € N.

Beachte “™i(n) = o("n) fir h € H und n € N, wie in Definition 92 angemerkt.

Seir T' eine Gruppe. Sei u : N —T ein Gruppenmorphismus. Sei v : H—"T ein Grup-
penmorphismus. Sei "™u(n) = u(™n) fir h € H undn € N.

Dann gibt es genau einen Gruppenmorphismus f : NxH—T mit for=wund fooc =v.

Fiir diesen ist f(n,h) =u(n)-v(h) firne€ N und h € H.

Beweis.
Eindeutigkeit. Sei f : N X H —T ein Gruppenmorphismus mit fo:=wu und foo = v.

Fiir n € N und h € H ist dann notwendig f(n,h) = f((n,1)-(1,h)) = f(n,1)- f(1,h) =
(fou)(n) - (foa)(h)=u(n)-v(h).
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Ezistenz. Sei f(n,h) =u(n)-v(h) fir n € N und h € H. Dann ist (fot)(n) = f(n,1) =
u(n), also for=wu, und (foo)(h) = f(1,h) =v(h), also foo =wv.

Zu zeigen bleibt, daf f ein Gruppenmorphismus ist. Seien (n, k), (i, h) € N x H. Dann

ist
f((n,h) - (R,h) = f(n ", hh)
= u(n ") - v(hh) )
= u(n)-u("n) -v(h) v(h)_
= u(n) - "®u(i) - v(h) -v(h)
= u(n)-v(h)-u(n) - v(h)

Lemma 95 Sei G eine Gruppe. Sei N < G. Sei H < G.
Setze a: H — Aut(N), ht— (n+ "n = hnh™). Es ist a ein Gruppenmorphismus.

Wir haben den Gruppenmorphismus

Nﬁﬂﬁ

(n , h) +—= nh

Es ist ¢ surjektiv genau dann, wenn NH = G ist.
Es ist ¢ injektiv genauw dann, wenn N N H =1 ist.

Iss NN H =1 wund NH = G, so ist ¢ ein Isomorphismus. Diesenfalls heiffit H ein
Komplement zu N in G, sowie G ein (inneres) semidirektes Produkt von N mit H.

Beweis. Es ist a wohldefiniert, denn fiir A € H ist die Abbildung N — N, n+— hnh~
in der Tat ein Automorphismus von N. Es ist « ein Gruppenmorphismus, denn fiir h, A’
und n € N wird (a(hh'))(n) = "n = *("n) = (a(h) o a(h'))(n).

Die Existenz des angegebenen Gruppenmorphismus ¢ folgt mit Lemma 94, angewandt
auf die beiden Inklusionsabbildungen N ¢ G und H C— G.

Es ist ¢ surjektiv genau dann, wenn NH = G ist.

Es ist ¢ injektiv genau dann, wenn Kern(p) = 1 ist. Wir haben Kern(y) =1 & NNH =1
7Zu zeigen.

Ad =. Sei Kern(p) = 1. Sei x € NN H. Dann ist ¢(z,27) =z~ = 1 und also (z,27) =
(1,1),i.e. x = 1. Somit ist NN H = 1.

Ad <. Sei NN H = 1. Sei (n,h) € Kern(p). Dann ist 1 = ¢(n,h) = nh, alson =h~ €
NNH=1,also (n,h) = (1,1). Somit ist Kern(y) = 1. -

Cf. Aufgabe 2.(4).
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Bemerkung 96 Sei G eine Gruppe.
Sei N < G. Sei H ein Komplement zu N in G. Seix € G.

(1) Es ist auch *H ein Komplement zu N in G.

(2) Wir haben den Gruppenisomorphismus i : H =+ G/N, h+—hN.

Bewezs.
Ad (1). Esist N *H = *N “H = (NH) = G.
Esist NN*H =*NN*H=%NnNH)=1.

Ad (2). Es ist ¢ ein Gruppenmorphismus. Es ist ¢ surjektiv, da fiir g € G wegen G =
NH =HN es he Hund n € N mit g = hn und also mit gN = hinlN = hN gibt. Es ist
¥ injektiv, da Kern(¢)) = H NN =1 ist. o

Beispiel 97

(1) Es hat ((1,2,3)) < S3 das Komplement ((1,2)). So ist S3 isomorph zum se-
midirekten Produkt ((1,2,3)) % ((1,2)), wobei a : ((1,2)) — Aut(((1,2,3))),
(1,2) — ((1,2,3)"~ 2)(1,2,3)" = (1,2,3)7%), wobei i € [0, 2].
Schreiben wir C3 = (a : a®) und Cy = (b : b*), so wird mit § : Co — Aut(Cj),
a+— (br—~0b") auch

Cs >ﬁ4 Cy, = S
(a',b) — (1,2,3)"0(1,2)7, wobeii€ [0,2] und j € [0, 1].

KUI"Z, Sg ~ C3 X CQ .

Beachte, daf§ ((1,2,3)) aufler dem Komplement ((1,2)) auch die Komplemente
((1,3)) und ((2,3)) besitzt.
P ~ R
(2) Es hat V := ((1,2)(3,4),(1,3)(2,4)) < A, das Komplement ((1,2,3)). So ist Ay
isomorph zu V' x (c), wobei a : (¢) — Aut(V), c— (a+~ @ =aob, b= b =a).

KU.I“Z, A4 ~ (CQ X CQ) X Cg .

= :Ab =:c d
(3) Es hat V' := ((1, )( 4),11,3)(2,4)) < S, das Komplement S3 = ((1,2,3), ( ,2))
denn VNS5 = 1 und |V||Sg| = [S4], woraus |VS3| = |V| - |Ss|/|V ﬂ S3| = IS

4
und also VS3 = S4 folgt. So ist S4 isomorph zu V' X S3, wobei a : Sz — Aut(V),

|
CH(aHCa:cZOb b~ b=a), d— (a+~ % =a, b~ b =aob).

KHI"Z, S4 V % Sg ~ (Cg X Cz) (Cg X CQ) .
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(4)

(6)

Betrachte Dg = (a,b : a* b% (ab)?); cf. Beispiel 57. Es hat (a) < Dg das
Komplement (b). So ist Ds isomorph zu (a)x(b), wobei a : (b) — Aut((a)),
b— (ara=a").

KU.I"Z, Dg ~ C4 X CQ .
Schreibe C; = (¢ : ¢") und C3 = (x : 2%). Es ist

Aut(Cr) = {a;:cr—~c i €[1,6]} =~ U(Z/TZ) = 3+ TZ) ~ Cq

Also ist Aut(C7) = (as) zyklisch von Ordnung 6.

Es ist 8 : C3 — Aut(C;), x+= a3 = ay ein Gruppenmorphismus. Wir kénnen das
semidirekte Produkt G := C5, >64 C; bilden. Darin ist

(¢!, a")(e,2f) = (¢ (Ba)(). 2" -af) = (%, ah*)
fiir ’i, ]C, j, IS Z;O-

Schreibe C4 = (a : a*). Die Untergruppen von Cy sind 1, (a?) und Cj.
Es hat (a?) < C4 kein Komplement.

Lemma 98 Sei N —~G —+~ H eine kurz ezakte Sequenz von Gruppen.

Sei H =+ G ein Gruppenmorphismus mit r o s = idy .

Wir haben den Gruppenmorphismus 3 : H — Aut(i(N)), hi— (i(n) —~ *"(i(n))), da

i(N)

= Kern(r) < G.

Schreibe i' = i|'™ . N >~i(N). Somit ist i(n) = i'(n) fir n € N. Wir haben den
Gruppenisomorphismus vy : Aut(i(N)) = Aut(N), w+——i'~ ocw o7’

Setze o :=yo : H— Aut(N).

(1)
(2)

Es ist s(H) ein Komplement zum Normalteiler i(N) in G.

Wir haben den Gruppenisomorphismus

NxH L G
(n,h) +— i(n)-s(h)

(3) Folgendes Diagramm kommutiert.

_“ NwH-"~H

NN
lid]\] Zlf ‘(idH
N
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Bewezs.

Ad (1). Wir zeigen i(N)-s(H) =~ G.Firg € Gist g = (g-sr(g)~)-sr(g) und r(g-sr(g)”) =
r(g)-rsr(g)” =1, also g-sr(g)” =i(n) fir ein n € N.

Wir zeigen i(N) N s(H) = 1. Sei g € i(N)Ns(H). Schreibe g = s(h). Da g € i(IV) liegt,
ist 7(g) = 1. Insgesamt ist also g = s(h) = srs(h) = sr(g) = s(1) = 1.

Ad (2). Es ist i("n) = i((a(h))(n)) = i((y(8(h)))(n)) = i((i'" o B(h) o i')(n)) =
i' (i~ (*M(i(n)))) = *M(i(n)) fiir h € H und n € N. Die Existenz des angegebenen Grup-
penmorphismus f folgt also aus der universellen Eigenschaft in Lemma 94, angewandt
auf 7 und s.

Es ist f injektiv, da fiir n € N und h € H aus i(n) - s(h) = 1 auch i(n~) = s(h) €
i(N)Ns(H) Dy folgt, mithin n = 1 und h = r(s(h)) =r(1) = 1.
Es ist f surjektiv, da Im(f) = i(NV) - s(H) = G nach (1).

Ad (3). Esist for =1, da f(«(n)) = f(n,1) = i(n) fiir n € N. Esist ro f = p, da
r(f(n,h)) = r(i(n) - s(h)) = h = p(n, h) fiir (nh)GN;?H. -

Definition 99 Sei H eine Gruppe. Seim > 1. Sei f : H — S,,, ein Gruppenmorphismus.
Schreibe (B(h))(i) =: h-i = hi fiir h € H und i € [1,m].

Sei K eine Gruppe. Setze

H % Aut(K*™)
h = (k)i "(ki)i = (a(R))(ki)i == (kn-i)i) -

Sei
K H = meélH

das Kranzprodukt von K mit H vermittels 3. Wir schreiben oft auch kurz K1 H := Kig H.
Es ist « in der Tat ein Gruppenmorphismus, denn fiir h, A’ € H und (k;); € K*™ folgt

(a(h)oa(h))((ki)i) = (a(h))(kw-i)i = (kn-n-i)i = (k(hh')w’)i = (a(hh’))((ki)i) ,
und also a(h) o a(h’) = a(hh').

Beispiel 100
Sei N := ((1,2,3), (4,5,6), (7,8,9)) < So. Sei H := ((1,4,7)(2,5,8)(3,6,9)) < So.
Schreibe C3 = (¢ : ¢*). Dank Aufgabe 2.(3) haben wir den injektiven Gruppenmorphis-
mus

Cy? S S

(¢, c2,¢3)  — (1,2,3)11(4,5,6)2(7,8,9) , wobei (i1, s, i3) € Z*3.
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Wir haben den injektiven Gruppenmorphismus

Cy — Sy

& ((1,4,7)(2,5,8)(3,6,9))" , wobei k € Z.

Wir haben den Gruppenmorphismus 3 : C3 — Sz, ¢® — (1,2, 3)*, wobei k € Z; so wird
[1,3] zu einer C3-Menge.

Es ist S , : A
v(c)u<czl7 0227 CZ3) — (1,4,7)(2,&"),8)(3,6,9)((17 27 3)11 (47 57 6)12(77 8, 9)23)

(4,5,6)(7,8,9)2(1,2,3)is
(1,2,3)%(4, 5,6)" (7, 8,9)
= wu(c®,ch, )

= u(cic7~17 Cic7-2’ Cic7~3)

= (e e )

und damit auch
k

e ) = u( (e, e, )

fiir £ € Z im Sinne von Definition 99. Die universelle Eigenschaft des semidirekten Pro-
dukts aus Lemma 94 gibt also den Gruppenmorphismus

C333Cs = C8 %0y Lo .
Dieser ist injektiv, da N N H = 1. Somit ist
Cyts Oy 00 NH = ((1,2,3), (4,5,6), (7,8,9), (1,4,7)(2,5,8)(3,6,9)) € Syly(So) .

denn 3.3 = |C303 C3] = |[NH| =|Se|[3].

Kurz, die 3-Sylowgruppen von Sqg sind von der Form C5?Cs.

3.4 Schur-Zassenhaus

3.4.1 Die ersten beiden Cohomologiegruppen

Wir geben uns mit einem Ad-hoc-Ausschnitt aus der Cohomologietheorie von Gruppen
zufrieden. Cf. auch [6].

Sei H eine Gruppe.
Sei A eine abelsche Gruppe. Sei o : H — Aut(A) ein Gruppenmorphismus.
Wir schreiben (a(h))(a) =: "a fiir h € H und a € A.
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Definition 101 Sei

ZYM(H,A) = {d:H—A :esist "d(h')-d(hh)~-d(h) =1 fiir h, ¥ € H}
die Menge der Derivationen oder 1-Cozykel,
BY(H,A) = {dy: H—A h—"0-b" : be A}
die Menge der inneren Derivationen oder 1-Cordnder,
Z2(H,A) = {z:HxH—A :esist "z(h,h")-z(hk/,h")~ - z(h, 'h") - z(h, k')~ = 1 fiir h, W', W' € H}

die Menge der 2-Cozykel,
B2(H,A) = {z.:HxH—A, (h,h)r— "c(W)-c(hh')~-c(h) : H > A Abbildung }
die Menge der 2-Cordinder

von H mit Koeffizienten in A beziiglich a.

Bemerkung 102 Ist M eine Menge und B eine Gruppe, dann ist die Menge (M, B)
der Abbildungen von M nach B eine Gruppe unter punktweiser Multiplikation, i.e. fiir
u, v € apy(M, B) setzen wir

w-v:M— B, m+r (w)(m) = (u-v)(m) := u(m)-v(m).
Das Einselement ist gegeben durch 1: M — B, m+—1. Das zu u € ap M, B) inverse
Element ist gegeben durch u™ : M — B, m+—u"(m) := u(m)".

Vorsicht: Mit «~ ist hierbei nicht die Umkehrabbildung gemeint. Mit 1 ist hierbei nicht
die identische Abbildung gemeint. Mit (-) ist nicht die Komposition gemeint.

Ist B abelsch, dann ist ap(M, B) abelsch.

Bemerkung 103 Ist d € Z'(H, A), dann ist d(1) -d(1-1)" -d(1) = 1, also d(1) = 1.
Somit ist fiir h € H auch 1 = d(h~h) = d(h~) - ""d(h) und somit d(h~) = (""d(h))~.

Bemerkung 104

(1) Es ist BY(H, A) < Z\(H, A) < apfH, A).

<7
(2) Bs ist BX(H, A) < Z2(H, A) < apH x H, A).

Bewezs.

Ad (1). Es ist 1 eine Derivation. Sind d und d gegebene Derivationen, dann ist auch dd-
eine Derivation, da

"(dd~)(W') - (dd~)(hh')~ - (dd~)(h) = ™Md(B')-d(R')")- (d(hI) - d(hR)7)~ - (d(h) - d(h)")
= M(R')-d(hh)~ - d(R) - "d(R') - d(hK)~ - d(R)
= 1-1=1
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ist fiir h, ' € H. Somit ist Z'(H, A) < ap(H, A).
Esist d; = 1. Sind b, b € A gegeben, so wird
(g )(B) = () - di(h)~

= (") (")

= Mobm) - (bb7)”

= dy-(h)
fir h € H, i.e. dpdj = dy;— . Somit ist BY(H, A) < ap(H, A).
Sei b € A gegeben. Es ist

fdy(R') - dy(hR) ™ - dy(h) = "("b-b7) - ("b-b7) - ("b-b7)

— hhp . hp— . hMp— p . by

= 1.
Also ist d, € Z'(H, A). Somit ist B'(H, A) < Z'(H, A).
Ad (2). Es ist 1 ein 2-Cozykel. Sind z und Z gegebene 2-Cozykel, dann ist auch zZ~ ein
2-Cozykel, da

Mz B - (z27) (BB B~ - (227)(h, B'R") - (227)(h, B') ™
Mz(h' B") - Z(h, W)7) - (2(RW ") - Z(RW W) 7)™ - (2(hy KR - Z(h, W) ) - (2(hy W) - Z(h, )7~
= (W R - 2(RW R")T - 2(h, WR") - 2(h, W)~ - "2 (R R") - Z(hR R")~ - Z(h, BRY) - Z(h, BT
= 1-1=1
ist fiir h, B/, h” € H. Somit ist Z*(H, A) < aps(H x H, A).
Esist 2y = 1. Sind ¢, ¢ : H— A gegeben, so wird
(zezz )(h,h') = zo(h,h') - zz(h, W)~
= ("e() - c(hh')™ - c(h)) - ("e(R') - e(hl')~ - &(h))~

= Mc(n')- (h/ ) (c(hh') - &(hh')7)™ - c(h) - é(h)™
= Mee™) (W) - (cc™)(R')™ - (ce™)(h)
= e (h h/>

fir h, b’ € H,i.e. z.25 = 2, . Somit ist B2(H, A) < ap(H x H, A).
Sei ¢ : H— A gegeben. Es ist
ee(B B") - 2o (R B - zo(hy B'R) - ze(hy BY)™
= ") (W) - e)) - (e(h) - (i) - c(hi)
("e(WR") - e(hB'R")™ - c(h)("e(R') - c(hh')™ - c(h))~
= Me(h) - Re(WR) T Pe(h!) - Me(R)T - e(hhR) - e(hh)™
"ie(WR") - e(hW'B")~ - c(h) - Pe(h')~ - c(hh') - e(h)~
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Also ist z. € Z*(H, A). Somit ist B(H, A) < Z*(H, A). -

Definition 105 Sei

HY(H,A) = ZY(H,A)/BY(H,A) die erste Cohomologiegruppe,
H*(H,A) = Z7*(H,A)/B*(H,A) die zweite Cohomologiegruppe

von H mit Koeffizienten in A beziiglich a.

Bemerkung 106 Sei o =!: H— Aut(A), i.e. "a =a fiir h € H und a € A.

(1)

(2)

Eine Derivation von H mit Koeffizienten in A beziiglich ! ist ein Gruppenmorphis-
mus von H nach A.

Fiir b € Aist dy(h) = " - b~ =1 fiir h € H, also d, = 1. Somit ist B}(H, A) = 1.
Insgesamt ist H'(H, A) = {d: H— A : d ist Gruppenmorphismus }.

Eine Abbildung z : H x H— A ist ein 2-Cozykel von H mit Koeffizienten in A
beziiglich ! genau dann, wenn

2(W' R") - 2(h, W'R") = z(hW' ") - 2(h,B)
ist fiir h, A, b € H.

Beispiel 107 Sei p prim. Sei H =C, = (h : h?). Sei A=C, = (a : a?).
Sei « =!: H— Aut(A), ie. "a =a.

(1)

Es ist HY(H,A) = {d : H— A : dist ein Gruppenmorphismus }; cf. Bemer-
kung 106.(1).

Fir: e [0,p— 1] seid; : H— A : h+ a'. Dann ist

H'(H,A)={d;: H—A :ie€[0,p—1]} = (d)) ~ C,.

Sei z € Z*(H, A). Schreibe z(h', ) =: a9 mit ((i,j) € Z fiir i, j € Z. Dann
ist C(j, k) — C(i + 7, k) + (i, 5 + k) — C(4,7) =, 0 fiir i, j, k € Z. Insbesondere ist
¢(0,0) — ¢(#,0) + ¢(4,0) — ¢(¢,0) =, 0 und also ¢(0,0) =, ¢(,0) fiir i € Z und
genauso ¢(0,0) =, ¢(0, k) fir k € Z.

Sei nun p = 2.

Der Gruppenmorphismus

@Y Z2(H,A) — CQ X C2
z — (O/C(O,O) , aC(Ll)_C(O:O)>

ist bijektiv, da zum einen jede konstante Abbildung von H x H nach A in Z*(H, A)
liegt und zum anderen die Bedingung ((j, k) — (i + 7, k) +((i, 7+ k) — ((i,7) =2 0
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an ¢ unter Beriicksichtigung obiger Anmerkung redundant ist fiir ¢ = 0 oder j = 0
oder k = 0 oder (7,7,k) = (1,1,1) — also in jedem Fall. Somit ist eine Abbildung
z: Hx H — A genau dann ein 2-Cozykel, wenn ((7,0) = ¢(0,0) = ¢(0,4) ist fur
1 € 7, fiir die zu z gehorige Abbildung (.

Sei ¢ : H— A, h"ac(hi) = a’D mit (i) € {0,1} fir i € Z. Es ist
zo(R', B = @06 fiir i j € Z. Hierbei ist v(0) —v(040)+7(0) =5 v(0) und
v(1) = (1 +1) + (1) =3 v(0) und also

©(B*(H,A)) = Cyx 1.
Es folgt H*(H, A) ~ (Cy x C3)/(Cy x 1) = Cy.

Sei H = 1. Sei A wieder eine beliebige abelsche Gruppe.
Es ist H'(1, A) = 1; cf. Bemerkung 106.(1).

Es ist H?(1, A) = 1: Fiir eine Abbildung ¢ : 1 — A wird 2.(1,1) = ¢(1). Es folgt
B2(1,A) = Abb(l X 1,A) Es fOlgt BQ(LA) = Z2(1,A) = Abb(l X 1,14)

Lemma 108 Sei K < H eine Untergruppe von endlichem Index [H : K].

SeileT C H mit||,., Kt =H. Fir h € H schreiben wir h = k(h) - 7(h) mit k(h) € K
und 7(h) € T.

Wir bilden die Gruppen Zt, Bt und H' fiir H beziiglich o : H — Aut(A), fiir K beziiglich

OK‘KZ

(1)

(2)

K — Aut(A), wobei i € {1,2}.

Wir haben die Gruppenmorphismen

ZHK, A)
d
d|x

~— ZMH,A)
dlje : H—A b~ [L,er "d(s(th)))

—
i d

Wir haben die Gruppenmorphismen
HY(K,A) <~——— H!'(H,A)

H

dBl(K, A) Cores1K

d|gBY(K, A)

B! (H, A)

H
Resle 7B1(H, A)

genannt Corestriktion und Restriktion auf H'. Es ist
(Cores i o Res 1) (dBY(H, A)) = (dB'(H, A))lHH]

fiird e Z'(H, A).
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(3) Wir haben die Gruppenmorphismen
73(K,A) ~— Z2(H,A)
z o (2 HxH—~A (hh)—~ [Ler U 2(K(h), k(th)"k(thh')))

(4) Wir haben die Gruppenmorphismen
HX(K,A) «—— H2(H,A)

H
SBK, A) ol B2, A)
H
o BE, A) "l speep gy

genannt Corestriktion und Restriktion auf H2. Es ist
(Cores1i o Res ) (2B*(H, A)) = (3B*(H, A))IK]

fiir Z € 7Z3(H, A).

Die Formeln fiir Cores]g in Lemma 108.(1,3) wurden dem Lemma in [6, §2.5.4] entnom-
men.

Beweis. Es ist k(t) = 1 und 7(t) =t fir t € T. Es ist k(k) = k und 7(k) =1 fir k € K.
Es ist k(kh) = kx(h) und 7(kh) = 7(h) fir k € K und h € H.

Ad (1). Liegt d € Z'(H, A), so liegt a fortiori d|x € Z'(K, A). Da die Abbildung d — d|x
punktweise Multiplikation respektiert, ist sie ein Gruppenmorphismus.

!
Sei umgekehrt d € Z'(K, A) gegeben. Wir haben d{i € Z'(H, A) zu zeigen.

Beachte, dafl fiir k, ¥ € K sich *d(k=k') - d(k')~ - d(k) = 1 ergibt durch Anwendung der
1-Cozykel-Bedingung auf (k, k= k').

Seien nun h, b’ € H gegeben. Zunéchst ist th™ = k(th™)-7(th™), also t = k(th™)-7(th™)h
und auch 1 = k(t) = k(th™) - k(7(th™)h) fur t € T

Ferner ist | |,., Kth™ = H und also {7(th™) : t€ T} =T.

Es wird
Mg (h) = (HteTtd (th')))
= Ilier ™ ( (th’))
= HteT(( d(K(K(th™) - T(th™) - hh'))
(R(th™) - K(7(th™) - hI'))

= HteT TR g
= Tlier ™" ONA( k(7 (th™)h) ™ - w(7(th™)hR))
= Tlier  "™d(s(th)” - k(thh)) .
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Also wird

T (h') - di (hh'r. T (h)
= (HteTt Ak (th)™ - k(thh'))) - (TTer & d(a(thh))) " - ([Ter ©d(K(th)))
= HteT ("UMA( K(th)” - k(thI') ) - d( K(thh'))™ - d(K(th) )

Da auch die Abbildung d+—— d1§ punktweise Multiplikation respektiert, ist sie ein Grup-
penmorphismus.

Ad (2). Es ist zu zeigen, daf fiir d € BY(H,A) auch d|x € B!(K, A) liegt. Wiihle ein
be Amit dh) = "-b fir h € H. Dann ist auch d(k) = *b- b~ fiir k € K und also
d|x € B\(K, A).

Es ist zu zeigen, da8 fiir d € B'(K, A) auch d|it € B'(H, A) liegt. Wihle ein b € A
mit d(k) = % - b~ fir k € K. Sei h € H gegeben. Da th = k(th) - 7(th) und also
h-7(th)” =t~ - k(th), wird unter Verwendung von {7(th) : t € T} = T somit

dig(h) = Tlwer "d(s(th))

= TLep (55 b7)

- (HteTt wh) b) (HteT )

- (HtET T b) (HteT )

- (HteT ' b) ’ (HtET ' b)

= ".b,
wobei b :=[[,.p b € A.
Sei d € Z1(H, A). Es bleibt (Cores 1 o Res [!1)(dB(H, A))=(dB(H, A)) K] zu zeigen.
Sei h € H gegeben. Dann wird th = x(th) - 7(th), also

A(n)-d(t) = d(th) = d(s(th)-7(th)) = ""d(r(th)) - d(k(th)) .

Unter Verwendung von {7(th) : t € T'} =T wird also

dlxlx(h) = Hte ( (th))

= () (HteT "d T(th>>) [Tier "d(1))
= d()" - (TTier ™ d(r () - (Tlier ©d(®))
= d(W)" - (TTier "(@d®)7) - (Tler “(d()7))
= d(h)H:K. My b
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Die Abbildung Cores}i auf H' hiingt iibrigens nicht von der Wahl von T ab.

Sei hierzu T = { kit : t € T } mit k; € K fiir t € T gewiihlt. Fiir h € H sei h =: &'(h)-7'(h)
mit x'(h) € K und 7'(h) € T". Dann wird £'(h) = £'(k(h)-7(h)) = £'(k(h)k ) kr(nyT(R)) =
ﬁ(h)k;(h) , da Ii(h)k‘;(h) € K und k;py7(h) € T'.

Sei d € Z' (K, A). Es wird fiir h € H auch | ], Kth = H und also, dank Bemerkung 103,

Ht'eT/ v ( (tlh)) = HteTt kd( (ktth))
= Ilier © " d(kes'(th))
= HteT vd(kek(th)k )
= Iler (’“f“ WAk i) - ’“td(( >> d(kt))
= Ilier (K(th)d(k;(th)) (”( kt))
= (Ieer © "Mk ) - HteT d(k(th))) - (TTeer © " d(ke))
= (Iier "7 d(k 1) - (Tleer © " d(Rr)) - (Tleer © d(s(th))
= (TLer "™ S emdlhean) - (Tier o d(k) - (HteTtdwm))
(HteT fd(kt)) '(HteT v ktd kf) (HteT a d )

= "-b" - ([ler b d(s(th))) ,

wobei b:= ([[,cr © ®d(ke))” € A

Ad (3). Siehe Aufgabe 47.(1).
Ad (4). Siehe Aufgabe 47.(2).

Bemerkung 109 Sei H eine endliche Gruppe. Sei A eine endliche abelsche Gruppe. Sei
a @ H— Aut(A) ein Gruppenmorphismus. Seien H'(H, A) und H*(H, A) genommen
beziiglich cx.

(1) Fiir 6 € H(H, A) ist §>PA) = 1.
(2) Fiir 6 € HY(H, A) ist 518 = 1.
(3) Fiir ¢ € H2(H, A) ist (PA) =1,
(4) Fir ¢ € H2(H, A) ist (1l = 1.

Bewezs.

Ad (1). Dies gilt in ap(H, A), also in der Untergruppe Z!(H, A), also in der Faktorgruppe
HY(H, A).

Ad (2). Fiir 6 € H'(H, A) ist

5|H| Ll%-(z) (CoreSﬁ{oReSJ{Ixé) =1,

letzteres, da H!(1, A) = 1; cf. Beispiel 107.(3).
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Ad (3). Dies gilt in ap(H x H, A), also in der Untergruppe Z*(H, A), also in der Faktor-
gruppe H2(H, A).

Ad (4). Fiir ¢ € H2(H, A) ist
¢ IED (Cores 1 o Res 1) (Q) = 1,

letzteres, da H%(1, A) = 1; cf. Beispiel 107.(3). g

3.4.2 Schur

Sei H eine Gruppe. Sei A eine abelsche Gruppe.

Lemma 110 (und Definition)

Sei A~ G “++ H eine kurz evakte Sequenz von Gruppen.

Sei f: H— Aut(i(A)), ht— (B(h) : i(a) — %i(a)), wobei g € G mit r(g) = h gewdhlt

werde. Fs ist 5 ein Gruppenmorphismus.
Sei i’ = i|' 1 A >+ i(A). Sei~y: Aut(i(A)) — Aut(A), pr—i""opoi.

Es ist auch o := v o 8 : H— Aut(A) ein Gruppenmorphismus. Wir schreiben oft
(a(h))(a) =: "a fir h € H und a € A; es wird

fiir jedes g € G mit r(g) = h.

Wir sagen, es ist o von der kurz exakten Sequenz A . G i~ H induziert.

Beweis. Fiir die Wohldefiniertheit der Abbildung S(h) seien g, § € G mit r(g) =r(g) = h
gegeben. Sei a € A gegeben. Da i(A) < G, ist Yi(a) € i(A).

Wir haben 9i(a) = 9(a) zu zeigen. Es ist r(g7g) = r(g)” - 7(g) = 1, also g—g = 4(b) fiir
ein b € A. Es wird g = ¢ -4(b) und also

Yi(a) = T(a) = %i(*a) = Yi(a),

da A abelsch ist.
Es ist 8(h) ein Automorphismus von i(A) fiir h € H.

Wir haben zu zeigen, dafl 8 ein Gruppenmorphismus ist. Seien h, b’ € H gegeben. Wir
haben G(hh') = B(h)oB(h') zu zeigen. Seien hierzu g, ¢ € G mit r(g) = hund r(¢') = A’
gewahlt. Dann ist auch r(gg’) = r(g) - r(¢’) = hh'. Somit wird in der Tat

(B(hR))(i(a)) = #i(a) = 9(%i(a)) = (B(h) o B(h'))(i(a))
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fiir a € A.

Da ~ ein Gruppenmorphismus ist, gilt dies auch fiir « = yo 8. Fiir h € H, fiir g € G mit
r(g) = h und fir a € A wird

i("a) = i'((a(h)(a)) = V'(((yo B)(h))(a))
= (I o f(h) 0i)(a)) = 7 (I (¥i(a))) = Yi(a).

Im Unterschied zur Situation von Lemma 98 ist nun kein Gruppenmorphismus G ~H
mit ros = idy gegeben, dafiir ist nun aber die linksstehende Gruppe abelsch — was ebenfalls
die Wohldefiniertheit von « sichert.

Beispiel 111 Sei A ein abelscher Normalteiler einer Gruppe G, also A < G. Sei A s G
die Inklusion, i = idg|4 . Sei G;»G/A, g—gA. Dies gibt die kurz exakte Sequenz

A Ghiea /A. Diese induziert einen Gruppenmorphismus « : G/A— Aut(A); cf.
Lemma 110. Damit wird 94a = i(94a) = %(a) = %a fiir g € G und a € A, da r(g) = gA.

Lemma 112 Sei A~ G —+ H eine kurz ezakte Sequenz von Gruppen, mit A abelsch.
Diese induziert einen Gruppenmorphismus o : H — Aut(A) ; ¢f. Lemma 110.

Sei HY(H, A) genommen beziiglich c.

Sei ein Gruppenmorphismus G ~—— H mit ro s = idy gegeben.

Die folgenden Aussagen (1,2) sind dquivalent.
(1) Esist HY(H, A) = 1.

(2) Fiir jeden Gruppenmorphismus G~"H mitros = idy gibt es ein b € A mit
)s(h) = 3(h) fir h € H.

Beweis.
Ad (1) = (2). Sei ein Gruppenmorphismus G2 H mit r o § = idy gegeben. Es ist
r(s(h)$(h)”) = hh~ = 1 fiir h € H, sodaB es eine Abbildung d : H — A gibt mit
i(d(h)) := s(h)s(h)~ fiir h € H. Esist d € Z'(H, A), denn fiir h, K € H ist r(3(h)) = h
und also

i("d() - d(hi')” -d(h)) = i("d(R)) - i(d(hh')7) - i(d(h))
= “Wi(d(n)) - i(d(hh'))" - i(d(h))
= “WAs(h)5(R)7) - (s(hI)5(hh') )~ - (s(h)5(h)7)
= S(h)s(h)3(h")5(h)~ - 5(h)8(h")s(h')"s(h)~ - s(h)8(h)™
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Wegen H'(H,A) = 1 ist d € B'(H,A). Somit koénnen wir ein b € A wihlen mit
d(h) = " - b~ fiir h € H. Es folgt

s(h)-5(h)™ = i(d(h)) = i("b-b7) = i("b) -i(b)” = *Mi(b) -i(0)” = s(h) -i(b) - s(h) ™ -i(b)”

und also
Os(h) = 3(h)
fir h € H.
Ad (2) = (1). Wir haben H'(H, A) = 1 zu zeigen, i.e. Z'(H, A) = Bl(H, A).
Sei d € Z'(H, A) gegeben. Wir haben d € Bl(H, A) zu zeigen.

Setze 5(h) :=i(d(h))~ - s(h) fiir h € H. Dann ist G ~> H ein Gruppenmorphismus mit
ro§=1idy, denn fir h, K’ € H ist (ro§)(h) =r(i(d(h))” -s(h)) =1 -r(s(h)) = h und

S(R) - S) = () < s(A) (1) - 5(H)
= ) ) 50) 50
= () i) (1) (1)
A

Sei b € A gewshlt mit *®)s(h) = 5(h) fiir h € H. Dann ist

i(b) - s(h) -i(b)” = Ws(h) = 3(h) = i(d(h))” - s(h),

also
i(d(h)) = s(h)-i(b)-s(h)™-i(b)™ = *Mib)-i(b)~ = i("b-b")
und somit
dh) = "™-b”
fir h € H. o

Korollar 113 Sei G eine Gruppe. Sei A < G ein abelscher Normalteiler. Sei K ein
Komplement zu A in G.

Sei HY(G/A, A) genommen beziiglich o : G/A — Aut(A) wie in Beispiel 111.
Die folgenden Aussagen (1,2) sind dquivalent.
(1) Esist H(G/A A) = 1.

(2) Fliir jedes Komplement K 2u A in G gibt es ein g € G mit 9K = K.

Beweis. Sei A —e G die Inklusion, i = idg[4 . Sei G . G/A, g— gA. Dies gibt die kurz
exakte Sequenz A —e~ G —~ G/A.
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Wir haben den Gruppenisomorphismus ¢ := r|x : K —G/A, k+——kA; cf. Bemer-
kung 96.(2). Sei s :=idg|x 0¥~ : G/A— G, gAY~ (gA). Es ist s ein Gruppenmor-
phismus mit Bild K und mit ros = idg 4, denn (ros)(zA) = r(¢v—(zA)) = (Y~ (zA)) =
zA fir x € G.

Ad (1) = (2). Sei K ein Komplement zu A in G.

Sei § : G/A— G ein Gruppenmorphismus mit Bild K und mit r o § = idg /4, gebildet
analog zu s.

Lemma 112 liefert ein b € A mit ‘®s(zA) = 5(zA) fiir z € G und also VK = K.

Ad (2) = (1). GeméB Lemma 112 geniigt es, fiir jeden Gruppenmorphismus s : G/A — G
mit 70 § = idg,4 ein b € A zu finden mit ‘®s(zA) = 5(zA) fir z € G.

Es ist K := Im(3) ein Komplement zu A in G; cf. Lemma 98. Dank (2) konnen wir
g € G mit 9K = K wihlen. Schreibe g = (¢ - s(gA)™) - s(gA). Dann ist s(gA) € K,
sowie r(g - s(gA)”") = gA - (gA)” = 1 und also (g - s(gA)~) = i(b) fiir ein b € A. Es ist
K = 9K = 00K — ‘OK Fiir z € G ist also ‘®s(zA) = 5(z/A) fiir ein 2/ € G. Es
bleibt zA = 2/ A zu zeigen. In der Tat wird

?A = r(3(2'A) = r(Os(zA) = "Oh(s(zA)) = YzA) = zA.

Beispiel 114 Sei p > 0 prim. Sei G = (a,b : a?,0”,[a,b]) ~ C, x C,. Es hat (a) < G
das Komplement (b) und das Komplement (ab). Da G abelsch ist, sind diese Komple-
mente nicht konjugiert. Der im Sinne von Lemma 110 induzierte Gruppenmorphismus

G/{a) — Aut({a)) ist wegen G abelsch gleich !. Cf. Aufgabe 41.(2).
Folglich ist HY(C,, C,) > 1, genommen beziiglich ! : C, — Aut(C,).
In der Tat ist H'(C,, C,) ~ C,; cf. Beispiel 107.(1).

Lemma 115 Sei o : H— Aut(A) ein Gruppenmorphismus. Sei H*(H, A) genommen
beziiglich c.

Die folgenden Aussagen (1,2) sind dquivalent.
(1) Bs ist H2(H, A) = 1.

(2) Fliir jede kurz exakte Sequenz von Gruppen A e G H, die o induziert im Sinne
von Lemma 110, gibt es einen Gruppenmorphismus s : H — G mit ros = idy.

Diesenfalls sind wir also in der Situation von Lemma 98. Insbesondere ist G dann ein
semidirektes Produkt aus A und H.

Bewezs.
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Ad (1) = (2). Sei A—> G —++ H eine kurz exakte Sequenz von Gruppen. Sei s : H — G
eine Abbildung mit 7 o s = idy, wihlbar, da r surjektiv ist (?). Fir h, ¥ € H ist
r(s(h)-s(h') - s(hh')") = h- K - (hh')~ = 1, sodal wir z(h,h’) € A durch i(z(h,h')) =
s(h)-s(h') - s(hh')~ definieren konnen. Dies liefert die Abbildung z : H x H — A.

|
Wir behaupten z € Z?(H, A). Fiir h, ', i € H wird

i(z(h, W)™ - Pe(R R - 2(h BB - 2 (R 7))

L0 e, h’)) .5<h>< (W W) - i (hy W) - (2 (b, b))~

= (s( hh’ -5(h)7) - (s(h) - s(W') - s(R") - s(WHW")~ - s(h)™)
(s(h h’h”) (b)) < (s(RR'R) - s(h") ™ - s(hiY)")

= 1.

Die Behauptung folgt hieraus dank 7 injektiv.

Wegen H?(H, A) = 1 ist nun Z?(H, A) = B?(H, A). Also ist z € B?(H, A). Wiihle eine
Abbildung ¢ : H — Amit z(h, ') = "c(h')-c(hh')~-c(h) fiir h, i’ € H. Schreibe ¢’ := ioc.
Es folgt i("c(W)) = i((a(h))(c(R')) = "M (h'), da die vorliegende kurz exakte Sequenz
nach Voraussetzung das « gibt, welches bei der Konstruktion von H?(H, A), insbesondere
von B%(H, A), verwendet wurde. Also ergibt sich

s(h)-s(h)-s(hh)™ = i(z(h, 1)) = P (W) - (h)~ - (h)
und also
s(hh') = ¢(h)™ - ¢(hh') - M (R) ™ - s(h) - s(h) = (h)™ - (AI) - s(h) - ¢ (W)™ - s(h)
fiir h, B’ € H.
Sei s: H—G, h—s(h) :=c
Ei Lst_(;“do s)(h) = r(c(h)~ - s(h)) = r(i(c(h)”) - r(s(h)) = 1 - h = h fiir h € H und also

Wir haben zu zeigen, dafi s ein Gruppenmorphismus ist. Seien h, h',€ H gegeben. Es
wird

s(hh') = (A)™ - s(hh)

d(hW)~ - d(h)” - (hh)-s(h)- (W)~ -s(h)
(c(hh)™ - c(h)™ - c(hl)) - 5(

= i(e(hh') - c(hh') - c(h)”) - 5(

= d(h)7-s(h) - (W) -s(I)

= s(h)-s(l).

Ad (2) = (1). Wir haben H?(H, A) =1 7u zeigen, i.e. Z*(H,A) = B?(H, A).

S.

©

Sei z € Z*(H, A) gegeben. Wir haben z ¢ B2(H, A) zu zeigen.

2Djies verwendet das Auswahlaxiom.
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Sei G := A x H als Menge. Sei hierauf durch
(a,h)-(d,B) = (a-"d - 2(h,H), h])
fir a, a € Aund h, k' € H eine Multiplikation erklért.

Diese Multiplikation ist assoziativ, da

((a,h) - (a', 1)) - (", h") =

( - 2(h, h'), W) - (a”, h)

( . h ol - hh/ a - (h,h/) . Z(hh’,h”),hh/h”)
(a_ h 1. hi a - (h/ h//) (h,h/h”), hh/h//)
(

(

ISIERS

a, ) ( /. h a’ . (h/ h//) h/h//)
a,h) - ((d, h’) (a”, h"))

fir a, a’, a” € Aund h, W', h" € H.

Esist "2(1,1) - 2(h-1,1)" - 2(h,1-1) - 2(h,1)” = 1 und also z(h,1) = "2(1,1) fir h € H.
Also wird
(aa h) ) (2(17 1)_a 1) = (a ) hz(la 1)7 ) Z(hv 1) ) h) = (aa h)

und
(a,h)-("(a” - 2(1,1)" - 2(h,h")7), h™) = (a-a"-2(1,1)"-2(h,h")"-2(h,h7),1) = (2(1,1)7,1)
fira€e Aund h € H.

Somit ist G eine Gruppe, mit dem neutralen Element 15 = (2(1,1)7,1) und mit dem
inversen Element (a,h)”™ = (" (a= 2(1,1)" 2z(h,h™)7), h7) fiir (a,h) € G; cf. Aufgabe 1.

Wir haben die kurz exakte Sequenz von Gruppen

A s G e H
a +— (az(1,1)7,1)
(a,h) — h.

az(1,1)7,1) - (' 2(1,1)7,1) =
(ad’) fiir a, a’ € A, es ist die

Denn es ist die Abbildung ¢ injektiv, es ist i(a) - i(a’) = (
o) = i
(h,h'),hh') = hh' = r(a, h)-r(a,h’)

(az(1,1)"a 2(1,1)” 2(1,1),1-1) = (ad 2(1,1)” )
Abbildung r surjektiv, es ist 7((a, h)-(a, h')) = r(a "a’
fir (a,h), (a,h’) € G und es ist

i(A) = {(a2(1,1)7,1) ta€ A} = {(a,1) : a€ A} = Kern(r) .

Diese kurz exakte Sequenz induziere den Gruppenmorphismus & : H — Aut(A) im Sinne
von Lemma 110. Fiir a € A und h € H ist r(1,h) = h und also

i((a(h))(a)) = “Mi(a)

(
(
= (
= (
(
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Es folgt & = a.

Dank (2) gibt es also einen Gruppenmorphismus G ~—H mit r o s = idg, i.e. mit
s(h) = (c(h)~, h) fiir eine Abbildung ¢ : H — A. Fiir h, ' € H wird mithin

()~ hH) = s(hi)
= s(h) - s(h)
= (C<h)_’ h) ’ (C(h/)_’ h/)
= (c(h)~ *e(h')” z(h, 1), hh")

und infolgedessen
2(h, W) = "e(W)-c(hh))™ - c(h) .

Somit ist z € B%(H, A). o

Korollar 116 Sei: G eine Gruppe. Sei A < G ein abelscher Normalteiler.
Sei H*(G/A, A) genommen beziiglich o : G/A — Aut(A) wie in Beispiel 111.
Ist H*(G/A, A) =1, dann hat A in G ein Komplement.

Beweis. Sei H?(G/A, A) = 1.
Sei A—+ G die Inklusion, i = idg|4 . Sei G -~ G/A, g— gA.
Dies gibt die kurz exakte Sequenz A GG JA.

Dank Lemma 115 gibt es einen Gruppenmorphismus s : G/A— G mit 7o s =idg/a .

Es ist s(G/A) ein Komplement zu A in G ; cf. Lemma 98.(1). o

Beispiel 117 Sei G = (a : a*) ~ C4. Es hat (a?) in C; kein Komplement;
cf. Beispiel 97.(6). Der im Sinne von Lemma 110 induzierte Gruppenmorphismus
G/{a*) — Aut({a?)) ist wegen G abelsch (oder wegen Aut((a?)) = 1) gleich !.

Folglich ist H*(Cy, Cy) > 1, genommen beziiglich ! : Cy — Aut(Cy).
In der Tat ist H*(Cy, Cy) =~ Cy; cf. Beispiel 107.(2).

Lemma 118 (Schur) Sei G eine endliche Gruppe.
Sei A < G ein abelscher Normalteiler. Seien |A| und |G /A| teilerfremd.

(1) Es hat A in G ein Komplement.

(2) Seien K und K Komplemente zu A in G. Dann gibt es ein g € G mit K = IK.

Beweis. Sei a : G/A— Aut(A) wie in Beispiel 111. Seien H'(H, A) und H?*(H, A) ge-
nommen beziiglich a.
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Zeigen wir zunschst H'(G/A, A) = 1. Sei 6 € H'(G/A, A). Wir miissen |(5)] = 1 zeigen.
Es ist 0 = 1, also auch 64 = 1; cf. Bemerkung 109.(1). Es ist 6/%/4 = 1 cf.
Bemerkung 109.(2). Folglich teilt |(6)| sowohl |A| als auch |G/A|. Da |A] und |G/A]|
teilerfremd sind, folgt |(d)| = 1.

Genauso folgt H*(G/A, A) = 1 unter Verwendung von Bemerkung 109.(3,4).

Ad (1). Da H3(G/A, A) = 1, hat dank Korollar 116 der abelsche Normalteiler A in G ein
Komplement.

Ad (2). Da H'(G/A, A) = 1, gibt es dank Korollar 113 ein g € G mit K = 9K. o

3.4.3 Zassenhaus

Lemma 119 (Frattini) Sei G eine endliche Gruppe. Sei N < G.

Sei p prim. Sei P € Syl,(N).

Dann ist No(P) - N = G.

Beweis. Es ist Syl (N) eine transitive N-Menge; cf. Satz 39.(2). Sei ¢ € G. Sei

P € Syl (N). Wegen N < G ist auch 9P € Syl,(NV). Folglich gibt es ein n € N mit
9P = "P. Also ist n~g € Ng(P) und somit g € Ng(P) - N. o

Lemma 119 kann auch aus Aufgabe 6.(1) gefolgert werden.

Bemerkung 120 Sei: G eine Gruppe. Seien H, K, L < G. Sei H < L. Dann ist
HKNL) = HKNL

als Teilmengen von G.

Beweis. Seien h € H und k € K N L. Dann liegt hk in HK und wegen h € L und k € L
auch in L.

Seien umgekehrt h € H und k € K mit hk € L gegeben. Dann liegt k = h™(hk) in L, da
h~ in L enthalten ist, und somit ist hk € H(K N L). o

Definition 121 Sei G eine endliche Gruppe.

Ein Normalteiler N < G mit |N| teilerfremd zu |G/N| heiBt ein Hall-Normalteiler oder
hallsch in G.

Diese Bezeichnung geht zuriick auf PHILIP HALL (1904-1982).

Bemerkung 122 Sei: G eine endliche Gruppe. Sei N < G hallsch. Sei K < G.
FEs ist genau dann K ein Komplement zu N in G, wenn |K| = |G/N| ist.



82

Beweis.
Ad =. Esist K ~ G/N, also |K| = |G/N]|; cf. Bemerkung 96.(2).

Ad <. Es ist [N N K| ein Teiler von |N| und von |K| = |G/N|. Folglich ist NN K = 1.
Daher ist auch |[NK| = |N|-|K|/|[N N K| = |N|-|G/N|/1 = |G|; cf. Aufgabe 12.(1). o

Satz 123 (Schur, Zassenhaus) Sei G eine endliche Gruppe.
Sei N < G ein Hall-Normalteiler, es seien also |[N| und |G/N| teilerfremd.

(1) Es hat N in G ein Komplement.

(2) Sei N auflosbar oder G/N aufiosbar.
Sind K und K Komplemente zu N in G, so gibt es ein g € G mit K = 9K .

Cf. Bemerkung 96.

Bewezs.

Ad (1). Annahme, es gibt eine endliche Gruppe, die einen Hall-Normalteiler besitzt, fiir
welchen (1) nicht gilt. Sei G eine solche endliche Gruppe minimaler Ordnung. Sei N < G
ein Hall-Normalteiler, welcher kein Komplement besitzt. Insbesondere ist N > 1.

|

Sei p € (N). Sei P € Syl,(N); cf. Satz 39.(1). Wir behaupten P < G. Sei im Gegenteil
angenommen, es ist Ng(P) < G. Es ist G = Ng(P) - N ; cf. Lemma 119. Es ist Ny(P) =
N N Ng(P) <Ng(P). Esist Ng(P)/Ny(P) =Ng(P)/(NNNg(P)) ~ (Ng(P)-N)/N =
G/N; cf. Aufgabe 12.(2), Lemma 119. Es ist Ny(P) = N N Ng(P) hallsch in Ng(P), da
Ny (P)] ein Teiler von |N|ist und |[Ng(P)/Ny(P)| = |G/N| ist; cf. Aufgabe 12.(2). Wegen
der Minimalitdt von |G| existiert ein Komplement K zu Ny (P) in Ng(P), isomorph zu
G/N. Da N hallsch in G ist und da |K| = |G/N]| ist, ist K ein Komplement zu N in G;
cf. Bemerkung 122.(1). Wir haben einen Widerspruch. Also ist P < G.

Schreibe Z := Z(P). Es ist Z > 1; beachte P > 1 und Aufgabe 31.(1). Esist Z € P < G
und also Z < G; cf. Bemerkung 81.(4,2). Es ist |N/Z| teilerfremd zu |(G/Z)/(N/Z)| =
|G/N|, also N/Z < G/Z hallsch. Wegen der Minimalitét von |G| hat N/Z ein Komplement
L/Z in G/Z, wobei Z < L < G; cf. Aufgabe 17.(1). Es ist also |[N/Z||L/Z| = |G/Z], i.e.
INIIL] = 1G1Z].

Es ist Z < L hallsch, da |Z] ein Teiler von |N| ist und dies teilerfremd zu |G/N| = |L/Z|
ist. Da Z abelsch ist, hat Z ein Komplement M in L; cf. Lemma 118.(1). Insbesondere
ist [M| = |L/Z| = |G/N|; cf. Bemerkung 96.(2). Da N hallsch in G ist, ist M ein
Komplement zu N in G; cf. Bemerkung 122.(1). Wir haben einen Widerspruch.

Ad (2).

Fall: Normalteiler aufiésbar. Annahme, es gibt eine endliche Gruppe mit einem auflosba-
ren Hall-Normalteiler mit zwei nicht zueinander konjugierten Komplementen. Sei GG eine
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solche Gruppe minimaler Ordnung. Sei darin N ein auflosbarer Hall-Normalteiler mit zwei
nicht zueinander konjugierten Komplementen K und L. Wire N = 1, sowére K = G = L,
was nicht der Fall ist. Also ist N > 1. Somit ist NV < N : cf. Satz 86. Aus NV « N QG
folgt ferner N < G'; cf. Bemerkung 81.(5,2).

Schreibe G := G/NW N := N/NW K := KNW/NO [ .= LND/ND Also N <G
und K, L < G. Wegen KNN® =1 und LAN® =1ist K =~ K, k+— kN® insgesamt
also K ~ K G /N ; cf. Bemerkung 96.(2). Genauso ist L ~ L ~ G//N. Ferner ist |N|
ein Teiler von [N| und dies wiederum teilerfremd zu |G/N| = |G/N|. Also ist N < G
hallsch, und es sind K und L beides Komplemente zu N in G'; cf. Bemerkung 122.(1). Da
N abelsch ist nach Aufgabe 13.(2), kénnen w1r einy € G Wahlen mit, so wir 7 := yN®
schreiben, 9K = L, i.e. mit (YK)N® = LN =: G’; cf. Lemma 118.(2). Es ist |G'| =
L] INOYIL O ND| = L] - [NO] < |L] - [N] = |G].

Fir YK = L hitten wir nicht mit der Minimalitdt von |G| argumentieren konnen, da
N®) = 1 auftreten kann, was |G| = |G| nach sich zieht. Dagegen konnten wir wegen N
abelsch aber Lemma 118.(2) heranziehen.

Nun ist N ein auflssbarer Normalteiler von G, also auch von G’; ¢f. Satz 86. Es ist
INW| ein Teiler von |N|, und dies teilerfremd zu |G/N| = |YK| = |L| = |G'/NWY.
Also ist N < G’ hallsch, und es sind YK und L Komplemente zu N in G’; cf.
Bemerkung 122.(1). Wegen der Minimalitat von |G| folgt nun, daf es ein x € G’ gibt mit
L = "YK) = "K, wobei xy € G. Wir haben einen Widerspruch.

Fall: Faktorgruppe auflosbar. Annahme, es gibt eine endliche Gruppe mit einem Hall-
Normalteiler mit auflésbarer Faktorgruppe und zwei nicht zueinander konjugierten Kom-
plementen. Sei G eine solche Gruppe minimaler Ordnung. Sei N < G hallsch mit G/N
auflosbar, und seien K und L nicht zueinander konjugierte Komplemente von N in G.
Wire N = G, so wire K = 1 = L, was nicht der Fall ist. Also ist N < G. Es ist
(G/N)V < G/N,ie. GMN < G; cf. Satz 86, Aufgabe 13.(1). Da G/GM N eine abelsche
Gruppe ungleich 1 ist, hat sie eine normale Untergruppe von primem Index; cf. Aufga-
ben 13.(4) und 3.(4). Somit gibt es ein N < NGV < M < G mit |G/M| =: p > 1 prim;
cf. Aufgabe 17.(3). Ware N = M, so wire |K| = |L| = |G/N| = p, dies teilerfremd zu
|N|, also |G|[p] =pund K, L € Sylp(G)7 gemafl Satz 39.(2) waren K und L zueinander
konjugiert, was nicht der Fall ist. Also ist N < M. Insgesamt ist N <1 M.

Da N < G hallsch ist, ist auch N < M hallsch. Esist NN (KNM) =1und N(KNM) =
NKNM=GNM = M; cf. Bemerkung 120. Also ist K N M ein Komplement zu N in
M. Genauso ist L N M ein Komplement zu N in M. Es ist M/N als Untergruppe von
G/N auflosbar; cf. Aufgabe 32.(2). Wegen der Minimalitét von |G| gibt es ein m € M
mit U := LNM = "(KNM) = "KNM. Esist U ~ M/N und also U > 1; cf.
Bemerkung 96.(2). Wegen M < G ist U < L, i.e. L < Ng(U). Genauso ist ™K < Ng(U).

Subfall Ng(U) < G. Es ist NN Ng(U) =0 N < Ng(U). Esist LN N = 1 und
LN = L(NNNgU)) = LNNNgU) = Ng(U); cf. Bemerkung 120. Genauso ist
™K NN =1und ("K)- N = Ng(U). Also sind L und ™K Komplemente zu N’ in
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Ng(U). Da N" < N, ist |N'| teilerfremd zu |[Ng(U)/N'| = |L|. Somit ist N' < Ng(U)
hallsch. Ferner ist Ng(U)/N' ~ L ~ G/N auflosbar; cf. Bemerkung 96.(2). Wegen der
Minimalitdt von |G| gibt es ein x € Ng(U) < G mit L = (™K) = *"K. Da xm € G,
haben wir diesenfalls einen Widerspruch.

Subfall Ng(U) = G. Esist U < G. Esist NNU = NN(LNM) = 1. Alsoist N =~ NU/U,
n——nU. Es ist NU/U < G/U hallsch, da |[NU/U| = |N| und |(G/U)/(NU/U)| =
|G/NU| = |G|/(IN] - |U|/IN nU|) = |G/N|/|U]| teilerfremd sind; cf. Aufgabe 12.(2).
Da ferner |L/U| = |"K/U| = |G/N|/|U| = |(G/U)/(NU/U)|, sind L/U und ™K/U
Komplemente zu NU/U in G/U ; cf. Bemerkung 122. Insbesondere ist (G/U)/(NU/U) ~
L/U als Faktorgruppe von L ~ G /N auflosbar; cf. Aufgabe 32.(2). Wegen der Minimalitét
von |G| gibt es ein y € G mit L/U = YY("™K/U), i.e. mit L = Y"K. Da ym € G, haben
wir diesenfalls einen Widerspruch. o

Der Satz von FEIT und THOMPSON (Pac. J. Math. 13, 1963) besagt, dal eine Gruppe
ungerader Ordnung auflésbar ist. Kénnten wir diesen Satz hier zeigen, wiirden wir wissen,
daBl die Auflosbarkeitsbedingung in Satz 123.(2) weggelassen werden darf.

Korollar 124 Sei G eine endliche Gruppe. Sei N < G ein Hall-Normalteiler.

Wir schreiben H := G/N. Wir haben den Restklassenmorphismus G — H : g v gN.

(1) Es gibt einen Gruppenmorphismus s : H — G mit ro s =idy .

(2) Seis: H— G ein Gruppenmorphismus mit ros = idy .

Wir erhalten den Gruppenmorphismus o : H — Aut(N) : h v (n + " = sth)
und den Gruppenisomorphismus

~

NxH — G
(n,h) +— mn-s(h).

Beweis.
Zu (1). Wir wéhlen ein Komplement K zu N in G; cf. Satz 123.(1).
Sei j:=idg |k : K = G : k — k der Einbettungsmorphismus.

Wir haben den Gruppenisomorphismus f :=roj: K — H = G/N : k+— kN, surjektiv
wegen KN = G, injektiv wegen K " N = 1.

Wir haben den Gruppenmorphismus s :=jo f~: H - G. Eswirdros=rojo f~ =
JofT = idpy.
Zu (2). Dies folgt mit Lemma 98.(2). 5

Beispiel 125 Sei G eine endliche Gruppe. Sei p € 7(G). Sei Syl (G) = {P}. Dann
ist P < G hallsch. Dank Satz 123 hat P also ein Komplement in G, und alle solchen
Komplemente sind konjugiert in G ; cf. Bemerkungen 76.(1) und 77.
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Falls m(G) = {p,q} ist mit p # g, so ist ein Komplement zu P dasselbe wie eine
g-Sylowgruppe von G ; cf. Bemerkung 122. Diesenfalls konnen wir die Existenz eines
Komplements zu P in G also auch aus Satz 39.(1) folgern; ferner folgt die Tatsache, daf
zwei Komplemente zu P in G dort zueinander konjugiert sind, dann auch aus Satz 39.(2).



Kapitel 4

Kleine Untergruppen

4.1 Die Frattiniuntergruppe

Sei GG eine endliche Gruppe.
Definition 126 Sei U« (G) := {U < G : es gibt kein V mit U <V < G } die Menge
der maximalen echten Untergruppen von G.

Sel
oG = ()] U

UEUmax(G)
die Frattiniuntergruppe, kurz: Frattinigruppe, von G.

Bemerkung 127
(1) Esist ©(G) €4 G.
(2) Sei V<G mit V- ®(G) =G gegeben. Dann ist V =G.

Bewezs.

Ad (1). Sei 8 € Aut(G). Sei U € Upax(G). Dann ist Upax (G) — Unax(G), Ur— B(U)
eine Bijektion. Also ist 3(®(G)) = Nyev,.(c) BU) = Nicvpa) U = PG).

Ad (2). Annahme, es ist V < G. Dann gibt es ein U € Uy (G) mit V < U < G. Es ist
auch ®(G) < U. Also ist G =V - ®(G) < U < G und wir haben einen Widerspruch. o
Lemma 128 Es ist ®(G) nilpotent.

Beweis. Sei p € (@ (G)) und P € Syl,(®(G)) gegeben. Wir haben P < @(G) zu zeigen;
cf. Satz 91.

Es ist Ng(P)®(G) = G; cf. Lemma 119. Also ist Ng(P) = G; cf. Bemerkung 127.(2).
Also ist P < G und somit P < @(G). 5

86
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Lemma 129 Es ist O(G/O(G)) = 1.

In diesem Sinne ist es moglich, die Frattinigruppe aus einer Gruppe zu entfernen.

Beweis. Es ist Upax(G/O(G)) = {U/O(G) : U € Upux(G)}, da jede Untergruppe
U € Upax(G) die Frattiniuntergruppe @ (G) enthélt; cf. Aufgabe 17.(1). Also wird

D(G/O(G) = Nuetume)(U/P(G))
= (mUeUmaX(G) U)/‘D(G)
= O(G)/0(G)
= 1.

Lemma 130 Sei p > 0 prim. Sei P eine p-Gruppe.
Schreibe PP := (aP : x € P).

1) Esist PP A P.

)

2) Es ist ®(P) = PYPr,

3) Fulls p = 2 ist, ist ®(P) = P2.

4) Sei U < P. Es ist ®(U) < ®(P).
)
)

(
(
(
(
(5) Sei N < P. Es ist ®(P/N) = ®(P)N/N.
(

6) Sei |P/O(P)| =:p", wobein = 0. Dann ist n = min{ |S| : SC P, (S)=P}.

Beweis.

Ad (1). Sei B € Aut(P). Es ist

B(PP) = (B(a?) : x€P) = (Bx) : x€P) = (i : 7€ P) = PP.

Ad (2).

! ! !
Ad > . Sei U € Upay(G). Zu zeigen ist P PP < U, ie. PY < U und PP < U.
Es ist U < Np(U) < P; cf. Aufgabe 40.(1). Da U maximale echte Untergruppe von P
ist, folgt Np(U) = P, i.e. U < P. Abermals wegen dieser Maximalitéit darf die p-Gruppe
P/U keine Untergruppe echt zwischen 1 und P/U besitzen; cf. Aufgabe 17.(1). Aber P/U
enthélt ein Element und also auch eine Untergruppe von Ordnung p; cf. Aufgabe 7.(1).
Somit ist |P/U| = p, i.e. P/U ~ C,. Folglich ist P < U ; cf. Aufgabe 13.(4). Sei x € P.
Es ist a?U = (zU)? = 1U, i.e. 2P € U. Somit ist auch PP < U.
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Ad <. Schreibe Q := PW PP, Es ist P/Q eine endliche abelsche Gruppe, in welcher jedes
Element Ordnung 1 oder Ordnung p hat; cf. Aufgabe 13.(4). Folglich kénnen wir einen
Isomorphismus C;é —» P/ wéhlen, wobei ¢ > 0; cf. Aufgabe 3.(4). Sei ¢; ein Erzeuger
des i-ten direkten Faktors und d;Q) sein Bild unter diesem Isomorphismus.

Sei x € P\Q. Wir haben x ¢ ®(P) zu zeigen. Dafiir ist zu zeigen, dafl es ein U € Uy (P)
mit x € U gibt. Schreibe Q) = HiE[l,f](diQ)ti mit ¢t; € [0,p — 1]. Es gibt ein j € [0,p — 1]
mit t; 0. Sei Q < U < P mit U/Q := (d;Q : i € [1,¢]~{j}); cf. Aufgabe 17.(1,2). Es
ist zQ € U/Qund also x € U. Esist |P/U| = |(P/Q)/(U/Q)| = p und also U € Uyax(P).

!
Ad (3). Dank (2) bleibt P < P? zu zeigen. Seien z, y € P. Es ist [x,y] € P? zu zeigen.
Tatséchlich wird

P* s (a7y a) (@) (ay)’ = 2y Cwa T tayay = oy ay = [2,y].

Ad (4). Wir wenden (2) auf U und P an. Aus U? < PP und U < PO folgt
oU) = UWyr < PUPP = O(P).

Ad (5). Wir wenden (2) auf P und P/N an. Es wird

®(P/N) = (P/N)V(P/N)? = (PYN/N)(P’N/N) = PUPP’N/N = ®(P)N/N ;
cf. Aufgabe 13.(1).
Ad (6). Wir behaupten

min{|S| : SCP, (S) =P} = min{|T| : T C P/O(P), (T) = P/O(P)} .

Ad >. Ist S C P mit (S) = P gegeben, dann ist mit 7' := { s®(P) : s € S} zum einen
|S| = |T'|, zum anderen T' C P/®(P) mit (T)) = P/O(P).

Ad <. Ist T C P/O(P) mit (T) = P/®(P) gegeben, dann wéhlen wir S C P mit
T:={s®O(P):seS}und |T| =|S|. Wegen P/O(P) = (T) = (s®(P) : s € S) folgt
nun (S)@(P) = P und also (S) = P; cf. Bemerkung 127.(2).

Dies zeigt die Behauptunyg.

Zu zeigen ist nun also n = min{ |T| : T C P/®(P), (T) = P/®(P)}.

Esist P/®(P) = P/(PWPP) ~ Cx"; cf. Argument zu (2). Diese Gruppe ist isomorph zur
additiven Gruppe des F, Vektorraums F;'. Unter einem solchen Isomorphismus entspricht
eine erzeugende Teilmenge einer F, -linear erzeugenden Teilmenge von F'. Dank Linearer
Algebra ist also

min{ [T| : T'C P/®(P), P/®(P) = (T)}
= min{|T'| : T" C F}, T" ist F,-linear erzeugende Teilmenge von F;' }

= n.
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Beispiel 131

(1) Es ist @(S3) = 1, da bereits die maximalen echten Untergruppen ((1,2,3)) und
((1,2)) den Schnitt 1 haben.

(2) Betrachte Dg = (a,b : a',b% (ab)?); cf. Beispiel 57. Es ist D2 = ®(Dg) ; cf. Lem-
ma 130.(3). Es ist (a?) < D2. Es ist (a?*) < Dg und Dg/{a*) ~ Cy x Cy, mithin
D2 < (a?). Insgesamt ist @(Dg) = (a?).

(3) Betrachte S, . Es ist S3 eine maximale echte Untergruppe von Sy ; cf. Beispiel 31. Es
hat Sy nur die Normalteiler Ay, ((1,2)(3,4), (1,3)(2,4)) und 1; cf. Vorbemerkung
in Losung zu Aufgabe 30.(2). Davon liegt nur 1 in S3. Also ist ®(S4) = 1; cf.
Bemerkung 127.(1).

(4) Seip prim. Betrachte G = (a : a”’) ~ Cps . Esist ®(G) = (a”’) ; cf. Lemma 130.(2).
In der Tat ist (a””) die einzige maximale Untergruppe von G.

4.2 Eine Bemerkung

Bemerkung 132 Sei G eine Gruppe. Sei H < G.

Der Gruppenmorphismus
G — Aut(H)
g +—> (h+—")

hat den Kern Cg(H) < G. Er induziert somit den injektiven Gruppenmorphismus
G/Cq(H) —~ Aut(H)
9Ce(H) +— (h+—— )
Falls
Cq(H) < H
ist, dann ist Cq(H) = Cq(H) N H = Cy(H) = Z(H). Wir kénnen unseren injektiven

Gruppenmorphismus also

G/Z(H) - Aut(H)
gZ(H) +—> (h+—"%).

schreiben.

Um G zu kennen, geniigt es diesenfalls also, Z(H) zu kennen, das Bild Im(:) < Aut(H) zu
kennen und die kurz exakte Sequenz

Z(H) C v G = Im(:)
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zu untersuchen, wobei 7(g) := ¢(gZ(H)) fiir g € G. Symbolisch wird
G

A
H | <Aut(m)

~ S~

7.(H
1

4.3 Die Fittinguntergruppe
Sei G eine endliche Gruppe. Schreibe k := |7(G)| und n(G) = {p; : i € [1,k] }.

Definition 133 Fiir p € n(G) sei
0,G) == (] P.
PeSyl,(G)

Sei
F(G) = 0,(G)- ... 0,,(G)

die Fittinguntergruppe, kurz: Fittinggruppe, von G.

Bemerkung 134
(1) Seip e n(G). Esist O,(G) €4 G.
(2) Esist F(G) € G.

(3) Esist F(G) das terminale Element von { N < G : N ist nilpotent }.
Kurz, fir N < G ist N genau dann nilpotent, wenn N < F(G) ist.

(4) Bs ist (G) < F(G).

Bewezs.

Ad (1). Sei g € Aut(G). Esist Syl (G) — Syl,(G), P+~ 3(P) wohldefiniert und bijektiv.
Damit folgt

BO,G) = () B(P)= () P =0,G).

Pesyl,(G) Pesyl, (G)

Ad (2). Allgemein ist in einer Gruppe H mit N, N € H auch NN € H, da fiir 3 € Aut(H)
sich B(NN) = B(N) - B(N) = NN ergibt; cf. Aufgabe 12.(2,3).
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Daher folgt F(G) € G aus (1).

Ad (3). Wir behaupten, dafl F(G) nilpotent ist. Sei p € m(G). Wir miissen zeigen, daf

| SyL,(F(G))] =1 ist; cf. Satz 91. Es geniigt zu zeigen, dafi es eine p-Sylowgruppe in F(G)
gibt, die normal in F(G) liegt; cf. Satz 39.(2).

Sei 0.E. p = py; cf. Aufgabe 12.(2). Schreibe F'(G) := O,,(G)-...-O,,_,(G). Esist [F'(G)|
ein Teiler von |O,, (G)|-...-|Op,_,(G)|, wie eine iterierte Anwendung von Aufgabe 12.(2)
ergibt, und also nicht durch p teilbar. Somit ist F(G)/0,(G) = F/(G)0,(G)/0,(G) ~
F'(G)/(F'(G) N O,(G)) von Ordnung teilerfremd zu p; cf. Aufgabe 12.(2). Also ist O,(G)
eine p-Sylowgruppe von F(G). Aus O,(G) < G folgt O,(G) < F(G); cf. (1). Dies zeigt
die Behauptung; cf. Satz 91.

!
Sei andererseits N < G mit N nilpotent gegeben. Wir haben N < F(G) zu zeigen.

Es ist | Syl,(N)| = 1 fiir p € () und auch fiir p € 7(G) \ 7t(N); cf. Satz 91. Schreibe
also Syl,(N) = {Q,} fiir p € 7(G). Esist [[;c(y  @pi =+ N, (@i)i—q1-. . .-qi; cf. Satz 91.
Insbesondere ist N = Qp, - ... Qp, .

! !
Sei p € (G). Wir haben nun @), < F(G) zu zeigen. Es geniigt, @, < O,(G) zu zeigen.
Es ist Q, = O,(N) « N < G und also @, < G; cf. Bemerkung 134.(1). Es ist @, < P
fiir ein P € Syl,(G); cf. Satz 39.(4). Fiir jedes P € Syl,(G) gibt es ein g € G mit
P P, cf. Satz 39.(2), es wird also Q, = 9Q, < 9P = P. Somit ist in der Tat
ﬂPeSyl G)P 0,(G).

Ad( ). Es ist @(G) nilpotent; cf. Lemma 128. Es ist ®(G) < G ; cf. Bemerkung 127.(1).
Also ist @(G) < F(G); cf. (3). -

//\ ||

Beispiel 135

(1) Es ist O2(S3) = 1. Es ist O3(S;) = ((1,2,3)) = Aj. Also ist F(S3) = As. Es ist
F(S3/F(S3)) > 1. Cf. auch Beispiel 131.(1) und Lemma 129.
)

(2) Es ist O2(S4) = ((1,2)(3,4), (1,3)(2,4)) =: V. Es ist O3(S;) = 1. Also ist
F(S,) = V. Cf. auch Beispiel 131. (3)

(3) Sein > 5. Unter den Normalteilern 1, A,, , S,, von S, ist nur 1 nilpotent; cf. Aufga-
be 20.(3), Beispiel 78.(3). Also ist F(S,) = 1; cf. Bemerkung 134.(3).

(4) Sei N nilpotent. Es ist F(N) = N, da F(N) der terminale nilpotente Normalteiler
von N ist; cf. Bemerkung 134.(3). Cf. auch Lemma 130.(2).

Lemma 136 Sei G eine endliche Gruppe. Schreibe C' := Cg(F(G)).
(1) Ist G auflosbar und ist F(G) = 1, dann ist auch G = 1.

(2) Esist F(C/(CNF(G))) =1.
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Bewezs.

Ad (1). Annahme, es ist G > 1. Also gibt es ein i > 0 mit G® > 1 und GOV = 1; cf.
Satz 86. Somit ist G*) ein abelscher Normalteiler von G ; cf. Bemerkung 83.(2). Also ist
1 < GY < F(G); cf. Bemerkung 134.(3), Bemerkung 77. Wir haben einen Widerspruch.

Ad (2). Schreibe F(C/(CNF(G))) = U/(CNF(G)) mit CNF(G) <U < C; cf. Aufga-
!

be 17.(1,2). Wir haben U < F(G) zu zeigen. Dank Bemerkung 134.(3) geniigt es hierfiir

zu zeigen, dal U ein nilpotenter Normalteiler von G ist.

Esist C' = Cq(F(G)) < G, da F(G) <€ G ist; cf. Bemerkungen 19 und 134.(2).

Esist U/(CNF(G)) «C/(CNF(G)) < G/(CNF(G)); cf. Bemerkung 134.(2). Also ist
U/(CNF(G)) <G/(CNF(GQ)); cf. Bemerkung 81.(2). Somit ist U < G.

Fir x € CNF(G) < F(GQ) ist fir u € U < C = Ce(F(G)) dann "z = x, aber auch = € U,
also insgesamt x € Z(U). Somit ist C NF(G) < Z(U).

Esist U/(CNF(G)) = F(C/(C NF(G))) nilpotent; cf. Bemerkung 134.(3).
Hieraus folgt U nilpotent; cf. Aufgabe 32.(6). o

Satz 137 (Zentralisator der Fittinguntergruppe)
Seir G eine aufliosbare endliche Gruppe.
Esist Cq(F(G)) < F(G).

Damit sind wir in der Situation, die in Bemerkung 132 beschrieben wird.

Beweis. Schreibe C' := Cg(F(G)). Es ist F(G) < G cf. Bemerkung 134.(2). Also ist
C < G cf. Bemerkung 19.

Es geniigt, C'/(C NF(G)) = 12u zeigen.

Da G auflgsbar ist, gilt dies auch fiir C' und damit fir C/(C NF(G)); cf. Aufgabe 32.(2).
1

Somit geniigt es, F(C/(C NF(G))) = 1 zu zeigen; cf. Lemma 136.(1). Dies aber folgt mit
Lemma 136.(2). o

Beispiel 138 Betrachte S;. Es ist S, auflosbar; cf. Aufgabe 30, Bemerkung 75. Es ist
F(S4) = ((1,2)(3,4), (1,3)(2,4) ) =: V; cf. Beispiel 135.(2).

. RN J

=:a =:b

Es ist Cg,(V) < V; cf. Satz 137. Da V abelsch ist, ist also Cg, (V) = Z(V) = V. Somit
ist V' der Kern des Gruppenmorphismus

S4 — Aut(V)
o — (v )
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Wir haben den Isomorphismus

GLy(Fy) — Aut(V)

i+2Z j+2Z ipk Jipt
(k+2ze+2z> —  (a+>a'd”, br—alb") .

Insbesondere ist | Aut(V')| = 6. Somit ist der induzierte injektive Gruppenmorphismus

S4 / Vv 4L> Aut(V)
oV — (v )
auch sujektiv, zusammen also ein Isomorphismus. Cf. Bemerkung 132.

In der Tat ist GLo(Fy) ~ S3; cf. Aufgabe 19.(3). Es folgt S;/V ~ S3. Cf. Aufgabe 23.(3).

4.4 Die erweiterte Fittinguntergruppe

Wir folgen [5, §6.5].

Sei G eine endliche Gruppe. Wir werden wiederholt und kommentarlos von Aufgabe 12.(2)
Gebrauch machen.

Lemma 139 Sei N < G mit N abelsch und mit G/N perfekt.
Dann ist G perfekt.

Beweis. Es ist G/N = (G/N)V = GON/N ~ G /(GH N N); cf. Aufgabe 13.(1).

Also ist GV /(GY N N) = (GW/(GHD N N)D = (GO(GH N N))/(GYD N N); cf. Aufga-
be 13.(1).

Es folgt
G = GYN = GIGYNN)N = GON

und also G/G? = (GPN)/G? ~ N/(NNG?). Da N abelsch ist, folgt GV < G@; cf.
Aufgabe 13.(4). Insgesamt ist also GV = G2, o

Definition 140 Es heifit G quasieinfach, wenn G perfekt ist und G/Z(G) einfach ist.

Insbesondere ist G/Z(G) dann nichtabelsch, da ansonsten G auflésbar und > 1 und also
nicht perfekt wére; cf. Aufgabe 32.(1), Satz 86.

Somit ist G dann nichtauflosbar; cf. Aufgabe 32.(2), Bemerkung 75.

Beispiel 141 Sei F ein Korper. Sei n > 2. Sei (n, |F|) € {(2,2), (2,3) }.
Es ist SL, (F') quasieinfach; cf. Aufgabe 18.(1,2), Satz 50.
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Definition 142 Sei H < G. Es heifit H subnormal in GG, geschrieben H << G, wenn es
s> 0und U; < G fiir i € [0, s] gibt mit

H:Ungsflg...S]UlgU():G.
Bemerkung 143 Sei G quasieinfach. Sei H I G. Dann ist H < Z(G) oder H = G.

Beweis. Es ist auch HZ(G) << G und also HZ(G)/Z(G) << G/Z(G). Da aber G/Z(G)
einfach ist, ist HZ(G) = Z(G) oder HZ(G) = G. Ersterenfalls ist H < Z(G). Letzterenfalls
ist HZ(G) = G, also H < HZ(G) = Gund G/H = HZ(G)/H ~ Z(G)/H NZ(G) abelsch,
was G = G < H < G und also H = G zur Folge hat; cf. Aufgabe 13.(4). -

Bemerkung 144 Sei H << G. Dann ist F(H) < F(G).

Beweis. Dank moglicher Iteration geniigt es, die Aussage im Falle H < G zu zeigen.

Aus F(H) € H < G folgt F(H) < G; cf. Bemerkungen 134.(2) und 81.(2). Da zudem
F(H) nilpotent ist, folgt F(H) < F(G) ; cf. Bemerkung 134.(3). o

Definition 145
Es heifit K < G eine Komponente von G, wenn K quasieinfach und K < G ist.
Sei Komp(G) := { K < G : K ist Komponente von G }.

Bemerkung 146 Sei K € Komp(G).
(1) Sei K < H < G. Dann ist K € Komp(H).
(2) Sei K £ N <G. Dann ist KN/N € Komp(G/N).
(3) Ist G << G, dann ist K € Komp(G).

Bewezs.

Ad (1). Zu zeigen ist K <9 H. Aber ist K = U, < ...
K=KNH=UNHL..1UnH=GNH=H.

Ad (2). Zu zeigen ist zum einen KN/N << G/N, i.e. KN << G cf. Aufgabe 17.(3).
Aberist K = U, < ... < Uy = G, dann ist auch KN =UN ... < UyN =GN = N ;
beachte hierbei fiir i € [1, 5], fiir u; € U; und n € N, dal "u; = u[u™,n] € U;N ist.

Zum zweiten ist zu zeigen, dal K N/N perfekt ist. Aber KN/N ~ K/(K N N) und
(K/(KNN)Y = KOW(KNN)/(KNN) = K(KNN)/(KNN) = K/(KNN); cf.
Aufgabe 13.(1).

Da KN/N ~ K/(K N N), ist zum dritten zu zeigen, daf (K/(K N N))/Z(K/(K N N))
einfach ist. Schreibe Z(K/(KNN))=Z/(KNN) mit KNN < Z < K. Esist Z(K) < Z.

/A

Uy = G, dann ist auch
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Also ist Z = Z(K) oder Z = K ; cf. Bemerkung 143. Letzterenfalls wdre K/(K N N)
abelsch. Da aber K /(K NN) perfekt ist, zoge dies K /(K NN) = 1 nach sich, also K’ < N,
was nicht der Fall ist. Somit ist Z = Z(K).

Es folgt, daB (K/(K N N))/Z(K/(K N N)) = (K/(K N N)/(Z(K)/(K N N)) ~ K/7Z(K)

eine einfache Gruppe ist. o

Ad (3). Subnormalitét ist transitiv. o

Lemma 147 Seien Z < Z(G) < G. Seit E < G. Sei EZ/Z € Komp(G/Z).
Dann ist EY) € Komp(G).

Beweis. Aus EZ/Z 44 G/Z folgt EY < E < EZ 14 G.

Da EZ/Z perfekt ist, ist EZ/Z = (EZ/Z)Y = EMNZ/Z ; cf. Aufgabe 13.(1).

Da EZ/Z perfekt ist, gilt dies auch fiir (EZ)1) = EM; cf. Lemma 139.

Bleibt zu zeigen, dal B /Z(EM) einfach ist. Sei Z(EW) < N < EW. Es ist zu zeigen,
daB N = EW oder Z(EW) = N ist; cf. Aufgabe 17.(3).

Esist NZ S EWZ und also NZ/Z A EVZ/Z = EZ]Z. Da EZ/Z quasieinfach ist, folgt
NZ|Z <Z(EZ/Z) oder NZ)Z = EZ/Z ; cf. Bemerkung 143.

Letzerenfalls ist N < EY < E < NZ, also N(ZNnEW) = NZnEY = EW; of.
Bemerkung 120. Da EW/N = N(ZNEW)/N ~ (Zn EW)/(ZN EY N N) abelsch ist,
folgt B0V = E®? < N < EW [ also N = EMW ; ¢f. Aufgabe 13.(4).

Ersterenfalls ist NZ/Z < Z(EZ/Z) = Z(EMWZ/Z) und also [N, EY] < Z. Daher ist
([N, EM], EW] = 1. Da EW perfekt ist, folgt [N, EW] = 1; cf. Aufgabe ??.(3). Le. es ist
N < Z(EW). Insgesamt ist Z(EM) = N. o

Lemma 148 Sei K € Komp(G). Sei L < G.
Dann ist K < L oder [K, L] = 1.

Beweis. Annahme, es gibt eine endliche Gruppe, die eine Komponente und einen Sub-
normalteiler so enthélt, daf§ die Komponente nicht im Subnormalteiler liegt und dafi der
Kommutator dieser beiden nicht vertauscht. Wihle eine solche Gruppe G minimaler Ord-
nung, darin dann K € Komp(G) und L << G mit K € L und [K, L] > 1.

Ist K = G, dann ist G quasieinfach und also L < Z(G) oder L = G ; cf. Bemerkung 143.
Ersterenfalls ist [K, L] = 1, zweiterenfalls ist K < G. Dies tritt also nicht auf, i.e. es ist
K < G. Somit gibt es K I N < G.

Ist L = G, dann ist K < L. Dies tritt also nicht auf, i.e. es ist L < G. Somit gibt es
L I N «G.

Daher ist L' := [L,K] < NN M. Ferner ist K < Ny([L,K]) = Ny(L') =1 G'; cf.
Aufgabe 77.(5).
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Es ist K € Komp(G'); cf. Bemerkung 146.(1). Es ist L' < G’, also L' << G'. Wegen der
Minimalitét von |G| und wegen |G'| < |M| < |G| folgt nun K < L' oder [K, L] = 1.

Ersterenfalls folgt X' < L’ < N und also K € Komp(N) ist; cf. Bemerkung 146.(1). Ferner
ist L << N. Wegen der Minimalitit von |G| und wegen |N| < |G| liefert dies K < L oder
K, L] =1.

Zweiterenfalls ist 1 = [K, '] = [K, [K, L]] = [[L, K], K], wegen K perfekt also [L, K] =1;
cf. Aufgabe 77.(3). g

Korollar 149 Seien K, K € Komp(G).
Dann ist K = K oder [K, K] =1.

. . ro
Beweis. Sei [K, K] > 1. Zu zeigen ist K = K. Wegen Symmetrie geniigt es, K < K zu
zeigen. Dies aber folgt wegen [K, K] > 1 aus Lemma 148. o

Definition 150 Sei ¢ := | Komp(G)|. Schreibe Komp(G) = { K; : i € [1,t] }.
Sei E(G) := K1 K5 - ...  K; -1 die Schicht von G.
Sei FE(G) := F(G) E(G) die erweiterte Fittinguntergruppe von G ; cf. Definition 133.

Oft wird FE(G) auch F*(G) geschrieben und als verallgemeinerte Fittinguntergruppe be-
zeichnet.

Bemerkung 151

1) FEsist E(G) € G. Esist K < E(GQ) fir K € Komp(G).

(1)
(2) Ist G auflisbar, dann ist Komp(G) = (), sowie E(G) =1 und FE(G) = F(G).
(3) Esist [E(G),F(G)] =1.

(4) Esist FE(G) € G.

Beweis.

Ad (1). Wir haben den Gruppenmorphismus [[;c(, G, (ki)ir—kika - ... - k¢ cf.
Aufgabe 2.(3), Korollar 149. Sein Bild ist die Untergruppe E(G) < G; cf. auch Aufgabe 12.

! !
Sei 5 € Aut(G). Sei i € [1,t]. Es geniigt, f(K;) < E(G) zu zeigen. Es geniigt, 5(K;) €
Komp(G) zu zeigen. Aber aus K; << G folgt 5(K;) << (G) = G, aus Ki(l) = K folgt

A 13.(1 .
Br)® 20 BKD) = B(Ky) wnd BUK)/Z(B(K) = B(K:)/B(L(K:)) ist isomorph
zu K;/7Z(K;) via des von [ induzierten Isomorphismus, mithin einfach. Also ist S(K;)
tatséchlich eine Komponente von G.
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! ~ ~
Sei nun K € Komp(G). Wir haben K < E(G) zu zeigen. Sei K € Komp(G). Sei 7 € K.

o - .
Sei y € K. Wir haben %y € K zu zeigen. Ist K = K, so folgt dies aus K < G. Ist K # K,
dann ist [K, K| = 1 dank Korollar 149 und also % =y € K.

Ad (2). Sei G auflosbar. Wir haben Komp(G) = 0 zu zeigen. Wire K € Komp(G), dann
wire wegen K < G auch K auflosbar dank Aufgabe 32.(2), was nicht so ist. Da K < G,
ist K auflosbar.

Ad (3). Ist E(G) = 1, so ist nichts zu zeigen.

Sei also E(G) > 1. Dann konnen wir K € Komp(G) wihlen. Annahme, es ist
E(G) < F(G). Dann ist K < F(G) und somit K € Komp(F(G)) ; cf. Bemerkung 146.(1).
Aber F(G) ist nilpotent und also auflosbar; cf. Bemerkungen 134.(3) und 77. Also ist
Komp(F(G)) = 0. Wir haben einen Widerspruch. Also ist E(G) £ F(G).

Da F(G) € G, ist insbesondere F(G) << G; ¢f. Bemerkung 134.(2). Mit Lemma 148 folgt
[E(G), F(G)] = 1.

Ad (4). Da F(G) € G und E(G) € G, ist FE(G) = F(G)E(G) € G; cf. Beweis zu Bemer-
kung 134.(2). o

Lemma 152
(1) Ist N minimal in { M QG : M > 1}, dann ist N < FE(G).

(2) Ist K € Komp(G) und ist Z(K) = 1, dann ist das Normalteilererzeugnis “{ K)
minimal in { M <G : M >1}.

(3) Ist G > 1, dann ist FE(G) > 1.

Cf. Aufgabe 37.

Beweis.

Ad (1). Ist N abelsch, so ist N nilpotent und also N < F(G) < FE(G); cf. Bemerkun-
gen 77 und 134.(3).

Sei nun N nichtabelsch. Geméf Aufgabe 37.(1,2) gibt es einen Isomorphismus
f: S*F >+ N fiir ein k > 1 und eine einfache Gruppe S. Sei

S = {(s:)i €% s =1fiirie [k~ {j}}

fiir j € [1,k]. Fiir j € [1,k] ist S; < S**, also f(S;) < N und somit f(S;) << N; da
f(S;) einfach und nichtabelsch ist, ist f(5;) zudem perfekt; insgesamt f(S5;) € Komp(G).
Bs folgt N = £(S) = £((S; - j € [1,])) < B(G) < FE(G).

Ad (2). Nach Konstruktion ist N := (K ) < G.

Sei G = Uicp,qgiNa(K), wobei ¢ := [G : Ng(K)] und g; € G fir ¢ € [1,/]. Dann ist
{9K : ge G} ={9K :i€[l,{]}, und es ist 9K # %K fiir i, j € [1,¢] mit i # j. Da
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mit K auch %K eine Komponente von G ist, folgt [9K, 9K| = 1; cf. Korollar 149. Somit

gibt es einen surjektiven Gruppenmorphismus u : K* — G, (z;);+— %2 - %0 - ... - 9a;
cf. Aufgabe 2.(3). Ferner ist %K < N fiir ¢ € [1, k].
Sei i € [1,k]. Annahme, es ist 9K < 9K -...- 9K =: L. Da [%K, L] = 1 ist, folgt

9K < Z(9K-...-9K). Aber K ist nichtabelsch. Wir haben einen Widerspruch. Es folgt
9K L L,ie. 9K NL< %K. Da %K einfach ist, folgt 9K N L = 1.

Also ist u ein Isomorphismus; cf. Losung zu Aufgabe 2.(3).

Sei nun M < G mit 1 < M < N gegeben. Wir haben M = N zu zeigen. Es geniigt,

!
IK < M zu zeigen fiir ein g € GG, da daraus wegen M < G dann 9K < M fiir alle g € G
und somit N < M folgt.

Es ist u=}(M) < K**. Da u (M) > 1, gibt es ein j € [1, k] mit
K; = {(z); : my=1firie [1L~{j}} < v '(M);
cf. Aufgabe 37.(3). Folglich ist %K = u(K;) < M.

Ad(3). Ist G > 1,dannist G € { M <G : M > 1}, und folglichhat { M <G : M > 1}
ein minimales Element N. Geméa$ (1) ist FE(G) > N > 1. 5

Lemma 153 Sei H < G. Dann ist E(H) < E(G) und FE(H) < FE(G).

!
Beweis. Es ist F(H) < F(G) ; cf. Bemerkung 144. Also geniigt es, E(H) < E(G) zu zeigen.

!
Sei K € Komp(H). Wir haben K < E(G) zu zeigen. Aber in der Tat ist K € Komp(G)
und somit K < E(G); cf. Bemerkung 146.(3). 5

Satz 154 (Zentralisator der erweiterten Fittinguntergruppe)

Wir erinnern an die endliche Gruppe G und an ihre erweiterte Fittinguntergruppe FE(G) ;
cf. Definition 150.

Es ist Cq(FE(G)) < FE(G).

Damit sind wir in der Situation, die in Bemerkung 132 beschrieben wird.

Cf. Satz 137 und Bemerkung 151.(4).

Beweis. Schreibe C' := Cg(FE(G)). Da FE(G) < G, ist C 4 G; cf. Bemerkun-
gen 151.(4) und 19. Also ist FE(C) < FE(G); cf. Lemma 153.

Es ist Z := Z(C) < C abelsch, mithin nilpotent und somit Z < F(C) < FE(C); cf.
Bemerkung 134.(3).

Es geniigt, FE(C/Z) 1z zeigen, da dann C'/Z =1, i.e. C < Z folgt, was C < FE(G)
nach sich zieht.
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Fir x € FE(C) und ¢ € C ist x € FE(G) und also [z,c] = 1. Somit ist FE(C) < Z.
Insgesamt ist also FE(C') = Z.

Schreibe F(C/Z) = N/Z mit Z < N Q C; cf. Aufgabe 17.(3). Mit N/Z ist auch N
nilpotent; cf. Bemerkung 134.(3), Aufgabe 32.(6). Also ist Z < N < F(C) = Z und somit
N =17 ie F(C/Z)= N/Z = 1; cf. Bemerkung 134.(3).

Es bleibt E(C/Z) = 1 zu zeigen, i.e. Komp(C/Z) = (). Annahme, es gibt K € Komp(C/Z).
Schreibe K = L/Z mit Z < L < C; cf. Aufgabe 17.(1). Es ist LY € Komp(C); cf.
Lemma 147. Es ist L") > 1 perfekt, also nichtabelsch. Andererseits ist L) < FE(C) = Z,
was wegen Z abelsch auch L") abelsch nach sich zieht. Wir haben einen Widerspruch. o

Beispiel 155 Sei () eine quasieinfache endliche Gruppe; cf. e.g. Beispiel 141.

Sei H eine endliche Gruppe. Seim > 1. Sei f : H — S,,, ein Gruppenmorphismus, mittels
dessen [1,m] zu einer H-Menge wird; cf. Beispiel 3.(2).

Sei Kern(/3) als auflésbar vorausgesetzt.

Wir bilden das Kranzprodukt
G = Qi H;

cf. Definition 99.

Schreibe Q; :={((¢)i, h) € G : ¢g=1fur i € [I,m] \ {j}, sowie h =1} fiir j € [1,m].
Schreibe N :={((¢:)i, h) € G : h=1}.

Schreibe B :={((¢:)i, h) € G : ¢; =1 fiir i € [1,m], sowie h € Kern(f) }.

Sei j € [1,m]. Es ist Q; < N < G. Folglich ist @; << G. Desweiteren ist QQ; = Q,
((q:)i, h)—q;. Also ist Q; € Komp(G).

Insgesamt folgt { Q; : i € [1,m] } < Komp(G).

Es ist B =~ Kern(5), ((¢i)i, h ) — h. Also ist B auflosbar.

Es ist B < Cg(N). Also ist NB < G; cf. Aufgabe 12.(2). Es ist auch B < Cg(Z(N)).
Also ist auch Z(N)B < G.

Wir behaupten, es ist Cq(N) = Z(N)B. Zu zeigen ist nur Cg(N) % Z(N)B. Sei
((¢:)i, h) € Cg(N). Wir haben (h) = id und ¢; € Z(Q) fiir ¢ € [1,m] zu zeigen.

Annahme, es gibt k € [1,m| mit h -k # k. Wahle x € @ ~ {1}. Betrachte n :=
((1,...,1,z,1,...,1), 1) € N, wobei der Eintrag = sich an Position k des Tupels befinde.
Es ist

((1,...71,55,1,...,1), 1)((%)17 h) = ((Q17--'7Qk—1aka7Qk+17"'7Qm)a h)

und

((gi)i, h)-((1,...; L2, 1,...,1), 1) = (g1, -+, Qb1 QukTs Qhoktds - - - s Gm)s ) -
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Da h -k # k, folgt zq, = ¢, und also x = 1. Wir haben einen Widerspruch. Somit ist
B(h) = id.
Sei nun ( (z;);, 1) € N gegeben. Dann ist

()i, 1) = (@M (2);, 1) = ((%,);, 1)
Somit ist ¢; € Z(Q) fur ¢ € [1,n]. Dies zeigt die Behauptung.
Insbesondere ist Co(N) = Z(N)B auflosbar; cf. Aufgabe 32.(3).

Gibe es ein K € Komp(G) mit K ¢ {Q; : i € [1,m] }, so wire [K,Q;] =1 fir i € [1,m)]
dank Korollar 149 und also K < Cg(N) = Z(N)B, was aber wegen K nichtauflosbar
nicht geht; cf. Aufgabe 32.(2).

Also ist Komp(G) = {Q; : i € [1,m] } und somit

E(G) = N.

Es ist [Z(N),B] = 1 und Z(N) N B = 1, also Z(N) x B—=+~7Z(N)B, (z,b) — zb; cf.
Aufgabe 2.(3). Esist F(Z(N) x B) = (Z(N)) X F(B) = Z(N) x F(B); cf. Beispiel 135.(4),
UeXXX. Also ist auch F(Z(N)B) = Z(N) F(B).

Esist Z(N) < N < G, also Z(N) = F(Z(N)) < F(G) ; cf. Bemerkung 77, Beispiel 135.(4),
Bemerkung 144.

Es ist B <Z(N)B = C(N) < G; cf. Bemerkung 19. Also ist F(B) < F(G); cf. Bemer-
kung 144.

Zusammen ist Z(N) F(B) < F(G).
Dal = [E(G),F(G)] = [N F(G)] nach Bemerkung 151.(3) und da F(G) < G nach Bemer-
kung 134.(2), ist F(G) < Co(N) = Z(N)B. Es folgt F(G) < F(Z(N)B) = Z(N)F(B); cf.

Bemerkung 144.

Insgesamt ist also

Also wird



Anhang A

Aufgaben und Losungen

A.1 Aufgaben

Aufgabe 1 (Definition) Sei G eine Menge. Sei (+) : G x G — G eine assoziative Mul-
tiplikation auf G.

Gebe es n € G mit gn = g fiir g € G. Gebe es fiir alle g € G ein h € G mit gh = n.

Zeige, dafl G = (G, ) eine Gruppe ist.

Aufgabe 2 (direkte Produkte) Zeige.

(1)

(2)

(3)

(4)

Sei I eine Menge. Sei (G; eine Gruppe fiir ¢ € I. Zeige, dafl das cartesische Produkt
G = [];e; Gi mit der Multiplikation (g;); - ()i := (gi - gi): fiir (g:)i, (9;)i € G eine
Gruppe wird, genannt das (dufiere) direkte Produkt der Gruppen G; fir i € I.

Fir n > 0 und eine Gruppe G schreiben wir G*" = Hie[l’n] G, mit G*% = 1.
Betrachte den Gruppenmorphismus 6 : G— G x G, g+ (g,g). Unter welcher
Bedingung an G ist 6(G) <G x G?

Sei G eine Gruppe. Sei n > 0. Seien U; < G fiir i € [1,n]. Sei [u;, u;] = 1 fiir
i, € [1,n] miti# j und u; € U;, u; € U;. Zeige, dafi dann der Gruppenmorphis-
mus Hie[l,n] Ui— G, (u;)i—>uq - ... - u, existiert. Wann ist dieser injektiv?

Sei GG eine Gruppe. Seien N < G und M < G. Sei NN M =1 und NM = G.
Zeige die Existenz des Gruppenisomorphismus N x M =+ G, (n,m) —nm. Ist die
Aussage noch richtig, wenn die Normalitédt der Untergruppe M nicht verlangt wird?

Aufgabe 3 (abelsche Gruppen)

(1)

Sein > 1. Sei x = (x;); € Z™1. Sei g := ggT(xy, ..., Tn).

9
Zeige, daf es ein S € SL,,(Z) gibt mit Sz = <0>
0

101
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(2)

(6)

Seien m,n > 1. Sei A € Z™* ™. Zeige, daBl es S € SL,,(Z) und T € SL,(Z)
derart gibt, da SAT =: D = (d;;);; eine Diagonalmatrix ist, i.e. d;; = 0 fiir
i € [1,m] und j € [1,n], bei der ferner die Diagonaleintrige sich konsekutiv teilen,
ie. dit1 41 € diZ fiir i € [1, min{m,n} — 1].

Sein > 0. Sei B < Z". Zeige, da3 B endlich erzeugt ist.

Sei C' eine additiv geschriebene abelsche Gruppe. Sei C' endlich erzeugt.
Zeige, dafi C' ~ Hie[l’k] Z/c;Z ist als abelsche Gruppen fiir geeignete k € Z-, und
cj € Z fur j € [1,k] mit ¢j4y € ¢;Z fiir j € [1,k—1].
Sei folgender Morphismus kurz exakter Sequenzen abelscher Gruppen und Grup-
penmorphismen gegeben.

gy Ly

ﬂl fl lf'

, b/ b// I
B'——=B—=B

Zeige, daf} es eine abelsche Gruppe P, eine linksexakte Sequenz P — Ax B’ — B
und kurz exakte Sequenzen P — A —» Im(f”) und A" — P — Kern(f") gibt.

Berechne im Sinne von (4) unter Verwendung von (5) Kern und Bild des Gruppen-
morphismus

Z/AZ x ZJ/SZ x Z/SZ  — Z/2Z x Z/2Z x Z/16Z

(x+4Z , y+8Z , 2+8Z) +— 0 , z+2Z , 4x+4y+8z+16Z).

Aufgabe 4 (§1.1,81.2) Seien G und H Gruppen.

Sei M = (M, «) eine G-Menge. Sei N = (N, 3) eine H-Menge. Als G-Menge sei G mit
der Konjugation ausgestattet; cf. Beispiel 3.(5).

Zeige.

(1)

(2)

(3)

(4)
()
(6)

Esist M x N eine (G x H)-Menge via (g, h) - (m,n) := (¢gm, hn) fir g € G, h € H,
méeM,néeN.

Es ist M x M auf wenigstens drei verschiedene Weisen eine G-Menge, unter Ver-
wendung von (1), vorausgesetzt, es ist o # !.

Es ist ap(M, N) eine (G x H)-Menge via ((g,h)f)(m) := h f(g~m) fir g € G,
hGH, fE Abb(M,N)-

Es ist Pot(M) eine G-Menge, unter Verwendung von (3).
Die Menge der Untergruppen von G ist eine G-Menge, unter Verwendung von (4).

Sei U < G. Sei Ng(U) := C({U}) der Normalisator von U in G; cf. (5).
Dann ist Co(U) < Ng(U) und U < Ng(U). Ist stets UCG(U) = Ng(U) ?
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(7) Sei k > 1. Die Menge der Untergruppen von Ordnung k von G bildet eine G-Menge,
unter Verwendung von (4).

(8) Ist Q eine G-Teilmenge von Pot(M), dann auch die Menge €., der maximalen
Elemente von 2.

Aufgabe 5 (§1.1) Sei n > 3. Betrachte die A,-Menge [1,n]; cf. Beispiel 3.(1).

Weise [1,n] als (n — 2)-fach transitive, aber nicht (n — 1)-fach transitive A,-Menge nach.

Aufgabe 6 (§1.2,81.3) Sei GG eine Gruppe. Zeige.

(1) Sei M eine transitive G-Menge. Sei m € M. Sei H < G.
Genau dann ist HCg(m) = G, wenn M % eine transitive H-Menge ist.

(2) Sei G endlich. Sei U < G. Sei p der kleinste Primteiler von |U|. Sei p > [G : U].
Esist U < G. (Hinweis: Fixy (G/U).)

Aufgabe 7 (§1.1,81.3) Zeige.

(1) Sei p prim. Sei P eine p-Gruppe, i.e. sei P eine endliche Gruppe und p der einzige
Primteiler von |P|.
Sei M eine endliche P-Menge. Es ist |Fixp(M)| =, |M|.

(2) Sei G eine endliche Gruppe. Sei p ein Primteiler von |G]|.
Es gibt in G ein Element von Ordnung p.
(Hinweis: Es ist M = {(¢;); € G*? : ¢192-...- g, = 1} eine C,-Menge. Wieso ist
|[Fix, (M)| = p?)

Aufgabe 8 (§1.1) Zeige.

(1) Sein > 1 ungerade. Sei G eine endliche Gruppe von Ordnung 2n. Es gibt in G einen
Normalteiler von Index 2.
(Hinweis: G als G-Menge via Multiplikation gibt injektive Operation G — Sg .
Zykeltyp von Element von Ordnung 27 Ist das Kompositum G — Sg — {£1}
surjektiv? Kern?)

(2) Sei G eine endliche Gruppe. Sei U < G. Es gibt N < G so, daf [G : U] ein Teiler
von [G : N] und dies ein Teiler von [G : U]! ist.
(Hinweis: Kern von Operation auf G/U.)

(3) Wenn z und y Elemente einer einfachen Gruppe von Ordnung 60 sind mit |(z)| = 3
und |[(y)| = 5, dann ist [z, y] # 1.

Aufgabe 9 (§1.4) Sei G := ((1,2,3,4,5,6,7,8,9), (1,9)(2,8)(3,7)(4,6)) < Sy
Enthilt die G-Menge [1,9] einen Block B mit |B| € [2,8]? Ist [1,9] primitiv?
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Aufgabe 10 (81.1,81.4) Zeige oder widerlege.
Sei GG eine endliche Gruppe. Sei M eine G-Menge.

(1) Sei k > 1. Sei M eine k-fach transitive G-Menge. Dann ist k! ein Teiler von |G].
(Hinweis: Sy, operiert auf M** 7))

(2) Sei M primitiv. Dann ist M zweifach transitiv.
(3) Ist M regulér, dann ist M treu.

(4) Ist M transitiv und treu, dann ist M regulér.
()

Ist G abelsch und ist M transitiv und treu, dann ist M regulér.

Aufgabe 11 (§1.4) Sei K ein Korper. Zeige.

(1) Die GLy(K)-Menge P!(K) ist dreifach transitiv.
(2) Genau dann ist die GLy(K)-Menge P!(K) vierfach transitiv, wenn |K| = 3 ist.

(3) Sei K endlich. Genau dann ist die SLy(K)-Menge P!(K) dreifach transitiv,
wenn char K = 2 ist.

(4) Sei n > 3. Die GL, (K)-Menge P"~!(K) ist nicht dreifach transitiv.
(5) Sei n > 2. Der Kern der Operation von GL,,(K) auf P"}(K) ist
Z(GL,(K)) = K*E, .

Aufgabe 12 (Aufgabe 4.(6)) Sei G eine Gruppe. Seien U, V' < G. Zeige.

(1) Seien U und V endlich. Es ist |[UV| = |U|-|V|/|[UNV].

(2) Ist U < Ng(V),dann ist VLUV =VU < Gund UNV QU
und U/(UNV) = (UV)/V, u(UNV)+—uV ein Gruppenisomorphismus.

(3) Sind U, V < G, dann ist UV < G.
(4) Sei N < G. Sei N < H < G. Dann haben wir den Isomorphismus
G/H =~ (G/N)/(H/N), gH -~ (gN)(H/N).

Aufgabe 13 (§2.3.1) Seien G und H Gruppen. Sei G s Hein Gruppenmorphismus.
Sei GV :=([g,3] : g, § € G) die Kommutatoruntergruppe von G.
Zeige.

(1) Sei f surjektiv. Esist f(GM) = HD,
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(2) Esist G < G und G/GW abelsch.

(3) Schreibe G —~ G/GW, gi— gG". Sei H abelsch. )
Es gibt genau einen Gruppenmorphismus f : G/GY — H mit for = f.

(4) Sei N < G. Genau dann ist G/N abelsch, wenn G < N liegt.

(5) Es ist Ag/A ~ Cy.

Aufgabe 14 (§1.5,8§2.3.2) Sei Gy := ((1,2)(3,4), (1,2)(3,5), (1,3)(4,5)) < As.
Betrachte die Go-Menge M = [1, 5] ; cf. Beispiel 3.(1).

(1) Bestimme Erzeuger fiir G; := Cg,(1).
(2) Bestimme Erzeuger fiir Gy := Cg,(2).

(3) Zeige Gy = A5 unter Verwendung von (1) und (2).

Aufgabe 15 (§1.5) Zeige.

(1) Sei G endlich erzeugt. Sei H < G mit [G : H| endlich.
Dann ist auch H endlich erzeugt.

(2) Sein >1.Sei k > 1. Sei p prim. Sei U < S, mit U ~ C*. Dann ist [S,, : U] > k/2.

Aufgabe 16 (§2.3.1) Sei G eine Gruppe. Sei M eine endliche transitive G-Menge mit
|M| > 1. Betrachte die G-Menge M*%7 ; cf. Beispiel 9.(2).

(1) Sei X eine Bahn von M>*27. Sei I'x der gerichtete Graph mit Eckenmenge
M und Kantenmenge X. Definiere den Begriff eines Morphismus von gerichte-

ten Graphen (ohne Kantenmultiplizitdten). Konstruiere einen Gruppenmorphismus
G — Aut(;raph(rx).

(2) Zeige, dafl der Graph I'y genau dann zusammenhéingend ist fiir alle Bahnen X von
M**#  wenn M primitiv ist.

(3) Erstelle einen Graphen I'x im Sinne von (1) fiir die Situation aus Aufgabe 9, welcher
nicht zusammenhéngend ist.

Aufgabe 17 (§2.3.1) Sei G eine Gruppe. Sei K < G.
Schreibe den Restklassenmorphismus r : G — G/ K, g+— gK. Zeige.

(1) Wir haben die inklusionserhaltende Bijektion

(UCG:K<U<G) — {VCG/K:V<G/K}
U +— r(U)
r Y (V) «~— V.
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(2) Seien U und U’ aus der linken Seite von (1) mit U << U’ gegeben.
Dann ist auch 7(U) < r(U’) und U'/U =~ r(U")/r(U), «'U +—r(u') r(U).
(3) Die Bijektion aus (1) schrénkt ein zu einer Bijektion von {U C G : K < U <G}
nach {VCG/K : VI4G/K }.
Aufgabe 18 (§2.3.3) Sei F' ein Korper. Zeige.
(1) Sei n > 3. Es ist SL,(F)" = SL, (F).
(2) Sei |F| > 4. Es ist SLy(F)M) = SLy(F).

(3) Sein > 2. Sei
A= ((1JE:71) = {((I)Eil) : yElen} N CSLMF)(G)-

Es ist ( Uyesr, (7 %A ) = SLa(F).

(4) Sein > 2. Es ist Z(SL,(F)) = F*E, NSL,(F). Cf. Aufgabe 11.(5).

Aufgabe 19 (§2.3.3)

(1) Bestimme den Kern der Operation GLy(F3) — Spi(g,) ; cf. Beispiel 32.
Ist sie surjektiv?

(2) Zeige, daBl PSLy(F3) isomorph zu Ay ist. Ist PSLy(F3) einfach?

(3) Zeige, dafl PSLy(Fy) = SLy(Fy) = GLy(Fy) isomorph zu Sy ist. Ist PSLy(Fs,) einfach?

Aufgabe 20 (§2.3.2,82.1) Zeige.

1) Sei n > 5. Es hat A,, keine echte Untergruppe von Index < n.

2) Sein > 3. Es ist Z(S,) = 1.

(1)
(2)
(3) Sei n > 5. Es hat S, nur die Normalteiler 1, A,, und S,, .
(4)

Sei GG eine einfache Gruppe von Ordnung 60. Es ist G isomorph zu Aj.

(Hinweis: Syl (G) als G-Menge. Fall, | Syly(G)| = 15. Wieso gibt es dann ein Element
x € G~ {1}, das im Schnitt zweier 2-Sylowgruppen liegt? Warum ist dann 4 ein
echter Teiler von |Cg(z)|? Betrachte dann G —» S, .)

Aufgabe 21 (§1.4) Sei G eine endliche Gruppe.

Sei M eine primitive G-Menge mit |M| =5 0 und |M| > 3. Zeige |G| =4 0.

(Hinweis: Annahme, nicht. Wende Aufgabe 8.(1) an, dann Block als Bahn unter Normal-
teiler.)
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Aufgabe 22 (§2.4.2) Sein > 1.

Setze
s? firie[1,n—1]
Spn 1= <31 ooy Spo1 1 (si8i41)? fiiri e [1,n — 2] > :
(s;8;)*  fird, j € [I,n—1] mit [i — j| > 2

cf. Beispiel 59.

Zeige die Existenz des Gruppenisomorphismus

SP,n %’ Sn
si = (i,i+1) firie[l,n—1].

Aufgabe 23 (§2.4.2) Sei G eine Gruppe.

Ein Automorphismus « von G heifit inner, falls es ein ¢ € G gibt mit a(zx) = % fiir
zed.

Die Menge der inneren Automorphismen wird mit Inn(G) bezeichnet.

Die Menge der Automorphismen von G wird mit Aut(G) bezeichnet.

(1) Zeige Inn(G) < Aut(G) < S¢ .

(2) Ist Inn(Sy) = Aut(Sy) 7

(3) Konstruiere einen Gruppenendomorphismus von S; mit Bild von Ordnung 6.
(4)

4) Ist Inn(Sg) = Aut(Se) 7
(Hinweis: (1,2) 1 (1,2)(3,4)(5,6), (1,2,3,4,5,6) 1~ (1,2,3)(4,5).)
Aufgabe 24 (§2.3.3,8§2.1)
(1) Konstruiere einen Isomorphismus PSLy(F,) =~ A5 .

(2) Konstruiere einen Isomorphismus PSLy(F5) =~ A5 . (Hinweis: Syl,(PSLy(F5)).)

Aufgabe 25 (§2.1)

(1) Sei G eine Gruppe von Ordnung 77. Zeige G ~ Crr.

(2) Sei G eine Gruppe von Ordnung 105. Zeige, daB8 G einen Normalteiler von Index 3
enthélt.

(3) Finde eine 2-Sylowgruppe von Sg .

(4) Finde zu jedem Primteiler der Gruppenordnung eine Sylowgruppe von GLg(Fy;).
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(5) Finde zu jedem Primteiler der Gruppenordnung eine Sylowgruppe von GL3(F5).

Aufgabe 26 (§2.4.3)
(1) Finde eine endlich présentierte Gruppe mit 2 Erzeugern isomorph zu Ay .
(2) Finde eine endlich présentierte Gruppe isomorph zu

Qg == <(Oif2) , (?‘é)) < GL2(C). Welche Ordnung hat Qg ?

Aufgabe 27 (§3.2) Sei G eine Gruppe. Sei (U;)icp,s] €ine Subnormalreihe von G.

(1) Sei H < G. Zeige, daB (H N U;)icp,s eine Subnormalreihe von H ist. Gib einen
injektiven Gruppenmorphismus (HNU;)/(HNU;11) — U; /U4 an fiiri € [0, s—1].

(2) Sei N < G. Schreibe U; := (U;N)/N fiir i € [0,s]. Zeige, daB (U;)icio
eine Subnormalreihe von G/N ist. Gib einen surjektiven Gruppenmorphismus
Ui/Ui—H HUVZ'/UYZ‘_H an fiir 7 € [O,S — 1]

Aufgabe 28 (§2.4.2)

(1) Zeige, dafl es genau einen Gruppenmorphismus f : Sy — GL3(Z)
100 210
mit (1,2) ((1)7(1) %) und (1,2,3,4) — (Zi 0 %) gibt.

(2) Bestimme |GLy(Z/4Z)| und |GL3(Z/4Z)|. (Hinweis: Reduktion modulo 2.).

(3) Finde eine Untergruppe von Index 28 in GL3(Z), die das Bild von f enthilt.
(Hinweis: Kongruenzen modulo 4 in dritter Zeile. Verwende (2).)

Aufgabe 29 (§2.4.2)

(1) Sei G eine endliche Gruppe. Zeige, dal G isomorph zu einer endlich présentierten
Gruppe ist. (Hinweis: Multiplikationstafel fiir Relationen verwenden.)

(2) Sei G eine endlich préasentierte Gruppe, G = (X1, ..., Ty = T1, «ovy T ).

Schreibe X :={xy, ..., x, }. Sei A :=[[, .y Z die additiv geschriebene freie abel-
sche Gruppe auf der Menge X. Fiir y € X schreiben wir auch y := (0p4)zex -
Wir haben einen surjektiven Gruppenmorphismus ¢ : F(X)— A, welcher jedes
x € X nach x abbildet. Sei U := (¢(r;) : j € [1,m]) < A. Zeige die Existenz des
Gruppenisomorphismus

G/GY 2. AU
GO — 4+ U firx e X .

(3) Berechne S5/ Sél) einmal direkt und einmal mittels (2).
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Aufgabe 30 (§3.1) Bestimme alle Kompositionsreihen der Gruppe G.
(1) G = C20
(2) G=8,

Aufgabe 31 (8§3.2) Sei p eine Primzahl. Sei P eine p-Gruppe. Zeige.
(1) Ist P > 1, dann ist Z(P) > 1. (Hinweis: Aufgabe 7.(1).)

(2) Ist P einfach, dann ist P ~ C,, .

Aufgabe 32 (§3.2)

Sei GG eine endliche Gruppe. Sei H < G. Sei N < G. Zeige.
1) Sind N und G/N auflésbar, dann auch G.

2) Ist G auflésbar, dann auch H und G/N.

3) Sind H und N auflésbar, dann auch A N.

5) Ist G iiberauflosbar, dann auch H und G/N.

6

(1)
(2)
(3)
(4) Ist N < Z(G) und ist G/N iiberauflosbar, dann auch G.
(5)
(6) Ist N < Z(G) und ist G/N nilpotent, dann auch G.

(7)

7) Ist G nilpotent, dann auch H und G/N.

Aufgabe 33 (§3.2)

Sei GG eine Gruppe. Seien p, ¢ und r drei verschiedene Primzahlen. Zeige.
1) Ist |G| = pq, dann ist G iiberauflosbar.

2) Ist |G| = p*q, dann ist G auflésbar.

3) Ist |G| = p*¢?, dann ist G auflosbar.

Ist |G| = pgr, dann ist G auflésbar.

5) Ist |G| = pqg®, wobei p < ¢ und k > 0, dann ist G auflésbar.

Aufgabe 34 (8§3.2) Seien G und H Gruppen. Sei f : G — H ein Gruppenmorphismus.

Zeige oder widerlege.
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(1) Seien U, V < G. Bs ist [f(U), f(V)] = F([U, V]).
(2) Esist f(Z(G)) < Z(H).

(3) Esist f(Z(G)) < Z(f(G)).

(4) Esist f(Z(G)) =Z(f(G)).

Aufgabe 35 (§3.2) Seien G und H endliche Gruppen.
Sei (Uj)iepo,s) eine Subnormalreihe von G. Sei (V;)ico4 eine Subnormalreihe von H.

Sei 0.E. s < t. Setze noch U; :=1 fiir ¢ € [s + 1, t]. Zeige.
1) Sind (U;)icpo,s) und (V;);epo,g auflésend, dann auch (U; x Vi)icjo,q -
Sind (U)ico,s) und (V;)icpo,q nilpotent auflésend, dann auch (U; X V;)ico,q -

)

3) Esist (G x H)1 = Gl x HU fiir i > 0.
)
)

Folgere dies separat aus (2), aus (3) resp. aus (4).

Aufgabe 36 (§2.4.2,83.2) Sei Dig:= (a,b : a®, b?, (ab)?). Sei G := Dy x Cy.
(1) Zeige |Dyg| = 16.

(2) Zeige, dafl die Kommutatorreihe, die absteigende Zentralreihe und die aufsteigende
Zentralreihe von G paarweise verschieden sind.

Aufgabe 37 (§3.2) Eine Gruppe H heifle charakteristisch-einfach, wenn H > 1 ist und
wenn H aufler 1 und H keine weiteren charakteristischen Untergruppen hat.

In einer Gruppe H heifit ein Normalteiler K’ < H minimal, wenn er ein minimales Element
von {L<H:L>1}ist.

(1) Sei G eine Gruppe. Sei N < G minimal.
Zeige, dafl N charakteristisch-einfach ist.

(2) Sei N eine charakteristisch-einfache endliche Gruppe. Sei S ein minimaler Normal-
teiler von IN. Zeige, dafi S einfach ist und es ein & > 1 mit N ~ S** gibt.
(Hinweis: S < N minimal; & > 1 maximal mit Automorphismen (c;)icp g S0,
daB S** —~ N, (s;)i—a1(s1) - ... - ag(sg) injektiver Gruppenmorphismus, wobei
a1 = idy ; Bild charakteristisch in NV, also Isomorphismus; S einfach, da aus normal
in S auch normal in $** und also normal in N folgt.)
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(3) Sei S eine nichtabelsche einfache Gruppe. Sei k > 1. Sei X < S**. Zeige die Exi-
stenz einer Teilmenge I C [1,k] mit X = {(s;); € > : s; =1fiiri € [1,k] T}
Wieviele Normalteiler enthilt S** demnach?

(4) Sei G eine endliche Gruppe. Sei N < G minimal. Zeige, daf es S < N mit S einfach
so gibt, daB§ “(.S) = N ist. Ist fiir jedes solche S auch [{ 95 : g € G }| = log|g| |N|?
Trifft dies zu, wenn S nichtabelsch ist?

Aufgabe 38 (§3.2) Sei G :=Z/9Z x Z/9Z x Z/3Z, additiv geschrieben.

(1) Bestimme die Anzahl der Endomorphismen von G.
(2) Bestimme | Aut(G)].

(3) Bestimme die charakteristischen Untergruppen von G.

Aufgabe 39 (8§3.2) Sei G eine endliche Gruppe. Zeige.
(1) Sei N < G. Sei Aut(N) abelsch. Es ist [GV), N] = 1.

(2) Ist G iiberauflosbar, dann ist GV nilpotent. Gilt auch die Umkehrung?

Aufgabe 40 (83.2) Sei p prim. Sei P eine p-Gruppe. Zeige.
(1) Sei U < P. Es ist U < Np(U). (Hinweis: aus PVl < U folgt P+ < Np(U).)
(2) Sei U < P maximale echte Untergruppe. Es ist U < P.
(3) Sei P nichtabelsch. Es ist [P : Z(P)] =, 0.

Aufgabe 41 (8§3.3) Zeige oder widerlege.
Sei GG eine Gruppe. Sei N < G. Seien K und L Komplemente zu N in G.

(1) Esist K ~ L.

(2) Es gibt ein x € G mit *K = L.

Aufgabe 42 (8§3.3) Betrachte die Gruppe Qg aus Aufgabe 26.(2).
(1) Bestimme alle Untergruppen und alle Normalteiler von Qg .

(2) Welche Normalteiler haben ein Komplement in Qg ?

Aufgabe 43 (§3.3)

(1) Bestimme die Isoklassen der nichtabelschen Gruppen der Ordnung 12.
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(2)

Bestimme die Isoklassen der Gruppen der Ordnung 52, die ein Element der Ord-
nung 4 enthalten.

Aufgabe 44 (83.3) Seip > 3 prim.

Sei GG eine nichtabelsche Gruppe von Ordnung p3.

(1)

(2)

(3)

Zeige Z(G) ~ C,,. Bestimme die Kommutatorreihe, die absteigende und die aufstei-
gende Zentralreihe von G.

Betrachte den Fall, dafl alle Elemente von G \ {1} Ordnung p haben.
Zeige, dafl G einen Normalteiler isomorph zu C, x C, hat. Zeige

G ~ (z,y,z: 22 2P o, [z2], [2,9], [z,y]2) .

Betrachte den Fall, da8 ein Element b von G von Ordnung p? existiert.
Zeige, daB (b) ein Komplement in C, hat. Zeige

2
G ~ (z,y: 2%, ¢, [z, yly’) .

(Hinweis: Annahme, es hat (b) kein Komplement. Sei ¢ € G~ (b). Es ist |(c)| = p*.
O.E. b = P. Es ist Z(G) kein Komplement, also Z(G) = (b°) dank (1). Es ist b = b*
fir ein k£ € Z. Da b» = {bP), folgt k =, 1. Zeige |(b~c)| = p. Das Komplement (bc™)
gibt den Widerspruch.)

Aufgabe 45 (§3.3) Sei H eine Gruppe.

(1)

Sei M eine H-Menge, mit Operation 8 : H—S,,;. Sei K eine Gruppe, aufge-
faBt als H-Menge via ! : H — Sk . Wir haben die H-Menge apy(M, K), mit der
Operationsabbildung oy : H — S, (m,k); cf. Aufgabe 4.(3). Zeige, dal der Grup-
penmorphismus « = ag|** (4K definiert ist. Inwiefern verallgemeinert dies
Definition 997 Schreibe auch hier H1 K = K g H := ap(M, K) x H.

Sei L < H eine Untergruppe von endlichem Index. Sei § die Operation von H auf
H/L; cf. Beispiel 3.(3). Seien R, N < L mit N < H.
Wéhle T'C H mit 1 € T und H = | |,., tL. Schreibe h =: 7(h) - A(h) mit 7(h) € T
und A(h) € L fiir h € H.
Fir h € H sei up, : H/L— L/R, xL+— X(z) - A(h~z)~ R. Zeige die Wohldefiniert-
heit dieses Elements der Gruppe ap(H/L, L/R). Zeige die Existenz des Gruppen-
morphismus
/
— (L/R) (H/N)
h +—— (Uh, hN)

Wann ist f injektiv?
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(3) Sei X eine endliche, transitive und treue H-Menge. Sei Y eine H-Menge. Sei X —~ Y
eine surjektive H-Abbildung. Sei x € X. Sei L := Cy(u(zr)). Weise Z := u~!(u(z))
als transitive L-Teilmenge von X nach. Sei R der Kern der Operation von L auf Z.
Sei N der Kern der Operation von H auf Y.

Ist in dieser Situation der Gruppenmorphismus f aus (2) injektiv?

Aufgabe 46 (§3.3) Sei K eine Gruppe. Sei X eine K-Menge. Sei H eine Gruppe. Sei
B : H—S,, ein Gruppenmorphismus; schreibe (5(h))(i) = hi fiir h € H und i € [1,m)].

(1) Zeige, daBl X*™ via ((k;);, h) - (x;); :== (ki xp-;); eine K g H-Menge ist.

(2) Sei X eine transitive K-Menge. Zeige, daf X *™ eine transitive K 13 H-Menge ist.
Bestimme den Zentralisator eines Elements von X*™ unter Verwendung eines Zen-
tralisators in K.

Aufgabe 47 (§3.4.1)

(1) Zeige Lemma 108.(3).

(2) Zeige Lemma 108.(4).

Aufgabe 48 (§3.4.1)

(1) Sei H eine endliche Gruppe. Sei A eine endliche abelsche Gruppe.
Sei o : H — Aut(A) ein Gruppenmorphismus.
Sei 1 < K < H ein abelscher Normalteiler mit |K| teilerfremd zu |A|.
So wird A \ {1} zu einer K-Menge. Sei Ci(a) =1 fiir a € A\ {1}.
Zeige H*(H, A) = 1 und H'(H, A) = 1, genommen beziiglich «.

(Hinweis: Sei F eine Erweiterung von A mit H. Sei F' < E das Urbild von K < H.
Es hat A in F' ein Komplement. Sei () eine Sylowgruppe von F', konstruiert als Bild
einer Sylowgruppe von K. Verwende Frattini, um A - Ng(Q) = E zu zeigen.)

(2) Sein > 1. Sei ¢ > 3 eine Primpotenz. Sei H = GL,(F,). Sei A := F;*', additiv ge-
schrieben. Sei av: H — Aut(A), h+— (a+— ha) gegeben via Matrixmultiplikation
von h € GL,(F,) € " mit a € FJ*!.

Zeige H?(H, A) = 0 und H*(H, A) = 0, genommen beziiglich «, ebenfalls additiv
geschrieben.

Aufgabe 49 (Aufgabe ?77) Sei A eine abelsche Gruppe. Sei B < A. Zeige.
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(1) Sei @ eine abelsche Gruppe. Sei @ divisibel, i.e. sei fiir alle ¢ € @ und alle z € Z*
ein ¢ € Q mit §° = q existent. Fiir alle Gruppenmorphismen B —%~ Q gibt es einen

Gruppenmorphismus At Q mit flp=g.
(Hinweis: Zorn iiber { (C,h) : B < C < A, h Gruppenmorphismus mit hlg = g }.)

(2) Ist B divisibel, so hat B ein Komplement in A.

(3) Esist (Q,+) divisibel. Es ist (Q/Z, +) divisibel. Es ist U(C) divisibel.
Es ist Uy(C) :={u € U(C) : |u| =1} eine divisible Untergruppe von U(C).
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