M. Kiinzer

Gruppentheorie, SoSe 25
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Hausaufgabe 48 (A 40)
Sei p prim. Sei P eine p-Gruppe. Man zeige.

(1) Sei U < P. Es ist U < Np(U). (Hinweis: aus Pl < U folgt P+ < Np(U).)
(2) Sei U < P eine maximale echte Untergruppe. Es ist U < P mit |P/U| = p.

(3) Sei P nichtabelsch. Es ist [P : Z(P)] =2 0.

Lésung.

!
Ad (1). Ohnehin ist U < Np(U). Wir haben U # Np(U) zu zeigen.
Es ist P nilpotent; cf. Bemerkung 75. Folglich gibt es ein ¢t € Z>( mit Plll = P cf. Satz 87. Wegen U < P ist
also 0 € {j €[0,t] : Pl U} C[0,t—1]. Seii:=max{j € [0,¢] : PVl < U}. Esist also Pl < U, aber
P]i+1[ 7{\ U.

! _ , _ .
Wir behaupten PV < Np(U). Sei € Pl ie. 2PVl e Z(P/PUl). Fir y € P ist also [y,z]PVl =
[y PVl xPll) = 1, i.e. [y, 2] € PVl insbesondere [y, z] € U. Fiir u € U ist also

u = zurT = wuTx ur = ulu,x] € U.
Somit ist € Np(U). Dies zeigt die Behauptung.
Wire nun U = Np(U), dann wiire PY+1 < Np(U) = U, was nicht so ist.

Ad (2). Dank (1) ist U < Np(U) < P. Wire Np(U) < P, dann wére U keine maximale echte Untergruppe von
P, im Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist Np(U) = P, i.e. U < P.

Es enthilt die Gruppe P/U ein Element der Ordnung p; cf. Hausaufgabe 6.(2). Sein Erzeugnis ist eine Unter-
gruppe von P/U der Ordnung p. Also gibt es U < V < P mit |V/U| = p. Da U eine maximale echte Untergruppe
von G ist, folgt V = G. Somit ist auch |P/U| = p.

Ad (3). Schreibe Z := Z(P). Da P nichtabelsch ist, ist Z < P. Also ist [P : Z] = p* fiir ein k € Z>; . Wir haben
!

k 2 2 zu zeigen.

Annahme, es ist k = 1. Dann ist |P/Z| = p, also P/Z zyklisch von Ordnung p. Wéhle ein x € P mit P/Z = (zZ).
Fiir y € P gibt es also ein i € [0,p — 1] mit yZ = 2 Z. Folglich gibt es ein z € Z mit y = x'z.

Seien y, § € P gegeben. Wir kénnen 4, i € [0,p — 1] und 2, # € Z withlen mit y = 2’z und § = 2'%. Es wird
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Y-y = x'z-2'2 = x'x'zz = 2’2z = 222z = y-y.

Also ist P abelsch, im Widerspruch zur Voraussetzung.

Hausaufgabe 49

(1) Man bestimme die Frattiniuntergruppe ®(Ay).

(2) Man bestimme die Frattiniuntergruppe @ (Qg); cf. Hausaufgabe 18.

Lésung.

Ad (1). Es ist Uy = ((1,2)(3,4), (1,3)(2,4)) < A4 eine maximale echte Untergruppe, da sie von Index 3 in Ay
ist.

Wir zeigen, dafl Us := ((1,2,3)) < A4 eine maximale echte Untergruppe ist.

Annahme, nicht. Dann kénnen wir Us < W < A4 wihlen. Es ist [W| = 6 und, als Untergruppe von Index 2,
W <Ay, Esist 12 > |[UW| = |Uy| - [W|/|Uy N W] und also Uy N W| > 2. Da |[U; N W| aber auch |Uy| = 4
und |[W| = 6 teilt, folgt |Uy N W| = 2. Die drei Untergruppen ((1,2)(3,4)), ((1,3)(2,4)), ((1,4)(2,3)) der



Ordnung 2 von Ay sind aber zueinander konjugiert, da (123)((1,2)(3,4)) = ((2,3)(1,4)) = ((1,2)(3,4)) und
(1:24)((1,2)(3,4)) = ((2,4)(3,1)) = ((1,3)(2,4)). Somit gibt es in A4 keinen Normalteiler von Ordnung 2, im
Widerspruch zu Uy N W < Ay mit |Uy NW| = 2.

Nun folgt ®(A4) = ﬂUeUInax(All) U<U NUy;=1.Also ist ®(Ay) = 1.

Ad (2). Da Qg eine 2-Gruppe ist, ist ®(Qg) = QZ; cf. Lemma 129.(3).
Gemifl Hausaufgabe 18 ist

Also wird
D(Qs) = Q3
= D (D) (007 ()™ (70 (00, (0D (1))
= (GD, O -9, (69, (59, (629, (769, (o)
= ()

Insbesondere ist |®(Qg)| = 2.

Hausaufgabe 50

Sei GG eine endliche Gruppe. Man zeige oder widerlege.
(1) Sei H < G. Esist O(H) < O(G).
(2) Sei N QG. Esist O(N) < D(G).

(3) Sei N €G. Es ist O(G/N) = ®(G)N/N.

Lésung.

Ad (1). Die Aussage ist falsch.

Sei G :=S,. Sei H := ((1,2,3,4)) < S4.

Es ist ®(G) = ®(S4) = 1; cf. Beispiel 130.(3).

Esist ®(H) = {(1,2,3,4))% = ((1,3)(2,4)); cf. Lemma 129.(3).
Also ist ®(H) = ((1,3)(2,4)) £ 1 = O(G).

Ad (2). Die Aussage ist richtig.
Es ist ®(N) € N < G und also ®(N) < G; cf. Bemerkung 126.(1), Bemerkung 80.(2).

Somit ist nur ®(N) < ®(G) zu zeigen.

Annahme, es ist ®(N) € O(G). Dann koénnen wir eine maximale echte Untergruppe V < G wéhlen mit
O(N) £V und also V < ®(N) - V < G. Wegen der Maximalitét von V folgt ®(N) -V = G. Es folgt

O(N)-(VAN) = (D(N)-V)AN = GAN = N;

cf. Bemerkung 119. Also ist VN N = N; cf. Bemerkung 126.(2). Somit ist ®(N) < N < V. Wir haben einen
Widerspruch.

Ad (3). Die Aussage ist falsch.

Sei C5 = (b: b°). Sei Cy = {(a : a).

Sei a: Cy — Aut(Cs) : a > (b b?).

Sei G := C5 ?14 C4 . Sei N := <(b, 1)>

Es ist G/N ~ Cy. Also ist ®(G/N) = (G/N)? ~ Cy; cf. Lemma 129.(3).

Wir wollen ®(Q) 1 zeigen.

Es ist Uy := {(1,a)) < G eine Untergruppe von Index 5 und damit eine maximale echte Untergruppe von G.

Es ist
®(1,a) = (b,1)-(1,a) - (b,1) = (b,a)-(b,1) = (b- %b,a) = (b°,a).



Also ist auch Uy := &V = (b2, a)) < G eine maximale echte Untergruppe von G.
Es ist

1%,a)2 = (%,0)- (1%,a) = (B°- (D)3,a?) = (B-10,a2) = (b*,a?)
(b%,a)® = (B,a)- (b%,a?) = (B*- (B),a%) = (B*-F,a%) = (ba?)
(b3,a)t = (b3,a) - (b,a®) = (b3 B,at) = (b3-b%,a3) = (1,1)
Letzteres als Probe. Somit ist
UrnUs = {(1,1),(1,a),(1,a%), (1,a®)} N {(1,1), (b?,a), (b*,a®), (b,a®)} = {(1,1)} .

Nun folgt ®(G) = Nyevy,...(q) U < U1 NU2 = 1. Also ist ®(G) = 1.
Damit folgt |©(G/N)|=2#1=|0O(G)N/N]|.
Insbesondere ist ®(G/N) # ®(G)N/N, als Untergruppen von G/N.

Hausaufgabe 51 Man zeige.
(1) Seien G und H endliche Gruppen. Es ist ®(G x H) = ©(G) x O(H).

(2) Sei G eine endliche Gruppe. Sei N < G. Sei p € 7(G). Sei P € Syl (G).
Dann ist PN/N € Syl,(G/N).

(3) Sei G eine endliche Gruppe. Ist G/®(G) nilpotent, dann ist G nilpotent.

(4) Sei G eine endliche Gruppe.
Es ist G genau dann nilpotent, wenn G < @(G) ist.

Lésung.

Ad (1). Sei U < G eine maximale echte Untergruppe. Wir wollen zeigen, dal U x H < G x H eine maximale
echte Untergruppe ist.

Wir verwenden ein Argument, das ich von DAVID LORCH kenne.
Sei (z,y) € (Gx H)N(Ux H). Dax e GNU, ist G = (U, x).

|
Wir haben (U x H, (x,y)) L GxHm zeigen. Da G x H = (G x1)-(1x H), geniigt es, G x 1 < (U x H, (z,y))
zu zeigen. Es ist (z,1) = (x,y) - (L,y~) € (U x H, (z,y)). Also ist G x 1 = (U x 1, (z,1)) < (U x H, (z,y)).
Damit ist U x H < G x H eine maximale echte Untergruppe.

!
Wir zeigen @(G x H) < ®(G) x O(H) = (O(G) x H)N(G x ©(H)). Wegen Symmetrie in G und H geniigt es,
!

fiir eine maximale echte Untergruppe U < G zu zeigen, dafl ®(G x H) < U x H ist.

Da aber, wie eben gesehen, U x H < G x H eine maximale echte Untergruppe ist, folgt dies nach Konstruktion
von O(G x H).

Wir zeigen O(G x H) > O(G) x O(H) = (O(G) x 1) - (1 x O(H)).

!
Wegen Symmetrie geniigt es, ®(G x H) > O®(G) x 1 = O(G x 1) zu zeigen.
Dies aber folgt wegen G x 1 < G x H aus Hausaufgabe 50.(2).

Ad (2). Dies folgt aus Lemma 89.(1).

Alternativ kann man wie folgt vorgehen.

Es ist |(PN)/N| = |P/(N N P)| ein Teiler von |P|. Also ist (PN)/N eine p-Gruppe.

Es bleibt zu zeigen, dafl [G/N : PN/N] nicht durch p teilbar ist.

Wir haben die bijektive Abbildung ¢ : G/PN — (G/N)(PN/N) : gPN +— (gN)(PN/N). Wohldefiniertheit
und Surjektivitdt folgen nach Konstruktion. Injektivitidt folgt daraus, daf fir g, ¢ € G aus (¢N)(PN/N) =
(¢ N)(PN/N) auch (¢~ g)N € PN und damit ¢'~g € PN folgt, was gPN = ¢’ PN nach sich zieht. Insbesondere
ist [G/N : PN/N] = |G : PN].

Es bleibt zu zeigen, dafl [G : PN] nicht durch p teilbar ist.

Sei PN = | ], g Ps fiir eine Teilmenge S C PN. Sei G = | |, PNt fiir eine Teilmenge T C G. Also ist
G = |yer Useg Pst. Somit ist ist [G : P] = |T'|-|S| =[G : PN]-[PN : P].



Da nun [G : P] nicht durch p teilbar ist, ist auch [G : PN] nicht durch p teilbar.
Ad (3). Wir schreiben N := ®(G) < G.

Sei p € (G). Sei P € Syl,(G). Es geniigt zu zeigen, daf§ P é G ist; cf. Satz 90.

GemiB (2) ist PN/N € Syl,(G/N). Da G/N nach Voraussetzung nilpotent ist, ist PN/N < G /N cf. Satz 90.
Also ist PN < G; cf. Aufgabe 17.

Da P € Syl,(G) ist und da |[PN/N]| ein Teiler von |G/N| ist, folgt P € Syl,(PN).

Also ist Ng(P) - PN = G} cf. Lemma 118.

Da P < Ng(P), folgt G = Ng(P) - N = Ng(P) - ®(G).

Also ist G = Ng(P); cf. Bemerkung 126.(2). Somit ist P < G.

Ad (4).

Sei zum einen G nilpotent.
Dann ist G ~ Py x P x ... x Py, wobei n(G) = {p1,...,pr} mit [n(G)| = k und wobei Syl, (G) = {P;} fiir
i€l k]
Dank (1) und dank
(PLx Pyx...x P)M = P s PV x ... x PV
geniigt es zu zeigen: Fiir ¢ € [1, k] ist Pi(l) é O(P).
Aber es ist ©(FP;) = Pl-(l) - PP'; cf. Lemma 129.(2). Somit ist in der Tat Pl-(l) < Pi(l) - PP = ®(F).

Sei zum anderen G < @(G). Dann ist G/®(G) abelsch, also nilpotent. Mit (3) folgt hieraus, daf$ G’ nilpotent

ist.
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