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Hausaufgabe 44

Man zeige oder widerlege.

(1) Sei G eine Gruppe. Seien H, K, L ⩽ G Untergruppen. Dann ist H(K ∩L) = HK ∩HL.

(2) Sei G eine endliche Gruppe. Sei U ⩽ G eine Untergruppe. Sei p eine Primzahl. Sei
P ∈ Sylp(U). Dann ist NG(P ) · U = G.

(3) Seien G und H endliche Gruppen. Sei G
r−→ H ein surjektiver Gruppenmorphismus.

Falls |G|/|H| und |H| teilerfremd sind, dann gibt es einen Gruppenmorphismus H
s−→ G

mit r ◦ s = idH .

Lösung.

Ad (1). Die Aussage ist falsch.

Sei C2 = ⟨a : a2⟩.
Sei G := C2 × C2 . Sei K := ⟨(a, 1)⟩ ⩽ G. Sei L := ⟨(1, a)⟩ ⩽ G. Sei H := ⟨(a, a)⟩ ⩽ G.

Es ist K ∩ L = {(1, 1)} = 1. Also ist H(K ∩ L) = H = ⟨(a, a)⟩.
Es ist HK = G, da insbesondere (1, a) = (a, a) · (a, 1) ∈ HK. Es ist HL = G, da insbesondere (a, 1) =
(a, a) · (1, a) ∈ HL. Also ist HL ∩HK = G.

Insgesamt wird
H(K ∩ L) = ⟨(a, a)⟩ ≠ G = HK ∩HL .

Ad (2). Die Aussage ist falsch.

Sei G := S3 . Sei U := ⟨(1, 2)⟩. Sei p = 2. Es ist Syl2(U) = {U}. Sei also P := U .

Es ist P ⩽ NG(P ) < G, da U = ⟨(1, 2)⟩ keine normale Untergruppe von G = S3 ist. Da [G : P ] = 3 prim ist,
folgt P = NG(P ).

Nun aber wird
NG(P ) · U = P · U = U · U = U ̸= G .

Ad (3). Die Aussage ist richtig.

Sei N := Kern(r) P G.

Es sind |N | = |G|/|H| und |G/N | = |H| teilerfremd. Es ist also N P G ein Hall-Normalteiler.

Gemäß Schur-Zassenhaus können wir also zu N in G ein Komplement K ⩽ G wählen; cf. Satz 122.(1).

Wir haben den Gruppenisomorphismus r̄ : G/N
∼−→ H : gN 7→ r(g) nach Homomorphiesatz.

Wir haben den Gruppenisomorphismus ψ : K
∼−→ G/N : k 7→ kN ; cf. Bemerkung 95.(2).

Wir haben den Inklusionsmorphismus ι : K → G : k 7→ k.

Wir können zum Gruppenmorphismus s := ι ◦ ψ− ◦ r̄− : H → G komponieren.

Für h ∈ H wählen wir ein g ∈ G mit r(g) = h. Es ist G = NK = KN . Also können wir k ∈ K und n ∈ N
wählen mit kn = g. Es wird

(r ◦ s)(h) = r(ι(ψ−(r̄−(h))))

= r(ι(ψ−(r̄−(r(g)))))

= r(ι(ψ−(gN)))

= r(ι(ψ−(knN)))

= r(ι(ψ−(kN)))

= r(ι(k))

= r(k)

= r(k) · r(n)
= r(kn)

= r(g)

= h .



Also ist r ◦ s = idH .

Hausaufgabe 45 Gegeben sei folgendes kommutative Diagramm von Gruppen.
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Seien darin A abelsch, (G′, H ′, G,H) ein Pullback und (A,G,H) und (A,G′, H ′) kurz exakte
Sequenzen; cf. Hausaufgabe 43.

Für eine Abbildung s : H → G mit r ◦ s = idH sei zs ∈ Z2(H,A) definiert durch i(zs(h1, h2)) :=
s(h1) · s(h2) · s(h1h2)

−, wobei h1, h2 ∈ H. Für eine Abbildung s′ : H ′ → G′ mit r′ ◦ s′ = idH′

sei zs′ ∈ Z2(H ′, A) definiert durch i′(zs′(h
′
1, h

′
2)) := s′(h′

1) · s′(h′
2) · s′(h′

1h
′
2)

−, wobei h′
1, h

′
2 ∈ H ′.

Man zeige.

(1) Für Abbildungen s, s̃ : H → G mit r ◦ s = idH = r ◦ s̃ ist zsB
2(H,A) = zs̃B

2(H,A).

(2) Sei α : H → Aut(A) von (i, r) gegeben und α′ : H ′ → Aut(A) von (i′, r′) gegeben im
Sinne von Lemma 109. Man zeige: α′ = α ◦ v.

(3) Sei s : H → G mit r ◦ s = idH . Sei z′ ∈ Z2(H ′, A) definiert durch z′(h′
1, h

′
2) :=

zs(v(h
′
1), v(h

′
2)) für h

′
1 , h

′
2 ∈ H ′. Man finde ein s′ wie oben mit z′ = zs′ .

Lösung.

Ad (1). Für h ∈ H ist
r(s(h)− · s̃(h)) = r(s(h))− · r(s̃(h)) = h− · h = 1 .

Also ist s(h)− · s̃(h) ∈ i(A). Wir können somit die Abbildung č : H → A definieren durch

i(č(h)) := s(h)− · s̃(h)

für h ∈ H.

Für h1, h2 ∈ H wird

i(zs(h1, h2)
− · zs̃(h1, h2)) = (s(h1) · s(h2) · s(h1h2)−)− · (s̃(h1) · s̃(h2) · s̃(h1h2)−)

= s(h1h2) · s(h2)− · s(h1)− · s̃(h1) · s̃(h2) · s̃(h1h2)−

= s(h1h2) · s(h2)− · i(č(h1)) · s̃(h2) · s̃(h1h2)−

= s(h1h2) · s(h2)− · i(č(h1)) · ·s(h2) · s(h2)− · s̃(h2) · s̃(h1h2)−

= s(h1h2) · i( h
−
2 č(h1)) · s(h2)− · s̃(h2) · s̃(h1h2)−

= s(h1h2) · i( h
−
2 č(h1)) · i(č(h2)) · s̃(h1h2)−

= s(h1h2) · i( h
−
2 č(h1)) · i(č(h2)) · s(h1h2)− · s(h1h2) · s̃(h1h2)−

= i( h1h2h
−
2 č(h1)) · i( h1h2 č(h2)) · s(h1h2) · s̃(h1h2)−

= i( h1h2h
−
2 č(h1)) · i( h1h2 č(h2)) · s(h1h2) · s̃(h1h2)− · s(h1h2) · s(h1h2)−

= i( h1 č(h1)) · i( h1h2 č(h2)) · i( h1h2 č(h1h2)
−
)

= i( h1 č(h1) · h1h2 č(h2) · h1h2 č(h1h2)
−
)

und folglich

zs(h1, h2)
− · zs̃(h1, h2) = h1 č(h1) · h1h2 č(h2) · h1h2 č(h1h2)

−
= h1h2 č(h2) · h1h2 č(h1h2)

− · h1 č(h1) .

Wir definieren die Abbildung c : H → A durch

c(h) := hč(h) .

für h ∈ H. Damit wird
zs(h1, h2)

− · zs̃(h1, h2) = h1c(h2) · c(h1h2)− · c(h1) .

für h1, h2 ∈ H.



Folglich ist z−s · zs̃ ∈ B2(H,A), i.e. zsB
2(H,A) = zs̃B

2(H,A).

Ad (2). Zunächst brauchen wir Formeln für die Operationen α und α′.

Via α ist
i
(
(α(h))(a)

)
= i( ha) = gi(a)

für a ∈ A und h ∈ H, sofern g ∈ G mit r(g) = h verwendet wird.

Via α′ ist
i′
(
(α′(h′))(a)

)
= i′( h

′
a) = g′

i′(a) ,

für a ∈ A und h′ ∈ H ′, sofern g′ ∈ G mit r′(g′) = h′ verwendet wird. Dann ist auch

i
(
(α′(h′))(a)

)
= u

(
i′
(
(α′(h′))(a)

))
= u(i′( h

′
a)) = u( g

′
i′(a)) = u(g′)u(i′(a)) = u(g′)i(a) .

Via α ◦ v ist
i
(
(α(v(h′)))(a)

)
= i( v(h

′)a) = u(g′)i(a)

für a ∈ A und h′ ∈ H ′, sofern g′ ∈ G mit r′(g′) = h′ verwendet wird, da dann auch r(u(g′)) = v(r′(g′)) = v(h′)
ist.

Das ist dasselbe. Also ist α′ = α ◦ v.
Als Formel: Es gilt

i( h
′
a) = u(i′( h

′
a)) = i( v(h

′)a)

und also
h′
a = v(h′)a

für h′ ∈ H ′ und a ∈ A.

Ad (3). Sei

H ′ s′−→ G′

h′ 7→ s′(h′) := (s(v(h′)), h′) .

Es ist r(s(v(h′))) = v(h′), also (s(v(h′)), h′) ∈ G′ für h′ ∈ H ′. Somit ist s′ eine wohldefinierte Abbildung.

Für h′ ∈ H ′ ist
r′(s′(h′)) = r′

(
(s(v(h′)), h′)

)
= h′ .

Also ist r′ ◦ s′ = idH′ .

Desweiteren ist für h′1 , h
′
2 ∈ H ′

i(zs′(h
′
1, h

′
2)) = u(i′(zs′(h

′
1, h

′
2)))

= u(s′(h′1) · s′(h′2) · s′(h′1h′2)−)
= u((s(v(h′1)), h

′
1) · (s(v(h′2)), h′2) · (s(v(h′1h′2)), h′1h′2)−)

= u((s(v(h′1)), h
′
1)) · u((s(v(h′2)), h′2)) · u((s(v(h′1h′2)), h′1h′2))−

= s(v(h′1)))) · s(v(h′2)) · s(v(h′1h′2))−

= s(v(h′1)))) · s(v(h′2)) · s(v(h′1) · v(h′2))−

= i(zs(v(h
′
1), v(h

′
2)))

= i(z′(h′1, h
′
2)) ,

und also auch
zs′(h

′
1, h

′
2) = z′(h′1, h

′
2) .

Es ist also zs′ = z′, wie gesucht.

Hausaufgabe 46

Wir betrachten die Gruppe D8 = ⟨a, b : a4, b2, (ba)2⟩. Sei Z := Z(D8) = ⟨a2⟩. Sei H := D8/Z.

Wir betrachten die kurz exakte Sequenz Z
i−→ D8

r−→ H, wobei i den Inklusions- und r den
Restklassenmorphismus bezeichne. Diese kurz exakte Sequenz gibt α : H → Aut(Z) im Sinne
von Lemma 109.

(1) Man zeige: α = ! .

(2) Hat Z ein Komplement in D8 ?



(3) Wir bilden H2(H,Z) bezüglich α = ! . Was sagt das Ergebnis in (2) über H2(H,Z) aus?

Lösung.

Ad (1). Wir haben h(a2)
!
= a2 zu zeigen für h ∈ H.

Wir schreiben h = gZ für ein g ∈ D8 . Es wird
h(a2) = gZ(a2) = g(a2) = a2, letzteres da a2 ∈ Z = Z(D8) liegt.

Ad (2). Ein Komplement zu Z in D8 müßte Ordnung 4 haben.

Die Untergruppen der Ordnung 4 in D8 sind ⟨a⟩, ⟨a2, b⟩ und ⟨a2, ab⟩, wie man erhält, wenn man den Untergrup-
pen der Ordnung 2 noch je einen Erzeuger hinzufügt, der dann noch nicht die gesamte Gruppe liefert.

Diese drei Untergruppen enthalten alle a2, haben also nicht Schnitt 1 mit Z = ⟨a2⟩.
Folglich hat Z in D8 kein Komplement.

Ad (3). Falls H2(H,Z) = 1 ist, dann hat Z in H ein Komplement; cf. Korollar 115.

Da Z in H kein Komplement hat, folgt H2(H,Z) ̸= 1.

Hausaufgabe 47

(1) Sei V := ⟨(1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4)⟩ P A4 .
Man verifiziere das Lemma von Schur am Beispiel V P A4 .

(2) Sei G eine Gruppe mit |G| = 42. Seien K, L ⩽ G mit |K| = |L| = 6.
Man zeige: Es gibt ein g ∈ G mit gK = L.

Lösung.

Ad (1). Es ist V P A4 ein Normalteiler mit |V | = 4 und |A4/V | = 3 teilerfremd, i.e. ein Hall-Normalteiler.

Das Lemma von Schur sagt zum einen, es hat V in A4 ein Komplement, und zum anderen, daß alle Komplemente
zu V in A4 paarweise zueinander konjugiert sind; cf. Lemma 117.

Die Komplemente zu V in A4 sind gerade die Untergruppen von A4 der Ordnung 3 ; cf. Bemerkung 121.

Es hat A4 die folgenden Untergruppen von Ordnung 3.

⟨(1, 2, 3)⟩, ⟨(1, 2, 4)⟩, ⟨(1, 3, 4)⟩, ⟨(2, 3, 4)⟩

Das sind also alle Komplemente zu V in A4 . Insbesondere gibt es ein solches Komplement.

Wir wollen uns auf direktem Wege davon überzeugen, daß diese Komplemente paarweise zueinander konjugiert
sind.

Es ist
(1,2)(3,4)⟨(1, 2, 3)⟩ = ⟨(2, 1, 4)⟩ = ⟨(1, 2, 4)⟩
(1,3)(2,4)⟨(1, 2, 3)⟩ = ⟨(3, 4, 1)⟩ = ⟨(1, 3, 4)⟩
(1,4)(2,3)⟨(1, 2, 3)⟩ = ⟨(4, 3, 2)⟩ = ⟨(2, 3, 4)⟩ .

Bezüglich Existenz und Konjugiertheit von Komplementen kann man hier auch mit dem Satz von Sylow argumen-
tieren, angewandt auf Syl3(A4).

Ad (2). Es ist |Syl7(G)| ≡7 1 und es ist |Syl7(G)| ein Teiler von 42/7 = 6. Also ist |Syl7(G)| = 1. Folglich ist
Syl7(G) = {P}, wobei P P G die einzige 7-Sylowgruppe von G ist.

Es sind |P | und |G/P | = 6 teilerfremd. Also ist P P G hallsch.

Es hat P die Komplemente K und L, da |K| = |L| = 6 = |G/P | ; cf. Bemerkung 121.

Es ist P ≃ C7 abelsch. Also besagt das Lemma von Schur, daß K und L in G zueinander konjugiert sind; cf.
Lemma 117. Mit anderen Worten, es gibt ein g ∈ G mit gK = L.

Hier genügt der Satz von Sylow nun nicht mehr, um auf die Konjugiertheit von K und L zu schließen.
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