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Hausaufgabe 40 Sei A—4>G —f> H eine kurz exakte Sequenz von Gruppen mit A abelsch.
Dies liefert einen Gruppenmorphismus o : H — Aut(A) : h — (a — "a).

Sei s : H — G eine Abbildung mit r o s = idy .

Sei i(z(h, k') := s(h) - s(h') - s(h - W)~ fiir h, B’ € H. Dies definiert z € Z*(H, A), letzteres

genommen beziiglich a.
Sei auf G := A x H folgende Multiplikation definiert. Sei

(a,h)-(d B = (a-"d" - 2(h,n), h-})
fiir (a,h), (a/, ') € G. Damit ist G = (G, -) eine Gruppe, mit 15 = (2(1,1)7, 1).
Man konstruiere einen Gruppenisomorphismus G = G.

Lésung. Sei a € Aund h € H. Sei g € G mit r(g) = h. Wir erinnern an i("a) = %(a). Bei Wahl von g = s(h)
ist insbesondere i("a) = *(Mi(a).
Sei
G % G
(a,h) +— i(a)-s(h).
Wir zeigen, daB ¢ ein Gruppenmorphismus ist. Seien (a, k), (a’,h') € G. Es wird
o((a,h)- (a/ 1)) = o((a-ra - 2(h,}), h-1))
a- " z(h,h')) s(h-h)
- Mi(d) -i(z(h, 1)) - s(h - )
Ji(a')-s(h)-s(h)-s(h-h)" -s(h-H)
al) -

Wir zeigen, dafl ¢ injektiv ist.
Sei (a,h) € G mit ¢((a,h)) =1 gegeben. Es ist (a, h) < 1 =(2(1,1)7,1) zu zeigen. Es wird

1= r(p((a,h)) = r(ia)-sh) = r(i@)-r(s(h)) = 1-h = h.

Also wird
1 = @((a,h)) = i(a) -s(h) = i(a)-s(1)
Also wird
i(a) = s(1)”
Nun ist
i(2(1,1)) = s(1)-s(1)-s(1-1) = s(1)
Also ist

Somit ist a = z(1,1)~. Insgesamt ist (a, h) = (2(

—
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N
|
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Wir zeigen, daf} ¢ surjektiv ist.
Sei g € G gegeben. Wir haben (a, h) € G mit ¢((a,h)) < ¢ zu finden, also mit i(a) - s(h) = g.
Sei h :=1r(g). Es ist
r(g-s(h)”) = r(g)-r(s(h))” = h-h™ = 1.
Also gibt es genau ein a € A mit i(a) = ¢ - s(h)". Es wird
i(a)-s(h) = g-s(h)”-s(h) =1,
wie verlangt.

Insgesamt ist ¢ : G = @ also ein Gruppenisomorphismus.



Hausaufgabe 41 Sei C3 = (z : 23). Sei Cg = (y : y%). Sei i : C3 — Cy : x — 7>. Sei
r:Cy— Cs:y+—x. Esist Cs s Cy —+= C3 eine kurz exakte Sequenz von Gruppen.
Wir schreiben auch A := C3, G := Cg und H := C5.

(1) Man finde eine Abbildung s : H — G mit ros = idy .

(2) Man konstruiere z € Z*(H, A) mit i(z(h, ') := s(h)-s(h’)-s(h-1')” fir h, ¥ € H. Man
gebe z(2',27) an fiir ¢, j € [0,2].

(3) Man konstruiere G wie in Hausaufgabe 40. Man finde ein Element § € G mit G = (§).

Lisung. Fiir a € Z schreiben wir a =: 3a¢ +a mit a € Z und @ € [0, 2].

Ad (1). Seis: H — G : &' — 3 fiir i € Z. Dann wird r(s(z?)) = r(y') = r(y)’ = 2’ = 2* fiir i € Z, letateres, da
i=31i. Alsoist ros =idy.

Ad (2). Seien i, j € Z. Es soll

’

Z(Z(xl7xl )) ; s(xl) '5($il) 'S(Z‘H_i/)_ _ y€+7—m _ yi—3g‘+i’—3£—(i+i')+3(i+i') _ yB(ﬂ—g—ﬁ)

sein. Also ist

z(mi,mi,) — xﬂ_l_i
Insbesondere wird
2(20, 20) 20
2(2% 2Y) = 2°
2(20,2%) = 2°
2(2h,2%) = 2f
z(2t, at) 20
z(zt,2?) = 2t
2(z%,2%) = 2°
2(2%,2t) = 2t
2(2%, 2?) xl.
Ad (3). Da G = Cg abelsch ist, ist a =1!.
Es wird auf G := A x H also
(x7,2%) - (27, 27) = (a7 “27 . 2(a',2"), 2t - 2¥) = (P9l ity
fiir 4, 4, i, j' € Z.
Sei g := (1, z). Es wird
1,2)% = (2% a') - (20,21) - (a0, 2!) = (20+0+0—0-0 f1+1). (50 g1)
— (x07x2) . (mo’ml) — (1‘0+0+1_0_0,$2+1) — (x’ 1) .

Damit ist g ein Element in einer Gruppe von Ordnung |é| = 9, das weder Ordnung 1 noch Ordnung 3 hat.
Folglich hat § Ordnung 9. Es ist also (g) = G.

Eine direkte Rechnung liefert auch
i = (z,1)° = (2", 2°) - (2",2°) - (2,2°) = (2%,2%) - (z',2°) = (2%,2°) = (L,1) = (2(L,1)7,1) = 15.
Hausaufgabe 42 Wir betrachten die Gruppe Dg = (a,b : a?,b?, (ba)?). Sei A := (a) < Ds.
(1) Man bestimme alle Komplemente zu A in Dg. Sind diese zueinander konjugiert?

(2) Sei H :=Dg/A, sei A %5 Dy der Inklusions- und Dg 2 H der Restklassenmorphismus.

Wir betrachten die kurz exakte Sequenz A —é> Dg —> H . Man bestimme den zugehori-

gen Gruppenmorphismus H Aut(A) im Sinne von Lemma 109.



(3) Wir bilden H!(H, A) mittels a aus (2). Was besagt das Resultat aus (1) fiir H'(H, A)?

Lésung.

Ad (1). Ein Komplement zu (a) ist eine Untergruppe von Dg, die Schnitt 1 mit (a) aufweist.
Wir haben die folgenden Untergruppen von Ordnung 2 in Dg.

(b), {ab), (a®b), (a’b), (a®)
Also haben wir die folgenden Komplemente zu {(a) in Dg.
(b), (ab), (a’0), (a’b)
Allgemein ist in Dg _
“(akb) = a7'ad*ba’ = a"'dFaTb = aF %

und _
“bakp) = ba"a*ba’h = a'a"Fa'b = a®Fb

fir ¢ € Z.
Somit erhalten wir folgende Konjugationsklassen von obigen Komplementen.

{(0), (a®b)}, {(ab), (a®t)}

Insbesondere sind nicht alle Komplemente zueinander konjugiert.

Ad (2). Es ist H =Dg/A = (bA).
Es geniigt, das Bild von bA unter @ in Aut(A) zu bestimmen, also den Gruppenautomorphismus

~

abA) 1 A = A at s YY) .

Es geniigt, *“a zu bestimmen.
Es ist

Ad (3). Da nicht alle Komplemente zu A in G := Dg paarweise zueinander konjugiert sind, ist
HY(H,A) = H'(G/A,A) # 1.

Cf. Korollar 112.

Hausaufgabe 43

(1) Seien G = H und H' = H Gruppenmorphismen.
Sei G' :=={(g,h) € G x H : r(g9) =v(l)} der Pullback von r und v.

Man zeige: G' < G x H'. Man konstruiere ein kommutatives Viereck von Gruppen

G/LHI
u) o

mit folgender universeller Eigenschaft: Fiir jede Vervollstdndigung von r und v zu einem
kommutativen Viereck mit einer Gruppe 7' gibt es genau einen Gruppenmorphismus

TS o , fiir welchen zwei kommutative Dreiecke entstehen.

(2) Sei N — 4+~ G %> H eine kurz exakte Sequenz. Sei H' 2 H ein Gruppenmorphismus.
Sei G’ der Pullback von 7 und v wie in (1). Man konstruiere eine kurz exakte Sequenz

-/ /
N —> G 4= H mituoi =i.



Lésung.

!
Ad (1). Wir zeigen G’ < G x H'.

Esist (1,1) € G', dar(l) =1=wv(1).

Seien (g, h'), (§, ') € G'. Wir haben (g,h’)™ é G’ und (g,1) - (3, ') é G’ zu zeigen.
Es wird (g,h")” = (¢~,»'7) und

r(g7) = r(g)” = v(h)” = v(h7),
also (¢g,h')” € G".
Es wird (ga h/) ! (gvﬁ,) = (g : gah/ ! ﬁ/) und
r(g-g) = r(g)-7(g) = v(k) -v(k) = v 1),
also (g,1/) - (3,1') € G
Wir konstruieren das gewiinschte kommutative Viereck von Gruppen.
Sei )
G = H
(g,h') — A

Dies ist ein Gruppenmorphismus, da fiir (g, h'), (g,h’) € G’ sich
r'((g,h)) -7 ((3,8)) = W' -0 = 7'((g-g, 0 - b)) = ' ((g,h") - (3,]))

ergibt.
Sei
G5 G
(9.0) = g.

Dies ist ein Gruppenmorphismus, da fiir (g, 1), (§,h') € G’ sich
U((g,h,)) ! U((g, ﬁ/)) =g g = U((g : §7h/ : B,)) = u((gvh/) : (ga ﬁ/))

ergibt.
Fiir (¢g,h') € G' wird
(rou)((g,h)) = r(g) = v(h') = (vor')((g,h)) -

Also ist r ou = v o r’. Somit ist

G/ L> H/
)
ein kommutatives Viereck von Gruppen.
Wir zeigen die folgende universelle Eigenschaft.
Fiir jedes kommutative Viereck von Gruppen
T % H
b v
G—H

T

gibt es genau einen Gruppenmorphismus 7 % G, fiir welchen folgendes Diagramm kommutiert.



Wir zeigen die Eindeutigkeit des Gruppenmorphismus ¢. Sei t € T. Sei ¢(t) =: (g,h') € G'.
Es ist
g = u((g,n)) = ule(t)) = b(t)
und
W= 1'((g,h)) = 7'(c(t)) = alt)
Also muf} ¢(t) = (b(t), a(t)) sein. Dies legt ¢ eindeutig fest.
Wir zeigen die Existenz des Gruppenmorphismus c. Sei
T 5 ¢
t = ct) = (b(t),a(t)) .

Es ist ¢ eine wohldefinierte Abbildung, da r(a(t)) = (roa)(t) = (vob)(t) = v(b(t)) und also (b(t),a(t)) € G’ fiir
teT.
Es ist ¢ ein Gruppenmorphismus, da fiir ¢, £ € T sich

c(t) () = (b(t),a(t)) - (b(F),a(?)) = (b(t) - b(t),a(t) - a(t)) = (b(t-1),a(t 1)) = c(t-1)

ergibt.
Es ist uoc=b, da fiir t € T sich

ergibt.
Es ist v’ oc = a, da fiir t € T sich

ergibt.
Ad (2). Sei
N 5o
n — i(n) = (i(n),1).

Es ist i’ eine wohldefinierte Abbildung, da r(i(n)) =1 = v(1) und also (i(n),1) € G’ fiir n € N.
Es ist ¢’ ein Gruppenmorphismus, da fiir n, 7 € N sich

ergibt.
Es ist uoi’ =1, da fiir n € N sich

ergibt.
Alternativ kann ¢’ auch mittels der universellen Eigenschaft aus (1) konstruiert werden, fiir das kommutative Viereck

%!H

iv

!

Q<=

—_
T

von Gruppen.

Wir zeigen: Es ist N —e> G’ ——> H' eine kurz exakte Sequenz.

Wir zeigen dazu: r’ ist surjektiv.

Sei h' € H'. Da r surjektiv ist, kénnen wir ein g € G wihlen mit r(g) = v(h’). Also ist (g,h’) € G’. Ferner ist
' ((g, 1)) =K.

Wir zeigen dazu: 4 ist injektiv.

Sei n € N mit ¢/(n) = 1 gegeben. Wir haben n L1z zeigen. Es ist

(1,1) = 1 = i'(n) = (i(n),1) .



Also ist i(n) = 1. Da 4 injektiv ist, folgt n = 1.
!

Wir zeigen dazu: i'(N) < Kern(r').

Sein € N. Es ist

Also ist ¢'(n) € Kern(r).

!
Wir zeigen dazu: ¢/(N) > Kern(r’).
Sei (g, h') € G' im Kern von " enthalten. Es ist

1 =17"((g,n)) = 1.

Also ist (g,h') = (g,1) € G'. Insbesondere ist 7(g) = v(1) = 1. Also ist g € Kern(r) = ¢(N). Wir schreiben
g =i(n) fiir ein n € N. Es wird
(g,1") = (i(n),1) = ' (n) € i'(N).

’ ’

N#—)Glﬂre 4

1
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