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Lösung 10

Hausaufgabe 37 (A 47) Man zeige Lemma 107.(3).

Lösung. Liegt z̃ ∈ Z2(H,A), so liegt a fortiori z̃|K×K ∈ Z2(K,A). Da die Abbildung z̃ 7→ z̃|K×K punktweise
Multiplikation respektiert, ist sie ein Gruppenmorphismus.

Sei umgekehrt z ∈ Z2(K,A) gegeben. Wir haben z↿
H
K

!
∈ Z2(H,A) zu zeigen.

Beachte, daß für k, k′, k′′ ∈ K sich kz(k−k′, k′−k′′) · z(k′, k′−k′′)− · z(k, k−k′′) · z(k, k−k′)− = 1 ergibt durch
Anwendung der 2-Cozykel-Bedingung auf (k, k−k′, k′−k′′).

Seien nun h, h′, h′′ ∈ H gegeben. Zunächst ist th− = κ(th−) · τ(th−) und also t = κ(th−) · τ(th−)h und auch
1 = κ(t) = κ(th−) · κ(τ(th−)h) für t ∈ T , wegen

⊔
t∈T Kth− = H somit

hz↿
H
K(h′, h′′)

= h
(∏

t∈T
t−z

(
κ(th′), κ(th′)− · κ(th′h′′)

))
=

∏
t∈T

(th−)−z
(
κ(th′), κ(th′)− · κ(th′h′′)

)
=

∏
t∈T

(κ(th−)·τ(th−))−z
(
κ(κ(th−) · τ(th−)hh′), κ(κ(th−) · τ(th−)hh′)− · κ(κ(th−) · τ(th−)hh′h′′)

)
=

∏
t∈T

τ(th−)−·κ(th−)−z
(
κ(th−) · κ(τ(th−)hh′), κ(τ(th−)hh′)− · κ(τ(th−)hh′h′′)

)
=

∏
t∈T

τ(th−)−·κ(τ(th−)h)z
(
κ(τ(th−)h)− · κ(τ(th−)hh′), κ(τ(th−)hh′)− · κ(τ(th−)hh′h′′)

)
=

∏
t∈T

t−κ(th)z
(
κ(th)− · κ(thh′), κ(thh′)− · κ(thh′h′′)

)
.

Also wird

hz↿
H
K(h′, h′′) · z↿HK(hh′, h′′)− · z↿HK(h, h′h′′) · z↿HK(h, h′)−

=
(∏

t∈T
t−κ(th)z

(
κ(th)− · κ(thh′), κ(thh′)− · κ(thh′h′′)

))
·
(∏

t∈T
t−z

(
κ(thh′) , κ(thh′)− · κ(thh′h′′)

))−
·
(∏

t∈T
t−z

(
κ(th) , κ(th)− · κ(thh′h′′)

))
·
(∏

t∈T
t−z

(
κ(th) , κ(th)− · κ(thh′)

))−
=

∏
t∈T

t−
(
κ(th)z

(
κ(th)− · κ(thh′), κ(thh′)− · κ(thh′h′′)

)
· z

(
κ(thh′) , κ(thh′)− · κ(thh′h′′)

)−
· z
(
κ(th) , κ(th)− · κ(thh′h′′)

)
· z

(
κ(th) , κ(th)− · κ(thh′)

)−)
= 1 .

Da auch die Abbildung z 7→ z↿
H
K punktweise Multiplikation respektiert, ist sie ein Gruppenmorphismus.

Hausaufgabe 38 (A 47) Man zeige Lemma 107.(4).

Lösung. Es ist zu zeigen, daß für z̃ ∈ B2(H,A) auch z̃|K×K ∈ B2(K,A) liegt. Wähle ein c̃ : H → A mit
z̃(h, h′) = hc̃(h′) · c̃(hh′)− · c̃(h) für h, h′ ∈ H. Dann ist auch z̃(k, k′) = kc̃(k′) · c̃(kk′)− · c̃(k) für k, k′ ∈ K und
also z̃|K×K ∈ B2(K,A).

Es ist zu zeigen, daß für z ∈ B2(K,A) auch z↿
H
K ∈ B2(H,A) liegt. Wähle ein c : K → A mit z(k, k′) =

kc(k′) · c(kk′)− · c(k) für k, k′ ∈ K. Seien h, h′ ∈ H gegeben. Da th = κ(th) · τ(th) und also hτ(th)− = t−κ(th)
sowie κ(th)− · κ(thh′) = κ(th)− · κ(κ(th) · τ(th)h′) = κ(τ(th)h′) sind, ergibt sich dank

⊔
t∈T Kth = H somit

z↿
H
K(h, h′) =

∏
t∈T

t−z
(
κ(th) , κ(th)− · κ(thh′)

)
=

∏
t∈T

t−
(
κ(th)c(κ(th)− · κ(thh′)) · c(κ(thh′))− · c(κ(th))

)
=

(∏
t∈T

t−κ(th)c(κ(th)− · κ(thh′))
)
·
(∏

t∈T
t−c(κ(thh′))

)− ·
(∏

t∈T
t−c(κ(th))

)
= h

(∏
t∈T

τ(th)−c(κ(th)− · κ(thh′))
)
·
(∏

t∈T
t−c(κ(thh′))

)− ·
(∏

t∈T
t−c(κ(th))

)
= h

(∏
t∈T

τ(th)−c(κ(τ(th)h′))
)
·
(∏

t∈T
t−c(κ(thh′))

)− ·
(∏

t∈T
t−c(κ(th))

)
= h

(∏
t∈T

t−c(κ(th′))
)
·
(∏

t∈T
t−c(κ(thh′))

)− ·
(∏

t∈T
t−c(κ(th))

)
= hc̃(h′) · c̃(hh′)− · c̃(h) ,



wobei c̃(h) :=
∏

t∈T
t−(c(κ(th))) für h ∈ H.

Sei z̃ ∈ Z2(H,A). Es bleibt (Cores↿
H
K ◦Res⇃HK)(z̃B2(H,A))

!
=(z̃B2(H,A))[H:K] zu zeigen. Wir schreiben Funktio-

nen auf H ×H mit Werten in A kurz durch Angabe ihres Bildes auf (h, h′) ∈ H ×H. Wir schreiben ≡B2 , wenn
die beiden zu vergleichenden Funktionen in derselben Nebenklasse modulo B2(H,A) liegen.

Es ist th = κ(th) · τ(th), wegen
⊔

t∈T Kth = H und
⊔

t∈T Kth′ = H also

(h, h′) 7→ z̃|K×K↿
H
K(h, h′)

=
∏

t∈T
t−z̃

(
κ(th), κ(th)− · κ(thh′)

)
=

(∏
t∈T z̃

(
t−κ(th), κ(th)− · κ(thh′)

))
·
(∏

t∈T z̃
(
t−, κ(thh′)

))− ·
(∏

t∈T z̃
(
t−, κ(th)

))
=

(∏
t∈T z̃

(
t−κ(th), κ(th)− · κ(thh′)

))
· h

(∏
t∈T z̃

(
t−, κ(th′)

))−
· h
(∏

t∈T z̃
(
t−, κ(th′)

))
·
(∏

t∈T z̃
(
t−, κ(thh′)

))− ·
(∏

t∈T z̃
(
t−, κ(th)

))
≡B2

(∏
t∈T z̃

(
t−κ(th), κ(th)− · κ(thh′)

))
· h

(∏
t∈T z̃

(
t−, κ(th′)

))−
=

(∏
t∈T z̃

(
hτ(th)−, κ(τ(th)h′) )) · h

(∏
t∈T z̃

(
t−, κ(th′)

))−
=

(∏
t∈T z̃

(
ht−, κ(th′)

))
·
(∏

t∈T
hz̃
(
t−, κ(th′)

)−)
=

(∏
t∈T z̃

(
h, t−κ(th′)

))
·
(∏

t∈T z̃
(
h, t−

)−)
=

(∏
t∈T z̃

(
h, h′τ(th′)−

))
·
(∏

t∈T z̃
(
h, t−

)−)
=

(∏
t∈T z̃

(
h, h′t−

))
·
(∏

t∈T z̃
(
h, t−

)−)
≡B2

(∏
t∈T z̃

(
h, h′t−

))
·
(∏

t∈T z̃
(
h, t−

)−)
· h
(∏

t∈T z̃
(
h′, t−

))
·
(∏

t∈T z̃
(
hh′, t−

))− ·
(∏

t∈T z̃
(
h, t−

))
=

(∏
t∈T z̃

(
h, h′t−

))
· h

(∏
t∈T z̃

(
h′, t−

))
·
(∏

t∈T z̃
(
hh′, t−

))−
=

∏
t∈T

hz̃
(
h′, t−

)
· z̃

(
hh′, t−

)− · z̃
(
h, h′t−

)
=

∏
t∈T z̃(h, h′ )

= z̃(h, h′ )|T |

= z̃(h, h′ )[H:K] .

Hausaufgabe 39

Sei H := C9 = ⟨h : h9⟩ = {hs : s ∈ Z }.
Sei C9 = ⟨a : a9⟩, verwendet in A := C9 × C9 = { (ai, aj) : i, j ∈ Z }.
Sei K := ⟨h3⟩ ⩽ ⟨h⟩ = H.

Wir verwenden den Gruppenmorphismus

α : H → Aut(A), hs 7→ ((ai, aj) 7→ hs

(ai, aj) := (ai, asi+j)) .

(1) Man bestimme Z1(H,A), B1(H,A) und H1(H,A).

(2) Man bestimme Z1(K,A), B1(K,A) und H1(K,A).

(3) Man bestimme die Abbildungen Res⇃HK : H1(H,A) → H1(K,A) und
Cores↿HK : H1(K,A) → H1(H,A).

(4) Man verifiziere: Es ist (Cores↿HK ◦Res⇃HK)(d̃B1(H,A)) = (d̃B1(H,A))[H:K] für d̃ ∈ Z1(H,A).

Lösung.

Ad (1). Wir berechnen Z1(H,A).

Seien k, ℓ ∈ Z. Wir zeigen, daß es genau eine Derivation d̃ ∈ Z1(H,A) gibt mit

d̃(h) = (ak, aℓ) .



Wir zeigen die Eindeutigkeit. Notwendigerweise ist für ein d̃ ∈ Z1(H,A) mit d̃(h) = (ak, aℓ)

d̃(h0) = (a0, a0)

d̃(h1) = (ak, aℓ)

d̃(h2) = hd̃(h) · d̃(h) = (ak, ak+ℓ) · (ak, aℓ) = (a2k, a2ℓ+k)

d̃(h3) = h2

d̃(h) · d̃(h2) = (ak, a2k+ℓ) · (a2k, a2ℓ+k) = (a3k, a3ℓ+3k)

d̃(h4) = h3

d̃(h) · d̃(h3) = (ak, a3k+ℓ) · (a3k, a3ℓ+3k) = (a4k, a4ℓ+6k)

d̃(h5) = h4

d̃(h) · d̃(h4) = (ak, a4k+ℓ) · (a4k, a4ℓ+6k) = (a5k, a5ℓ+10k)

d̃(h6) = h5

d̃(h) · d̃(h5) = (ak, a5k+ℓ) · (a5k, a5ℓ+10k) = (a6k, a6ℓ+15k)

d̃(h7) = h6

d̃(h) · d̃(h6) = (ak, a6k+ℓ) · (a6k, a6ℓ+15k) = (a7k, a7ℓ+21k)

d̃(h8) = h7

d̃(h) · d̃(h7) = (ak, a7k+ℓ) · (a7k, a7ℓ+21k) = (a8k, a8ℓ+28k)

Damit ist die Abbildung d̃ festgelegt.

Wir zeigen die Existenz. Sei

d̃(hi) := (aik, aiℓ+(
i
2)k)

für i ∈ Z⩾0 .

Dabei verwenden wir
(
i
2

)
= 1

2 i(i− 1), insbesondere
(
0
2

)
= 0 und

(
1
2

)
= 0.

Dies ist eine wohldefinierte Abbildung: Seien i, i′ ∈ Z⩾0 mit i′ = i+ 9s für ein s ∈ Z⩾0 . Dann ist

i′k = (i+ 9s)k ≡9 ik .

Ferner ist

i′ℓ+

(
i′

2

)
k = (i+ 9s)ℓ+

1

2
(i+ 9s)((i− 1) + 9s)k ≡9 iℓ+

1

2
i(i− 1)k+ 9sik+ 9 · 1

2
(9s2 − s)k ≡9 iℓ+

(
i

2

)
k .

Dies ist eine Derivation: Für i, j ∈ Z⩾0 wird

hi

d̃(hj) · d̃(hi · hj)− · d̃(hi) = hi

(ajk, ajℓ+(
j
2)k) · (a(i+j)k, a(i+j)ℓ+(i+j

2 )k)− · (aik, aiℓ+(
i
2)k)

= (ajk, aijk+jℓ+(j2)k) · (a−(i+j)k, a−(i+j)ℓ−(i+j
2 )k) · (aik, aiℓ+(

i
2)k)

= (1, aijk+(
j
2)k−(

i+j
2 )k+(i2)k)

= (1, a(ij+(
j
2)−(

i+j
2 )+(i2))k) .

Wir haben also ij +
(
j
2

)
−
(
i+j
2

)
+
(
i
2

) !≡9 0 zu zeigen. In der Tat erhalten wir sogar die Gleichheit

2(ij +
(
j
2

)
−
(
i+j
2

)
+
(
i
2

)
) = 2ij + j2 − j − (i+ j)2 + (i+ j) + i2 − i

= 2ij + j2 − j − i2 − 2ij − j2 + i+ j + i2 − i

= 0 .

Wir bezeichnen die von der Wahl von k und ℓ abhängige, so gefundene Derivation mit d̃⌊k,ℓ⌋ := d̃. Es ist also

d̃⌊k,ℓ⌋(h
i) := (aik, aiℓ+(

i
2)k)

für i ∈ Z⩾0 .

Es ist jedes Element d̃ ∈ Z1(H,A) von der Form d̃ = d̃⌊k,ℓ⌋, wobei k, ℓ ∈ [0, 8] durch d̃(h) =: (ak, aℓ) bestimmt
sind. Also ist

Z1(H,A) = { d̃⌊k,ℓ⌋ : k, ℓ ∈ [0, 8] }
und Z1(H,A) ≃ C9 × C9 .

Wir berechnen B1(H,A). Sei b = (au, av) ∈ A gegeben, wobei u, v ∈ Z. Dann ist

d̃b(h
i) := hi

(au, av) · (au, av)− = (au, aiu+v) · (a−u, a−v) = (1, aiu)

für i ∈ Z. Es ist also d̃b = d̃⌊1,u⌋ .

Somit ist B1(H,A) = { d̃⌊1,ℓ⌋ : ℓ ∈ [0, 8] } ⩽ Z1(H,A) eine zyklische Untergruppe von Ordnung 9.

Es ist
H1(H,A) = Z1(H,A)/B1(H,A) = { d̃⌊k,0⌋B1(H,A) : k ∈ [0, 8] } ≃ C9 .



Ad (2). Wir berechnen Z1(K,A), wobei K = ⟨h3⟩ ⩽ H.

Seien k, ℓ ∈ Z. Wir zeigen, daß es genau eine Derivation d ∈ Z1(K,A) gibt mit

d(h3) = (ak, aℓ) ,

wenn k und ℓ durch 3 teilbar sind.

Wir zeigen die Eindeutigkeit und die Notwendigkeit der Teilbarkeit von k und ℓ durch 3.

Notwendigerweise ist für ein d ∈ Z1(K,A) mit d(h) = (ak, aℓ)

d(h0) = (a0, a0)

d(h3) = (ak, aℓ)

d(h6) = h3

d(h3) · d(h3) = (ak, a3k+ℓ) · (ak, aℓ) = (a2k, a2ℓ+3k)

d(h9) = h6

d(h3) · d(h6) = (ak, a6k+ℓ) · (a2k, a2ℓ+3k) = (a3k, a3ℓ+9k)

Es folgt k ≡3 0 und ℓ ≡3 0. Ferner ist diesenfalls die Abbildung d festgelegt.

Wir zeigen die Existenz. Seien k ≡3 0 und ℓ ≡3 0. Sei

d(h3i) := (aik, aiℓ)

für i ∈ Z⩾0 .

Dies ist eine wohldefinierte Abbildung: Seien i, i′ ∈ Z⩾0 mit i′ = i+ 3s für ein s ∈ Z⩾0 . Dann ist

i′k = (i+ 3s)k ≡9 ik

und
i′ℓ = (i+ 3s)ℓ ≡9 iℓ .

Dies ist eine Derivation: Für i, j ∈ Z⩾0 wird

h3i

d(h3j) · d(h3i · h3j)− · d(h3i) = h3i

(ajk, ajℓ) · (a(i+j)k, a(i+j)ℓ)− · (aik, aiℓ)

= (ajk, a3ijk+jℓ) · (a−(i+j)k, a−(i+j)ℓ) · (aik, aiℓ)

= (1, 1) .

Wir bezeichnen die von der Wahl von k und ℓ abhängige, so gefundene Derivation mit d⌊k,ℓ⌋ := d. Es ist also

d⌊k,ℓ⌋(h
3i) := (aik, aiℓ)

für i ∈ Z⩾0 .

Es ist jedes Element d ∈ Z1(K,A) von der Form d = d⌊k,ℓ⌋, wobei k, ℓ ∈ {0, 3, 6} durch d(h3) =: (ak, aℓ)
bestimmt sind. Also ist

Z1(K,A) = { d⌊k,ℓ⌋ : k, ℓ ∈ {0, 3, 6} }

und Z1(K,A) ≃ C3 × C3 .

Wir berechnen B1(K,A). Sei b = (au, av) ∈ A gegeben, wobei u, v ∈ Z. Dann ist

db(h
3i) = h3i

(au, av) · (au, av)− = (au, a3iu+v) · (a−u, a−v) = (1, a3iu)

für i ∈ Z. Es ist also db = d⌊1,3u⌋ .

Somit ist B1(K,A) = { d⌊1,ℓ⌋ : ℓ ∈ {0, 3, 6} } ⩽ Z1(K,A) eine zyklische Untergruppe von Ordnung 3.

Es ist
H1(K,A) = Z1(K,A)/B1(K,A) = { d⌊k,0⌋B1(K,A) : k ∈ {0, 3, 6} } ≃ C3 .

Ad (3). Seien k, ℓ ∈ [0, 8]. Es ist

d̃⌊k,ℓ⌋(h
3) = (a3k, a3ℓ+(

3
2)k) = (a3k, a3(k+ℓ)) .

Also ist
d̃⌊k,ℓ⌋|K = d⌊3k,3(k+ℓ)⌋ .

Somit wird

Res⇃
H
K(d̃⌊k,ℓ⌋B

1(H,A)) = d̃⌊k,ℓ⌋|KB1(K,A) = d⌊3k,3(k+ℓ)⌋B
1(K,A) = d⌊3k,3ℓ⌋B

1(K,A) .



Für i ∈ Z schreiben wir i = 3i+ i mit i ∈ Z und i ∈ {0, 1, 2}.
Sei T := {h0, h1, h2} ⊆ H. Es ist H =

⊔
t∈T Kt. Es wird hi = h3i · hi = κ(hi) · τ(hi) und also κ(hi) = h3i und

τ(hi) = hi für i ∈ Z.
Seien k, ℓ ∈ {0, 3, 6}. Es wird

(d⌊k,ℓ⌋↿
H
K)(h) = h−0

d⌊k,ℓ⌋(κ(h
0+1)) · h−1

d⌊k,ℓ⌋(κ(h
1+1)) · h−2

d⌊k,ℓ⌋(κ(h
2+1))

= 1 · 1 · h−2

d⌊k,ℓ⌋(h
3)

= h−2

(ak, aℓ)

= (ak, a−2k+ℓ)

= (ak, ak+ℓ) .

Also ist
d⌊k,ℓ⌋↿

H
K = d̃⌊k,k+ℓ⌋ .

Somit wird

Cores↿
H
K(d⌊k,ℓ⌋B

1(K,A)) = d⌊k,ℓ⌋↿
H
KB1(H,A) = d̃⌊k,k+ℓ⌋B

1(H,A) = d̃⌊k,ℓ⌋B
1(H,A) .

Ad (4). Seien k, ℓ ∈ [0, 8]. Es ist [H : K] = 3. In der Tat wird

Cores↿
H
K(Res⇃

H
K(d̃⌊k,ℓ⌋B

1(H,A))) = Cores↿
H
K(d⌊3k,3ℓ⌋B

1(K,A))

= d̃⌊3k,3ℓ⌋B
1(H,A)

= (d̃⌊k,ℓ⌋)
3 B1(H,A)

= (d̃⌊k,ℓ⌋B
1(H,A))3 .
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