M. Kiinzer

Gruppentheorie, SoSe 25
Losung 10

Hausaufgabe 37 (A 47) Man zeige Lemma 107.(3).

Lésung. Liegt Z € Z?(H, A), so liegt a fortiori Z|xxx € Z*(K, A). Da die Abbildung Z — Z|x«x punktweise
Multiplikation respektiert, ist sie ein Gruppenmorphismus.

Sei umgekehrt 2 € Z%(K, A) gegeben. Wir haben z]g é Z2(H, A) zu zeigen.
Beachte, daf fiir k, k', k" € K sich k2(k=K' k'"K") - 2(K',k'"K")~ - 2(k,k=k") - 2(k, k= k')~ = 1 ergibt durch
Anwendung der 2-Cozykel-Bedingung auf (k, k~ k', k'~ k").
Seien nun h, ', b’ € H gegeben. Zuniichst ist th™ = k(th™) - 7(th™) und also t = k(th™) - 7(th™)h und auch
1 =k(t) = K(th™) - k(r(th™)h) fir t € T, wegen | |,.,, Kth™ = H somit
i (R, 1)
= "Tler ! z(w(th), k(th')™ - Kk(th'R")))
= Iler ™ ( (th') (th’ th’h"))
= lyep SR 2 T(th=)AR'), k(k(th™) - T(th™)hl)~ - K(k(th™) - T(th~)RR'R") )
= JLep ") w2 (k( (T(th™)hK'), k(T(th™)hh')~ - k(T(th™)hW'K"))
= [Leqp 7th) r(rth R >z( ( (th Vh)™ - k(T(th™)RK'), K(T(th™)hh')~ - k(T (th™)hRW'R"))
= [lier b "z(k(th)™ - k(thh'), (thh')~ - k(thh'h")) .
Also wird
i (1) - 215 (b B) ™ - 2 (b W) - 2 ()
(ILer © "Mz(k(th)™ - K(thh'), k(thh')~ - K(thW'R"))) - (HteT z(K(thh'), K(thW)™ - k(thR'R"))) ™
(TLer  z(K(th), k(th)™ - K(thR'R"))) - (HteT “z(K(th) ~ - K(thh')))

= TLep ' (52 k(th)~ - k(thR'), K(thh!)~ - K(tRR'R") ) - z( thh’ K(thR') ™ - K(thI'R") )
2 (k(th), k(th)™ - k(ERR'R") ) - 2( k(th) , k(th)~ (thh’)) )

Da auch die Abbildung z — z]g punktweise Multiplikation respektiert, ist sie ein Gruppenmorphismus.

Hausaufgabe 38 (A 47) Man zeige Lemma 107.(4).

Lisung. Es ist zu zeigen, daf fir 2 € B%(H, A) auch Z|gxx € B?(K,A) liegt. Wihle ein ¢ : H — A mit
Z(h,h') = c(h’) é(hh')~ -¢(h) fir h, ' € H. Dann ist auch Z(k, k') = ( "-é(kk)~ - é(k) fir k, ¥ € K und
also Z|gxx € B3(K, A).

Es ist zu zeigen, daf§ fiir = € B?(K, A) auch z]g € B%(H,A) liegt. Wiihle ein ¢ : K — A mit 2(k, k') =
ke(k') - c(kk')~ - c(k) fiir k, k' € K. Seien h, K’ € H gegeben. Da th = k(th)-7(th) und also h7(th)~ =t~ k(th)
sowie r(th)™ - k(thh') = k(th)™ - k(k(th) - T(th)h') = k(7 (th)h') sind, ergibt sich dank | |, Kth = H somit

Aw (b ') = Tler ©2(s(th), k(th)~ - k(thh'))
= ILer " (""Me(s(th)™ - k(thh)) - c(k(thh'))~ h)))
= (ILier " “Me(r(th)™ - w(thh"))) - (TTer thh’ ) (Ilier * cls(th)))

= MILer ™™ e(k(th)™ - K(thh'))) - (HteT ( (thh'))) (HteT ( (th)))
= "ILer ™™ e(r(r(th)W))) - (TTier  elr(thh’) - (TLer * c(r(th)))
= h( HteT tic(“(th/))) : (HteT tic(’{(thh/))) : (HtET C(“(th)))

= (W) -&hh') - Eh)



wobei é(

h) =

[lier * (c(k(th))) fir h e H.

Sei Z € Z%(H, A). Es bleibt (Cores]g oRes |k )(sz(H A))= (zBQ(H A)) K] 7 zeigen. Wir schreiben Funktio-
nen auf H x H mit Werten in A kurz durch Angabe ihres Bildes auf (h, k') € H x H. Wir schreiben =gz, wenn

die beiden zu vergleichenden Funktionen in derselben Nebenklasse modulo B2(H, A) liegen.
Es ist th = w(th) - T(th), wegen | |,c Kth = H und | |, Kth’ = H also

(h 1) = Zlrxxln(h, h’)
Z(s(

= ILer 'z ~ - k(thh'))
= ([Lerz(t s ) k(thh'))) - (Ter 2(t 6(tRR))) " - (T1er 2(t7, K(th)))
= (TLerz(t st th)™ - k(thh'))) - "(TTer 2(t, K(tR')))
(HteTé(t‘w(th’))) (Tlier 2(¢7,5(h0) ) - (Thier 2(¢7, £(th) ))
=gz ([Lier 2(tw(th), k(th)™ - k(thh'))) - "(Tl,er 2(t, w(th')))
= (ILer 2(hr(th) =, k(e (tW)')) - "(Tler 2(¢7, £(th") )~
= (HteTg(ht_vﬁ(thl))) (HteT 2( (th/)) )
= (ILer 2(ht7r(h))) - (Ther 2(h, 7))
= (TLer2(hW7(th)7)) - (Ther 2(hst7) ")
= (Ther2(hnt7)) - (Iler 2(h17) )
=pz  ([Ler 2(hW7)) - (Ther 2(ht7) )
))'(HteTg(hh/’t_))_'(HteTZ(h7t_))

M yer 2(H 1
= (HtET i(h,h’t_)) . h(HteT 5(/1 t‘)) . (HteTZ(hh/,t_))_
e () 2(A7) 2 )
= [Tier 2(h,17)
= Z(h,h’)‘T‘
= Z(h, b/ K]

Hausaufgabe 39

Sei H:=Cog=(h:h%)={h*:s e}

Sei Cg = (a : a°), verwendet in A := Cqy x Cg = { (a’,a?) : i,j €Z}.
Sei K := (k%) < (h) = H.

Wir verwenden den Gruppenmorphismus
o H— Aut(A), b¥— ((d',d) — "(d',d?) = (d’,a*T)) .
(1) Man bestimme Z'(H, A), B'(H, A) und H*(H, A).
(2) Man bestimme Z'(K, A), BY(K, A) und H' (K, A).

(3) Man bestimme die Abbildungen Res |} : H'(H, A) — H'(K, A) und
Cores1lt : H'(K, A) — H'(H, A).

(4) Man verifiziere: Es ist (Cores 1% oRes [2)(dB'(H, A)) = (dB'(H, A)K fiir d € Z1(H, A).

Lésung.
Ad (1). Wir berechnen Z!(H, A).
Seien k, ¢ € Z. Wir zeigen, daB es genau eine Derivation d € Z'(H, A) gibt mit

d(h) = (a*,a%) .



Wir zeigen die Eindeutigkeit. Notwendigerweise ist fiir ein d € Z1(H, A) mit d(h) = (a*,a’)

d(h°) (a%,a%)
d(rY) = (a*,ab)
J(hZ) _ hN( ) ~(h) _ (ak,ak+€) (ak aé) (a2k’a2€+k)
d(h:’;) _ h2(i(h) . d(h2) _ (ak’ a2k+€) . (a%’ a2£+k) (a?’k,a?’éJer)
J(h4) _ R ~(h) . J(h3) — (ak’ a3k+e) . (a3k7 a3t+3k) (a4k,a4é+6k)
J(h5) — A? ~(h) . J(h‘*) = (a¥,a** ). (atk qdFOR) = (qBk BlH10K)
J(hG) N ~(h) . J(h5) _ (ak, a5k+l) . (aE’k, a5£+10k) (a6k7a6€+15k)
J(h7) _ nt N(h) . J(hﬁ) _ (ak’ a6k+e) . (a6k:’ a62+15k) — (a7k,a7€+21k)
d(hS) hT ~(h) . J(h7) (ak’ a7k+e) . (am’ a7z+21k) (aSk,a8€+28k)

Damit ist die Abbildung d festgelegt.

Wir zeigen die Existenz. Sei

d(hz) — (aik’ai€+(;)k)
fiir 7 € Z20 .
Dabei verwenden wir (;) = 1i(i — 1), insbesondere (g) =0 und (é) =0.

Dies ist eine wohldefinierte Abbildung: Seien ¢, ' € Zx¢ mit i =i+ 9s fiir ein s € Z3( . Dann ist
i'k = (i+9s)k =g ik .

Ferner ist

, ) 1 1 '
o (;)k = (14 99)0+ 5(i+95)(( = 1) +99)k Zo i€+ 5i(i — Dk +9sik+9- 5(9% — )k =y il + (;)k

Dies ist eine Derivation: Fiir ¢, j € Zyo wird
Wiy - d(hi - hiY= - d(h) = P(ak, a?TOR) . (@R G (R )Ry = gk gt ()R
= (afk, @RIt R)R) L (D g D= (TT)k) | (gik | git+(2)k)

— (1, a0 @R (T)R+()R)

_ (1 aGH ()R

Wir haben also ij + (%) — (Z;]) + (;) ég 0 zu zeigen. In der Tat erhalten wir sogar die Gleichheit

200+ () - (F)+ () = 20j+52—j— G+ ++5)+i—i
= 2+ 20— P it
= 0.

Wir bezeichnen die von der Wahl von k und ¢ abhiingige, so gefundene Derivation mit dmg | = d. Es ist also
JLk,fJ (hl) — (aik’ ai@-‘r(é)k)

fiir ¢ € Z)O.

Es ist jedes Element d € Z'(H, A) von der Form d = CZUMJ, wobei k, ¢ € [0,8] durch d(h) =: (a*,a’) bestimmt
sind. Also ist y
Z'(H,A) = {d : k,L<[0,8]}

und Z'(H, A) ~ Cg x Cy .
Wir berechnen BY(H, A). Sei b = (a*,a”) € A gegeben, wobei u, v € Z. Dann ist
Jb(hz) .— hi(a“,a”) . (a“,a”)f _ (au’aiquv) . (afu,afv) _ (l’aiu)

fiir i € Z. Es ist also dj, = JLLUJ .
Somit ist BY(H, A) = {dLMJ : £€[0,8]} < Z'(H, A) eine zyklische Untergruppe von Ordnung 9.

Es ist
H'(H,A) = Z'(H,A)/B'(H,A) = {d,0B"(H,A) : k€[0,8} ~Cy.



Ad (2). Wir berechnen Z!(K, A), wobei K = (h3) < H.
Seien k, ¢ € Z. Wir zeigen, daf es genau eine Derivation d € Z'(K, A) gibt mit
d(h®) = (a*,a’),

wenn k und ¢ durch 3 teilbar sind.
Wir zeigen die Eindeutigkeit und die Notwendigkeit der Teilbarkeit von k£ und ¢ durch 3.
Notwendigerweise ist fiir ein d € Z' (K, A) mit d(h) = (a*,a")

d(h%) = (a°a")
d(h®) = (a*,a"
d(hf) = hsd(h?’) Sd(h3) = (ak, a3k+€) . (ak,ae) _ (a%, a2€+3k)
d(h9) hﬁd(hg) Sd(h8) = (aF,atFFE) . (a2k a20H3k) = (gBk, q30HOK)

Es folgt £ =3 0 und £ =3 0. Ferner ist diesenfalls die Abbildung d festgelegt.
Wir zeigen die Existenz. Seien k =3 0 und ¢ =3 0. Sei

d(hSz) = (aik’aié)

fiir 1 € Z20 .
Dies ist eine wohldefinierte Abbildung: Seien ¢, i’ € Zxo mit i’ =i + 3s fiir ein s € Z>( . Dann ist

i'k = (i+3s)k =9 ik

und
il = (i+3s)l =g il.

Dies ist eine Derivation: Fiir ¢, j € Zy( wird

hsid(h3j) -d(h3i . h?)j)f . d(h?’i) _ h3i(ajk,aj€) . (a(i+j)k’a(i+j)é)7 . (aik, aié)
= (ajk7a3ijk+j£) . (af(iJrj)k’ af(i+j)£) . (aik,aiz)
= (1,1).

Wir bezeichnen die von der Wahl von k und £ abhéngige, so gefundene Derivation mit d| ¢ := d. Es ist also
d e (BP) = (a™,a™)

fir ¢ € Z>0 .
Es ist jedes Element d € Z'(K, A) von der Form d = d |, wobei k,¢ € {0,3,6} durch d(h®) =: (a*,a")
bestimmt sind. Also ist

ZY(K,A) = {dse : k.0 €{0,3,6}}

und Z'(K, A) ~ C3 x C3.
Wir berechnen B!(K, A). Sei b = (a*,a’) € A gegeben, wobei u, v € Z. Dann ist
db(hSi) _ hSi(a“,a”) . (a“,a”)f _ (au’a3iu+v) . (afu,afv) _ (17a3iu)

fiir i € Z. Es ist also dp = d|1 34 -
Somit ist B (K, A) = {d|1,¢ : £ €{0,3,6}} < Z'(K, A) eine zyklische Untergruppe von Ordnung 3.
Es ist

H'(K,A) = Z'(K,A)/BY(K,A) = {d0B"(K,A) : ke€{0,3,6}} ~Cjs.

Ad (3). Seien k, £ € [0,8]. Es ist

Jl.kv“ (hB) = (a3kaa34+(g)k) = (aBk’a3(k+l)) )

Also ist ~
dige)|lx = di3e30k+0)] -

Somit wird

H ~ ~
Res | (d|g,o B (H, A)) = dij|kB (K, A) = dsk 30640 B (K,A) = dz30B (K, A).



Fiir i € Z schreiben wir 4 = 3i 4+ mit € Z und 7 € {0, 1,2}.
Sei T := {h",h*,h?} C H. Es ist H = | |, Kt. Es wird h? = h3 . hi = k(h') - 7(h*) und also k(h?) = h* und
7(hf) = K fiir i € Z.
Seien k,¢ € {0,3,6}. Es wird
H -0 — _
(i) h) = P d gy (R(ROFY) - P 7d g0 (R(RHY)) - 27 g (5(R2T)

= 11" dp (B3
_ h’2(ak’a6)

— (ak’a—%-&-l)

= (d* aFtt) .
Also ist I -

kel = digkre) -

Somit wird

H H ~ ~
Coresjc (d|10B' (K, A)) = dype1xB" (H,A) = djg B (H,A) = djyB'(H,A).

Ad (4). Seien k, £ € [0,8]. Es ist [H : K] = 3. In der Tat wird
CoresT (Res | (0B (H, A)) = CoresTyc (djs,z0/B! (K, A))
= dzk3Bl(H, A)
= (dipe)®BY(H, A)
= (dB*(H, A))>.
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