M. Kiinzer

Gruppentheorie, SoSe 25
Losung 9

Hausaufgabe 33
Sei G := GLy(F5). Sei H :=U(F;) = . Seir: G — H : g — r(g) := det(g).
Sei N := SLy(F5). Seii: N — G :n+— n.

Wir betrachten die kurz exakte Sequenz N —e> G —f= H .

(1) Man bestimme einen Gruppenmorphismus s : H — G mit r o s = idy .
(2) Man bestimme ein Komplement zu N = i(N) in G.

(3) Sind je zwei Komplemente zu N in GG zueinander konjugiert?

Lésung.
Ad (1). Wir kénnen s : H = U() — GLy(F5) = G : 2 — (6?) nehmen. Dann ist s ein Gruppenmorphismus.
Ferner ist (r o s)(z) = det (§9) =z fiir z € H. Also ist ros =idp .

Ad (2). Da N % G5 H eine kwrz exakte Sequenz ist, ist K := s(H) ={(§ (1)) : z € 2 } ein Komplement zu
N in G.

Ad (3). Esist auch § : H = Ul) - GL2(F5) = G : x — (”%2 103) ein Gruppenmorphismus mit (r o §)(z) =

det(’%zfg) =gz firz € H, also mit ro § = idy .

Somit haben wir auch das Komplement K := 5(H) = { <12 0 ) cxeF}zuNinG.

0 z°

Annahme, es gibt ein g € G = GLy(F;) mit 9K = K. Dann kénnen wir ein z € F.* wiihlen mit 9((2)(1)) = (xz o )
Also g (39) = (moz 103) g. Also
2
g(3) - 69 = ((5%) - (699

Der Rang der Matrix auf der linken Seite ist gleich 1. Also ist auch der Rang von (‘”2_1 0 ) gleich 1. Somit ist

z3—-1

0
22 = 1 oder 23 = 1. In beiden Fiillen folgt z = 1. Dann aber ist der Rang von <12_1 0

0 z3—1) gleich 0. Widerspruch.

Also sind K und K nicht zueinander konjugiert.

22
0
abgeschlossen ist, haben wir nicht direkt mit Aussagen aus der Linearen Algebra, aber mit den daraus stammenden

Argumenten gearbeitet.

Mit anderen Worten, wir haben verwendet, dal 1 ein Eigenwert von < ;)3) zu sein hat. Da Fs nicht algebraisch

Hausaufgabe 34
Seien N und H endliche Gruppen. Sei «: H — Aut(N) ein Gruppenmorphismus.
Sei (n,h) € N x H. Sei a := [(n)|. Sei b:= [(h)]. Sei ¢ := [((n, h))|. Man zeige oder widerlege.

(1) Esist ¢ = kgV(a,b).
(2
(3
(4

Es ist ¢ ein Vielfaches von a.

Es ist ¢ ein Vielfaches von b.

)
)
)
)

Jeder Primteiler von ¢ teilt a oder b.



Lésung.
Ad (1). Die Aussage ist falsch.
Sei G :=S3. Sei N =((1,2,3)) < G. Sei H = ((1,2)) < G. Es ist H ein Komplement zu N in G.

3

Also haben wir die Operation a : H — Aut(N) : h + (n — "n), wobei "n durch Konjugation in G gebildet
wird.

Ferner haben wir den Gruppenisomorphismus
NxH % @
«
(n,h) +— mnoh.

Sei n:=(1,2,3). Esist a = |(n)| = 3.
Sei h = (1,2). Es ist b = |[(h)| = 2.
B ist ¢ = |((n, 1)) = |(@((n W) = [{no b)) = [{(1,2,3) o (1,2))] = [{(1,3))] =2 # 6 = kgV(a,b)

Ad (2). Die Aussage ist falsch.
Im Beispiel zu (1) ist a = 3 kein Teiler von ¢ = 2.

Ad (3). Die Aussage ist richtig.
Wir haben den Gruppenmorphismus

Aus (n,h)¢ = (1,1) folgt also h® =r((n, h))® =r((n,h)¢) =r((1,1)) = 1.
Folglich ist b = |(h)| ein Teiler von c.

Ad (4). Die Aussage ist falsch.

In einem Gegenbeispiel muf es einen Primteiler von ¢ geben, der weder a noch b teilt.

Sei G := GLy(F5) . Sei N = SLy(F5). Sei H = ((3?)> < G. Es ist H ein Komplement zu N in G; cf. Lésung zu
Hausaufgabe 33.(2).

Also haben wir die Operation a : H — Aut(N) : h + (n ~ "n), wobei "n durch Konjugation in G gebildet
wird.

Ferner haben wir den Gruppenisomorphismus

Sei n:= ({ Z1). Esist a = [(n)| = 3.
Sei h:= (74 9). Esist b= |(h)| = 2.
Bs st ¢ = [((n, h))| = [{¢((n, A))| = [(nh)] = (T =1) (To D) = (=T =1))] = 20.

Der Primteiler 5 von ¢ tritt weder in @ = 3 noch in b = 2 als Teiler auf.

Hausaufgabe 35

Seien N und H Gruppen.

Sei a: H— Aut(N) : h— (n+— (a(h))(n) k. "n) ein Gruppenmorphismus.

Sei i (T1,. ., Tq 71, ... 1p) — N.Sei (Y1, ..., Yc: 81,...,84) — H.

Seii € [1,a] und j € [1,¢]. Sei u;; := @ 1 (YWilp(x;)) € (w1, .. 20 171,00, Th).

Sei 4;; € F({z1,...,2.}) < F{z1,..., 20, %1,...,y.}) ein Urbild von u;; unter der Restklas-
senabbildung. Sei t; j := Yz, - 4;; € F({71,. .., Ta, Y1, - -, Ye))-

(1) Man konstruiere

V0 Ty Ty Yloe oy Ye DTy ey Ty S1yeevySds t11s- s tae)



(2) Man finde einen Isomorphismus von einer endlich présentierten Gruppe nach A4 unter
Verwendung von (1).

Lésunyg.
Ad (1). Zur Konstruktion des Gruppenmorphismus ¢ miissen wir zeigen, dafl unter dem Gruppenmorphismus

U F(zy,.o o Ta, Y15-05¥) = NxH
x; = (e(x;),1) fiiri € [1,q]
yi — (Ly(y)) firjell,d
die Elemente 71,...,7, S1,...,5d, t1,1,-..,tq,c auf 1 abgebildet werden.
Sei i € [1,0]. Es ist 9(r;) = (¢(r:),1) = (p(1),1) = (1,1).
Sei j € [1,d]. Es ist 9(s;) = (1,4(s;)) = (1,9(1)) = (1,1).
Sei i € [1,a] und j € [1,c]. Es ist

V(ti ;)

= (L(y;)) - (plxi), 1) - (1L, 0(y;)) ™ - (e(uiy), 1)
= (YWdo(i), d(y;)) - (1,9(y;) ™ - (YWp(m:), 1)~
= (w yj)g,( i), 1) - (w(yj)(p(xl),l)

= (L1).

Zur Konstruktion des Inversen von ¢ wollen wir die universelle Eigenschaft des semidirekten Produkts verwen-
den.
Wir haben die Gruppenmorphismen

©
N == (z1,...,@aq :T1,...,Tp)
und
m
(X1, e oy Tq 171y ey ) = X1y s Ty Ylyo oy Yo i T1ye v s Thy S1yev-58dy E1,15---stasc)

T, = T;.

Wir haben die Gruppenmorphismen

i A (Y1, Ye : S1y--58d)
und
(Yiy oo Yot S1see ey Se) = (T ooy Tay YlyeeosYe i TlseeesThy S1yeesSds L1150+ -5 tac)
Yi = i

Wir wollen

(wow™)("n) = ¥ (o) (m))
zeigen flirn € N und h € H.
Es geniigt, dies fiir jeden Erzeuger 1 (y;) von H zu zeigen, wobei j € [1,c|.
Sodann geniigt es, dies fiir jeden Erzeuger p(z;) von N zu zeigen, wobei ¢ € [1, al.
Auf der linken Seite wird

(mo @) (YW p(2;)) = p(e™ (YWo(xi)) = pluiy) -
Auf der rechten Seite wird
(Vow‘)(w(yj))((u oo ) (p(x:)) = V(yj)u(l’i) = Yig, .

Da die Relation t; ; = Yix; ﬁ;j in der Gruppe (Z1,...,%a; Y1s---rYe i T1s--sTby S1s---55d, t1.1,---,tq,c) Nach
Konstruktion das Bild
1= Wy pugg)



hat, stimmen linke und rechte Seite iiberein.
Dank universeller Eigenschaft des semidirekten Produktes erhalten wir also den Gruppenmorphismus

U
N?IQH — <x17"'7xaa Y1y 3Yec i T1y- -5 Thy S15.-+,8d, t1,1»~'~ata,c>

(n,h) = (po@™)(n)-(voyp™)(h).

Wir zeigen ¢ o 7 L id. Es ist N x H erzeugt von den Elementen (p(z;),1) fiir i € [1,a] und (1,%(y;)) fiir
Jj €[1,¢]. Es wird

In((e(z:), 1)) = d((po e )(p(xi) = Hu(z:)) = I(z:) = (p(z:),1) .

Es wird
I(((1,9(y;))) = Hwov™)(W(y;)) = d(v(y) = Iy;) = (L,(y;)) -

|
Wir zeigen 1 o ¢ = id. Wir miissen dies auf den nach Konstruktion verwendeten Erzeugern z; , fiir i € [1, a],
und y;, fiir j € [1,b], nachweisen. Es wird

(mod)(xi) = n((p(z:),1)) = (o )(p(z:)) = plzi) = @i .

Es wird
(mod)(y;) = n((1,¥(y;)) = Worb )(W(y;) = v(y;) = v

Ad (2). Esist N := ((1,2)(3,4), (1,3)(2,4)) < Ay. Esist H := ((1,2,3)) < A4 ein Komplement zu N in Ay .
Wir haben den Gruppenisomorphismus

(v1, 20 1 23,23, [21,72]) =
Ty > (1,2)(3,4)
'_)

T2

Wir haben den Gruppenisomorphismus

Es ist (123)(1,2)(3,4) =
Es ist (123)(1,3)(2,4) = ,
Es wird uy 1 = p71( (yl)cp(xl)) = ¢ 1(1,2)(3,4) 0 (1,3)(2,4)) = x1 - x2. Also ist 41,1 = x1 - x2. Also ist
t1g = Y21 (21 - 22) 7.

Es wird ug 1 = <p_1(¢(yl)<p(a:2)) = 1((1,2)(3,4)) = x1 . Also ist G = 1. Also ist o1 = Yzg - 27 .

Mit (1) erhalten wir mit

0(1,3)(2,4).

Apy = (w1, 72,y : 21,73, [v1,22], yi, Vo1 - (21 22) 7, Y2y - 2])
die Isomorphismen
Aps L NxH L Ay
(n,h) — noh
1 = ((1,2)(3,4),1)
za = ((1,3)(2,4),1)
yo— (1,(1,2,3),
welche komponiert den Gruppenisomorphismus  := v o 1, also
Aps 5 Ay
1 = (1,2)(3,4)
xo = (1,3)(2,4)
1 o~ (1,2,3)

ergeben.



Hausaufgabe 36
Sei N :=C3 x Cs.Sei H :=Cjs.

(1) Man finde Gruppenmorphismen «, § : H — Aut(N) mit N X H %N >§ H.
(2) Man finde Gruppenmorphismen «, 8 : H — Aut(/N) mit « # 3, aber N XH~N >/3<1 H.

Lésung. Wir schreiben C3 = (c: ¢?).
Wir erinnern an N = C3 x C3 = {(¢',¢/) : i, € Z} undan H=Cz ={c* : k€ Z}.

Ad (1). Sei  =!. Dann ist N x H = N x H abelsch, da N und H abelsch sind.
Sei B: H — Aut(N) mit B(c)(c?,¢/) = (¢, ¢**7). Dann ist N >§ H nichtabelsch, denn darin erhalten wir e.g. die

folgenden unterschiedlichen Resultate beim Vertauschen der Reihenfolge der Faktoren.

((0’1)71)'((171)56) = ((C,l),C)
((1,1),6)'((0,1),1) - ((C,C),C)

Insbesondere ist N % H 22 N >§ H.

Ad (2). Wir betrachten folgende Operationen.

Sei a: H — Aut(N) mit (a(c))((c?,¢?)) = (¢!, 7)) fiir 4, j € Z.

Sei B: H — Aut(N) mit (B(c))((c}, ¢?)) = (¢!, 1) fiir 4, j € Z.

Dann ist (a(c))((1,¢)) = (1,¢7) und (B(e))((1,¢)) = (1,¢). Also ist o # .
Dies liefert die semidirekten Produkte N % H und N >‘§1 H.

Wir betrachten die folgenden Gruppenmorphismen.
Wir haben ¢ : H - N >ﬁ4 H:cF s (1,c7F).

Wir haben ¢ : N — N x H: (¢, ) ((cf ), 1),

In N >54 H wird

w(Ck)w((Ciacj)) - ((1,1),0_)“)((01"0]’)’1) - ((17]-)acik)'((civcj)v1)'((171)ack) - ((Civchr(ik)i)vCik'Ck) - ((Ciacjiki%]-)

und
P((al)N( ) = (e, 7)) = (¢, d7F),1)

fiir 4, j, k € 7Z. Das ist dasselbe. Geméafl universeller Eigenschaft des semidirekten Produkts gibt es den Grup-
penmorphismus

0N g H = N ot H 2 ((¢6), ) = 0((e,0) - pleh) = (€)1 (L1),e7) = ((eeh),e™).
Wir betrachten die folgenden Gruppenmorphismen.
Wir haben ¢ : H - N X H:ck s (1,c7F).
Wir haben ¢ : N — N x H : (¢',e7) = ((¢!, ), 1).
In N x H wird
PO e) = D) 1) = (LD, ) DAL D)) = (TR Rek) = (¢, )

und

S(BEN( ) = D((, ) = ((¢,dT),1)
fiir 4, j, k € Z. Das ist dasselbe. Gemé&f} universeller Eigenschaft des semidirekten Produkts gibt es den Grup-
penmorphismus

n:N ;;1 H— N A H: ((ci’cj)’ck) — ¢((clacj)) : @(Ck) = ((Civcj)v 1) : ((1’ 1)7c_k) = ((Ci’cj)’c_k) :



Insgesamt wird
@on)(((¢',¢). ") = I((,¢).c7¥) = ((c,¢),c")
(mod)(((¢',¢), ") = n(((c", ), c™) = ((c,¢),c")
fur 4, 5, k € Z.
Somit ist ¥ o = id und 7 o ¥ = id. Insbesondere sind 7 und ¢ Isomorphismen.

Insbesondere ist N X H~N g H.
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