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Hausaufgabe 33

Sei G := GL2(F5). Sei H := U(F5) = F×
5 . Sei r : G→ H : g 7→ r(g) := det(g).

Sei N := SL2(F5). Sei i : N → G : n 7→ n.

Wir betrachten die kurz exakte Sequenz N •i // G �r // H .

(1) Man bestimme einen Gruppenmorphismus s : H → G mit r ◦ s = idH .

(2) Man bestimme ein Komplement zu N = i(N) in G.

(3) Sind je zwei Komplemente zu N in G zueinander konjugiert?

Lösung.

Ad (1). Wir können s : H = U(F5) → GL2(F5) = G : x 7→
(
x 0
0 1

)
nehmen. Dann ist s ein Gruppenmorphismus.

Ferner ist (r ◦ s)(x) = det
(
x 0
0 1

)
= x für x ∈ H. Also ist r ◦ s = idH .

Ad (2). Da N
i−→ G

r−→ H eine kurz exakte Sequenz ist, ist K := s(H) = {
(
x 0
0 1

)
: x ∈ F×

5 } ein Komplement zu
N in G.

Ad (3). Es ist auch s̃ : H = U(F5) → GL2(F5) = G : x 7→
(
x2 0
0 x3

)
ein Gruppenmorphismus mit (r ◦ s̃)(x) =

det
(
x2 0
0 x3

)
= x für x ∈ H, also mit r ◦ s̃ = idH .

Somit haben wir auch das Komplement K̃ := s̃(H) = {
(
x2 0
0 x3

)
: x ∈ F×

5 } zu N in G.

Annahme, es gibt ein g ∈ G = GL2(F5) mit gK = K̃. Dann können wir ein x ∈ F×
5 wählen mit g

(
2 0
0 1

)
=

(
x2 0
0 x3

)
.

Also g
(
2 0
0 1

)
=

(
x2 0
0 x3

)
g. Also

g(
(
2 0
0 1

)
−
(
1 0
0 1

)
) = (

(
x2 0
0 x3

)
−
(
1 0
0 1

)
)g .

Der Rang der Matrix auf der linken Seite ist gleich 1. Also ist auch der Rang von
(
x2−1 0

0 x3−1

)
gleich 1. Somit ist

x2 = 1 oder x3 = 1. In beiden Fällen folgt x = 1. Dann aber ist der Rang von
(
x2−1 0

0 x3−1

)
gleich 0. Widerspruch.

Also sind K und K̃ nicht zueinander konjugiert.

Mit anderen Worten, wir haben verwendet, daß 1 ein Eigenwert von
(

x2 0
0 x3

)
zu sein hat. Da F5 nicht algebraisch

abgeschlossen ist, haben wir nicht direkt mit Aussagen aus der Linearen Algebra, aber mit den daraus stammenden
Argumenten gearbeitet.

Hausaufgabe 34

Seien N und H endliche Gruppen. Sei α : H → Aut(N) ein Gruppenmorphismus.

Sei (n, h) ∈ N ⋊
α
H. Sei a := |⟨n⟩|. Sei b := |⟨h⟩|. Sei c := |⟨(n, h)⟩|. Man zeige oder widerlege.

(1) Es ist c = kgV(a, b).

(2) Es ist c ein Vielfaches von a.

(3) Es ist c ein Vielfaches von b.

(4) Jeder Primteiler von c teilt a oder b.



Lösung.

Ad (1). Die Aussage ist falsch.

Sei G := S3 . Sei N = ⟨(1, 2, 3)⟩ P G. Sei H = ⟨(1, 2)⟩ ⩽ G. Es ist H ein Komplement zu N in G.

Also haben wir die Operation α : H → Aut(N) : h 7→ (n 7→ hn), wobei hn durch Konjugation in G gebildet
wird.

Ferner haben wir den Gruppenisomorphismus

N ⋊
α
H

φ−→ G

(n, h) 7→ n ◦ h .

Sei n := (1, 2, 3). Es ist a = |⟨n⟩| = 3.

Sei h := (1, 2). Es ist b = |⟨h⟩| = 2.

Es ist c = |⟨(n, h)⟩| = |⟨φ((n, h))⟩| = |⟨n ◦ h⟩| = |⟨(1, 2, 3) ◦ (1, 2)⟩| = |⟨(1, 3)⟩| = 2 ̸= 6 = kgV(a, b).

Ad (2). Die Aussage ist falsch.

Im Beispiel zu (1) ist a = 3 kein Teiler von c = 2.

Ad (3). Die Aussage ist richtig.

Wir haben den Gruppenmorphismus

N ⋊
α
H

r−→ H

(n, h) 7→ h .

Aus (n, h)c = (1, 1) folgt also hc = r((n, h))c = r((n, h)c) = r((1, 1)) = 1.

Folglich ist b = |⟨h⟩| ein Teiler von c.

Ad (4). Die Aussage ist falsch.

In einem Gegenbeispiel muß es einen Primteiler von c geben, der weder a noch b teilt.

Sei G := GL2(F5) . Sei N = SL2(F5). Sei H = ⟨
(
2 0
0 1

)
⟩ ⩽ G. Es ist H ein Komplement zu N in G; cf. Lösung zu

Hausaufgabe 33.(2).

Also haben wir die Operation α : H → Aut(N) : h 7→ (n 7→ hn), wobei hn durch Konjugation in G gebildet
wird.

Ferner haben wir den Gruppenisomorphismus

N ⋊
α
H

φ−→ G

(n, h) 7→ n · h .

Sei n :=
(
0 −1
1 −1

)
. Es ist a = |⟨n⟩| = 3.

Sei h :=
(−1 0

0 1

)
. Es ist b = |⟨h⟩| = 2.

Es ist c = |⟨(n, h)⟩| = |⟨φ((n, h))⟩| = |⟨nh⟩| = |⟨
(
0 −1
1 −1

) (−1 0
0 1

)
⟩| = |⟨

(
0 −1

−1 −1

)
⟩| = 20.

Der Primteiler 5 von c tritt weder in a = 3 noch in b = 2 als Teiler auf.

Hausaufgabe 35

Seien N und H Gruppen.

Sei α : H → Aut(N) : h 7→ (n 7→ (α(h))(n)
kurz
= : hn) ein Gruppenmorphismus.

Sei φ : ⟨x1, . . . , xa : r1, . . . , rb⟩
∼−→ N . Sei ψ : ⟨y1, . . . , yc : s1, . . . , sd⟩

∼−→ H.

Sei i ∈ [1, a] und j ∈ [1, c]. Sei ui,j := φ−1( ψ(yj)φ(xi)) ∈ ⟨x1, . . . , xa : r1, . . . , rb⟩.
Sei ûi,j ∈ F({x1, . . . , xa}) ⩽ F({x1, . . . , xa, y1, . . . , yc}) ein Urbild von ui,j unter der Restklas-
senabbildung. Sei ti,j :=

yjxi · û−i,j ∈ F({x1, . . . , xa, y1, . . . , yc}).

(1) Man konstruiere

ϑ : ⟨x1, . . . , xa, y1, . . . , yc : r1, . . . , rb, s1, . . . , sd, t1,1, . . . , ta,c⟩
∼−→ N ⋊

α
H

xi 7→ (φ(xi), 1) für i ∈ [1, a]

yj 7→ (1, ψ(yj)) für j ∈ [1, c]



(2) Man finde einen Isomorphismus von einer endlich präsentierten Gruppe nach A4 unter
Verwendung von (1).

Lösung.

Ad (1). Zur Konstruktion des Gruppenmorphismus ϑ müssen wir zeigen, daß unter dem Gruppenmorphismus

ϑ̂ : F(x1, . . . , xa, y1, . . . , yc) → N ⋊
α
H

xi 7→ (φ(xi), 1) für i ∈ [1, a]

yj 7→ (1, ψ(yj)) für j ∈ [1, c]

die Elemente r1, . . . , rb, s1, . . . , sd, t1,1, . . . , ta,c auf 1 abgebildet werden.

Sei i ∈ [1, b]. Es ist ϑ̂(ri) = (φ(ri), 1) = (φ(1), 1) = (1, 1).

Sei j ∈ [1, d]. Es ist ϑ̂(sj) = (1, ψ(sj)) = (1, ψ(1)) = (1, 1).

Sei i ∈ [1, a] und j ∈ [1, c]. Es ist

ϑ̂(ti,j) = ϑ̂( yjxi · û−i,j)

= ϑ̂(yj · xi · y−j · û−i,j)

= ϑ̂(yj) · ϑ̂(xi) · ϑ̂(yj)− · ϑ̂(ûi,j)−

= (1, ψ(yj)) · (φ(xi), 1) · (1, ψ(yj))− · (φ(ui,j), 1)−

= ( ψ(yj)φ(xi), ψ(yj)) · (1, ψ(yj))− · ( ψ(yj)φ(xi), 1)−

= ( ψ(yj)φ(xi), 1) · ( ψ(yj)φ(xi), 1)−

= (1, 1) .

Zur Konstruktion des Inversen von ϑ wollen wir die universelle Eigenschaft des semidirekten Produkts verwen-
den.

Wir haben die Gruppenmorphismen

N
φ−

−−→ ⟨x1, . . . , xa : r1, . . . , rb⟩

und
⟨x1, . . . , xa : r1, . . . , rb⟩

µ−→ ⟨x1, . . . , xa, y1, . . . , yc : r1, . . . , rb, s1, . . . , sd, t1,1, . . . , ta,c⟩
xi 7→ xi .

Wir haben die Gruppenmorphismen

H
ψ−

−−→ ⟨y1, . . . , yc : s1, . . . , sd⟩

und
⟨y1, . . . , yc : s1, . . . , sc⟩

ν−→ ⟨x1, . . . , xa, y1, . . . , yc : r1, . . . , rb, s1, . . . , sd, t1,1, . . . , ta,c⟩
yj 7→ yj .

Wir wollen

(µ ◦ φ−)( hn)
!
= (ν◦ψ−)(h)((µ ◦ φ−)(n))

zeigen für n ∈ N und h ∈ H.

Es genügt, dies für jeden Erzeuger ψ(yj) von H zu zeigen, wobei j ∈ [1, c].

Sodann genügt es, dies für jeden Erzeuger φ(xi) von N zu zeigen, wobei i ∈ [1, a].

Auf der linken Seite wird

(µ ◦ φ−)( ψ(yj)φ(xi)) = µ(φ−( ψ(yj)φ(xi))) = µ(ui,j) .

Auf der rechten Seite wird

(ν◦ψ−)(ψ(yj))((µ ◦ φ−)(φ(xi)) = ν(yj)µ(xi) = yjxi .

Da die Relation ti,j =
yjxi · û−i,j in der Gruppe ⟨x1, . . . , xa, y1, . . . , yc : r1, . . . , rb, s1, . . . , sd, t1,1, . . . , ta,c⟩ nach

Konstruktion das Bild
1 = yjxi · µ(ui,j)−



hat, stimmen linke und rechte Seite überein.

Dank universeller Eigenschaft des semidirekten Produktes erhalten wir also den Gruppenmorphismus

N ⋊
α
H

η−→ ⟨x1, . . . , xa, y1, . . . , yc : r1, . . . , rb, s1, . . . , sd, t1,1, . . . , ta,c⟩

(n, h) 7→ (µ ◦ φ−)(n) · (ν ◦ ψ−)(h) .

Wir zeigen ϑ ◦ η !
= id. Es ist N ⋊

α
H erzeugt von den Elementen (φ(xi), 1) für i ∈ [1, a] und (1, ψ(yj)) für

j ∈ [1, c]. Es wird

ϑ(η((φ(xi), 1))) = ϑ((µ ◦ φ−)(φ(xi))) = ϑ(µ(xi)) = ϑ(xi) = (φ(xi), 1) .

Es wird
ϑ(η((1, ψ(yj)))) = ϑ((ν ◦ ψ−)(ψ(yj))) = ϑ(ν(yj)) = ϑ(yj) = (1, ψ(yj)) .

Wir zeigen η ◦ ϑ !
= id. Wir müssen dies auf den nach Konstruktion verwendeten Erzeugern xi , für i ∈ [1, a],

und yj , für j ∈ [1, b], nachweisen. Es wird

(η ◦ ϑ)(xi) = η((φ(xi), 1)) = (µ ◦ φ−)(φ(xi)) = µ(xi) = xi .

Es wird
(η ◦ ϑ)(yj) = η((1, ψ(yj))) = (ν ◦ ψ−)(ψ(yj)) = ν(yj) = yj .

Ad (2). Es ist N := ⟨(1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4)⟩ P A4 . Es ist H := ⟨(1, 2, 3)⟩ ⩽ A4 ein Komplement zu N in A4 .

Wir haben den Gruppenisomorphismus

⟨x1, x2 : x21, x
2
2, [x1, x2]⟩

φ−→∼ N

x1 7→ (1, 2)(3, 4)

x2 7→ (1, 3)(2, 4) .

Wir haben den Gruppenisomorphismus

⟨y1 : y31⟩
ψ−→∼ H

y1 7→ (1, 2, 3) .

Es ist (1,2,3)(1, 2)(3, 4) = (2, 3)(1, 4) = (1, 2)(3, 4) ◦ (1, 3)(2, 4).
Es ist (1,2,3)(1, 3)(2, 4) = (2, 1)(3, 4) = (1, 2)(3, 4).

Es wird u1,1 := φ−1( ψ(y1)φ(x1)) = φ−1((1, 2)(3, 4) ◦ (1, 3)(2, 4)) = x1 · x2 . Also ist û1,1 = x1 · x2 . Also ist
t1,1 = y1x1 · (x1 · x2)−.
Es wird u2,1 := φ−1( ψ(y1)φ(x2)) = φ−1((1, 2)(3, 4)) = x1 . Also ist û2,1 = x1 . Also ist t2,1 = y1x2 · x−1 .
Mit (1) erhalten wir mit

AP,4 := ⟨x1, x2, y1 : x21, x
2
2, [x1, x2], y

3
1 ,

y1x1 · (x1 · x2)−, y1x2 · x−1 ⟩

die Isomorphismen

AP,4
ϑ−→∼ N ⋊H

γ−→∼ A4

(n, h) 7→ n ◦ h
x1 7→ ((1, 2)(3, 4), 1)

x2 7→ ((1, 3)(2, 4), 1)

y1 7→ (1, (1, 2, 3)) ,

welche komponiert den Gruppenisomorphismus δ := γ ◦ ϑ, also

AP,4
δ−→∼ A4

x1 7→ (1, 2)(3, 4)

x2 7→ (1, 3)(2, 4)

y1 7→ (1, 2, 3)

ergeben.



Hausaufgabe 36

Sei N := C3 × C3 . Sei H := C3 .

(1) Man finde Gruppenmorphismen α, β : H → Aut(N) mit N ⋊
α
H ̸≃ N ⋊

β
H.

(2) Man finde Gruppenmorphismen α, β : H → Aut(N) mit α ̸= β, aber N ⋊
α
H ≃ N ⋊

β
H.

Lösung. Wir schreiben C3 = ⟨c : c3⟩.
Wir erinnern an N = C3 × C3 = { (ci, cj) : i, j ∈ Z } und an H = C3 = { ck : k ∈ Z } .

Ad (1). Sei α = ! . Dann ist N ⋊
α
H = N ×H abelsch, da N und H abelsch sind.

Sei β : H → Aut(N) mit β(c)(ci, cj) = (ci, ci+j). Dann ist N ⋊
β
H nichtabelsch, denn darin erhalten wir e.g. die

folgenden unterschiedlichen Resultate beim Vertauschen der Reihenfolge der Faktoren.

((c, 1), 1) · ((1, 1), c) = ((c, 1), c)

((1, 1), c) · ((c, 1), 1) = ((c, c), c)

Insbesondere ist N ⋊
α
H ̸≃ N ⋊

β
H.

Ad (2). Wir betrachten folgende Operationen.

Sei α : H → Aut(N) mit (α(c))((ci, cj)) = (ci, ci−j) für i, j ∈ Z.
Sei β : H → Aut(N) mit (β(c))((ci, cj)) = (ci, ci+j) für i, j ∈ Z.
Dann ist (α(c))((1, c)) = (1, c−) und (β(c))((1, c)) = (1, c). Also ist α ̸= β.

Dies liefert die semidirekten Produkte N ⋊
α
H und N ⋊

β
H.

Wir betrachten die folgenden Gruppenmorphismen.

Wir haben φ : H → N ⋊
β
H : ck 7→ (1, c−k).

Wir haben ψ : N → N ⋊
β
H : (ci, cj) 7→ ((ci, cj), 1).

In N ⋊
β
H wird

φ(ck)ψ((ci, cj)) = ((1,1),c−k)((ci, cj), 1) = ((1, 1), c−k)·((ci, cj), 1)·((1, 1), ck) = ((ci, cj+(−k)i), c−k·ck) = ((ci, cj−ki), 1)

und

ψ((α(ck))((ci, cj))) = ψ((ci, cj−ki)) = ((ci, cj−ki), 1)

für i, j, k ∈ Z. Das ist dasselbe. Gemäß universeller Eigenschaft des semidirekten Produkts gibt es den Grup-
penmorphismus

ϑ : N ⋊
α
H → N ⋊

β
H : ((ci, cj), ck) → ψ((ci, cj)) · φ(ck) = ((ci, cj), 1) · ((1, 1), c−k) = ((ci, cj), c−k) .

Wir betrachten die folgenden Gruppenmorphismen.

Wir haben φ̃ : H → N ⋊
α
H : ck 7→ (1, c−k).

Wir haben ψ̃ : N → N ⋊
α
H : (ci, cj) 7→ ((ci, cj), 1).

In N ⋊
α
H wird

φ̃(ck)ψ̃((ci, cj)) = ((1,1),c−k)((ci, cj), 1) = ((1, 1), c−k)·((ci, cj), 1)·((1, 1), ck) = ((ci, cj−(−k)i), c−k·ck) = ((ci, cj+ki), 1)

und

ψ̃((β(ck))((ci, cj))) = ψ̃((ci, cj+ki)) = ((ci, cj+ki), 1)

für i, j, k ∈ Z. Das ist dasselbe. Gemäß universeller Eigenschaft des semidirekten Produkts gibt es den Grup-
penmorphismus

η : N ⋊
β
H → N ⋊

α
H : ((ci, cj), ck) → ψ̃((ci, cj)) · φ̃(ck) = ((ci, cj), 1) · ((1, 1), c−k) = ((ci, cj), c−k) .



Insgesamt wird

(ϑ ◦ η)(((ci, cj), ck)) = ϑ(((ci, cj), c−k)) = ((ci, cj), ck)

(η ◦ ϑ)(((ci, cj), ck)) = η(((ci, cj), c−k)) = ((ci, cj), ck)

für i, j, k ∈ Z.
Somit ist ϑ ◦ η = id und η ◦ ϑ = id. Insbesondere sind η und ϑ Isomorphismen.

Insbesondere ist N ⋊
α
H ≃ N ⋊

β
H.
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