M. Kiinzer

Gruppentheorie, SoSe 25
Losung 7

Hausaufgabe 25 (A32)
Sei G eine endliche Gruppe. Sei H < G. Sei N < G. Man zeige.

(1) Sind N und G/N auflésbar, dann auch G.
(2) Ist G auflosbar, dann auch H und G/N.
(3) Sind H und N auflésbar, dann auch HN.
(4)

4) Ist N < Z(G) und ist G/N iiberauflosbar, dann auch G.

Lésung. Vorbemerkung. Sei H eine Gruppe. Sei K < H. Sei U <V < H := H/K. Schreibe U = U/K und
V = V/K mit K < U <V < H; cf. Hausaufgabe 12. Dann ist U < V, denn fiir v € V und v € U ist
(w)K = “K(uK) € U =U/K wegen U QV, und also “u € U. Ferner ist V/U ~ V /U ; cf. Hausaufgabe 12.
Ende der Vorbemerkung.
Ad (1). Sei (N;)ie[o,s] eine auflésende Reihe von N. Sei (G;);co, eine auflssende Reihe von G := G/N. Fiir
j € [0,t] schreiben wir G; =: G;/N, wobei N < G; < G; cf. Hausaufgabe 12. Es ist dann G;4; < G, mit
Gi/Gj41 ~ Gj/Gj1 abelsch fitr jeo,t—1]; of. Vorbemerkung. Es ist Go/N = G = G/N, also Gy = G. Es
ist G¢/N =1, also Gy = N. Es ist N;/N;;1 abelsch fir i € [0,s — 1];
Daher ist die Reihe
(Go,G1, ..., G¢ y N1,..., Ng).
—
=N=N,
eine auflosende Reihe von G. Also ist G auflosbar.
Ad (2). Sei (U;)ie[o,s) eine auflosende Reihe von G.

Es ist (HNU;) g0, eine Subnormalreihe von H, und es gibt einen injektiven Gruppenmorphismus (HNU;)/(HN
Uiy1) = U; /Uiy fiir i € [0, s — 1] ; cf. Hausaufgabe 21. Da U; /U, 11 abelsch ist und da (H NU;)/(H NU;41) zu
einer Untergruppe von U, /U;+1 isomorph ist, ist auch (H NU;)/(H NU;4+1) abelsch fiir ¢ € [0, s — 1]. Folglich ist
(H NUs)iepo,s) eine auflésende Reihe von H. Also ist H auflosbar.

Schreibe G := G/N. Schreibe U; := (U;N)/N fiir i € [0,s]. Es ist (U;);fo,s) €ine Subnormalreihe von G, und
es gibt einen surjektiven Gruppenmorphismus U; /Uiy — U; /Uiy filr i € [0,s —1]; cf. Hausaufgabe 21. Da

U;/U,;+1 abelsch ist und da U, /Uz+1 zu einer Faktorgruppe von U; /Uz+1 isomorph ist, ist auch U; /Uz+1 abelsch
fiir ¢ € [0, s — 1]. Folglich ist (U;);e[o,s] eine auflésende Reihe von G. Also ist G = G /N auflosbar.

Ad (3). Esist N < HN. Es ist N auflosbar. Es ist (HN)/N ~ H/(H N N) auflésbar, da H auflosbar ist; cf.
Hausaufgabe 7 und (2). Also ist HN auflosbar; cf. (1).

Ad (4). Sei (Gj)je[o,y eine iiberaufldsende Reihe von G := G/N. Fiir j € [0, ] schreiben wir G; =: G /N, wobei
N < G;j < G; cf. Hausaufgabe 12. Es ist dann G411 < G; mit G;/Gj41 ~ G;/Gj41 zyKlisch fiir j € [0,s — 1];
cf. Vorbemerkung. Ferner ist Go = G und Gy = N

Jede Untergruppe von Z(G) ist abelsch und normal in G.

Wir wihlen eine Kompositionsreihe (Z;)icox) von N; cf. Bemerkung 68. Jeder Subfaktor ist zyklisch von
Primzahlordnung; cf. Bemerkung 74.

Folglich konnen wir die iiberauflosende Reihe

(Go,Gl,...,Gt,Zl,...,Zk)
~~

=N=2

von G bilden.

Hausaufgabe 26
Sei G eine endliche Gruppe. Man zeige oder widerlege.

(1) Ist G abelsch, dann ist Aut(G) abelsch.



(2) Ist G auflosbar, dann ist Aut(G) auflosbar.
(3) Ist G zyklisch, dann ist Aut(G) abelsch.
(4) Ist G zyklisch, dann ist Aut(G) zyklisch.

Lésunyg.

Ad (1). Die Aussage ist falsch.

Sei e.g. G = A x A fiir eine abelsche Gruppe A # 1.

Sei der Gruppenmorphismus ¢ : G — G definiert durch ¢(a,b) := (b, a) fir (a,b) € G.
Es ist ¢? = idg, also ¢ € Aut(G).

Sei der Gruppenmorphismus ¢ : G — G definiert durch ¢ (a,b) := (a, ad) fiir (a,b) € G.
Sei der Gruppenmorphismus 7 : G — G definiert durch 1[)((1, b) := (a,a”b) fir (a,b) € G.
Dann ist ¢ 09 = idg und ¥ o ¢ = idg, also 1 € Aut(G).

Sei a € Amit a # 1. Esist (¢ o¢)(a,1) =¢(1,a) = (1,a). Es ist (po)(a,1) = ¢(a,a) = (a,a). Das ist nicht
dasselbe.

Also ist ¥ o p #£ po.

Also ist Aut(G) nichtabelsch.

Ad (2). Sei p prim. Sei G :=C,, x C, = {(2%,27) : i, j € Z}, wobei  Ordnung p habe.
Sei A := (‘;‘3) € GLa(F,). Sei aq : G — G : (2%, 27) s (z41F goitd),

Es ist a4 ein Gruppenmorphismus: Fiir (2%, 27), (xi/,a:j/) € G wird

(@, 249
= (ol FOHT) | et +d(G+))

aA((:Ui,wj) . (xil,xj/))

(Iai+bj , Icierj) . (xai’+bj' , xci'+dj' )

aA((xi,xj)) ~a,4(mi/,xj/)) .

Seien A = (‘;Z) , A= (‘Clll Z:) € GLo(F,). Fiir (2%,27) € G wird

aa(oa ((29,29))) = aa((@@tbi, goitd))
((xa'(ai-i-bj)-&-b/(ci-&-dj)’ xc’(ai+bj)+d'(ci+dj))
((x(a'a+b’c)i+(a'b+b’d)j’ x(c’a+d’c)i+(c’b+d'd)j)

= Qg ((xl,xj)) .

Also ist avgq.a4r = g 0 vgr.
Es folgt aq ovy- = ap.4- = ap, =idg und ay- oy = ay-.4 = ag, = idg . Somit ist ay € Aut(G). Ferner
ist
CLy(F,) 2 Aut(G)
A — A

ein Gruppenmorphismus.

Wir behaupten: Es ist ¢ ein Isomorphismus.

Injektiv. Sei A € GLy(F,) mit as = idg gegeben. Dann ist (z',2°) = a4 ((2!,2°)) = (z%,2¢) und (2°,2') =
aa((2° 2)) = (zb,27). Also ist A = (‘;Z) = (59).

Surjektiv. Sei B € Aut(G). Sei B((z',2%)) =: (2%,2°) und B((2°,2')) =: («,2%). Dann ist (‘jg) e F2*2
invertierbar, da wegen der Injektivitit von § weder die erste Spalte verschwinden darf noch die zweite ein
Vielfaches der ersten sein darf.

Dies zeigt die Behauptung.

Nun enthélt z.B. fiir p = 5 die Gruppe GL2(F5) den Kompositionsfaktor PSLy(Fs), welcher eine nichtabelsche
einfache Gruppe ist. Also ist auch die dazu isomorphe Gruppe Aut(Cs x Cs) nicht auflosbar.

Also ist die Aussage falsch. Aus G abelsch kann nicht auf Aut(G) auflésbar geschlossen werden.

Ad (3). Die Aussage ist richtig.
Sei G = (z), fiir ein Element z von Ordnung m.



Sei i =i+ mZ € Z/mZ. Wir haben den Gruppenmorphismus

¢ % ¢
T =z,

Jeder Gruppenmorphismus von G nach G ist von dieser Form.
Es ist 3; genau dann ein Automorphismus, wenn j3; surjektiv ist, i.e. wenn G = (z%), i.e. wenn i € U(Z/mZ).
Somit haben wir die surjektive Abbildung

U(Z/mz) % Aut(G)

Es ist ¢ ein Gruppenmorphismus, da fiir ¢, i’ € U(Z/mZ) sich
(Biofi)(a) = (2") = 2" = By(x)
ergibt und also (3; o 8y = Bi.iv.
Es ist ¢ injektiv, da 8; = ide genau dann gilt, wenn 2* = z ist, also wenn i = i + mZ gleich 1 = 1 + mZ ist in
U(Z/mZ).
Somit ist ¢ ein Gruppenisomorphismus.
Da U(Z/mZ) als Einheitengruppe des kommutativen Rings Z/mZ abelsch ist, ist auch Aut(G) abelsch.

Ad (4). Die Aussage ist falsch.

Gemif Losung zu (3) ist Aut(Cg) ~ U(Z/8Z) = {1,3,5,7}. Diese Gruppe hat Ordnung 4, aber nur Elemente
von Ordnung 1 oder 2. Sie ist also nicht zyklisch, vielmehr ist U(Z/8Z) ~ Cy x C;.

Hausaufgabe 27 (A32) Sei G eine endliche Gruppe. Sei H < G. Sei N < G. Man zeige.
(1) Ist G iiberauflosbar, dann auch H und G//N.

2) Ist N < Z(G) und ist G/N nilpotent, dann auch G.

(2)
(3) Ist G nilpotent, dann auch H und G/N.
(4)

4) Ist G iiberauflésbar und ist H < G, dann ist H nilpotent.

Lésung. Ad (1). Sei (Us);e[o,s) eine iiberauflésende Reihe von G.
Es ist (HNU;);e0,5) eine Subnormalreihe von H, und es gibt einen injektiven Gruppenmorphismus (HNU;)/(HN
Uit1) = U;/Ui4q fiir i € [0, s — 1] ; cf. Hausaugabe 21. Da U;/U; 41 zyklisch ist und da (HNU;)/(H NU;41) zu
einer Untergruppe von U, /U; 11 isomorph ist, ist auch (HNU;)/(HNU;41) zyklisch fiir ¢ € [0, s —1]. Desweiteren
folgt aus U; < G auch H NU; < H fiir i € [0, s]. Folglich ist (H N U;)eo,s eine iiberauflésende Reihe von H.
Also ist H iiberauflosbar.
Schreibe G := G/N. Schreibe U; := (U;N)/N fiir i € [0, s]. Es ist (Ui)ie[o,s] eine Subnormalreihe von G, und
es gibt einen surjektiven Gruppenmorphismus U;/U; 41 — U;/U;41 fir i € [0,s — 1]; cf. Hausaufgabe 21. Da
U; /Ui 11 zyklisch ist und da U;)/U; 11 zu einer Faktorgruppe von U; /U; 1 isomorph ist, ist auch U; /U, 41 zyklisch
fiir i € [0,s — 1]. Desweiteren folgt aus U; < G auch U; < G fiir i € [0, s]; cf. Hausaufgabe 12. Folglich ist
(U )ic[o,s] eine iiberauflésende Reihe von G. Also ist G = G/N iiberauflésbar.

Ad (2). Sei (G;)jejo,y eine nilpotent aufléssende Reihe von G := G/N. Fiir j € [0,] schreiben wir G; =: G;/N,
wobei NV < G; < G; cf. Hausaufgabe 12. Insbesondere ist Go = G und Gy = N
Wir behaupten, dal dann G;/Gj+1 < Z(G/Gj41) ist fir j € [0,£ — 1]. Seien z € G; und g € G gegeben.

Wir haben [£Gj11,9Gj11] 1o zeigen, also [z, g] € Gji1. Schreibe Z := 2N € G; und g := gN € G. Da
G;/Gjt1 <K Z(G/Gj41), ist [T, 9] € Gjta, ie. [,9]N € Gj11/N, ie. [z,g] € Gj11. Dies zeigt die Behauptung.
Setze noch Giy1 := 1. Es wird G¢/Gi41 = N/1 < Z(G/1) = Z(G/G41).

Also ist (G})je[0,t4+1] €ine nilpotent auflésende Reihe von G. Somit ist G' nilpotent.
Ad (3). Sei (Ui)ieo,s) eine nilpotent auflésende Reihe von G.

Es ist (H N Uj)epo,s] €ine Subnormalreihe von H; cf. Hausaufgabe 21. Desweiteren folgt aus U; < G auch
HnNU; < H firie|0,s].



Wir behaupten, dafl dann (H NU;)/(H NU;j41) < Z(H/(HNUj4q)) ist fir i € [0,s —1]. Sei z € HNU; . Sei
h € H. Wir haben [z, h] é H NU;;1 zu zeigen. Da x, h € H, folgt [x,h] € H. Dax € U; und h € G und da
U;/Uis1 < Z(G/U;41), folgt [x, h] € U;41 . Dies zeigt die Behauptung.

Also ist (H N Us)ie[o,s) eine nilpotent auflosende Reihe von H. Somit ist H nilpotent.

Schreibe G := G/N. Schreibe U; := (U;N)/N fiir i € [0,s]. Es ist (U;);e[0,s) €ine Subnormalreihe von G'; cf.
Hausaufgabe 21.

Desweiteren folgt aus U; < G auch U; < G fiir i € [0, 5], denn fiir x € U; und g € G ist 9N)(xN) = %N € U;,
da %2 € U;.

Wir behaupten, dal dann U, /U; 11 < Z(G/U;41) ist fiir i € [0,5s—1]. Sei € U; und sei g € G. Schreibe Z := 2N
und g := gN. Wir haben [z, g] é Ui 41 zu zeigen. Wegen U, /U1 < Z(G/U;41) wird aber [z,g] = [z, g]|N € U1,
da [z, g] € Uiy1 . Dies zeigt die Behauptung.

Also ist (Ui)ie[o,s] eine nilpotent auflésende Reihe von G. Somit ist G nilpotent.

Ad (4). Es geniigt zu zeigen, daf8 aus G iiberauflésbar K := GV nilpotent folgt, cf. (1).

Sei s > 0 und (Uy);¢(o,s] eine iiberauflésende Reihe von G.

Sei V; := K NUj fiir i € [0,s]. Dann ist (V);c[o,5 eine iiberauflésende Reihe von K, cf. Losung zu (1). Wir
bemerken noch, daf aus K < G und U; < G auch V; < G folgt fiir ¢ € [0, ].

1
Es geniigt zu zeigen, da8 (V;);c[o,s] eine nilpotent auflésende Reihe ist. Mit anderen Worten, es sollte V;/V; 1 <

Z(K/Vit1) liegen fiir ¢ € [0,s — 1].
Esist a; : G — Aut(V;/Vig1), 2Vigr = YxViTh) := 92V, ein wohldefinierter Gruppenmorphismus, da V; < G
und V;1; < G.
Es ist V;/Viy1 zyklisch. Also ist Aut(V;/Viy1) abelsch, cf. Hausaufgabe 26.(3). Somit ist G) = K im Kern
von «; enthalten. Fiir y € K und x € V; ist also ¥ 2V;11 = 2V;,1, also 27 ¥ 2 € V;11, also [z,y] € Vi11, also
[Vig1,yVig1] = 1 Vigq. Somit ist V11 € Z(K/Vit1). Es folgt Vi /Vip1 < Z(K/Vit1).

Dieses Argument kenne ich von K. CONRAD.

Hausaufgabe 28 (A35) Scien G und H endliche Gruppen.
Sei (Us)iepo,s) eine Subnormalreihe von G. Sei (V;);eo,q eine Subnormalreihe von H.
Sei 0.E. s < t. Setze noch U; := 1 fiir ¢ € [s + 1,t]. Man zeige.

(].) Slnd (Ui)ie[O,s} und (‘/:L')ie[(),t] auﬂ(')'send, dann auch (Uz X ‘/i)ie[(),t} .
(2) Sind (Ui)icpo,5) und (V;)ico,q nilpotent auflosend, dann auch (U; x V)icjo . -
(3) Sind G und H nilpotent, so auch G x H.

Lésung.

Vorbemerkung 1. Seien K und L Gruppen. Es ist Z(K x L) = Z(K) x Z(L).

Denn sei zum einen (k,£) € Z(K x L) gegeben. Fiir ke K ist (kk,0) = (k,0)(k,1) = (k,1)(k,¢) = (kk,¢) und
also kk = kk. Es folgt k € Z(K). Genauso folgt £ € Z(L). Insgesamt folgt (k,¢) € Z(K) x Z(L).

Sei zum anderen (k,f) € Z(K) x Z(L) gegeben. Fiir (k,0) € K x L ist (k,0)(k,0) = (kk,00) = (kk,0) =
(k,0)(k,0). Es folgt (k,0) € Z(K x L).

Vorbemerkung 2. Seien K und L Gruppen. Sei M < K. Sei N < L. Esist (M x N) < (K x L), da fiir m € M,
ne N, ke K, leL sich

EOm,n) = (k,0)(m,n)(k,0)" = (k,0)(m,n)(k=,£7) = (kmk™,tnl™) = (*m,’n) € M x N

ergibt.
Wir haben ferner den Gruppenisomorphismus

(K x L)/(M x N) = (K/M) x (L/N)
(k,O)(M xN) + (kM , (N)
(k,O)(MxN) « (kM , (N).

Die Wohldefiniertheit der Abbildung < folgt daraus, dafl fir k € K, me€ M, ¢ € L, n € N sich
(km,en)(M x N) = (k,£)(M x N) ergibt. Vertréglichkeit mit der Multiplikation ist dann ersichtlich.



Auch kehren sich diese Abbildungen auf beiden Seiten um.
Vorbemerkung 3. Seien G und H Gruppen. Seien U, U < G und V, V' < H Untergruppen. Dann ist

U, U] x [V,V] = [UxV,U xV].

Wir haben die Inklusion >, denn fiir (u,v) € U x V und (@,9) € U x V ist

[(w,v), (@,?)] = (u,v)”(4,0) (u,v),(@,0) = (v e wa,v 0" v0) = ([u,d],v,?]),
und somit sind Erzeuger der rechten Seite in der linken enthalten.
Wir haben die Inklusion <, da [U,U] x 1 < [U x V,U x V] und 1 x [V, V] = [U x V,U x V]. Ersteres ist der
Fall, da sich fiir u, u € U

([u’ ﬂ], 1) = (u_ﬂ_uﬁ, 1) = (u7 1)_)(a7 1)_(ua 1)(717 1) = [(u7 1)7 (’ﬁ, 1)]

ergibt und somit Erzeuger der linken Seite in der rechten Seite enthalten sind.

Ende der Vorbemerkungen.

Ad (1). Es ist Ujp1 < U; und U; /U, 4 abelsch fiir ¢ € [0,t — 1]. Es ist Vi1 < V; und V;/V;41 abelsch fiir
i€ [0,t—1].

Sei i € [0,t —1]. Es ist Ujy1 X Vigr < U; x V; und es ist (U; x V;)/(Uig1 X Vig1) =~ (U;/Uis1) x (Vi/Vig1)
abelsch; cf. Vorbemerkung 2. Somit ist (U; x V;);cjo,4 als auflosende Reihe von G x H erkannt.

Insbesondere folgt aus G und H auflosbar, dal G x H auflgsbar ist. Dies ist aber einfacher aus Hausaufgabe 25.(1)
zu bekommen unter Verwendung von (G x 1) < (G x H) und (G x H)/(G x 1)~ H

Ad (2). Esist U; 4 G fiir ¢ € [0,¢t]. Es ist U; /U1 < Z(G/Uisq) fir ¢ € [0,t — 1]. Es ist V; < H fiir ¢ € [0,¢]. Es
ist V;/Vig1 < Z(H/Viqq) fiir i € [0,¢ — 1].
Sei i € [0,t —1]. Es ist U;11 X Vip1 < G x H, und wir haben den Gruppenisomorphismus

(G x H)/(Uis1 x Vi1) 5 (G/Uia) x (H/Vig)
(9,R)(Uig1 x Vig1) = (gUix1 »  hVig)
(9: W) (Uit1 X Vig1) < (Uis1 . hViq1)s

cf. Vorbemerkung 2. Es ist

(Ui/Uit1) x (Vi/Vis1)

Z(G/Uit1) x Z(H/Vi41)
Z((G/Uis1) x (H/Vit1))
Z(f((G x H)/(Uit1 % Viy1)))

F(Z((G x H)/(Ui1 X Vig1)))

(Ui x Vi) [(Uig1 % Vigr))

N

cf. Vorbemerkung 1 angewandt auf f und auf f~. Also ist
(Ui x Vi)/(Uizr x Viza) < Z((G x H) /(Ui X Viga)) -
Somit ist (U; x V;)ic[o, als nilpotent auflosende Reihe von G x H erkannt.

d (3). Seien G und H nilpotent. Zu zeigen ist, dal G x H nilpotent ist.

Sei (Ui)iejo,s) eine nilpotent auflésende Reihe von G. Sei (V;);c[o,q eine nilpotent auflésende Reihe von H.
Dank (2) ist (U; x V;)ie[o,4 eine nilpotent auflésende Reihe von G' x H. Also ist G’ x H nilpotent.
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