M. Kiinzer

Gruppentheorie, SoSe 25
Losung 6

Hausaufgabe 21 (A27) Sei G eine Gruppe. Sei (U;)icp,s] €ine Subnormalreihe von G.

(1) Sei H < G. Man zeige: (H N U;)icpo,¢ ist eine Subnormalreihe von H. Man gebe einen
injektiven Gruppenmorphismus (H NU;)/(H NU;11) — U;/U;4q an fir i € [0,s — 1].

(2) Sei N < G. Sei U := (U;N)/N fiir i € [0, s]. Man zeige: (U; )iefo,s) ist eine Subnormalreihe
von G := G/N. Man gebe einen surjektiven Gruppenmorphismus U;/U;y; — U;/U;41 an
fir i € (0,5 — 1].

Lésung.
Ad (1). Wir zeigen, dafl (H NU;);eo,s) eine Subnormalreihe von H ist.
Zunichst ist HNUg=HNG=Hund HNU;=HN1=1.

Sei i € [0,s — 1]. Wir haben H NU;41 é H NU; zu zeigen. Sei h € HNU;. Sei x € HNU;4+1. Wir haben
hy é H N Uy, zu zeigen. Da h,z € H,ist "x+ € H. Da h € U;, da = € U;;; und da (Ui)ielo,s] eine
Subnormalreihe ist, ist "z € U;,; .
Wir geben nun einen injektiven Gruppenmorphismus (H NU;)/(H NU;11) — U;/U;41 an fir i € [0,s — 1]. Es
hat der Gruppenmorphismus
HNU, — U;/Ui
T = CCUZ‘+1 s

der aus Inklusion nach U; und Restklassenmorphismus komponiert wurde, den Kern (HNU;)NU; 41 = HNU;41 -
Folglich gibt es den induzierten Gruppenmorphismus

(HﬂUl)/(HﬁUZH) — Ui/Ui+1
x(HﬂUiH) = zUjyq

welcher injektiv ist.

Ad (2). Vorweg merken wir an, dafl aus N < G auch N < U; N < G folgt fiir ¢ € [0, s].

Wir zeigen, da8 (U;);c0,s] €ine Subnormalreihe von G/N ist.
Zunichst ist Uy = (UgN)/N = G/N und Us = (U;N)/N = N/N = 1.

_ v ! !
Sei ¢ € [0, s—1]. Wir haben U; 1 < U; zu zeigen, i.e. (U;+1N)/N QU;N/N. Hierfiir ist U; 11 N < U; N zu zeigen.
Sei © € U;31N. Schreibe £ = um mit v € U;4; und m € N. Sei y € U;N. Schreibe y = vn mit v € U; und
!
n € N. Wir haben Yz € U, 11N zu zeigen. Es wird Yz = "(um) = ""u- ""m. Dam € N < G, geniigt es,

!
"y € Ui41 N zu zeigen. Es wird

Yy = vpun vT = (vuww”)(vuTnuwT)(onTvT) = u- " n-Y(n7) € UipiN,
da vuv™ € U;;1 wegen U;11 < U; und da *“ n- Yn~) € N wegen N < G.

Wir geben nun einen surjektiven Gruppenmorphismus U; /U; 1 — U; /U,y an fiir i € [0,5 — 1].
Wir haben den surjektiven Gruppenmorphismus

r — xaN

als Einschréankung des Restklassenmorphismus U;N — (U;N)/N auf U; .

Wir begriinden die Surjektivitédt: Fiir y € U; und n € N ist ynN = yN das Bild von y.

Wir komponieren mit dem surjektiven Restklassenmorphismus U; — U;/U;1; und erhalten den surjektiven
Gruppenmorphismus

U — Ui/Uin
T = ('rN)UZ-‘rl ’



Sein Kern enthilt die Untergruppe U; 1, da fiir z € U;1; sich N € (U;+1N)/N = U,y ergibt. Folglich gibt es
den induzierten Gruppenmorphismus

Ui/Ui+1 — Ui/UiJrl

2Uipr = (N)Uiqr,
welcher ebenfalls surjektiv ist.
Hausaufgabe 22
(1) Man bestimme alle Kompositionsreihen von Cj, .
(2) Man bestimme alle Kompositionsreihen von Cgy .

(3) Man bestimme alle Kompositionsreihen von Ay .

Lésung.
Vorbemerkung. Sei n > 1. Sei C,, = (d : d™).

> 1. Dann ist C; := (') < C,,.
Alle Untergruppen von C,, sind von dieser Form.

Sein=s-tmits,t
Fiir Teiler s, s’ von n ist dabei C; < Cy genau dann, wenn s ein Teiler von s’ ist.
Ende der Vorbemerkung.

Ad (1). Die Untergruppen von Cio sind
Cla 027 C4a C37 C67 012

Indem wir von einer Untergruppe immer zu einer maximalen echten Untergruppe laufen, bekommen wir die
Kompositionsreihen

(Ci2,Cs,C3,Cy)

(C12,Cs,Ca, Cy)

(C12,C4,Cy,Cy)

Man kann sie auch in folgendem Diagramm ablesen.

Cio
Cy
Ca

NN

Ce
Cs

C1
Ad (1). Die Untergruppen von Cjzq sind dargestellt in folgendem Diagramm.

r/C \C
C/\/CXC
NP

Cso

C 0




Wir kénnen die Kompositionsreihen ablesen.

Cs0,C15,Cs5,Cr)
Cs0,C15,C3,Ch)
Cs0,Cs,C3,Ch)
Cs0, Cs,C2, C1)
Cs0, C10,C2, Cy)
Cs0, C10,Cs, C1)

A~ N N N~

Ad (3). Wir behaupten, da3 V' = ((1,2)(3,4), (1,3)(2,4)), 1 und A4 die einzigen Normalteiler von A4 sind.

Wir haben die Konjugationsklassen “4d, “4(1,2,3), 4(1,2)(3,4) mit |*4d| = 1, |*41,2,3)] = 8 und mit
| 44(1,2)(3,4)| = 3.

Sei N < Ay mit N ¢ {1,A4}. Dann kann N kein Element aus “4(1,2,3) enthalten, da sonst |[N| > 8 und also
N = A, wire.

Wenn N ein Element von 44(1,2)(3,4) enthilt und keines von #4(1,2,3), dann ist N = V.

Da damit alle Moglichkeiten abgedeckt sind, zeigt dies die Behauptung.

Ferner sind C := ((1,2)(3,4)), C' := ((1,3)(2,4)), C" := {(1,4)(2,3)), 1, V die einzigen Untergruppen und
damit die einzigen Normalteiler von V.

Damit haben wir die folgenden Kompositionsreihen.

(A47 ‘/7 Ca 1)

(A4a ‘/a Olv 1)
(Ag,V,C",1)

Hausaufgabe 23

Sei X eine Menge. Wir betrachten die Menge der Wérter Fo(X) in X*.

Sei fir w = af'... 2% € Fo(X) die Linge ¢(w) := k definiert, wobei k > 0, z; € X* und
gi € {—1,+1} firi € [1, k]

Es heiit w € Fo(X) reduziert, falls fiir w' € Fo(X) aus w2 w’ bereits w = w’ folgt.

(1) Seien w, u, v € Fo(X) gegeben mit w = u und w Z v.

Man zeige: Es gibt ein w’ € Fo(X) mit v 2 w' und v Z w'.

(2) Seien Worter u, v € Fo(X) mit [u] = [v] in F(X) gegeben.
Seien k > 0 und wy, ..., wrp1, Wy, ..., w, € Fo(X) gegeben mit v = wy, w11 = v und
mit w; 2w, und w1 2w} fiir i € [1, k]
Ein solches Tupel w := (wy, ..., Wgi1, W, ..., wy) heile Verbindungskette von u nach v.
Es heifle ((w) := (Zie[l,kﬂ] E(wi)> + (Zie[l,k] K(w;)) die Gesamtlinge von w.

Man zeige mittels (1): Sind u und v reduziert, ist u # v und ist w eine Verbindungskette
von u nach v, so gibt es eine Verbindungskette @ von u nach v mit ¢(©) < ¢(w).

(3) Man zeige mittels (2): Gegeben seien reduzierte Worter u, v € Fo(X) mit [u] = [v] in
F(X). Dann ist u = v.

Lésung.
Ad (1).
Fuall:
w = ax®x “byy e

mit a, b, ¢ € Fo(X), z,y € X und e, n € {—1,+1}, und

u = aby"y "c

= axfr %bc



Wir nehmen

w' = abc.
Fall:
w = ar®rz °z°¢c
mit a, ¢ € Fo(X), z € X und € € {—1,+1}, und
u = azrfc
v = axfc
Wir nehmen
w' = axc
Fall:
w = azz " %c
mit a, ¢ € Fo(X), z € X und ¢ € {—1,+1}, und
ac
v ac
Wir nehmen
w' = ac.

Wir beachten noch, daf in allen drei Féllen £(w’) < £(w) ist.

Ad (2). Wir stellen die Verbindungskette w wie folgt dar. Die obere und die untere Gleichheit folgt dabei aus u
und v reduziert. Da u # v ist, ist k > 2.

U = w = W]
[
Wo oW
[
Wa T wh
[
ws T wh
[
w3 T owh
Wk o owy,
[
[
Vo= Wgyr = W

Mit (1) bekommen wir folgende Ersetzungen. Die obere und die untere neue Gleichheit folgt dabei aus v und v
reduziert.

u = w = wj = wl
|
[
|
wp_, 2wy

"
Vo= Wpyr = Wy = wy



Wir kénnen also folgende Verbindungskette nehmen.

— / / 1" "
@ = (wl,..., Wy, Wh,..., W)

Da ¢(w) < £(w;) fiir i € [2,k] und da £(wy) = 0 und £(wg41) = 0, wird

l(w) = STottw) | [ D e | o> | DD ) |+ D ww)) ] = w@).

1€[1,k+1] 1€[1,k] i1€[1,k] 1€[2,k]

Ad (3). Annahme, es ist u # v.
Sei w eine Verbindungskette von u nach v minimaler Gesamtléange.

Geméf (2) gibt es eine Verbindungskette & von w nach v mit Gesamtlinge ¢(0) < ¢(w). Wir haben einen
Widerspruch.

Also ist u = v.

Hausaufgabe 24 (A29, A23)

(1) Sei G eine endliche Gruppe. Man zeige: Es ist G isomorph zu einer endlich prisentierten
Gruppe. (Hinweis: Multiplikationstafel fiir Relationen verwenden.)

(2) Man konstruiere einen Automorphismus o von Sg, der (1,2)+(1,2)(3,4)(5,6) und
(1,2,3,4,5,6) — (1,2,3)(4,5) abbildet. Ist o inner?

Lésung.
Ad (1). Sei X eine Menge mit |X| = |G|. Seien die Elemente von X bezeichnet mit z, fiir g € G, so da8 sich
X ={z,: g€ G} ergibt.
Sei Gp := (X : zgapzy, fiir g, h € G).
Wir haben den Gruppenmorphismus
Gp - G
zg — g firgedG,
dag-h-(gh)y”=1firg, h € G.
Es ist f surjektiv.

!
Um zu zeigen, dal G bijektiv ist, haben wir noch zu zeigen, dafi |Gp| < |G] ist.
Es geniigt zu zeigen: Jedes Element von Gp ist von der Form z, fiir ein g € G.

In Gp gilt

T1-T1 -2, = 1,
und also z1 = 1.
In Gp gilt firge G

Ty Tg- -z, =1,
und also z,- =, .

Somit kénnen wir jedes Element & € Gp ~\ {1} schreiben in der Form

§ = Tg Ty oo Ty

wobei k > 1 und g¢; € G fiir i € [1, k]. Sei hierbei k¥ minimal gew#hlt.
Annahme, es ist k > 2. Dann wird

£ = Lgy "o Lgp_g " Lgp_q " Lgpy = Lgy oo " Lgp_o  Lgp_1-gp »

im Widerspruch zur vorausgesetzten Minimalitét.
Somit ist £ =1 und also £ = zg, .

Insgesamt 148t sich also jedes Element von G'p in der Form x4, schreiben fiir ein g € G, sowohl 1 € Gp als auch
jedes Element in Gp ~\ {1}.

Somit ist f als Gruppenisomorphismus nachgewiesen.

Ad (2).



Vorbemerkung. Wenn, dem Hinweis folgend, der Automorphismus S¢ — Sg das Element g := (1,2) nach
(1,2)(3,4)(5,6) =: g und das Element = := (1,2,3,4,5,6) nach Z := (1,2,3)(4,5) schicken soll, dann mu$ er
notwendigerweise

L2 = g - § = LABHGO = LAGHGE) = 4
(2,3) = % = g = (23)(1,5)4,6) = (1,5)(2,3)4.6) = t
3,4) = g = T§g = 3,1(2,4)(5,6) = (1,3)(2,4)(5,6) = ts
(4,5) = g — g = (1,2)(3,5)(4,6) = (1,2)(3,5)(4,6) =: t4
(5,6) = g — g = (2,3)(L,4)(5,6) = (1,4)(2,3)(5,6) =: t5
schicken. Ende der Vorbemerkung.
Aus Hausaufgabe 17 entnehmen wir den Isomorphismus f : Spg — Sg -
Wir konstruieren einen Isomorphismus u : Spg = Sg, welcher dann einen Automorphismus o := uo f~ €

Aut(Se) liefert.

Wir behaupten die Existenz eines Gruppenmorphismus Spg — S mit u(s;) = t; = 5‘%1‘(} fiir ¢ € [1,5].
Wir haben die Relationen aus Hausaufgabe 17 zu iiberpriifen.

Es ist §2 = id und also auch 2 = (¥ §)2 = ' (%) = id fiir i € [1, 5).

Esist tj oty = go g = (1,2)(3,4)(5,6) o (1,5)(2,3)(4,6) = (1,6,3)(2,4,5) und also

(tiotip1)® = (7 go ™9 = T ((go 7g)%) = id

fiir ¢ € [1,4].
Es st t1 0t = o 7§ = (1,2)(3,4)(5,6) o (1,3)(2,4)(5,6) = (1,4)(2,3) und also

Fi—1. Fitl, =1, 72~ .
(tiotitz)® = (¥ go™ 9> =" ((§o"§?) = id

fiir ¢ € [1, 3].

Esist t oty =go 7§ = (1,2)(3,4)(5,6) o (1,2)(3,5)(4,6) = (3,6)(4,5) und also

Fiml.  git2_ Fi-l,,_ =3 .
(tiotirs)® = (T go® §)* = ¥ ((go 797 = id

fiir ¢ € [1,2].

Es ist t1 ots = (1,2)(3,4)(5,6) o (1,4)(2,3)(5,6) = (1,3)(2,4) und also (¢; o t5)? = id.

Dies zeigt die Behauptung.

Es ist iibrigens u((1,2)) = u(s1) =t1 = (1,2)(3,4)(5,6) und

u((1,2,3,4,5,6)) = u(s;osy0s3084085) = tyotaotgotsots = (1,2,3)(4,5).

Wir behaupten, dafl u ein Isomorphismus ist. Es geniigt zu zeigen, dafl u surjektiv ist.
Dafiir geniigt es zu zeigen, dafi Sg L (t; : 1 €[1,6]) =: S ist.
Es ist t; otz = (1,4)(2,3) und also ¢t; otz ot5 = (1,4)(2,3) o (1,4)(2,3)(5,6) = (5,6) € S.
Es ist “4(5,6) = (1L2AGSA0)(5 6) = (3,4) = b€ S.
Es ist 3(3,4) = 13663 4) = (1,2) € S.
Esist t1otaots = (1,6,3)(2,4,5) 0 (1,4)(2,3)(5,6) = (1,5,3,4,6,2) =:a € S.
Es ist %5,6) = (153:46.2)(5 6) = (3,2) = (2,3) € S.
Es ist 2,3) = (2,4) € S.
Es ist ©1°t2(2,4) = (1L6:3)245)2 4) = (4,5) € S.
Also ist
Se = ((1,2),(2,3),(3,4),(4,5),(5,6)) < S < Sg
und also S¢ = S. Dies zeigt die Behauptung.
SchlieBlich ist o nicht inner, da er (1,2,3,4,5,6) auf (1,2,3)(4,5) abbildet, welche nicht zueinander konjugiert

sind.
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