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Lösung 4

Hausaufgabe 13 (A11,A18,A19) Sei K ein Körper.

(1) Sei n ⩾ 2. Man zeige: Der Kern der Operation von GLn(K) auf Pn−1(K) ist
Z(GLn(K)) = K×En .

(2) Sei n ⩾ 2. Man zeige: Es ist Z(SLn(K)) = K×En ∩ SLn(K) .

(3) Man zeige: Es ist PSL2(F2) ≃ SP1(F2) . Ist PSL2(F2) eine einfache Gruppe?

Lösung.

(1) Wir zeigen Z(GLn(K))
!
= K×En . Zu zeigen ist nur Z(GLn(K))

!
⩽ K×En .

Es genügt, CGLn(K)(SLn(K))
!
⩽ K×En zu zeigen.

Sei A = (ai, j)i, j ∈ CGLn(K)(SLn(K)). Für k, ℓ ∈ [1, n] mit k ̸= ℓ ist A(En + ek,ℓ) = (En + ek,ℓ)A, also
A ek,ℓ = ek,ℓA, i.e. ai,k∂j,ℓ = ∂i,kaℓ,j für i, j ∈ [1, n]. Für j = i = ℓ folgt aℓ,k = 0. Für i = k und j = ℓ folgt
ak,k = aℓ,ℓ . Somit ist A ∈ K×En .

Sei α : GLn(K) → SPn−1(K) die Operation von GLn(K) auf Pn−1(K). Zu zeigen ist Kern(α)
!
= K×En . Zu

zeigen ist nur Kern(α)
!
⩽ K×En . Sei A = (ai, j)i, j ∈ Kern(α). Zu zeigen ist A

!
∈ K×En . Es ist A ek ∈ K⟨ek⟩

für k ∈ [1, n] und also A eine Diagonalmatrix. Es ist ak,k ek +aℓ,ℓ eℓ = A(ek +eℓ) ∈ K⟨ek +eℓ⟩ für k, ℓ ∈ [1, n]
mit k ̸= ℓ und also ak,k = aℓ,ℓ . Somit ist in der Tat A ∈ K×En .

(2) Wir haben nur Z(SLn(F ))
!
⩽ F×En zu zeigen. In (1) wurde CGLn(F )(SLn(F )) ⩽ F×En gezeigt. Daraus

folgt aber
Z(SLn(F )) = CSLn(F )(SLn(F )) = SLn(F ) ∩ CGLn(F )(SLn(F )) ⩽ F×En .

(3) Es ist Z(SL2(F2))
(2)
= SL2(F2) ∩ F×

2 E2 = {E2}. Also ist PSL2(F2) = SL2(F2).
Es ist det : GL2(F2) → U(F2) = 1. Also ist SL2(F2) = GL2(F2).
Wir haben die Operation GL2(F2) → SP1(F2) ≃ S3 ; cf. Beispiel 31.

Wenn
(
a b
c d

)
∈ GL2(F2) im Kern dieser Operation liegt, dann ist

(
a b
c d

)
·
(
1
0

)
=

(
1
0

)
und

(
a b
c d

)
·
(
0
1

)
=

(
0
1

)
.

Folglich sind b = 0 und c = 0. Ferner ist
(
a 0
0 d

)
·
(
1
1

)
=

(
1
1

)
. Folglich ist a = d = 1. Also ist

(
a b
c d

)
= E2 . Also ist

die Operation injektiv, i.e. P1(F2) eine treue GL2(F2)-Menge.

Es ist |GL2(F2)| = (4− 1)(4− 2) = 6. Es ist |S3| = 6. Folglich ist die Operation bijektiv. Alles in allem erhalten
wir GL2(F2) ≃ S3 .

Schließlich ist die Gruppe PSL2(F2) nicht einfach, da die zu ihr isomorphe Gruppe S3 nicht einfach ist, da sie
den Normalteiler 1 < A3 ◁ S3 besitzt.

Hausaufgabe 14 (A18) Sei F ein Körper. Man zeige.

(1) Sei n ⩾ 1. Es ist SLn(F ) = ⟨En + λ ei, j : (i, j) ∈ [1, n]×2, ̸=, λ ∈ F ⟩.

(2) Sei n ⩾ 3. Es ist SLn(F )
(1) = SLn(F ).

(3) Sei |F | ⩾ 4. Es ist SL2(F )
(1) = SL2(F ).

(4) Sei n ⩾ 2. Es ist

A :=
(
1 ∗
0 En−1

)
:= {

(
1 y
0 En−1

)
: y ∈ F 1×(n−1) } P CSLn(F )(e1) .

Es ist G A = ⟨
⋃

g∈SLn(F )
gA⟩ = SLn(F ).



Lösung.

(1) Sei n ⩾ 1. Es ist SLn(F )
!
= ⟨En + λ ei, j : (i, j) ∈ [1, n]×2, ̸=, λ ∈ F ⟩ =: S zu zeigen.

Dazu ist nur SLn(F )
!
⩽ S zu zeigen.

Für λ ∈ U(F ) ist S ∋
(
1 λ
0 1

)(
1 0

−λ− 1

) (
1 λ
0 1

)
=

(
0 λ

−λ− 0

)
. Insbesondere ist

(
0 1

−1 0

)
∈ S und damit auch S ∋(

0 1
−1 0

)2
=

(−1 0
0 −1

)
. Damit ist auch S ∋

(
0 λ

−λ− 0

)(
0 1

−1 0

)(
−1 0
0 −1

)
=

(
λ 0
0 λ−

)
.

Unter Verwendung des Gruppenmorphismus

SL2(F ) → SLn(F )(
a b
c d

)
7→ a ek,k +b ek,ℓ+c eℓ,k +d eℓ,ℓ+

∑
i∈[1,n]∖{k,ℓ} ei,i

für (k, ℓ) ∈ [1, n]×2,̸= erkennen wir, daß für A ∈ Fn×n Vertauschung zweier Zeilen mit nachfolgender Multi-
plikation einer der beiden Zeilen mit −1 durch Linksmultiplikation mit einem Element aus S erreicht werden
kann, ebenso Multiplikation einer Zeile mit λ mit nachfolgender Multiplikation einer anderen Zeile mit λ−.

Sei A ∈ SLn(F ) gegeben. Auf A können wir auf die ersten n − 1 Spalten den Gaußalgorithmus dadurch
anwenden, daß wir von links mit Elementen von S multiplizieren. Hierbei ist jede Spalte eine Stufenspalte, da
A invertierbar ist. In der letzten Spalte steht dann wegen der Determinantenbedinung an Position (n, n) das
Element 1. Folglich können wir mit weiteren Elementen von S von links multiplizieren, um mit Gaußalgorithmus-
Schritten die Matrix En zu erreichen. Somit gibt es ein B ∈ S mit BA = En. Also ist A = B− ∈ S. Dies zeigt
SLn(F ) ⩽ S.

(2) Gemäß Vorbemerkung genügt es zu zeigen, daß für λ ∈ F und für (i, j) ∈ [1, n]×2, ̸= das Element En+λ ei, j
in SLn(F )

(1) liegt. Wähle k ∈ [1, n]. In der Tat wird

SLn(F )
(1) ∋ [En + λ ei,k ,En + ek, j ]

= (En − λ ei,k)(En − ek, j)(En + λ ei,k)(En + ek, j)

= (En − λ ei,k − ek, j +λ ei, j)(En + λ ei,k +ek, j +λ ei, j)

= En + λ ei,k +ek, j +λ ei, j −λ ei,k −λ ei, j − ek, j +λ ei, j

= En + λ ei, j .

(3) Für a ∈ F und b ∈ U(F ) wird

[
(
1 a
0 1

)
,
(
b 0
0 b−

)
] =

(
1 −a
0 1

)(
b− 0
0 b

)(
1 a
0 1

)(
b 0
0 b−

)
=

(
b− −ab
0 b

)(
b ab−

0 b−

)
=

(
1 a(b−2−1)
0 1

)
.

Transponiert dazu wird also auch

[
(
b− 0
0 b

)
,
(

1 0
−a 1

)
] =

(
1 0

a(b−2−1) 1

)
.

Gemäß Vorbemerkung genügt es also, ein b ∈ U(F ) mit b−2 − 1 ̸= 0 zu finden, i.e. mit b2 − 1 ̸= 0. Nun hat
aber X2 − 1 in F höchstens zwei Nullstellen. Wegen |F | ⩾ 4 ist |U(F )| ⩾ 3. Somit ist in der Tat b ∈ U(F ) mit
b2 − 1 ̸= 0 wählbar.

(4) Es ist C := CSLn(F )(e1) =
(∗ ∗
0 ∗

)
⩽ SLn(F ), wobei das ∗ unten rechts einen (n− 1)× (n− 1)-Block darstellt.

Wir haben den Gruppenmorphismus C → GLn−1(F ), (xi,j)i,j∈[1,n] 7→ (xi,j)i,j∈[2,n] , wovon A der Kern ist.
Insbesondere ist A P C.

Um H := ⟨ gA : g ∈ SLn(F ) ⟩
!
= SLn(F ) zu zeigen, genügt es, H

!
⩾ SLn(F ) zu zeigen, wofür es dank

Vorbemerkung wiederum genügt, En + λ ei, j
!
∈ H zu zeigen für (i, j) ∈ [1, n]×2, ̸= und λ ∈ F .

Es genügt, dies für i ∈ [2, n] zu zeigen, da für i = 1 das fragliche Element ohnehin in A ⩽ H liegt.



Fall j ∈ [2, n]. Sei a := En + λ e1,j . Sei g := (
∑
k∈[2,n]∖{i} ek,k) + e1,i− ei,1 . Es wird

H ∋ ga

= ((
∑
k∈[2,n]∖{i} ek,k) + e1,i− ei,1)(En + λ e1, j)((

∑
k∈[2,n]∖{i} ek,k)− e1,i+ei,1)

= En + λ((
∑
k∈[2,n]∖{i} ek,k) + e1,i− ei,1) e1, j((

∑
k∈[2,n]∖{i} ek,k)− e1,i+ei,1)

= En + λ ei, j((
∑
k∈[2,n]∖{i} ek,k)− e1,i+ei,1)

= En + λ ei, j .

Fall j = 1. Nach vorigem Fall ist b := En + λ ei,2 ∈ H. Sei g := (
∑
k∈[3,n] ek,k) + e1,2 − e2,1 . Es wird

H ∋ gb

= ((
∑
k∈[3,n] ek,k) + e1,2 − e2,1)(En + λ ei,2)((

∑
k∈[3,n] ek,k)− e1,2 +e2,1)

= En + λ((
∑
k∈[3,n] ek,k) + e1,2 − e2,1) ei,2((

∑
k∈[3,n] ek,k)− e1,2 +e2,1)

= En + λ ei,2((
∑
k∈[3,n] ek,k)− e1,2 +e2,1)

= En + λ ei,1 .

Hausaufgabe 15 (A20)

Sei G eine einfache Gruppe von Ordnung 60. Man zeige: Es ist G isomorph zu A5 .

(Hinweis: Sylp(G) als G-Menge. Fall: | Syl2(G)| = 15. Wieso gibt es dann ein x ∈ G ∖ {1},
das im Schnitt zweier 2-Sylowgruppen liegt? Warum ist dann 4 ein echter Teiler von |CG(x)| ?
Betrachte dann G→ S(Gx) .)

Lösung.

Vorbemerkung. Sei P eine Gruppe mit |P | = 4. Es ist P abelsch.

Beweis. Annahme, nicht. Alle Elemente von P ∖ {1} haben Ordnung 2, da sonst P zyklisch und also abelsch
wäre. Wähle x ∈ P ∖ {1}. Es ist X := ⟨x⟩ P P . Wähle y ∈ P ∖ ⟨x⟩. Es ist Y := ⟨y⟩ P P . Es ist |X| = |Y | = 2.
Also ist X ≃ C2 ≃ Y . Insbesondere sind X und Y abelsch. Es ist X ̸= Y , also X ∩ Y = 1. Es ist XY = P , da
|XY | = |X| · |Y |/|X ∩ Y | = 2 · 2/1 = |P | ; cf. Hausaufgabe 7. Also ist X × Y ≃ P ; cf. Hausaufgabe 2.(4). Da X
und Y abelsch sind, gilt dies auch für X × Y und also auch für P . Wir haben einen Widerspruch.

Vorbemerkung 2. Sei N ein Normalteiler in S5 von Ordnung 60. Dann ist N = A5.

Beweis. Es ist N ∩ A5 P A5. Es ist A5/N ∩ A5 ≃ NA5/N ; cf. Hausaufgabe 7. Es ist N ⩽ NA5 ⩽ S5, also
|NA5| ∈ {60, 120}. Es folgt |N ∩A5| ∈ {60, 30}. Da A5 gemäß Lemma 47 einfach ist, ist |N ∩A5| ≠ 30. Also ist
|N ∩A5| = 60 = |A5|. Folglich ist A5 ⩽ N , und damit A5 = N .

Wir verwenden im folgenden Satz 38, den Satz von Sylow.

Es ist |Syl2(G)| ein Teiler von 60/4 = 15.

Annahme, es ist |Syl2(G)| = 1. Sei P ∈ Syl2(G). Es ist P P G und |P | = 4, was der Einfachheit von G
widerspricht.

Annahme, es ist |Syl2(G)| = 3. Da Syl2(G) eine transitive G-Menge ist, gibt es einen Gruppenmorphismus G→
SSyl2(G) ungleich ! . Da |SSyl2(G)| = 6 ist, hat dieser Gruppenmorphismus einen Kern K P G mit [G : K] ∈ [2, 6],
im Widerspruch zur Einfachheit von G.

Es ist also |Syl2(G)| ∈ {5, 15}.
Fall: |Syl2(G)| = 15.

Annahme, es ist P ∩ Q = 1 für alle P, Q ∈ Syl2(G) mit P ̸= Q. Somit haben wir 3 · 15 = 45 Elemente in G
von Ordnung 2 oder 4. Es ist |Syl5(G)| ≡5 1 und ein Teiler von 60/5 = 12. Es ist |Syl5(G)| ̸= 1, da wegen der
Einfachheit von G keine 5-Sylowgruppe normal in G liegt. Also ist |Syl5(G)| = 6. Somit haben wir 4 · 6 = 24
Elemente in G von Ordnung 5. Es folgt |G| ⩾ 24 + 45 > 60. Wir haben einen Widerspruch. Somit gibt es
P, Q ∈ Syl2(G) mit P ̸= Q und ein Element x ∈ G∖ {1} mit x ∈ P ∩Q.

Da |P | = 4, ist P abelsch; cf. Vorbemerkung. Also ist P ⩽ CG(x). Genauso ist Q ⩽ CG(x). Also ist P ⊂ P ∪Q ⊆
CG(x), mithin P < CG(x). Also ist 4 = |P | ein echter Teiler von |CG(x)|.
Es ist die Konjugationsklasse Gx von x eine transitive G-Menge via Konjugation. Es ist |Gx| = |G|/|CG(x)| ; cf.
Lemma 20. Also ist |Gx| ein echter Teiler von 15. Da G einfach von Ordnung 60 ist, ist G nichtabelsch. Es ist
Z(G)◁G, also Z(G) = 1. Folglich ist x ̸∈ Z(G), i.e. |Gx| > 1. Wir haben die Operation G→ SGx, welche wegen



Transitivität von Gx ungleich ! ist. Da G einfach ist, ist der Kern dieser Operation gleich 1, diese Operation
also injektiv. Da G nicht injektiv in eine Gruppe von Ordnung 6 abbilden kann, zieht dies |Gx| ≠ 3 nach sich.

Somit ist |Gx| = 5. Folglich haben wir einen Isomorphismus SGx
∼−→ S5 , komponiert mit unserer Operation auf

Gx also einen injektiven Gruppenmorphismus G → S5 . Sein Bild ist eine Untergruppe von Index 2, also ein
Normalteiler in S5. Folglich ist sein Bild gleich A5 ; cf. Vorbemerkung 2. Diesenfalls ist also G ≃ A5.

Da nun G ≃ A5 , ist auch | Syl2(A5)| = 15. Es ist V := ⟨(1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4)⟩ ∈ Syl2(A5). Es folgt |NA5
(V )| =

|A5|/| Syl2(A5)| = 4, i.e. NA5 (V ) = V . Aber V = S4id ⊔ S4(1, 2)(3, 4), also V P S4 , also S4 ⩽ NA5 (V ) = V , also
24 = |S4| ⩽ |V | = 4, was nicht geht. Also tritt dieser Fall in Wahrheit nicht ein. Das kann beim Lösen der Aufgabe
aber ignoriert werden.

Fall: |Syl2(G)| = 5. Da Syl2(G) eine transitive G-Menge ist, ist die Operation G → SSyl2(G) ungleich ! . Da G

einfach ist, ist der Kern dieser Operation gleich 1, i.e. diese Operation injektiv. Wir haben einen Isomorphismus

SSyl2(G)
∼−→ S5 , komponiert mit unserer Operation also einen injektiven Gruppenmorphismus G→ S5 . Sein Bild

ist eine Untergruppe von Index 2, also ein Normalteiler in S5 . Folglich ist sein Bild gleich A5 ; cf. Vorbemerkung 2.

Damit ist G ≃ A5 .

Hausaufgabe 16

Sei {x, y} eine zweielementige Menge.

Sei F := F({x, y}) die freie Gruppe auf {x, y}.

(1) Man konstruiere einen Automorphismus φ von F mit φ ̸= idF , aber φ
2 = idF .

(2) Man konstruiere zwei Automorphismen φ, ψ von F mit φ ◦ ψ ̸= ψ ◦ φ.

(3) Man zeige: Z(F ) = 1, d.h. das Zentrum ist trivial.

Lösung.

Wir verwenden: Jedes Element der freien Gruppe hat eine eindeutige reduzierte Darstellung. Siehe auch Hausauf-
gabe 23.(3).

(1) Mit der universellen Eigenschaft der freien Gruppe erhalten wir den Gruppenmorphismus

F
φ−→ F

x 7→ y

y 7→ x .

Da x ̸= y, ist φ ̸= idF .

Es ist φ2(x) = φ(y) = x und φ2(y) = φ(x) = y. Also ist φ2 = idF .

(2) Sei φ wie in (1).

Mit der universellen Eigenschaft der freien Gruppe erhalten wir den Gruppenmorphismus

F
ψ−→ F

x 7→ xy

y 7→ y .

Es ist (φ ◦ ψ)(x) = φ(xy) = yx. Es ist (ψ ◦ φ)(x) = φ(y) = y.

Da yx ̸= y, folgt φ ◦ ψ ̸= ψ ◦ φ.

(3) Sei ζ := zε11 . . . zεkk ∈ Z(F ) gegeben, wobei k ⩾ 0, zi ∈ {x, y} und εi ∈ {−1,+1} für i ∈ [1, k].

Sei dieses Element in reduzierter Form gegeben. Es enthält also nicht die Buchstaben x+1 und x−1 nebeneinander
und auch nicht die Buchstaben y+1 und y−1 nebeneinander.

Annahme, es ist k ⩾ 1.

Fall z1 = x. Dann ist y+1zε11 . . . zεkk = zε11 . . . zεkk y
+1. Es ist der Repräsentant y+1zε11 . . . zεkk reduziert.

Ist zε11 . . . zεkk y
+1 reduziert, so stimmt es in F0({x, y}), also als Wort, mit y+1zε11 . . . zεkk überein. Das kann aber

nicht sein, da es nicht mit y+1 anfängt.



Ist zε11 . . . zεkk y
+1 nicht reduziert, so gibt es ein reduziertes Wort von Länge ⩽ k, welches dieses Element in

F({x, y}) repräsentiert. Dieses stimmt in F0({x, y}), also als Wort, y+1zε11 . . . zεkk überein. Das kann aber nicht
sein, da die Längen nicht übereinstimmen.

Somit tritt dieser Fall nicht ein.

Fall z1 = y. Analog, mit vertauschten Rollen von x und y. Auch dieser Fall tritt somit nicht ein.

Keiner der möglichen Fälle tritt ein. Wir haben einen Widerspruch.

Also ist k = 0 und somit ζ = 1. Es folgt Z(F ) = 1.
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