M. Kiinzer

Gruppentheorie, SoSe 25
Losung 4

Hausaufgabe 13 (A11, A18,A19) Sei K ein Korper.

(1) Sei n > 2. Man zeige: Der Kern der Operation von GL,(K) auf P"1(K) ist
Z(GLo(K)) = K*E, .

(2) Sei n > 2. Man zeige: Es ist Z(SL,(K)) = K*E,, N SL,(K).

(3) Man zeige: Es ist PSLy(I;) o~ Spi(g,) . Ist PSLy(IF,) eine einfache Gruppe?

Lésung.
!
(1) Wir zeigen Z(GL,(K)) L K*E,, . Zu zeigen ist nur Z(GL,(K)) < K*E,, .
!

Es geniigt, Cqr,, (k) (SLn (K)) < K*E,, zu zeigen.

Sei A = (ai,5)i,; € Can,(k)(SLn(K)). Fir k, £ € [1,n] mit k& # £ ist A(E, + ere) = (En + exr)A, also
Aepy =ere A, le ;1050 = O pap; fiir i, j € [1,n]. Fiir j =i = ¢ folgt agr = 0. Fiir ¢ = k und j = £ folgt
apk = agg . Somit ist A € K*E,, .

Sei a : GL,(K) — Spu-1(f die Operation von GL,(K) auf P"1(K). Zu zeigen ist Kern(«) L K*E, . Zu

! !
zeigen ist nur Kern(a) < K*E, . Sei A = (a;,;)i,; € Kern(a). Zu zeigen ist A € K*E,,. Es ist Ae, € r(ex)
fir k € [1,n] und also A eine Diagonalmatrix. Es ist ay x ex +aseer = A(ex +e¢) € gler +ep) fir k, £ € [1,n]
mit k # ¢ und also ay , = ag¢. Somit ist in der Tat A € K*E,, .

2) Wir haben nur Z(SL, (F)) < F*E, zu zeigen. In (1) wurde Cqgr, (7 (SL,(F)) < F*E, gezeigt. Daraus
n(F)
folgt aber
Z(SLa(F)) = Cst, (#(SLa(F)) = SLu(F) N CoL, ) (SLa(F)) < F¥E, .

(3) Es ist Z(SLa(F>)) 2 SLo(Fs) NFJEy = {Es}. Also ist PSLy () = SLa(F).

Es ist det : GLQ(IFQ) — U(FQ) = 1. Also ist SLQ(FQ) = GLQ(]FQ)
Wir haben die Operation GLy(F2) — Sp1(g,) =~ Ss; cf. Beispiel 31.
Wenn (gg) € GL(F;) im Kern dieser Operation liegt, dann ist (‘;3) -@ = @ und (Zg) -@ = @.

Folglich sind b = 0 und ¢ = 0. Ferner ist (83) . (%) = (%) Folglich ist a = d = 1. Also ist (ZZ) = Es . Also ist
die Operation injektiv, i.e. P1(If) eine treue GLy (I, )-Menge.

Es ist | GL2(Fy)| = (4 —1)(4 — 2) = 6. Es ist |S3| = 6. Folglich ist die Operation bijektiv. Alles in allem erhalten
wir GL2 (]FQ) ~ Sg .

SchlieBlich ist die Gruppe PSLo () nicht einfach, da die zu ihr isomorphe Gruppe S3 nicht einfach ist, da sie
den Normalteiler 1 < Az <1 S3 besitzt.

Hausaufgabe 14 (A18) Sei F' ein Korper. Man zeige.
(1) Sein > 1. Es ist SL,(F) = (E, + Ae;; : (4,7) € [1,n]*>7, A€ F).

(2) Sein > 3. Es ist SL,(F)" = SL,(F).
(3) Sei |F| > 4. Es ist SLy(F)M) = SLy(F).
(4)

4) Sein > 2. Es ist

A= (on) = {(o8))) ¢ ye P g Cop,m (@) -

Es ist “0A) = (U,ese, ) “A) = SLa(F).



Lésung.
(1) Sein > 1. Es ist SLy, (F) L (Ep+Xeij : (4,7) € 1,n]*27, A€ F) =: S zu zeigen.

!
Dazu ist nur SL,(F) < S zu zeigen.

Fiir A € U(F) ist S 3 ((1)/1\) (_/1\7 ?) (éi‘) = (_376\). Insbesondere ist (,(1)(1)) € S und damit auch S >

2 _ o 0 01 (-1 0 A0
(_(1)(1)) = ( 6 7). Damit ist auch S (_Y 0) (_10) ( 0_1> = <0>\7).
Unter Verwendung des Gruppenmorphismus

SLy(F) — SL.(F)

b
(‘3 d — aepy+begotcep+dep o+ Zie[l,n]\{k,z} €

fiir (k,¢) € [1,n]**7 erkennen wir, daf fiir A € F™*" Vertauschung zweier Zeilen mit nachfolgender Multi-
plikation einer der beiden Zeilen mit —1 durch Linksmultiplikation mit einem Element aus S erreicht werden
kann, ebenso Multiplikation einer Zeile mit A mit nachfolgender Multiplikation einer anderen Zeile mit A~.

Sei A € SL,(F) gegeben. Auf A kénnen wir auf die ersten n — 1 Spalten den GauBalgorithmus dadurch
anwenden, daf} wir von links mit Elementen von S multiplizieren. Hierbei ist jede Spalte eine Stufenspalte, da
A invertierbar ist. In der letzten Spalte steht dann wegen der Determinantenbedinung an Position (n,n) das
Element 1. Folglich kénnen wir mit weiteren Elementen von .S von links multiplizieren, um mit Gauflalgorithmus-
Schritten die Matrix E,, zu erreichen. Somit gibt es ein B € S mit BA = E,,. Also ist A = B~ € S. Dies zeigt
SL,(F) < S.

(2) Gemé#B Vorbemerkung geniigt es zu zeigen, daf fiir A € F und fiir (i, ) € [1,n]**7 das Element E,, + \e; ;
in SL,,(F)™ liegt. Wihle k € [1,n]. In der Tat wird

SL,(F)®M > [En+Aejr,En +ep ]
= (En—Xeiw)(En —er, ;) (En + Xei)(En + ek, ;)
(En, — Xejp —erj+Ae; ;) (En + Nejp+erj +Ae ;)
= En+Xejrter e j—Aejr—Ae j—epj+he;
E,+Xe; ;.

(3) Fiir a € F und b € U(F) wird

i) )= () (8) 1) (60)
B

Transponiert dazu wird also auch

(5 9) (200 = (ot ) -

Gemi Vorbemerkung geniigt es also, ein b € U(F) mit b=2 — 1 # 0 zu finden, i.e. mit 4> — 1 # 0. Nun hat
aber X2 — 1 in F hochstens zwei Nullstellen. Wegen |F| > 4 ist [U(F)| > 3. Somit ist in der Tat b € U(F) mit
b? — 1 # 0 wihlbar.

(4) Esist C := Cgr,,,(r)(e1) = (5 %) < SLyn(F), wobei das * unten rechts einen (n — 1) x (n — 1)-Block darstellt.
Wir haben den Gruppenmorphismus C' — GLy,—1(F), (%4;)ijeqn] & (Tij)ijeen], wovon A der Kern ist.
Insbesondere ist A < C.
!
Um H := (94 : g € SL,(F)) L SL,(F) zu zeigen, geniigt es, H > SL,(F) zu zeigen, wofiir es dank
|

Vorbemerkung wiederum geniigt, E,, + Ae; ; € H zu zeigen fiir (i,7) € [1,n]**7 und X € F.
Es geniigt, dies fiir ¢ € [2,n] zu zeigen, da fiir ¢ = 1 das fragliche Element ohnehin in A < H liegt.



Fall j € [2,n]. Sei a :=E,, + ey ;. Sel g := (Zke[2,n]\{i} erk) +e1;—e; 1. Bs wird

H > %
= ((Xrepn)qiy &k) Teri —ei1)(En + Xer ) ) (X pepan)qiy €kk) — €1, +€i1)
= BEu+ M repngiy erk) Te1i —ein)er i ((Cpepn i} €kk) — €1, +€i1)
= B+ Xei j(Xrepnqiy erk) — €1 +ei)
= E,+Xeg ;.

Fall j = 1. Nach vorigem Fall ist b:=E,, + Ae; 2 € H. Sei g := (Zke[s,n] erk) +e12—ezs. Es wird

H > 9%
= ((Xkeps,n ehk) +er2 —e21)(En + Xei2)((Xkefsn ki) — €12 +e2,1)
= En+ AM(X e, rk) +e1,2 —€2,1) €2((X ez n €hk) — €12 +e2,1)
= En,+ )\ei,2((zk€[3,n] erk) —er2+ea1)
= E,+Xeiq .

Hausaufgabe 15 (A20)

Sei GG eine einfache Gruppe von Ordnung 60. Man zeige: Es ist G isomorph zu Aj .

(Hinweis: Syl,(G) als G-Menge. Fall: |Syly(G)| = 15. Wieso gibt es dann ein # € G \ {1},
das im Schnitt zweier 2-Sylowgruppen liegt? Warum ist dann 4 ein echter Teiler von |Cg(z)|?
Betrachte dann G — Sq, .)

Lésung.
Vorbemerkung. Sei P eine Gruppe mit |P| = 4. Es ist P abelsch.

Beweis. Annahme, nicht. Alle Elemente von P \ {1} haben Ordnung 2, da sonst P zyklisch und also abelsch
wére. Wahle z € P\ {1}. Esist X := (z) < P. Wéhley € P~ (x). Esist Y := (y) < P. Esist | X| =|Y| =2.
Also ist X ~ Co ~ Y. Insbesondere sind X und Y abelsch. Esist X # Y, also XNY =1. Esist XY = P, da
| XY|=|X]|-|Y|/|IXNY|=2-2/1=]|P|; cf. Hausaufgabe 7. Also ist X x Y ~ P; cf. Hausaufgabe 2.(4). Da X
und Y abelsch sind, gilt dies auch fiir X x Y und also auch fiir P. Wir haben einen Widerspruch. o

Vorbemerkung 2. Sei N ein Normalteiler in S5 von Ordnung 60. Dann ist N = As.

Beweis. Es ist N N As < As. Es ist A5/N N A5 ~ NA5/N; cf. Hausaufgabe 7. Es ist N < NA; < Ss, also
INA5| € {60,120}. Es folgt |[N N As| € {60,30}. Da A5 geméf Lemma 47 einfach ist, ist |V N As| # 30. Also ist
[N N As| =60 =|Aj;|. Folglich ist A5 < N, und damit A5 = N. o

Wir verwenden im folgenden Satz 38, den Satz von Sylow.

Es ist | Syly(G)| ein Teiler von 60/4 = 15.

Annahme, es ist |Syl,(G)] = 1. Sei P € Syl,(G). Es ist P < G und |P| = 4, was der Einfachheit von G
widerspricht.

Annahme, es ist | Syl,(G)| = 3. Da Syly(G) eine transitive G-Menge ist, gibt es einen Gruppenmorphismus G —
Ssy1, () ungleich !. Da [Sgy1, ()| = 6 ist, hat dieser Gruppenmorphismus einen Kern K < G mit [G : K] € [2, 6],
im Widerspruch zur Einfachheit von G.

Es ist also | Syl,(G)| € {5,15}.

Fall: | Syl,(G)| = 15.

Annahme, es ist PN Q = 1 fiir alle P, @ € Syly(G) mit P # Q. Somit haben wir 3 - 15 = 45 Elemente in G
von Ordnung 2 oder 4. Es ist | Syl;(G)| =5 1 und ein Teiler von 60/5 = 12. Es ist | Syl;(G)| # 1, da wegen der
Einfachheit von G keine 5-Sylowgruppe normal in G liegt. Also ist | Syl;(G)| = 6. Somit haben wir 4 - 6 = 24
Elemente in G von Ordnung 5. Es folgt |G| > 24 4+ 45 > 60. Wir haben einen Widerspruch. Somit gibt es
P, Q € Syl,(G) mit P # @ und ein Element z € G\ {1} mit z € PN Q.

Da |P| = 4, ist P abelsch; cf. Vorbemerkung. Also ist P < Cg(x). Genauso ist Q < Cg(x). Alsoist P C PUQ C
Cg(x), mithin P < Cg(x). Also ist 4 = |P| ein echter Teiler von |Cg(z)].

Es ist die Konjugationsklasse “z von x eine transitive G-Menge via Konjugation. Es ist | “z| = |G|/|Cq(z)|; cf.
Lemma 20. Also ist | x| ein echter Teiler von 15. Da G einfach von Ordnung 60 ist, ist G’ nichtabelsch. Es ist
Z(G) <1 G, also Z(G) = 1. Folglich ist = & Z(G), i.e. | “%z| > 1. Wir haben die Operation G — S, welche wegen



Transitivitit von “ ungleich ! ist. Da G einfach ist, ist der Kern dieser Operation gleich 1, diese Operation
also injektiv. Da G nicht injektiv in eine Gruppe von Ordnung 6 abbilden kann, zieht dies | “z| # 3 nach sich.

Somit ist | “z| = 5. Folglich haben wir einen Isomorphismus S ¢, — S5, komponiert mit unserer Operation auf

Gz also einen injektiven Gruppenmorphismus G — Ss. Sein Bild ist eine Untergruppe von Index 2, also ein

Normalteiler in Ss. Folglich ist sein Bild gleich Asj; cf. Vorbemerkung 2. Diesenfalls ist also G ~ As.

Da nun G ~ As, ist auch | Syly(As)| = 15. Es ist V := ((1,2)(3,4), (1,3)(2,4)) € Syly(As). Es folgt [Na, (V)| =

|As|/|Syly(As)| = 4, ie. Nag (V) = V. Aber V = S4id U 54(1,2)(3,4), also V <S4, also S4 < Na, (V) =V, also

24 = |S4| < |V| = 4, was nicht geht. Also tritt dieser Fall in Wahrheit nicht ein. Das kann beim Losen der Aufgabe

aber ignoriert werden.
Fall: |Syly(G)| = 5. Da Syly(G) eine transitive G-Menge ist, ist die Operation G — Sgy, (@) ungleich !. Da G
einfach ist, ist der Kern dieser Operation gleich 1, i.e. diese Operation injektiv. Wir haben einen Isomorphismus
Ssyl, (@) = S5, komponiert mit unserer Operation also einen injektiven Gruppenmorphismus G' — S . Sein Bild
ist eine Untergruppe von Index 2, also ein Normalteiler in S5 . Folglich ist sein Bild gleich A5 ; cf. Vorbemerkung 2.
Damit ist G ~ As.

Hausaufgabe 16
Sei {x,y} eine zweielementige Menge.
Sei F':=F({z,y}) die freie Gruppe auf {z,y}.

(1) Man konstruiere einen Automorphismus ¢ von F' mit ¢ # idp, aber ¢? = idp.
(2) Man konstruiere zwei Automorphismen ¢, ¢ von F mit ¢ o1 # 1 o .
(3) Man zeige: Z(F) = 1, d.h. das Zentrum ist trivial.

Lésung.

Wir verwenden: Jedes Element der freien Gruppe hat eine eindeutige reduzierte Darstellung. Siehe auch Hausauf-
gabe 23.(3).

(1) Mit der universellen Eigenschaft der freien Gruppe erhalten wir den Gruppenmorphismus

< 8
T T s
8@

Da x # vy, ist ¢ # idp.
Es ist ¢?(x) = p(y) = z und ©?(y) = p(x) = y. Also ist p? = idp.

(2) Sei ¢ wie in (1).
Mit der universellen Eigenschaft der freien Gruppe erhalten wir den Gruppenmorphismus

8
171 s
=g M

Es ist (p o) (z) = p(zy) = yx. Esist (¢ o p)(x) = o(y) = y.
Da yz # y, folgt p o) # pop.

(3) Sei ¢ := 27" ... 2" € Z(F) gegeben, wobei k > 0, z; € {x,y} und ¢; € {-1,+1} fiir i € [1,k].
Sei dieses Element in reduzierter Form gegeben. Es enthiilt also nicht die Buchstaben 27! und =1 nebeneinander
und auch nicht die Buchstaben y™! und y~! nebeneinander.

Annahme, es ist k > 1.

Fall z; = . Dann ist y™ 2] ... 20" = 27" ... z;*y ™!, Es ist der Représentant y 27" ... z;* reduziert.

Ist 27 ... 27"y ™! reduziert, so stimmt es in Fo({z, y}), also als Wort, mit y 27" ... 2>

nicht sein, da es nicht mit y™! anfingt.

iiberein. Das kann aber



Ist zi'...2z7*y™" nicht reduziert, so gibt es ein reduziertes Wort von Linge < k, welches dieses Element in

F({z,y}) reprisentiert. Dieses stimmt in Fo({z, y}), also als Wort, y™'27' ... z;* {iberein. Das kann aber nicht

sein, da die Langen nicht iibereinstimmen.
Somit tritt dieser Fall nicht ein.

Fall zy = y. Analog, mit vertauschten Rollen von = und y. Auch dieser Fall tritt somit nicht ein.
Keiner der moglichen Fille tritt ein. Wir haben einen Widerspruch.

Also ist k = 0 und somit ¢ = 1. Es folgt Z(F') = 1.

pnp.mathematik.uni-stuttgart.de/lexmath/kuenzer/gt25/



